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Введение

I. Эта книга посвящена новой теории нелокальных эллиптических кра-
евых задач и ее приложениям к исследованию многомерных диффузи-
онных процессов и процессов терморегуляции. Различные задачи в дан-
ной области изучались многими математиками. Однако ранее никто не
рассматривал взаимосвязь между разными направлениями нелокальных
эллиптических задач и их приложениями.

Как известно, в классических постановках краевых задач для эллип-
тических уравнений в каждой точке границы ∂Q области Q ⊂ Rn за-
даются значения неизвестной функции или линейная комбинация неиз-
вестной функции и ее производных. Такие задачи естественно называть
локальными. В отличие от локальных краевых задач в нелокальных кра-
евых задачах задается связь между значениями неизвестной функции и
ее производных в каждой точке границы ∂Q со значениями на некотором
множестве Ω ⊂ Q. Физически такие задачи возникают при аналитиче-
ском описании диффузионных процессов, допускающих прыжки частиц
с мембраны живой клетки внутрь клетки или в другие точки мембраны,
а также процессов управления распределением тепла.

Одной из первых работ, посвященных нелокальным эллиптическим
краевым задачам, была работа Т. Карлемана [42], результаты которой
он изложил на пленарном докладе во время Международного конгрес-
са математиков в 1932 г. Т. Карлеман рассмотрел задачу о нахождении
голоморфной функции в области Q ⊂ C, удовлетворяющей нелокаль-
ному краевому условию, связывающему значения неизвестной функции
в точке t границы ∂Q со значениями в точке α(t), где α(α(t)) ≡ t и
α(∂Ω) = ∂Ω. Данная задача была сведена им к сингулярному интеграль-
ному уравнению со сдвигом. Библиографию дальнейших публикаций о
сингулярных интегральных уравнениях со сдвигами можно найти в [32].

Независимо от указанных работ рассматривались абстрактные нело-
кальные эллиптические краевые задачи (см. статьи М. И. Вишика [7],
Ф. Браудера [41] и др. В то время были известны лишь примеры эллип-
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тических задач с носителями нелокальных членов на границе. Однако об-
щие результаты, полученные в этих работах, образовали позднее теорию
линейных операторов в банаховых пространствах [19], которая использу-
ется в современной теории эллиптических задач, включая нелокальные
задачи.

Новая нелокальная краевая задача для эллиптического дифференци-
ального уравнения, возникающая в теории плазмы, была сформулирова-
на А. В. Бицадзе и А. А. Самарским [4]:

(Aw)(x) = −
n∑

i,j=1

aij(x)wxixj
(x) +

n∑

i=1

ai(x)wxi
(x) + a0(x)w(x) = f0(x)

(x ∈ Q), (1)

w(x)|M1
= b(x)w(ω(x))|M1

+ f1(x) (x ∈ M1),

w(x)|M2
= f2(x) (x ∈ M2). (2)

Здесь
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > 0 (0 6= ξ ∈ Rn, x ∈ Q),

Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Q, M1 ⊂ ∂Q— (n−1)-мерное
гладкое многообразие, открытое в топологии ∂Q, M2 = ∂Q \M1 — (n −
1)-мерное гладкое многообразие; ω(x)—C∞-диффеоморфизм, отобража-
ющий некоторую окрестность Ω1 многообразия M1 на множество ω(Ω1)

так, что ω(M1) ⊂ Q, aij, ai, a0, b ∈ C∞(Rn)— вещественнозначные функ-
ции. Вообще говоря, ω(M 1) ∩ ∂Q 6= ∅, см. рис. 1.

Рис. 1
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В [4] была изучена следующая задача:

−4w(x) = f0(x) (x ∈ Q = (0, 2)× (0, 1)), (3)

w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 6 x1 6 2),

w(0, x2) = γ1w(1, x2), w(2, x2) = γ2w(1, x2) (0 6 x2 6 1)
(4)

для γ1 = 0, γ2 = 1, где 4— оператор Лапласа, x = (x1, x2), см. рис. 2.

Рис. 2

Поскольку носитель нелокальных членов {1} × [0, 1] в задаче (3), (4)
имеет пустое пересечение с множеством {2}× [0, 1], эта задача была све-
дена к интегральному уравнению Фредгольма второго рода. Равенства
γ1 = 0 и γ2 = 1 позволяют применить принцип максимума. Таким обра-
зом, была доказана единственность классического решения задачи (3),
(4). Из единственности решения и теоремы Фредгольма следует суще-
ствование решения.

В общем случае задача (1), (2) оказалась значительно более сложной.
Вопрос о разрешимости нелокальных эллиптических задач вида (1), (2)
был сформулирован как нерешенная задача [27]. Различные случаи эл-
липтических задач с нелокальными краевыми условиями вида (2) изу-
чались многими авторами. Большинство публикаций было посвящено
случаю M2 = ∅, ω(∂Q)∩∂Q = ∅. В противном случае авторы предпола-
гали, что множество ω(M1) удовлетворяет некоторым жестким геомет-
рическим условиям вблизи границы ∂Q, например ω(M1) ∩M 1 = ∅.

Лишь последние достижения в теории уравнений в частных производ-
ных и функционально-дифференциальных уравнений позволили иссле-
довать проблему разрешимости для широкого класса нелокальных эл-
липтических краевых задач [28–30]. В этих работах была создана клас-
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сификация нелокальных эллиптических краевых задач, основанная на
геометрической структуре носителей нелокальных членов:

(a) M2 = ∅, ω(∂Q) ⊂ Q, см. рис. 3,

Рис. 3

(b) M2 6= ∅, ω(M1) ∩ (M 1 \M1) = ∅, см. рис. 4,

Рис. 4

(c) M2 6= ∅, ω(M1) ∩ (M 1 \M1) 6= ∅, см. рис. 5.

Рис. 5

В соответствии с этой классификацией были изучены фредгольмова
и однозначная разрешимость в пространствах Соболева и весовых про-
странствах Кондратьева, свойства индекса, спектральные свойства со-
ответствующих операторов, асимптотическое поведение решений вблизи
точек сопряжения, гладкость обобщенных решений и связь с эллиптиче-
скими функционально-дифференциальными уравнениями. Систематиче-
скому изложению этой теории посвящена монография [32].
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В первом случае, грубо говоря, добавление нелокальных членов не
меняет основных свойств эллиптической задачи: имеет место гладкость
решений, фредгольмово свойство соответствующего оператора, устойчи-
вость индекса по отношению к произвольным нелокальным возмущени-
ям, дискретность и секториальная структура спектра оператора. Вто-
рой и третий случаи значительно более трудные, так как носитель нело-
кальных членов имеет непустое пересечение с границей. Это приводит к
появлению степенных особенностей у решений вблизи множества точек
сопряжения M 1 \M1. Поэтому нелокальные эллиптические задачи есте-
ственно рассматривать в весовых пространствах. Во втором случае до-
бавление нелокальных членов не меняет свойства фредгольмовости и ин-
декса соответствующей локальной эллиптической задачи в весовых про-
странствах, определенных с помощью расширенного множества точек
сопряжения. В третьем случае нелокальная эллиптическая задача мо-
жет не быть фредгольмовой, в то время как локальная задача фредголь-
мова. Обратно, нелокальная эллиптическая задача может быть фред-
гольмовой, тогда как локальная задача не является фредгольмовой. Бо-
лее того, сколь угодно малые коэффициенты в нелокальных членах мо-
гут привести к нарушению гладкости обобщенных решений нелокальной
краевой задачи [29].

В первом случае разрешимость нелокальных эллиптических краевых
задач в различных пространствах и спектральные свойства соответству-
ющих операторов рассматривались позднее в работах [24, 50, 51] и др.
Второй и третий случаи изучались в дальнейшем в [11, 13, 17, 26, 35, 46–
48,51,52].

II. Нелокальные эллиптические краевые задачи имеют важные при-
ложения к теории многомерных диффузионных процессов и процессов
терморегуляции.

В классических исследованиях диффузионных процессов предполага-
лось, что частица, достигшая мембраны живой клетки, может поглотить-
ся или отразиться. Аналитически эти явления описываются уравнением
диффузии с условиями Дирихле или Неймана, соответственно. В сере-
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дине XX века в биофизике обнаружились новые явления, связанные со
случайными блужданиями частиц в живой клетке. А именно: частица,
попавшая на мембрану, может совершать малые колебания вблизи мем-
браны (вязкость), диффузию вдоль мембраны или прыжки с мембраны
внутрь клетки или в другую точку мембраны. Аналитически эти явле-
ния описываются уравнением диффузии с краевыми условиями, содержа-
щими дифференциальные операторы по пространственным переменным,
входящие в уравнение диффузии, дифференциальные операторы второ-
го порядка по касательным направлениям к границе или интегралы по
замыканию области.

В работах [43, 44] У. Феллер полностью охарактеризовал аналитиче-
скую структуру одномерных диффузионных процессов. Он доказал, что
если обыкновенный дифференциальный оператор второго порядка яв-
ляется генератором неотрицательной сжимающей сильно непрерывной
полугруппы, то его область определения состоит из функций, удовле-
творяющих нелокальным краевым условиям. Позднее такие полугруппы
назвали полугруппами Феллера. Обратно, он доказал, что если обыкно-
венный дифференциальный оператор второго порядка определен на мно-
жестве достаточно гладких функций, удовлетворяющих таким нелокаль-
ным краевым условиям, то замыкание этого оператора есть генератор
полугруппы Феллера. Аналогичная задача для многомерных диффузи-
онных процессов в ограниченной области Q ⊂ Rn изучалась А. Д. Вент-
целем [5]. Он получил общий вид краевых условий для генератора полу-
группы Феллера. В общем случае эти условия содержат значения функ-
ции и ее производных вплоть до второго порядка на ∂Q и интеграл по Q.

Интеграл соответствует диффузии в клетке, когда частица, попадаю-
щая на мембрану, может позднее «перепрыгнуть» в точку x ∈ Q (см.
рис. 6). Проблема существования полугрупп Феллера изучалась только
в так называемом «трансверсальном» случае (см. [5, 49,53]). Аналитиче-
ски в трансверсальном случае краевые условия содержат производные
функции. Поэтому нелокальное возмущение имеет низший порядок по
сравнению со старшими членами. В нетрансверсальном случае пробле-
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ма существования полугрупп Феллера является нерешенной.

Рис. 6

В этом случае при помощи теоремы Хилле—Иосиды проблему суще-
ствования полугруппы Феллера можно свести к следующей нелокальной
эллиптической задаче:

Aw(x) + λw(x) = f0(x) (x ∈ Q), (5)

γ(x)w(x) +

∫

Q

[w(x)− w(y)] m(x, dy) = 0 (x ∈ ∂Q). (6)

Здесь A— эллиптический оператор вида (1), a0(x) > 0 (x ∈ Q), λ > 0,
γ(x) > 0 (x ∈ ∂Q), m(x, · )—неотрицательная борелевская мера. В част-
ности, если γ(x) = 1, m(x, Q) = 0 (x ∈ M2), γ(x) = 0, m(x, ω(x)) = 1 и
m(x, Q \ ω(x)) = 0 (x ∈ M1), то мы получим однородные нелокальные
условия (2) с b(x) = 1. Таким образом, теория многомерных диффузи-
онных процессов тесно связана с теорией нелокальных эллиптических
краевых задач. Применение теории нелокальных эллиптических крае-
вых задач позволило создать новый метод исследования многомерных
диффузионных процессов в обоих случаях: как трансверсальном, так и
нетрансверсальном [9,31,50].

Независимо от указанных выше работ, посвященных исследованию по-
лугрупп Феллера для эллиптических дифференциальных операторов с
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нелокальными краевыми условиями, ряд авторов изучали эллиптические
интегро-дифференциальные операторы с «локальными» краевыми усло-
виями, возникающие при описании диффузионных процессов со скачка-
ми внутри живой клетки [40]. Отметим, что методы, изучаемые в дан-
ной книге, позволяют изучать эллиптические интегро-дифференциаль-
ные операторы с нелокальными краевыми условиями [9]. Такие операто-
ры соответствуют диффузионным процессам, содержащим скачки как из
одной точки клетки в другую, так и из точек мембраны в другие клетки
мембраны.

Рассмотрим также другие приложения теории нелокальных эллипти-
ческих краевых задач. Как уже упоминалось, задача (1), (2) возникает
в теории плазмы [27]. Физически этой задаче соответствует стационар-
ное распределение тепла в реакторе, генерирующем плазму. При этом
на части поверхности реактора M2 задается некоторая температура, а
на оставшейся части поверхности M1 поддерживается температура, рав-
ная температуре на некоторой поверхности ω(M1) внутри реактора. Та-
кая задача может рассматриваться как задача управления процессом
распределения тепла. Аналогичные задачи возникают также в матема-
тических моделях распределения тепла в живых клетках. Отметим, что
математическая модель терморегуляции живых клеток и термоконтро-
ля химических реакторов и сталелитейных конверторов в простейшем
случае подробно рассмотрена в учебном пособии [12]. В рамках данной
модели устройства нагрева занимают всю границу ∂Q области (мембрану
клетки или поверхность химического реактора), а датчики температуры
находятся внутри области Q. В определенном смысле описанная ситу-
ация соответствует первому случаю классификации нелокальных крае-
вых задач, т.е. решения не имеют особенностей на границе и их можно
рассматривать в пространствах Соболева. В общем случае, когда нагре-
вательные устройства занимают лишь часть границы M1, решения могут
иметь особенности на границе. Поэтому при исследовании проблемы тер-
моконтроля необходимо использовать весовые пространства и технику,
изложенную в настоящем учебном пособии.
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III. Учебное пособие состоит из четырех глав и приложений. В кон-
це каждой главы приводятся задачи для самоконтроля и контрольных
работ, а также темы курсовых работ. Отдельно сформулированы нере-
шенные задачи.

Глава 1 посвящена теории весовых пространств. Рассматриваются ве-
совые пространства Кондратьева в бесконечных углах и в пространстве
Rn, а затем и в ограниченных областях с конечным числом угловых точек
или ребер. Изучаются основные свойства весовых пространств: эквива-
лентные нормы, существование операторов следа и поднятия, теоремы о
компактности вложения, продолжение функций в бо́льшую область, ин-
терполяционные неравенства. Эти результаты используются для иссле-
дования разрешимости нелокальных эллиптических задач в бесконечных
углах и в ограниченной области в главах 2 и 3. Исследуются также ве-
совые пространства с неоднородным весом в плоских углах. Результаты,
полученные для этих пространств, используются при изучении нелокаль-
ных эллиптических задач с параметром на единичной сфере в плоских
углах, которые возникают в главе 2 при исследовании нелокальных эл-
липтических задач в двугранных углах.

В главе 2 рассматриваются нелокальные эллиптические задачи в бес-
конечных углах и локальные задачи в пространстве Rn. Исследуются во-
просы однозначной разрешимости и асимптотическое поведение решений
в плоских углах в зависимости от величины угла, коэффициентов при
нелокальных членах, показателя веса и показателя гладкости решения.
Для пространственных нелокальных задач излагается метод сведения к
нелокальным задачам в плоских углах с параметром на единичной сфе-
ре. Для локальных эллиптических задач в Rn доказано, что соответству-
ющий оператор не может быть изоморфизмом ни при каких значениях
весового параметра. Результаты главы 2 применяются в главе 3 для ис-
следования фредгольмовой разрешимости нелокальных эллиптических
задач в ограниченных областях.

Глава 3 посвящена разрешимости эллиптических задач в ограничен-
ных областях с нелокальными условиями вблизи границы. Рассматрива-
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ются локальные и нелокальные эллиптические задачи в ограниченных
областях, имеющих конечное число угловых точек или ребер. Для плос-
ких областей получены необходимые и достаточные условия фредголь-
мовой разрешимости, а для пространственных областей — достаточные
условия фредгольмовой разрешимости. Доказано, что в случае, когда
носители нелокальных членов не подходят к точкам сопряжения нело-
кальная и соответствующая локальная задачи в весовых пространствах
фредгольмовы или нет одновременно. В случае подхода нелокальных
членов к точкам сопряжения дополнительно предполагается, что это
подход— некасательный. В этом случае локальная задача может быть
фредгольмовой, а нелокальная— нет.

В главе 4 рассматриваются математические модели многомерных диф-
фузионных процессов, возникающие при описании случайных блужда-
ний частиц в биологических клетках, включая эффекты прыжков. По-
лучены достаточные условия существования полугрупп Феллера в наи-
более трудном нетрансверсальном случае. Для доказательства использу-
ется сведение к нелокальным эллиптическим краевым задачам в ограни-
ченных областях. Изложение главы 4 опирается на методы главы 3.

IV. Библиография приведена в конце учебного пособия. К обязатель-
ной литературе относятся книги и статьи по некоторым фундаменталь-
ным разделам функционального анализа, теории функциональных про-
странств и эллиптической теории [1, 8, 10, 12, 14–16, 19–21, 23, 36]. Для
удобства читателя основные определения и результаты этих разделов,
используемые нами, содержатся в приложениях. Кроме того, бóльшая
часть результатов цитируемых выше работ содержится в учебных посо-
биях [2, 12, 38], написанных в рамках той же подпрограммы «Инноваци-
онного образовательного проекта», что и данная книга. В списке литера-
туры обязательная литература отмечена звездочками.
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V. Обозначения
R—множество вещественных чисел;
C—множество комплексных чисел;
Z—множество целых чисел;
N—множество натуральных чисел;
Rn — n-мерное вещественное пространство;
Cn — n-мерное комплексное пространство;
BR(x0)—шар {x ∈ B : ‖x− x0‖ < R} в банаховом пространстве B;
BR = BR(0);
[a, b]— замкнутый интервал {x ∈ R : a 6 x 6 b};
(a, b)— открытый интервал {x ∈ R : a < x < b};
Q— замыкание Q;∏

—прямое произведение;
⊕— ортогональная сумма;
¤—конец доказательства;
k1, k2, . . . и c1, c2, . . .—положительные константы, не зависящие от ар-

гументов или неизвестных функций в неравенстве; в случае других пред-
положений относительно констант это будет оговорено дополнительно.

VI. Учебное пособие предназначено для студентов магистратуры, обу-
чающихся по направлению «Математика. Прикладная математика», и
аспирантов.

Книга основана на научных исследованиях автора. Она является
расширенным изложением специальных курсов, читавшихся автором и
его учениками в Российском университете дружбы народов, Московском
авиационном институте и университете им. Юстуса Либига в
г. Гиссен (Германия).
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Глава 1

Весовые пространства

1.1. Весовые пространства в углах и Rn

Пространства Hk
a (Ω)

Вначале мы рассмотрим плоский случай. Обозначим через

θ = {y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2, 0 < r}

плоский угол, где r, ϕ—полярные координаты точки y, 0 < d2−d1 < 2π.
Предположим, что Ω = θ или R2.

Определение 1.1.1. Введем весовое пространство Кондратьева Hk
a (Ω)

как пополнение множества C∞
0

(
Ω \ {0}) по норме

‖u‖Hk
a (Ω) =


∑

|α|6k

∫

Ω

r2(a−k+|α|) |Dαu(y)|2 dy




1/2

, (1.1.1)

где C∞
0

(
Ω \ {0})—множество бесконечно дифференцируемых функций

в Ω с компактными носителями в Ω \ {0}, k > 0—целое, a ∈ R.

Для того чтобы ввести эквивалентную норму в пространстве Hk
a (Ω),

мы перейдем к полярным координатам r, ϕ и сделаем замену переменной
τ = ln r. Тогда угол θ и множество R2 \ {0} отобразятся в полосы

G = {y′ = (ϕ, τ) : d1 < ϕ < d2, −∞ < τ < +∞}

и
G = {y′ = (ϕ, τ) : 0 6 ϕ < 2π, −∞ < τ < +∞}

соответственно. Функцию u(y) в новой системе координат обозначим че-
рез u(y′). По индукции легко доказать следующие равенства

Dα
y = e−|α|τ

∑

|β|6|α|
aβ(ϕ)Dβ

y′, (1.1.2)
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Dγ
y′ =

∑

|µ|6|γ|
r|µ|bµ(ϕ)Dµ

y , (1.1.3)

где aβ, bµ ∈ C∞
2π[0, 2π], C∞

2π[0, 2π]—множество 2π-периодических беско-
нечно дифференцируемых функций.

Из формул (1.1.1)–(1.1.3) следует, что

c1‖u‖2
Hk

a (Ω) 6
∑

|α|6k

∫

G

e2(a−k+1)τ |Dα
y′u(y′)|2dy′ 6 c2‖u‖2

Hk
a (Ω)

(
u ∈ Hk

a (Ω)
)
. (1.1.4)

Обозначим через

û(ϕ, λ) = (2π)−1/2

+∞∫

−∞
u(ϕ, τ)e−iλτdτ

преобразование Фурье функции u(ϕ, τ) по переменной τ. Используя ком-
плексный аналог равенства Парсеваля

+∞∫

−∞
|v(τ)|2e2Hτdτ =

+∞+iH∫

−∞+iH

|v̂(λ)|2dλ (1.1.5)

для veHτ ∈ L2(−∞, +∞), H = a − k + 1, и неравенства (B.25), (1.1.4),
мы видим, что û(·, λ) ∈ W k(d1, d2) для п. в. λ ∈ {λ ∈ C : Im λ = H} и

c3‖u‖2
Hk

a (Ω) 6
+∞+iH∫

−∞+iH

(
‖û‖2

W k(d1,d2) + |λ|2k‖û‖2
L2(d1,d2)

)
dλ 6

6 c4‖u‖2
Hk

a (Ω)

(
u ∈ Hk

a (Ω)
)
, (1.1.6)

где 0 < d2 − d1 < 2π, если Ω = θ, и d1 = 0, d2 = 2π, если Ω = R2 \ {0}.
Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 1.1.1. Пусть Ω = θ или R2. Тогда мы можем ввести в Hk
a (Ω)

эквивалентные нормы по формулам

‖u‖′Hk
a (Ω) =


∑

|α|6k

∫

G

e2(a−k+1)τ |Dα
y′u(y′)|2dy′




1/2

, (1.1.7)
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‖u‖′′Hk
a (Ω) =




+∞+iH∫

−∞+iH

(
‖û‖2

W k(d1,d2) + |λ|2k‖û‖2
L2(d1,d2)

)
dλ




1/2

, (1.1.8)

где H = a− k + 1.

Изучим теперь n-мерный случай. Обозначим через

Θ = {x = (y, z) ∈ Rn : d1 < ϕ < d2, 0 < r, z ∈ Rn−2}

n-мерный двугранный угол, где r, ϕ—полярные координаты точки y,
0 < d2 − d1 < 2π, n > 3. Пусть

P = {x = (y, z) ∈ Rn : y = 0, z ∈ Rn−2}—

ребро угла Θ. Предположим, что Ω = Θ или Rn.

Определение 1.1.2. Введем весовое пространство Кондратьева Hk
a (Ω)

как пополнение множества C∞
0

(
Ω \ P)

по норме

‖u‖Hk
a (Ω) =


∑

|α|6k

∫

Ω

r2(a−k+|α|)|Dαu(x)|2dx




1/2

, (1.1.9)

где C∞
0

(
Ω \ P)

—множество бесконечно дифференцируемых функций в
Ω с компактными носителями в Ω \ P , k > 0—целое, a ∈ R.

Перейдем к новым координатам ϕ, r, z′ = r−1z и сделаем преобразова-
ние τ = ln r. Тогда двугранный угол Θ и множество Rn \ P отобразятся
в слои

G = {x′ = (ϕ, τ, z′) : d1 < ϕ < d2, (τ, z′) ∈ Rn−1}
и

G = {x′ = (ϕ, τ, z′) : 0 6 ϕ < 2π, (τ, z′) ∈ Rn−1}
соответственно. Функцию u(x) в новой системе координат обозначим че-
рез u(x′).

Легко показать, что

Dα
x = e−|α|τ

∑

|β|6|α|
aβ(ϕ)Dβ

x′, (1.1.10)
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Dγ
x′ =

∑

|µ|6|γ|
r|µ|bµ(ϕ)Dµ

x , (1.1.11)

где aβ, bµ ∈ C∞
2π[0, 2π].

Из (1.1.10), (1.1.11) мы выводим следующее неравенство:

c5‖u‖2
Hk

a (Ω) 6
∑

|α|6k

∫

G

e2(a−k+n/2)τ |Dα
x′u(x′)|2dx′ 6 c6‖u‖2

Hk
a (Ω)

(
u ∈ Hk

a (Ω)
)
. (1.1.12)

Обозначим через

û(ϕ, λ, z′) = (2π)−1/2

+∞∫

−∞
u(ϕ, τ, z′)e−iλτdτ

преобразование Фурье функции u(ϕ, τ, z′) по переменной τ . Используя
комплексный аналог равенства Парсеваля (1.1.5) с H = a − k + n/2 и
неравенства (B.20), (1.1.12), мы убеждаемся, что û(·, λ, ·) ∈ W k(G0) для
п. в. λ ∈ {λ ∈ C : Im λ = H} и

c7‖u‖2
Hk

a (Ω) 6
+∞+iH∫

−∞+iH

(
‖û‖2

W k(G0) + |λ|2k‖û‖2
L2(G0)

)
dλ 6

6 c8‖u‖2
Hk

a (Ω)

(
u ∈ Hk

a (Ω)
)
, (1.1.13)

где G0 = (d1, d2)×Rn−2, 0 < d2− d1 < 2π, если Ω = Θ, и d1 = 0, d2 = 2π,
если Ω = Rn.

Таким образом, мы доказали следующий результат.

Теорема 1.1.2. Предположим, что Ω = Θ или Rn. Тогда мы можем
ввести эквивалентные нормы в Hk

a (Ω) по формулам

‖u‖′Hk
a (Ω)=


∑

|α|6k

∫

G

e2(a−k+n/2)τ |Dα
x′u(x′)|2dx′




1/2

, (1.1.14)

‖u‖′′Hk
a (Ω)=




+∞+iH∫

−∞+iH

(
‖û‖2

W k(G0) + |λ|2k‖û‖2
L2(G0)

)
dλ




1/2

, (1.1.15)

где H = a− k + n/2.
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Пространства следов

Далее в этом параграфе мы будем предполагать, что Ω = θ или R2, если
n = 2, и Ω = Θ или Rn, если n > 3. Здесь P = {0}, если n = 2, и
P = {x = (y, z) ∈ Rn : y = 0, z ∈ Rn−2}, если n > 3.

Вначале мы докажем два вспомогательных результата об умножении
на функцию в весовых пространствах.

Лемма 1.1.1. Предположим, что g ∈ Ck
(
Ω \ P)

и

|rb+|β|Dβg(x)| 6 c9
(|β| 6 k, x ∈ Ω \ P)

, (1.1.16)

где c9 > 0 не зависит от x, b ∈ R, k ∈ N.
Тогда для всех u ∈ Hk

a (Ω)

‖gu‖Hk
a+b(Ω) 6 c9c10‖u‖Hk

a (Ω), (1.1.17)

где c10 > 0 не зависит от u и g.

Доказательство. Очевидно, Dα(gu) (|α| 6 k)—линейная комбинация
функций

Dα−βgDβu (βj 6 αj, j = 1, . . . , n).

В силу (1.1.16) мы имеем

|Dα−βgDβu| 6 c9r
−b−|α−β||Dβu|.

Поэтому мы получим

‖gu‖2
Hk

a+b(Ω) =
∑

|α|6k

∫

Ω

r2(a+b−k+|α|)|Dα(gu)|2dx 6

6 c9c10

∑

|β|6k

∫

Ω

r2(a−k+|β|)|Dβu|2dx = c9c10‖u‖2
Hk

a (Ω).

Следствие 1.1.1. Пусть числа d1, d2 ∈ R таковы, что 0 < d2−d1 < 2π,

если Ω = θ или Θ, и d1 = 0, d2 = 2π, если Ω = Rn. Предположим, что
функция ξ ∈ Ċ∞(d1, d2) такова, что ξ(ϕ) = 1 при ϕ ∈ [b1, b2], ξ(ϕ) = 0

при ϕ 6∈ [(b1 + d1)/2, (b2 + d2)/2], 0 6 ξ(ϕ) 6 1, где d1 < b1 < b2 < d2.
Тогда оператор умножения на функцию Dα

y ξ, действующий из Hk
a (Ω)

в Hk
a+|α|(Ω), ограничен.
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Доказательство следует из формулы (1.1.2) и леммы 1.1.1.
Пусть Γ ⊂ Ω — полупрямая вида Γ = {y ∈ R2 : ϕ = ϕ0, 0 < r}, если

n = 2, и полуплоскость вида Γ = {x = (y, z) ∈ Rn : ϕ = ϕ0, 0 < r,

z ∈ Rn−2}, если n > 3.
Обозначим через H

k−1/2
a (Γ) пространство следов на Γ с нормой

‖ψ‖
H

k−1/2
a (Γ) = inf

v
‖v‖Hk

a (Ω)
(
v ∈ Hk

a (Ω) : v|Γ = ψ
)
, (1.1.18)

где k ∈ N.
Пусть {ξs}+∞

s=−∞—разбиение единицы на R2 \ {0} такое, что

ξs ∈ Ċ∞(
R2),

∑
s

ξs(y) ≡ 1
(
y ∈ R2 \ {0}),

supp ξs ⊂ {y ∈ R2 : 2s−1 < r < 2s+1},
|Dαξs(y)| 6 cα2−|α|s, s = 0,±1,±2, . . . , |α| > 0,

(1.1.19)

где cα > 0 не зависит от s.

Лемма 1.1.2. Норма (1.1.18) эквивалентна норме

‖ψ‖′
H

k−1/2
a (Γ)

=

(
+∞∑

s=−∞
‖ξsψ‖2

H
k−1/2
a (Γ)

)1/2

. (1.1.20)

Доказательство. 1. Вначале мы докажем, что

‖ψ‖′
H

k−1/2
a (Γ)

6 k1‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ)

(
ψ ∈ Hk−1/2

a (Γ)
)
. (1.1.21)

Пусть u ∈ Hk
a (Ω) — продолжение функции ψ ∈ H

k−1/2
a (Γ) такое, что

‖u‖Hk
a (Ω) 6 2‖ψ‖

H
k−1/2
a (Γ). (1.1.22)

В силу (1.1.18) мы имеем

‖ψ‖′
H

k−1/2
a (Γ)

6
(

+∞∑
s=−∞

‖ξsu‖2
Hk

a (Ω)

)1/2

. (1.1.23)

Из определения функций ξs и леммы 1.1.1 мы получим

‖ξsu‖2
Hk

a (Ω) 6 k2‖u‖2
Hk

a (Ωs), (1.1.24)

где k2 > 0 не зависит от u и s,
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Ωs = {x ∈ Ω : 2s−1 < r < 2s+1},

норма ‖u‖Hk
a (Ωs) определена по формуле (1.1.1) с Ωs вместо Ω.

Неравенства (1.1.23), (1.1.24) дают нам следующее неравенство:

‖ψ‖′
H

k−1/2
a (Γ)

6 k3‖u‖Hk
a (Ω). (1.1.25)

Из (1.1.25), (1.1.22) мы получаем (1.1.21).
2. Докажем теперь, что

‖ψ‖
H

k−1/2
a (Γ) 6 k4‖ψ‖′Hk−1/2

a (Γ)

(
ψ ∈ Hk−1/2

a (Γ)
)
. (1.1.26)

Обозначим через σs(y) (s = 0,±1,±2, . . . ) функцию из Ċ∞(
R2

)
та-

кую, что

supp σs ⊂ {y ∈ R2 : 2s−2 < r < 2s+2},
σs(y) ≡ 1 при 2s−1 < r < 2s+1, |Dασs(y)| 6 kα2−|α|s,

s = 0,±1,±2, . . . , |α| > 0,

(1.1.27)

где kα > 0 не зависит от s.
Пусть vs ∈ Hk

a (Ω)—продолжение функции ξsψ на Ω такое, что

‖vs‖Hk
a (Ω) 6 2‖ξsψ‖H

k−1/2
a (Γ).

Из леммы 1.1.1 мы получим

‖σsvs‖Hk
a (Ω) 6 k5‖vs‖Hk

a (Ω),

где k5 > 0 не зависит от vs и s.
Следовательно, мы имеем

‖ψ‖′
H

k−1/2
a (Γ)

> k6

(
+∞∑

s=−∞
‖σsvs‖2

Hk
a (Ω)

)1/2

> k7

∥∥∥∥∥
+∞∑

s=−∞
σsvs

∥∥∥∥∥
Hk

a (Ω)

. (1.1.28)

Поскольку
(∑

s
σsvs

)∣∣∣∣
Γ

= ψ, то
∥∥∥∥

+∞∑
s=−∞

σsvs

∥∥∥∥
Hk

a (Ω)
> ‖ψ‖

H
k−1/2
a (Γ).

Из (1.1.28) и из последнего неравенства следует (1.1.26).
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Лемма 1.1.3. Норма (1.1.18) эквивалентна норме

‖ψ‖′′
H

k−1/2
a (Γ)

=

=




∫

Γ

∫

Γ

∑

|α|=k−1

∣∣|y1|a (Dαψ) (y1)− |y2|a (Dαψ) (y2)
∣∣2 dΓy1

dΓy2

|y1 − y2|2 +

+

∫

Γ

∑

|α|6k−1

| (Dαψ) (y) |2 dΓy

|y|2(k−a−|α|)−1




1/2

, (1.1.29)

если n = 2, и норме

‖ψ‖′′
H

k−1/2
a (Γ)

=

=




∫

Γ

∫

Γ

∑

|α|=k−1

∣∣|x1|a (Dαψ) (x1)− |x2|a (Dαψ) (x2)
∣∣2 dΓx1

dΓx2

|x1 − x2|n +

+

∫

Γ

∑

|α|6k−1

| (Dαψ) (x) |2 dΓx

|x|2(k−a−|α|)−1




1/2

, (1.1.30)

если n > 3.

Доказательство. 1. Доказательство в случае n = 2 аналогично дока-
зательству в случае n > 3. Поэтому, не ограничивая общности, будем
предполагать, что n > 3.

Положим
Γs = {x = (y, z) ∈ Γ : 2s−1 < r < 2s+1},
Qs = {x = (y, z) ∈ Ω : 2s−2 < r < 2s+2},

где s = 0,±1,±2, . . . . Обозначим через H̊
k−1/2
a (Γs) подпространство функ-

ций в H
k−1/2
a (Γ) с носителями на Γs. Вначале мы докажем, что формула

‖ψ‖′
H̊

k−1/2
a (Γ0)

= inf
w
‖w‖Hk

a (Ω)
(
w ∈ H ′

ψ

)

задает эквивалентное скалярное произведение в H̊
k−1/2
a (Γ0), где

H ′
ψ = {w ∈ Hk

a (Ω) : w|Γ = ψ, supp w ⊂ Q0}.
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Введем функцию σ0 ∈ Ċ∞(
R2

)
по формуле (1.1.27) при s = 0. Тогда

по лемме 1.1.1

inf
w∈H ′

ψ

‖w‖Hk
a (Ω) 6 inf

v∈Hψ

‖σ0v‖Hk
a (Ω) 6 k1 inf

v∈Hψ

‖v‖Hk
a (Ω) 6 k1 inf

w∈H ′
ψ

‖w‖Hk
a (Ω),

где Hψ = {v ∈ Hk
a (Ω) : v|Γ = ψ}.

2. Очевидно, нормы ‖v‖W k(Q0) и ‖v‖Hk
a (Q0) для v ∈ Hk

a (Q0) таких, что
supp v ⊂ Q0, эквивалентны. Поэтому из первой части доказательства и
из замечания B.1 следует, что

k2‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ) 6 ‖ψ‖W k−1/2(Γ) 6 k3‖ψ‖H

k−1/2
a (Γ)

для всех ψ ∈ H̊
k−1/2
a (Γ0), где

‖ψ‖W k−1/2(Γ) =




∫

Γ

∫

Γ

∑

|α|=k−1

∣∣ (Dαψ) (x1)− (Dαψ) (x2)
∣∣2 dΓx1

dΓx2

|x1 − x2|n +

+

∫

Γ

∑

|α|6k−1

| (Dαψ) (x) |2dΓx




1/2

. (1.1.31)

Для ψ ∈ H̊
k−1/2
a (Γ0) норма (1.1.31) эквивалентна норме (1.1.30). Сле-

довательно,

k4‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ) 6 ‖ψ‖′′

H
k−1/2
a (Γ)

6 k5‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ) (1.1.32)

для всех ψ ∈ H̊
k−1/2
a (Γ0).

Умножим неравенство (1.1.32) на 2s(a+n/2−k). Используя преобразова-
ние переменных x′ = 2sx, мы перейдем от множества Γ0 к множеству Γs.
Тогда для всех ψ ∈ H

k−1/2
a (Γ) и s = 0,±1,±2, . . . мы имеем

k6‖ξsψ‖H
k−1/2
a (Γ) 6 ‖ξsψ‖′′Hk−1/2

a (Γ)
6 k7‖ξsψ‖H

k−1/2
a (Γ), (1.1.33)

где k6, k7 > 0 не зависят от ψ и s.
3. Докажем теперь, что для всех ψ ∈ H

k−1/2
a (Γ)

k8‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ) 6 ‖ψ‖′′

H
k−1/2
a (Γ)

6 k9‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ). (1.1.34)
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Вначале покажем, что выполняется второе неравенство в (1.1.34). Обо-
значим через (r, ϕ0), (r1, ϕ0) и (r2, ϕ0) полярные координаты точек y, y1

и y2 соответственно, где x = (y, z), x1 = (y1, z1), x2 = (y2, z2) ∈ Γ. Введем
множества

G1 = {r1, r2 > 0 : r2 < r1/2}, G2 = {r1, r2 > 0 : 2r1 < r2},
G3 = {r1, r2 > 0 : r1/2 < r2 < 2r1}.

Тогда мы можем переписать норму (1.1.30) в виде

‖ψ‖′′
H

k−1/2
a (Γ)

=

(
3∑

i=0

Ii

)1/2

, (1.1.35)

где

I0 =
∑

|α|6k−1

∫

Rn−2

dz

∞∫

0

r2(a−k+|α|)+1|Dαψ(x)|2dr,

Ii =
∑

|α|=k−1

∫

Rn−2

dz1

∫

Rn−2

dz2

∫

Gi

|ra
1(D

αψ)(x1)− ra
2(D

αψ)(x2)|2 dr1dr2

|x1 − x2|n

(i = 1, 2, 3).

Легко видеть, что

|x1 − x2|−n = |r1 − r2|−n

(
1 +

∣∣∣∣
z1 − z2

r1 − r2

∣∣∣∣
2
)−n/2

.

Обозначим
ρ =

|z1 − z2|
|r1 − r2| .

Тогда мы получим
∑

|α|=k−1

∫

Rn−2

dz1

∫

Rn−2

dz2

∫

G1

r2a
1 |(Dαψ)(x1)|2
|x1 − x2|n dr1dr2 6

6 k10

∑

|α|=k−1

∫

Rn−2

dz1

∞∫

0

r2a
1 |(Dαψ)(x1)|2dr1

r1/2∫

0

dr2

|r1 − r2|2
∞∫

0

ρn−3dρ

(1 + ρ2)n/2 6

6 k11

∑

|α|=k−1

∫

Rn−2

dz1

∞∫

0

r2a−1
1 |(Dαψ)(x1)|2dr1 6 k11I0. (1.1.36)
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Аналогично мы имеем
∑

|α|=k−1

∫

Rn−2

dz1

∫

Rn−2

dz2

∫

G1

r2a
2 |(Dαψ)(x2)|2
|x1 − x2|n dr1dr2 6 k11I0. (1.1.37)

Из (1.1.36), (1.1.37) следует, что

I1 6 4k11I0. (1.1.38)

Используя симметрию углов G1 и G2, мы получим

I2 6 4k11I0. (1.1.39)

Легко видеть, что

G3 ⊂
+∞⋃

s=−∞
(γs × γs),

где γs =
(
2s−1, 2s+1

)
. В силу (1.1.19) мы имеем

ξs−1(y) + ξs(y) + ξs+1(y) ≡ 1
(
2s−1 < |y| < 2s+1). (1.1.40)

Таким образом, получаем следующую оценку:

I3 6
+∞∑

s=−∞

∑

|α|=k−1

∫

Γs

∫

Γs

∣∣ra
1D

α((ξs−1 + ξs + ξs+1)ψ)(x1)−

− ra
2D

α((ξs−1 + ξs + ξs+1)ψ)(x2)
∣∣2 dΓx1

dΓx2

|x1 − x2|n 6

6 k12

∑
s

∑

|α|=k−1

∫

Γ

∫

Γ

∣∣ra
1(D

α(ξsψ))(x1)− ra
2(D

α(ξsψ))(x2)
∣∣2 dΓx1

dΓx2

|x1 − x2|n 6

6 k12

∑
s

(
‖ξsψ‖′′Hk−1/2

a (Γ)

)2
. (1.1.41)

Аналогично из неравенств (1.1.38)–(1.1.40) выводим

I0 + I1 + I2 6 (1 + 8k11)
∑

s

∑

|α|6k−1

∫

Γs

r2(a−k+|α|)+1|(Dαψ)(x)|2dΓx 6

6 k13

∑
s

∑

|α|6k−1

∫

Γ

r2(a−k+|α|)+1|(Dα(ξsψ))(x)|2dΓx 6

6 k13

∑
s

(
‖ξsψ‖′′Hk−1/2

a (Γ)

)2
. (1.1.42)
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Из неравенств (1.1.41), (1.1.42), (1.1.33) и леммы 1.1.2 следует, что

‖ψ‖′′
H

k−1/2
a (Γ)

6 k14

(∑
s

(
‖ξsψ‖′′Hk−1/2

a (Γ)

)2
)1/2

6

6 k15

(∑
s

‖ξsψ‖2
H

k−1/2
a (Γ)

)1/2

6 k16‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ).

Докажем теперь левую часть неравенства (1.1.34). Обозначим через
‖ψ‖′′

H
k−1/2
a (Γs)

норму, заданную формулой (1.1.30) с Γs вместо Γ. Используя
преобразования переменных x′ = 2−sx и формулу (1.1.19), мы имеем

|Dαξs(y
′)| 6 kα, (1.1.43)

где kα > 0 не зависит от s. Поскольку нормы в H
k−1/2
a (Γ0) и W k−1/2(Γ0)

эквивалентны, из неравенства (1.1.43) вытекает, что

‖ξsψ‖′′Hk−1/2
a (Γ)

= ‖ξs(y)ψ(x)‖′′
H

k−1/2
a (Γs)

=2s(a−k+n/2)‖ξs(y
′)ψ(x′)‖′′

H
k−1/2
a (Γ0)

6

6 k172
s(a−k+n/2)‖ψ(x′)‖′′

H
k−1/2
a (Γ0)

=k17‖ψ(x)‖′′
H

k−1/2
a (Γs)

, (1.1.44)

где k17 > 0 не зависит от ψ и s.
Из леммы 1.1.3 и неравенств (1.1.33), (1.1.44) мы получаем

‖ψ‖
H

k−1/2
a (Γ) 6 k18

(∑
s

‖ξsψ‖2
H

k−1/2
a (Γ)

)1/2

6 k19

(∑
s

(
‖ξsψ‖′′Hk−1/2

a (Γ)

)2
)1/2

6 k17k19

(∑
s

(
‖ψ‖′′

H
k−1/2
a (Γs)

)2
)1/2

6 k20‖ψ‖′′Hk−1/2
a (Γ)

.

Лемма 1.1.4. Предположим, что g ∈ Ck
(
Ω \ P)

удовлетворяет нера-
венству (1.1.16), k ∈ N.

Тогда для всех ψ ∈ H
k−1/2
a (Γ)

‖gψ‖
H

k−1/2
a+b (Γ) 6 c9c11‖ψ‖H

k−1/2
a (Γ), (1.1.45)

где c11 > 0 не зависит от ψ и g.

Доказательство. По определению для любой функции ψ ∈ H
k−1/2
a (Γ)

существует такая функция u ∈ Hk
a (Ω), что u|Γ = ψ и

‖u‖Hk
a (Ω) 6 2‖ψ‖

H
k−1/2
a (Γ).
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Из этого неравенства и леммы 1.1.1 мы получаем

‖gψ‖
H

k−1/2
a+b (Γ) 6 ‖gu‖Hk

a+b(Ω) 6 c9c10‖u‖Hk
a (Ω) 6 2c9c10‖ψ‖H

k−1/2
a (Γ).

Лемма 1.1.5. Существует линейный ограниченный оператор
SH : H

k−1/2
a (Γ) → Hk

a (Ω) такой, что (SHψ)|Γ = ψ
(
ψ ∈ H

k−1/2
a (Γ)

)
.

Доказательство. 1. Обозначим Γs = {x ∈ Γ : 2s−1 < r < 2s+1},
Qs = {x ∈ Ω : 2s−2 < r < 2s+2}, s ∈ Z. Вначале пусть функция
ψ ∈ H

k−1/2
a (Γ) такова, что supp ψ ⊂ Γ0. Очевидно, нормы ‖ψ‖

H
k−1/2
a (Γ)

и ‖ψ‖W k−1/2(Γ) эквивалентны. В силу теоремы B.6 существует функция
u ∈ W k(Ω) такая, что supp u ⊂ Q0, u|Γ = ψ и ‖u‖W k(Ω) 6 k1‖ψ‖W k−1/2(Γ).

Поэтому u ∈ Hk
a (Ω) и ‖u‖Hk

a (Ω) 6 k2‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ).

2. Пусть теперь функция ψ ∈ H
k−1/2
a (Γ) такова, что supp ψ ⊂ Γs,

s ∈ Z. Вводя новые переменные x = 2−sx (x′ ∈ Γs) и умножая обе части
последнего неравенства на 2s(a+n/2−k), мы можем свести этот случай к
части 1 доказательства. Поэтому существует функция u ∈ Hk

a (Ω) такая,
что supp u ⊂ Qs, u|Γ = ψ и ‖u‖Hk

a (Ω) 6 k3‖ψ‖H
k−1/2
a (Γ), где k3 > 0 не

зависит от ψ и s.
3. Наконец, пусть ψ ∈ H

k−1/2
a (Γ) — произвольная функция. Обозначим

через us функцию из Hk
a (Ω) такую, что supp us ⊂ Qs и

us|Γ = ξsψ, (1.1.46)

‖us‖Hs
a(Ω) 6 k3‖ξsψ‖H

k−1/2
a (Γ). (1.1.47)

Введем функцию

u =
+∞∑

s=−∞
us.

Из (1.1.46) следует, что u|Γ = ψ. В силу (1.1.47) и леммы 1.1.2 мы имеем

‖u‖2
Hk

a (Ω) 6 k4

∑
s

‖us‖2
Hk

a (Ω) 6 k5

∑
s

‖ξsψ‖2
H

k−1/2
a (Γ)

6 k6‖ψ‖2
H

k−1/2
a (Γ)

.

Очевидно, оператор SH , заданный формулой SHψ = u, является ли-
нейным ограниченным оператором, отображающим H

k−1/2
a (Γ) в Hk

a (Ω)

так, что (SHψ)|Γ = ψ.
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Интерполяционные неравенства

Лемма 1.1.6. Для любых u ∈ Hk
a (Ω) и q > 0

qs‖u‖Hk−s
a−s (Ω) 6 cls

(
‖u‖Hk

a (Ω) + qk‖u‖H0
a−k(Ω)

)
, (1.1.48)

где cls > 0 не зависит от u и q, 0 < s < k — целые.

Доказательство. Не ограничивая общности, предположим, что n > 3.
Перейдем к новым координатам ϕ, r и z′ = r−1z и сделаем преоб-

разование τ = ln r. Тогда Ω отобразится в слой G = {x′ = (ϕ, τ, z′) :

d1 < ϕ < d2, (τ, z′) ∈ Rn−1}, если Ω = Θ, или в слой G = {x′ = (ϕ, τ, z′) :

0 6 ϕ < 2π, (τ, z′) ∈ Rn−1}, если Ω = Rn. Функцию u(x)
(
u ∈ Hk

a (Ω)
)
в

новой системе координат обозначим через u(x′).

Пусть û(ϕ, λ, z′) = (2π)−1/2
+∞∫
−∞

u(ϕ, τ, z′)e−iλτdτ — преобразование Фу-

рье функции u(ϕ, τ, z′) по переменной τ .
Из неравенств (1.1.13) и (B.20) следует, что

‖u‖2
Hk−s

a−s (Ω) 6 k1

+∞+iH∫

−∞+iH

(‖û‖2
W k−s(G0) + |λ|2(k−s)‖û‖2

L2(G0)

)
dλ 6

6 k2

+∞+iH∫

−∞+iH

(
q−2s‖û‖2

W k(G0) +
(
q2(k−s) + |λ|2(k−s)

)
‖û‖2

L2(G0)

)
dλ,

где H = a− k + n/2, k1, k2 > 0 не зависят от u и q.
Используя это неравенство и неравенство

|λ|2(k−s) 6 q−2s|λ|2k + q2(k−s),

мы получаем

‖u‖2
Hk−s

a−s (Ω) 6

6 k2

+∞+iH∫

−∞+iH

(
q−2s

(
‖û‖2

W k(G0) + |λ|2k‖û‖2
L2(G0)

)
+ 2q2(k−s)‖û‖2

L2(G0)

)
dλ.

Вновь применяя неравенство (1.1.13), мы имеем

‖u‖2
Hk−s

a−s (Ω) 6 k3

(
q−2s‖u‖2

Hk
a (Ω) + q2(k−s)‖u‖2

H0
a−k(Ω)

)
.
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Пусть Γ ⊂ Ω—полупрямая вида Γ = {y ∈ R2 : ϕ = ϕ0, 0 < r},
если n = 2, или полуплоскость вида Γ = {x = (y, z) ∈ Rn : ϕ = ϕ0,

0 < r, z ∈ Rn−2}, если n > 3. Обозначим через H0
a(Γ) пополнение мно-

жества C∞
0 (Γ) по норме

‖ψ‖H0
a(Γ) =




∫

Γ

r2a|u(x)|2dx




1/2

.

Лемма 1.1.7. Для любых u ∈ H1
a(Ω) и q > 0

q1/2‖u|Γ‖H0
a−1/2(Γ) 6 c12

(
‖u‖H1

a(Ω) + q‖u‖H0
a−1(Ω)

)
, (1.1.49)

где c12 > 0 не зависит от u и q.

Доказательство. В силу интерполяционного неравенства (B.21) для всех
v ∈ W 1(Ω) таких, что supp v ⊂ Q0, и любого q > 0

q‖v|Γ0
‖2

L2(Γ0) 6 k1

(
‖v‖2

W 1(Q0) + q2‖v‖2
L2(Q0)

)
, (1.1.50)

где k1 > 0 не зависит от u и q.
Пусть {ξs}+∞

s=−∞—разбиение единицы на R2 \ {0}, удовлетворяющее
условиям (1.1.19). Тогда, используя преобразование переменных
x′ = 2sx, перейдем от множеств Q0 и Γ0 к множествам Ωs и Γs соот-
ветственно. Следовательно, из (1.1.50) мы выводим

q2−(n−1)s
∫

Γs

|(ξsu)(x′)|Γs
|2dΓx′ 6

6 k1


∑

|α|61

2−ns+2|α|s
∫

Ωs

|Dα
x′(ξsu)(x′)|2dx′ + q22−ns

∫

Ωs

|(ξsu)(x′)|2dx′




для любого u ∈ H1
a(Ω), q > 0 и s = 0,±1,±2, . . . .

Умножая обе части последнего неравенства на 2(2a−2+n)s, имеем

q‖(ξsu)|Γs
‖2

H0
a−1/2(Γ) 6 k2

(
‖ξsu‖2

H1
a(Ω) + q2‖ξsu‖2

H0
a−1(Ω)

)
,

где k2 > 0 не зависит от u, s и q.
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Суммируя обе части этого неравенства по s и используя (1.1.24), по-
лучим

q‖u|Γ‖2
H0

a−1/2(Γ) 6 k3

(
‖u‖2

H1
a(Ω) + q2‖u‖2

H0
a−1(Ω)

)
,

где k3 > 0 не зависит от u и q.

Лемма 1.1.8. Пусть l2 > l1 и a2 − l2 < a1 − l1, где l1, l2 > 0—целые
числа. Тогда для любого a такого, что a2 − l2 6 a − l1 6 a1 − l1, и для
всех u ∈ H l1

a1
(Ω) ∩H l2

a2
(Ω) мы имеем u ∈ H l1

a (Ω) и

‖u‖
H

l1
a (Ω) 6 c13

(
‖u‖

H
l1
a1(Ω) + ‖u‖

H
l2
a2(Ω)

)
, (1.1.51)

где c13 > 0 не зависит от a и u.

Доказательство. Пусть ξ1 ∈ C∞[0,∞), ξ1(r) = 0 при r < 1/2 и ξ1(r) = 1

при r > 1. Положим ξ2 = 1− ξ1.

Из неравенства a 6 a1 и леммы 1.1.1 следует, что

‖ξ1u‖H
l1
a (Ω) 6 k1‖ξ1u‖H

l1
a1(Ω) 6 k2‖u‖H

l1
a1(Ω), (1.1.52)

где k1, k2 > 0 не зависят от a и u.
Поскольку a2 − l2 + l1 6 a, в силу леммы 1.1.1 имеем

‖ξ2u‖H
l1
a (Ω) 6 ‖ξ2u‖H

l1
a2−l2+l1

(Ω) 6 ‖ξ2u‖H
l2
a2(Ω) 6 k3‖u‖H

l2
a2(Ω), (1.1.53)

где k3 > 0 не зависит от a и u.
Неравенство (1.1.51) следует из (1.1.52), (1.1.53).

Лемма 1.1.9. Пусть l2 > l1 и a2− l2 < a1− l1, где l1, l2 ∈ N. Тогда для a

такого, что a2−l2 6 a−l1 6 a1−l1, и для всех ψ ∈ H
l1−1/2
a1 (Γ)∩H

l2−1/2
a2 (Γ)

мы имеем ψ ∈ H
l1−1/2
a (Γ) и

‖ψ‖
H

l1−1/2
a (Γ) 6 c14

(‖ψ‖
H

l1−1/2
a1 (Γ) + ‖ψ‖

H
l2−1/2
a2 (Γ)

)
, (1.1.54)

где c14 > 0 не зависит от a и ψ.

Доказательство. Существуют функции v1 ∈ H l1
a1

(Ω) и v2 ∈ H l2
a2

(Ω) та-
кие, что

v1|Γ = ψ, ‖v1‖H
l1
a1(Ω) 6 2‖ψ‖

H
l1−1/2
a1 (Γ),
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v2|Γ = ψ, ‖v2‖H
l2
a2(Ω) 6 2‖ψ‖

H
l2−1/2
a2 (Γ).

Из (1.1.52), (1.1.53) следует, что ξ1v1, ξ2v2 ∈ H l1
a (Ω) и

‖ξ1v1‖H
l1
a (Ω) 6 k1‖v1‖H

l1
a1(Ω) 6 2k1‖ψ‖H

l1−1/2
a1 (Γ),

‖ξ2v2‖H
l1
a (Ω) 6 k2‖v2‖H

l2
a2(Ω) 6 2k2‖ψ‖H

l2−1/2
a2 (Γ),

где k1, k2 > 0 не зависят от a и ψ, а функции ξ1 и ξ2 определены в
доказательстве леммы 1.1.8.

Очевидно, (ξ1v1 + ξ2v2)|Γ = ψ. Поэтому

‖ψ‖
H

l1−1/2
a (Γ) = inf

v∈H
l1
a (Ω):v|Γ=ψ

‖v‖
H

l1
a (Ω) 6 ‖ξ1v1 + ξ2v2‖H

l1
a (Ω) 6

6 2k1‖ψ‖H
l1−1/2
a1 (Γ) + 2k2‖ψ‖H

l2−1/2
a2 (Γ).

1.2. Функциональные пространства
с неоднородным весом

Пространства Ek
a(ω) и пространства следов

Предположим, что ω = θ или R2, где θ = {y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2, 0 < r}—
плоский угол, 0 < d2 − d1 < 2π.

Обозначим через Ek
a(ω) пополнение множества C∞

0 (ω \ {0}) по норме

‖u‖Ek
a(ω) =


∑

|α|6k

∫

ω

r2a
(
r2(|α|−k) + 1

)
|Dαu(y)|2dy




1/2

, (1.2.1)

где k > 0—целое, a ∈ R.
Пусть γ ⊂ ω — полупрямая, заданная формулой γ = {y ∈ R2 :

ϕ = ϕ0, 0 < r}. Введем пространство следов E
k−1/2
a (γ) с нормой

‖ψ‖
E

k−1/2
a (γ) = inf

v
‖v‖Ek

a(ω)
(
v ∈ Ek

a(ω) : v|γ = ψ
)
, (1.2.2)

где k ∈ N.

Лемма 1.2.1. Предположим, что g ∈ Ck(ω \ {0}) и

|rb+|β|Dβg(y)| 6 c1 (|β| 6 k, x ∈ ω \ {0}), (1.2.3)
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где c1 > 0 не зависит от y, b ∈ R, k ∈ N. Тогда для всех u ∈ Ek
a(ω)

‖gu‖Ek
a+b(ω) 6 c1c2‖u‖Ek

a(ω), (1.2.4)

где c2 > 0 не зависит от u и g.

Доказательство. В силу (1.2.3) мы имеем

|Dα−βgDβu| 6 c1r
−b−|α−β||Dβu| (βj 6 αj, j = 1, . . . , n).

Поэтому мы получим

‖gu‖2
Ek

a+b(ω) 6

6 2
∑

|α|6k




∫

r<1

r2(a+b−k+|α|)|Dα(gu)|2dy +

∫

r>1

r2(a+b)|Dα(gu)|2dy


 6

6 k1

∑

|β|6k




∫

r<1

r2(a−k+|β|)|Dβu|2dy +

∫

r>1

r2a|Dβu|2dy


 6 k1‖u‖2

Ek
a(ω).

Лемма 1.2.2. Норма (1.2.2) эквивалентна норме

‖ψ‖′
E

k−1/2
a (γ)

=

(
+∞∑

s=−∞
‖ξsψ‖2

E
k−1/2
a (γ)

)1/2

, (1.2.5)

где {ξs}+∞
s=−∞ — разбиение единицы множества R2 \ {0}, удовлетворяю-

щее условию (1.1.19).

В силу леммы 1.2.1 доказательство аналогично доказательству
леммы 1.1.2.

Лемма 1.2.3. Предположим, что функция g ∈ Ck(ω \ {0}) удовлетво-
ряет неравенству (1.2.3). Тогда для всех ψ ∈ E

k−1/2
a (γ)

‖gψ‖
E

k−1/2
a+b (γ) 6 c1c3‖ψ‖E

k−1/2
a (γ), (1.2.6)

где c3 > 0 не зависит от ψ и g.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.4 и основано на
использовании леммы 1.2.1.
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Лемма 1.2.4. Норма (1.2.2) эквивалентна норме

‖ψ‖′′
E

k−1/2
a (γ)

=

=




∫

γ

∫

γ

∑

|α|=k−1

||y1|a (Dαψ) (y1)− |y2|a (Dαψ) (y2)|2 dγy1
dγy2

|y1 − y2|2 +

+

∫

γ

|y|2a
∑

|α|6k−1

(
|y|2(|α|−k)+1 + 1

)
| (Dαψ) (y) |2dγy




1/2

. (1.2.7)

Доказательство. 1. Пусть (r, ϕ0), (r1, ϕ0), (r2, ϕ0) — полярные координа-
ты точек y, y1, y2 ∈ γ соответственно. Обозначим ψ(r) = ψ(y) и
ψ(rj) = ψ(yj) для y, yj ∈ γ (j = 1, 2). Тогда мы можем переписать нор-
му (1.2.7) в виде

‖ψ‖′′
E

k−1/2
a (γ)

=




∞∫

0

∞∫

0

∣∣ra
1
(
Dk−1

r1
ψ

)
(r1)− ra

2
(
Dk−1

r2
ψ

)
(r2)

∣∣2 dr1dr2

|r1 − r2|2 +

+
∑

l6k−1

∞∫

0

r2a
(
r2(l−k)+1 + 1

) ∣∣(Dl
rψ

)
(r)

∣∣2 dr




1/2

. (1.2.8)

2. Положим

γs =
{
y ∈ γ : 2s−1 < r < 2s+1} , ωs =

{
y ∈ ω : 2s−2 < r < 2s+2} .

Обозначим через E̊
k−1/2
a (γs) подпространство функций в E

k−1/2
a (γ) с носи-

телями, лежащими в γs (s = 1, 2, . . . ). Используя лемму 1.2.1, аналогично
первой части доказательства леммы 1.1.3 мы убеждаемся, что формула

‖ψ‖′
E̊

k−1/2
a (γ0)

= inf
w
‖w‖

E
k−1/2
a (ω)

(
w ∈ Ek

a(ω) : w|γ0
= ψ, supp w ⊂ ω0

)

задает эквивалентное скалярное произведение в E̊
k−1/2
a (γ0).

3. Докажем, что для всех ψ ∈ E
k−1/2
a (γ) и s = 0, 1, . . .

k1‖ξsψ‖E
k−1/2
a (γ) 6 ‖ξsψ‖′′Ek−1/2

a (γ)
6 k2‖ξsψ‖E

k−1/2
a (γ), (1.2.9)

где k1, k2 > 0 не зависят от ψ и s.
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Очевидно, для всех v ∈ Ek
a(ω) таких, что supp v ⊂ ωs, и всех s > 0

k32
as‖v‖W k(ω) 6 ‖v‖Ek

a(ω) 6 k42
as‖v‖W k(ω), (1.2.10)

где k3, k4 > 0 не зависят от v и s.
Из второй части доказательства и замечания B.1 следует, что для всех

η ∈ E
k−1/2
a (γ) таких, что supp η ⊂ γs, и всех s > 0

k52
as‖η‖W k−1/2(γ) 6 ‖η‖

E
k−1/2
a (γ) 6 k62

as‖η‖W k−1/2(γ), (1.2.11)

где k5, k6 > 0 не зависят от ψ и s.
В силу (1.2.11), (1.1.31), производя замену переменных r′ = 2−sr,

r′j = 2−srj (j = 1, 2), используя неравенства

22s(a−k+1) < 22s(a−l+1/2) (s > 0, l 6 k − 1), 2s−1 < r < 2s+1 (y ∈ γs)

и переходя к старым переменным r = 2sr′, rj = 2sr′j, мы имеем

‖ξsψ‖E
k−1/2
a (γ) 6 k62

as‖ξsψ‖W k−1/2(γs) =

= k62
as




∫

ls

∫

ls

∣∣(Dk−1
r1

(ξsψ)
)
(r1)−

(
Dk−1

r2
(ξsψ)

)
(r2)

∣∣2 dr1dr2

|r1 − r2|2 +

+
∑

l6k−1

∫

ls

∣∣(Dl
r (ξsψ)

)
(r)

∣∣2 dr




1/2

=

= k6




∫

l0

∫

l0

22s(a−k+1)
∣∣∣
(
Dk−1

r′1
(ξsψ)

)
(r′1)−

(
Dk−1

r′2
(ξsψ)

)
(r′2)

∣∣∣
2 dr′1dr′2
|r′1 − r′2|2

+

+
∑

l6k−1

22s(a−l+1/2)
∫

l0

∣∣(Dl
r′ (ξsψ)

)
(r′)

∣∣2 dr′




1/2

6

6 k7ps (ξsψ) 6 k8‖ξsψ‖′′Ek−1/2
a (γ)

,

где ls =
(
2s−1, 2s+1),
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ps (ξsψ) =

( ∫

l0

∫

l0

22s(a−k+1)
∣∣∣∣ (r′1)

a
(
Dk−1

r′1
(ξsψ)

)
(r′1)−

− (r′2)
a
(
Dk−1

r′2
(ξsψ)

)
(r′2)

∣∣∣∣
2

dr′1dr′2
|r′1 − r′2|2

+

+
∑

l6k−1

∫

l0

22s(a−l+1/2)
∣∣(Dl

r′ (ξsψ)
)
(r′)

∣∣2 dr′
)1/2

,

k7, k8 > 0 не зависят от ψ и s.
Таким образом, мы доказали первое неравенство в (1.2.9). Аналогично

мы можем получить второе неравенство.
4. Докажем теперь, что для всех ψ ∈ E

k−1/2
a (γ)

k9‖ψ‖E
k−1/2
a (γ) 6 ‖ψ‖′′

E
k−1/2
a (γ)

6 k10‖ψ‖E
k−1/2
a (γ). (1.2.12)

Достаточно доказать эти неравенства для ψ ∈ E
k−1/2
a (γ) таких, что

supp ψ ⊂ {y ∈ γ : r > 1}. Это следует из разбиения единицы и лемм 1.1.3,
1.1.4 и 1.2.3.

Вначале мы покажем, что выполняется второе неравенство в (1.2.12).
Обозначим

G1 = {r1, r2 > 0 : r2 < r1/2}, G2 = {r1, r2 > 0 : 2r1 < r2},
G3 = {r1, r2 > 0 : r1/2 < r2 < 2r1}.

Поскольку supp ψ ⊂ {y ∈ γ : r > 1}, мы можем оценить норму (1.2.8)
следующим образом:

‖ψ‖′′
E

k−1/2
a (γ)

6 k11

(
3∑

i=0

Ii

)1/2

, (1.2.13)

где

I0 =
∑

l6k−1

∞∫

0

r2a
∣∣(Dl

rψ
)
(r)

∣∣2 dr,

Ii =

∫

Gi

∣∣ra
1
(
Dk−1

r1
ψ

)
(r1)− ra

2
(
Dk−1

r2
ψ

)
(r2)

∣∣2 dr1dr2

|r1 − r2|2 (i = 1, 2, 3).
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Аналогично (1.1.38), (1.1.39) и (1.1.42) мы получим

I0 + I1 + I2 6 k12

∑

l6k−1

∞∫

0

r2a
∣∣(Dl

rψ
)
(r)

∣∣2 dr 6

6 k13

∑
s

∑

l6k−1

∞∫

0

r2a
∣∣Dl

r(ξsψ)(r)
∣∣2 dr 6

6 k13

∑
s

(
‖ξsψ‖′′Ek−1/2

a (Γ)

)2
. (1.2.14)

С другой стороны, аналогично (1.1.41) мы выводим

I3 6
∑

s

∫

ls

∫

ls

∣∣ra
1
(
Dk−1

r (ξs−1 + ξs + ξs+1)ψ
)
(r1)−

− ra
2
(
Dk−1

r (ξs−1 + ξs + ξs+1)ψ
)
(r2)

∣∣2 dr1dr2

|r1 − r2|2 6

6 k14

∑
s

∞∫

0

∞∫

0

∣∣ra
1
(
Dk−1

r (ξsψ)
)
(r1)− ra

2
(
Dk−1

r (ξsψ)
)
(r2)

∣∣2 dr1dr2

|r1 − r2|2 6

6 k14

∑
s

(
‖ξsψ‖′′Ek−1/2

a (γ)

)2
. (1.2.15)

Неравенства (1.2.13)–(1.2.15), (1.2.9) и лемма 1.2.2 дают нам

‖ψ‖′′
E

k−1/2
a (γ)

6 k15

(∑
s

(
‖ξsψ‖′′Ek−1/2

a (γ)

)2
)1/2

6

6 k16

(∑
s

‖ξsψ‖2
E

k−1/2
a (γ)

)1/2

6 k17‖ψ‖E
k−1/2
a (γ).

Остается доказать первое неравенство в (1.2.12). Обозначим через
‖ψ‖′′

E
k−1/2
a (γs)

норму, заданную формулой (1.2.7) с γs вместо γ. Используя
замену переменных r′ = 2−sr, r′j = 2−srj (j = 1, 2), формулу Лейбница,
неравенства (1.1.43) и возвращаясь вновь к старым переменным r = 2sr′,
rj = 2sr′j (j = 1, 2), для s > 0 имеем

‖ξsψ‖′′Ek−1/2
a (γ)

6 k18ps(ξsψ) 6 k19ps(ψ) 6 k20‖ψ‖′′Ek−1/2
a (γs)

, (1.2.16)

где k18, k19, k20 > 0 не зависят от ψ и s.
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Из леммы 1.2.2 и неравенств (1.2.9) и (1.2.16) мы получаем

‖ψ‖
E

k−1/2
a (γ) 6 k21

(∑
s

‖ξsψ‖2
E

k−1/2
a (γ)

)1/2

6 k22

(∑
s

(
‖ξsψ‖′′Ek−1/2

a (γ)

)2
)1/2

6 k23

(∑
s

(
‖ψ‖′′

E
k−1/2
a (γs)

)2
)1/2

6 k24‖ψ‖′′Ek−1/2
a (γ)

.

Лемма 1.2.5. Существует линейный ограниченный оператор
SE : E

k−1/2
a (γ) → Ek

a(ω) такой, что (SEψ)|γ = ψ
(
ψ ∈ E

k−1/2
a (γ)

)
.

Доказательство. 1. Пусть ψ ∈ E
k−1/2
a (γ) таково, что supp ψ ⊂ γs, s ∈ Z.

Предположим вначале, что s 6 0. Тогда нормы ‖u‖Hk
a (ω) и ‖u‖Ek

a(ω)

эквивалентны для всех u ∈ Hk
a (ω) таких, что supp u ⊂ ωs. Из лемм 1.1.3

и 1.2.4 следует, что нормы ‖ψ‖
H

k−1/2
a (γ) и ‖ψ‖E

k−1/2
a (γ) также эквивалентны.

Поэтому из доказательства леммы 1.1.5 следует существование функции
u ∈ Ek

a(ω) такой, что supp u ⊂ ωs и

u|γ = ψ, (1.2.17)

‖u‖Ek
a(ω) 6 k1‖ψ‖E

k−1/2
a (γ), (1.2.18)

где k1 > 0 не зависит от ψ и s.
Предположим, что s > 0. Тогда из неравенств (1.2.10), (1.2.11) и

теоремы B.6 вытекает существование функции u ∈ Ek
a(ω) такой, что

supp u ⊂ ωs и выполняются условия (1.2.17) и (1.2.18).
2. Пусть теперь ψ ∈ E

k−1/2
a (γ) — произвольная функция. Обозначим

через us функцию из Ek
a(ω) с носителем supp us ⊂ ωs, удовлетворяющую

условиям

us|γ = ξsψ, (1.2.19)

‖us‖Ek
a(ω) 6 k1‖ξsψ‖E

k−1/2
a (γ), (1.2.20)

где s ∈ Z.
Введем функцию u =

∑
s

us. Из (1.2.19) следует, что u|γ = ψ. В силу

неравенства (1.2.20) и леммы 1.2.2 имеем

‖u‖2
Ek

a(ω) 6 k2

∑
s

‖us‖2
Ek

a(ω) 6 k3

∑
s

‖ξsψ‖2
E

k−1/2
a (γ)

6 k4‖ψ‖2
E

k−1/2
a (γ)

.
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Очевидно, оператор SE, заданный формулой SEψ = u, является ли-
нейным ограниченным оператором, отображающим H

k−1/2
a (γ) в Hk

a (ω)

так, что (SEψ)|γ = ψ.

Связь между пространствами Hk
a (Ω) и Ek

a(ω)

Предположим, что n > 3. Пусть Ω = Θ = {x = (y, z) ∈ Rn : d1 < ϕ < d2,

0 < r, z ∈ Rn−2} или Ω = Rn. Пусть ω = θ = {y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2,

0 < r} или ω = R2, где P = {x = (y, z) ∈ Rn : y = 0, z ∈ Rn−2},
0 < d2 − d1 < 2π.

Обозначим через

û(y,κ) = Fz→κu = (2π)−(n−2)/2
∫

Rn−2

u(y, z)e−i(κ,z)dz

преобразование Фурье функции u(y, z) по переменным z.

Лемма 1.2.6. Формула

‖u‖′Hk
a (Ω) =




∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2‖U(·,κ)‖2
Ek

a(ω)dκ




1/2

(1.2.21)

задает эквивалентную норму в Hk
a (Ω), где U(Y,κ) = û

(|κ|−1Y,κ
)
.

Доказательство. Используя равенство Парсеваля и переходя к новым
переменным Y = |κ|y, мы получаем

‖u‖2
Hk

a (Ω) =
∑

|σ|6k

∫

Ω

|y|2(a−k+|σ|)|Dα
y Dβ

z u(y, z)|2dydz =

=
∑

|σ|6k

∫

Rn−2

|κβ|2
∫

ω

|y|2(a−k+|σ|)|Dα
y û(y,κ)|2dydκ =

=

∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2
∑

|α|6k

∑

|β|6k−|α|

(
|κβ|2|κ|−2|β|

)

∫

ω

|Y |2(a−k+|σ|)|Dα
Y U(Y,κ)|2dY dκ,

где σ = (α, β).
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Поэтому
k1I(u) 6 ‖u‖2

Hk
a (Ω) 6 k2I(u), (1.2.22)

где

I(u) =

∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2
∑

|α|6k

∫

ω

gα(Y )|Y |2a|Dα
Y U(Y,κ)|2dY dκ,

gα(Y ) =
∑

|β|6k−|α|
|Y |2(|α|+|β|−k).

Очевидно,

k3

(
1 + |Y |2(|α|−k)

)
6 gα(Y ) 6 k4

(
1 + |Y |2(|α|−k)

)
. (1.2.23)

Из неравенств (1.2.22) и (1.2.23) следует, что формула (1.2.21) задает
эквивалентную норму в Hk

a (Ω).

Обозначим через Γ ⊂ Ω полуплоскость вида Γ = {x = (y, z) ∈
Rn : ϕ = ϕ0, 0 < r, z ∈ Rn−2}, а через γ ⊂ ω — полупрямую вида
γ = {y ∈ R2 : ϕ = ϕ0, 0 < r}.
Лемма 1.2.7. Формула

‖v‖′
H

k−1/2
a (Γ)

=




∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2‖V (·,κ)‖2
E

k−1/2
a (γ)

dκ




1/2

(1.2.24)

задает эквивалентную норму в H
k−1/2
a (Γ), где V (Y,κ) = v̂

(|κ|−1Y,κ
)
.

Доказательство. 1. В силу леммы 1.1.5 существует линейный ограни-
ченный оператор

SH : Hk−1/2
a (Γ) → Hk

a (Ω)

такой, что (SHv)|Γ = v
(
v ∈ H

k−1/2
a (Γ)

)
. Обозначим u = SHv. Тогда,

применяя лемму 1.2.6 и равенство U(·,κ)|γ = V (·,κ)
(
κ ∈ Rn−2

)
, мы

получим

‖v‖
H

k−1/2
a (Γ) > k1‖u‖Hk

a (Ω) > k2




∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2‖U(·,κ)‖2
Ek

a(ω)dκ




1/2

>

> k2




∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2‖V (·,κ)‖2
E

k−1/2
a (γ)

dκ




1/2

= k2‖v‖′Hk−1/2
a (Γ)

.
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2. С другой стороны, в силу леммы 1.2.5 существует линейный огра-
ниченный оператор SE : E

k−1/2
a (γ) → Ek

a(ω) такой, что (SEψ)|γ = ψ(
ψ ∈ E

k−1/2
a (Γ)

)
. Обозначим U(·,κ) = SEV (·,κ)

(
κ ∈ Rn−2

)
. Тогда мы

имеем

‖v‖′
H

k−1/2
a (γ)

=

( ∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2‖V (·,κ)‖2
E

k−1/2
a (γ)

dκ
)1/2

>

> k3

( ∫

Rn−2

|κ|2(k−a)−2‖U(·,κ)‖2
Ek

a(ω)dκ
)1/2

.

(1.2.25)

Пусть F−1
κ→zU(y|κ|,κ) = u(y, z) — обратное преобразование Фурье U по

переменной κ. Тогда из неравенства (1.2.25), леммы 1.2.6 и равенства
u|Γ = v следует, что u ∈ Hk

a (Ω) и

‖v‖′
H

k−1/2
a (Γ)

> k4‖u‖Hk
a (Ω) > k4‖v‖H

k−1/2
a (Γ).

1.3. Весовые пространства в ограниченных областях

Теоремы вложения и интерполяционные неравенства

Вначале мы дадим некоторые определения.

Определение 1.3.1. Будем говорить, что Q ⊂ Rn (n > 2) — ограничен-
ная область с конечным числом ребер или угловых точек, если граница
∂Q имеет вид

∂Q =

( ⋃
i

Mi

)
∪

( ⋃
p

K1p

)
(i = 1, . . . , N0, p = 1, . . . , N1),

где Mi —непересекающиеся (n− 1)-мерные многообразия класса C∞, от-
крытые и связные в топологии ∂Q, K1p —непересекающиеся замкнутые
(n− 2)-мерные связные многообразия класса C∞, и если в некоторой
окрестности каждой точки g ∈ ⋃

p
K1p область Q диффеоморфна n-мерному

двугранному углу Θ = {x = (y, z) ∈ Rn : d1 < ϕ < d2, 0 < r,

z ∈ Rn−2} при n > 3 и плоскому углу θ = {x = y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2,

0 < r} при n = 2; здесь r, ϕ—полярные координаты с полюсом в точке g,
0 < d2 − d1 < 2π.
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Если n = 2, то Mi — открытые кривые класса C∞, K1p —изолирован-
ные точки; в этом случае для простоты мы предполагаем, что N0 = N1.

В дальнейшем в этом параграфе мы будем предполагать, что Q—
ограниченная область с конечным числом угловых точек или ребер.

Введем множество K = K(Q) следующим образом:

K = K1 ∪ K2 ∪ K3,

где

K1 =
⋃
p

K1p, K2 =
⋃
p

K2p ⊂
⋃
i

Mi, K3 =
⋃
p

K3p ⊂ Q,

Kjp (j = 1, 2, 3, p = 1, . . . , Nj)—непересекающиеся (n− 2)-мерные связ-
ные многообразия класса C∞.

Замечание 1.3.1. Множества K2 и K3 могут быть пустыми.

Используя разбиение единицы, легко показать, что для каждой об-
ласти Q ⊂ Rn с конечным числом угловых точек или ребер существу-
ет функция ρ = ρ(x) ∈ C∞(Rn \ K) такая, что в некоторой окрестности
Kε = {x ∈ Rn : ρ(x,K) < ε} функция ρ(x) эквивалентна ρ(x,K) и
ρ(x) > c > 0

(
x ∈ Q \ Kε

)
, где ρ(x,K) = inf

y∈K
|x− y|.

Определение 1.3.2. Введем весовое пространство Кондратьева Hk
a (Q) =

Hk
a (Q,K) как пополнение множества C∞

0
(
Q \ K)

по норме

‖u‖Hk
a (Q) =




∑

|α|6k

∫

Q

ρ2(a−k+|α|)|Dαu(x)|2dx




1/2

, (1.3.1)

где C∞
0

(
Q \ K)

— множество бесконечно дифференцируемых в Q функ-
ций с компактными носителями, принадлежащими Q\K, k > 0 — целое,
a ∈ R.

Пусть M ⊂ Q — (n− 1)-мерное многообразие класса C∞ с границей
∂M ∈ C∞ такое, что если для некоторых j, 1 6 j 6 3, и p, 1 6 p 6 Nj,
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выполнено соотношение M ∩ Kjp 6= ∅, то Kjp ⊂ M . Далее в этом па-
раграфе мы будем предполагать, что (n− 1)-мерное многообразие M

удовлетворяет этому условию.
Обозначим через H

k−1/2
a (M) пространство следов на (n− 1)-мерном

многообразии M ⊂ Q класса C∞ с нормой

‖ψ‖
H

k−1/2
a (M) = inf ‖v‖Hk

a (Q)
(
v ∈ Hk

a (Q) : v|M = ψ
)
. (1.3.2)

Замечание 1.3.2. Используя разбиение единицы для M , локальную за-
мену переменных и лемму 1.1.3, легко получить эквивалентную норму в
пространстве H

k−1/2
a (M) в явном виде.

Из определения пространства Hk
a (Q) получаем следующее утвержде-

ние.

Лемма 1.3.1. Пусть 0 < k и 0 6 s 6 k — целые числа, и пусть b > a.

Тогда Hk
a (Q) непрерывно вложено в Hk−s

b−s (Q).

Лемма 1.3.2. Пусть 0 < k и 0 6 s < k — целые числа, и пусть b > a.
Предположим, что M ⊂ Q — (n − 1)-мерное многообразие класса C∞.
Тогда H

k−1/2
a (M) непрерывно вложено H

k−s−1/2
b−s (M).

Доказательство. Пусть ψ ∈ H
k−1/2
a (M). Тогда существует функция

v ∈ Hk
a (Q) такая, что v|M = ψ и

‖v‖Hk
a (Q) 6 2‖ψ‖

H
k−1/2
a (M). (1.3.3)

Из леммы 1.3.1 следует, что v ∈ Hk−s
b−s (Q) и

‖v‖Hk−s
b−s (Q) 6 k1‖v‖Hk

a (Q). (1.3.4)

Поэтому ψ ∈ H
k−s−1/2
b−s (M) и из (1.3.3), (1.3.4) мы имеем

‖ψ‖
H

k−s−1/2
b−s (M) 6 ‖v‖Hk−s

b−s (Q) 6 2k1‖ψ‖H
k−1/2
a (M).

Аналогично доказательству лемм 1.1.1 и 1.1.4 мы получим следующие
результаты.
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Лемма 1.3.3. Предположим, что g ∈ Ck
(
Q \ K)

(k > 0—целое) и

|(ρ(x))b+|β|Dβg(x)| 6 c1
(|β| 6 k, x ∈ Q \ K)

, (1.3.5)

где c1 > 0 не зависит от x, b ∈ R.
Тогда для всех u ∈ Hk

a (Q)

‖gu‖Hk
a+b(Q) 6 c1c2‖u‖Hk

a (Q), (1.3.6)

где c2 > 0 не зависит от u и g.

Лемма 1.3.4. Предположим, что g ∈ Ck
(
Q \ K)

(k ∈ N) удовлетворя-
ет неравенству (1.3.5). Пусть M ⊂ Q— (n− 1)-мерное многообразие
класса C∞. Тогда для всех ψ ∈ H

k−1/2
a (M)

‖gψ‖
H

k−1/2
a+b (M) 6 c1c3‖ψ‖H

k−1/2
a (M), (1.3.7)

где c3 > 0 не зависит от u и g.

Используя разбиение единицы, эквивалентность норм в пространстве
Hk

a (·) относительно невырожденной гладкой замены переменных, лем-
мы 1.1.6 и 1.1.7, а также лемму 1.3.3 для b = 0, получаем следующие
утверждения.

Лемма 1.3.5. Для любых u ∈ Hk
a (Q) и q > 0

qs‖u‖Hk−s
a−s (Q) 6 cls

(
‖u‖Hk

a (Q) + qk‖u‖H0
a−k(Q)

)
, (1.3.8)

где cls > 0 не зависит от u и q; 0 < s < k — целые числа.

Лемма 1.3.6. Пусть M ⊂ Q — (n− 1)-мерное многообразие класса
C∞. Тогда для любых u ∈ H1

a(Q) и q > 0

q1/2‖u|M‖H0
a−1/2(M) 6 c4

(
‖u‖H1

a(Q) + q‖u‖H0
a−1(Q)

)
, (1.3.9)

где c4 > 0 не зависит от u и q.
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Продолжение функций в весовых пространствах

Лемма 1.3.7. Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с конечным чис-
лом угловых точек или ребер, и пусть Q1 ⊂ Rn — ограниченная об-
ласть с границей ∂Q1 ∈ C∞ такая, что Q ⊂ Q1. Предположим, что
K(Q1) = K(Q). Тогда для любой функции u ∈ Hk

a (Q) существует функ-
ция U ∈ Hk

a (Q1) такая, что U(x) = u(x) для x ∈ Q и

‖U‖Hk
a (Q1) 6 c5‖u‖Hk

a (Q). (1.3.10)

Доказательство. Не ограничивая общности, будем предполагать, что
n > 3. Используя разбиение единицы, легко показать, что для доказа-
тельства достаточно установить следующий результат. Для любой функ-
ции v ∈ Hk

a (Θ) существует функция V ∈ Hk
a (Rn) такая, что

V (x) = v(x) для x ∈ Θ и

‖V ‖Hk
a (Rn) 6 k1‖v‖Hk

a (Θ). (1.3.11)

Перейдем к переменным ϕ, τ, z′ и обозначим через v̂(ϕ, λ, z′) преобра-
зование Фурье функции v(ϕ, τ, z′) по τ , где ϕ, r — полярные координаты
точки y ∈ Rn, τ = ln r, z′ = r−1z, z ∈ Rn−2. Из теоремы 1.1.2 следует,
что для п. в.

λ ∈ {λ ∈ C : Im λ = H}
мы имеем v̂(ϕ, λ, z′) ∈ W k(G0), где H = a − k + n/2, G0 = {(ϕ, z′) :

d1 < ϕ < d2, z′ ∈ Rn−2}. Не ограничивая общности, мы будем предпо-
лагать, что 0 < d1 < d2 < 2π. По теореме B.5 о продолжении функций
в пространствах Соболева существует функция V1 ∈ W k(G1) такая, что
V1(ϕ, λ, z′) = v̂(ϕ, λ, z′) для d1 < ϕ < d2, V1(ϕ, λ, z′) = 0 для 0 6 ϕ 6 d1/2

и π + d2/2 6 ϕ 6 2π и

‖V1‖2
W k(G1) + |λ|2k‖V1‖2

L2(G1) 6 k2

(
‖v̂‖2

W k(G0) + |λ|2k‖v̂‖2
L2(G0)

)
,

где G1 = {(ϕ, z′) : 0 < ϕ < 2π, z′ ∈ Rn−2}. Поэтому в силу теоремы
Планшереля (см. теорему B.3) и леммы 1.1.2 интеграл

(2π)−1/2

+∞+iH∫

−∞+iH

V1(ϕ, λ, z′)eiλτdλ
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сходится в смысле главного значения к функции V (ϕ, τ, z′) такой, что
V̂ (ϕ, λ, z′) = V1(ϕ, λ, z′), и

‖V ‖2
Hk

a (Rn) 6 k3

+∞+iH∫

−∞+iH

(
‖V1‖2

W k(G1) + |λ|2k‖V1‖2
L2(G1)

)
dλ 6

6 k4

+∞+iH∫

−∞+iH

(
‖v̂‖2

W k(G0) + |λ|2k‖v̂‖2
L2(G0)

)
dλ 6 k5‖v‖2

Hk
a (Θ).

Компактность операторов вложения

Теорема 1.3.1. Предположим, что 0 6 l < k и a−b < k− l, где k и l —
целые, a, b ∈ R. Тогда оператор вложения Hk

a (Q) в H l
b(Q) компактный.

Доказательство. Рассмотрим последовательность {us}, ограниченную
в Hk

a (Q). Тогда существует константа M > 0 такая, что
∑

|α|6k

∫

Q

ρ2(a−k+|α|)|Dαus|2dx 6 M.

Следовательно,
∑

|α|6l

∫

Ωη

ρ2(b−l+|α|)|Dαus|2dx 6 η2(b−a+k−l)M, (1.3.12)

где Ωη = {x ∈ Q : ρ(x) < η}.
Для каждого ε > 0 мы выбираем η > 0 так, что

η2(b−a+k−l)M < ε2/8. (1.3.13)

Обозначим Λp = {x ∈ Q : ρ(x) > 2−p} = Q \ Ω2−p (p = 1, 2, . . . ).

Поскольку оператор вложения W k(Λp) в W l(Λp) компактный, а нор-
мы в W l(Λp) и H l

b(Λp) эквивалентны, мы можем выбрать подпоследова-
тельность {u1

s} последовательности {us}, сходящуюся в H l
b(Λ1). Из {u1

s}
мы можем выбрать подпоследовательность {u2

s}, сходящуюся в H l
b(Λ2),

и т. д.
Рассмотрим диагональную последовательность u1

1, u
2
2, . . . , u

s
s, . . . Эта

последовательность сходится в каждом пространстве H l
b(Λp) (p = 1, 2, . . . ).
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Следовательно, для любого ε > 0 существует N > 0 такое, что для всех
s,m > N

‖us
s − um

m‖2
H l

b(Λp)
6 ε2/2, (1.3.14)

где p выбирается из условия 2−p < η.
Из неравенств (1.3.12)–(1.3.14) вытекает, что

‖us
s − um

m‖2
H l

b(Q) 6 ‖us
s − um

m‖2
H l

b(Ωη) + ‖us
s − um

m‖2
H l

b(Λp)
6

6 2
(
‖us

s‖2
H l

b(Ωη) + ‖um
m‖2

H l
b(Ωη)

)
+ ‖us

s − um
m‖2

H l
b(Λp)

6

6 2

(
ε2

8
+

ε2

8

)
+

ε2

2
= ε2.

Из теоремы 1.3.1 мы получаем следующий результат.

Следствие 1.3.1. Пусть M ⊂ Q — (n− 1)-мерное многообразие класса
C∞. Предположим, что 0 < l < k и a − b < k − l, где k и l —целые,
a, b ∈ R. Тогда оператор вложения H

k−1/2
a (M) в H

l−1/2
b (M) компактный.

Вложение пространств Соболева в весовые пространства

Очевидно, Hk
0 (Q) ⊂ W k(Q). Сформулируем теперь достаточные условия

принадлежности функции u ∈ W k(Q) пространству Hk
a (Q).

Лемма 1.3.8. Пусть a > l + 2m − 1. Предположим, что число δ > 0

удовлетворяет следующим условиям:

(a) Kδ
1 ∩ (K2 ∪ K3) = ∅, если K2 ∪ K3 6= ∅,

(b) Kδ
2 ∩ (K \ K2) = ∅, если K2 6= ∅,

(c) Kδ
3 ⊂ Q и Kδ

3 ∩ (K \ K3) = ∅, если K3 6= ∅,

(d) число δ > 0 произвольно, если K2 ∪ K3 = ∅.

Тогда
‖u‖H l+2m

a (Kδ
j∩Q) 6 c1‖u‖W l+2m(Kδ

j∩Q) (1.3.15)

для всех u ∈ W l+2m
(Kδ

j ∩Q
)
, если Kj 6= ∅ (j = 1, 2), и

‖u‖H l+2m
a (Kδ

3)
6 c2‖u‖W l+2m(Kδ

3)
(1.3.16)

для всех u ∈ W l+2m
(Kδ

3
)
, если K3 6= ∅.
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Доказательство. Докажем неравенство (1.3.15). Не ограничивая общ-
ности, предположим, что n > 3. Используя разбиение единицы, гладкое
невырожденное преобразование переменных и теорему B.5 о продолже-
нии функций в пространствах Соболева, мы видим, что достаточно до-
казать оценку

Iα(v) =

∫

|z|<d

dz

∫

|y|<R

|y|2(a−l−2m+|α|)|Dαv|2dy 6 k1‖v‖2
W l+2m(G) (1.3.17)

для всех v ∈ W l+2m(G) и |α| 6 l+2m, где G = {(y, z) : |y| < R, |z| < d}.
Если |α| > l + 2m− 1, условие a > l + 2m− 1 влечет за собой оценку

a − l − 2m + |α| > l + 2m − 2 > 0. Таким образом, неравенство (1.3.17)
выполняется для |α| > l + 2m− 1.

Рассмотрим теперь случай |α| 6 l + 2m − 2. По теореме вложения
Соболева (см. теорему B.7) для п. в. |z| < d справедливо следующее
неравенство:

sup
|y|6R

|Dαv(y, z)| 6 k2‖v(·, z)‖W l+2m(BR), (1.3.18)

где k2 > 0 не зависит от v и z.

Из условия a > l + 2m− 1 следует, что 2(a− l − 2m + |α|) + 1 > −1.

Поэтому в силу (1.3.18) мы имеем

Iα(v) 6 k3

∫

|z|<α

‖v‖2
W l+2m(Br)dz

∫

r<R

r2(a−l−2m+|α|)+1dr 6 k4‖v‖2
W l+2m(G).

Неравенство (1.3.16) можно доказать аналогично.

Для каждого p = 1, 2, . . . , N1 через Mp1 и Mp2 обозначим (n−1)-мерные
многообразия Mi такие, что K1p ⊂ M p1 ∩M p2.

Лемма 1.3.9. Пусть u ∈ W k(Q) и supp u∩K3 = ∅. Предположим, что
существует ε > 0 такое, что Kε

1 ∩ Kε
2 = ∅ и

1) Dl
νu|Mpj∩Kε

1
= 0 для некоторого j = j(p) и для любых p = 1, . . . , N1

и l = 0, . . . , k − 1,

2) Dl
νu|Mi∩Kε

2
= 0 для любых i = 1, . . . , N0 и l = 0, . . . , k − 1, если

K2 6= ∅.
Тогда u ∈ Hk

0 (Q).
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Доказательство. Используя разбиение единицы, легко видеть, что для
доказательства достаточно получить следующее утверждение. Пусть
u ∈ W k(Ω), supp u ⊂ B2, и пусть Dl

νu|Γd
= 0 (l = 0, 1, . . . , k − 1),

где Ω = θ, Γd = {x = y ∈ R2 : ϕ = d, 0 < r} при n = 2 и
Ω = Θ, Γd = {x = (y, z) ∈ Rn : ϕ = d, 0 < r, z ∈ Rn−2} при
n > 3, d = d1 или d2. Тогда u ∈ Hk

0 (Ω).
Легко показать, что для всех v ∈ W k(Ω0) таких, что Dl

νv|Γd
= 0

(l = 0, 1, . . . , k − 1), мы имеем
∑

|α|6k

∫

Ω0

|Dαv(x)|2dx 6 k1

∑

|α|=k

∫

Ω0

|Dαv(x)|2dx, (1.3.19)

где Ωs = {x = Ω : 2s−1 < r < 2s+1}.
Используя замену переменных x′ = 2sx (s = 0,−1,−2, . . . ), перейдем

от множества Ω0 к множеству Ωs. Следовательно, из (1.3.19) выводим
∑

|α|6k

2s(2|α|−n)
∫

Ωs

|Dα
x′u(x′)|2dx′ 6 k1

∑

|α|=k

2s(2k−n)
∫

Ωs

|Dα
x′u(x′)|2dx′ (1.3.20)

для любого u ∈ W k(Ω) такого, что supp u ⊂ B2 и Dl
νu|Γd

= 0

(l = 0, 1, . . . , k − 1).
Умножая обе части (1.3.20) на 2(n−2k)s и заменяя переменные x′ на x,

имеем
∑

|α|6k

∫

Ωs

r2(|α|−k)|Dα
xu(x)|2dx 6 k2

∑

|α|=k

∫

Ωs

|Dα
xu(x)|2dx.

Суммируя обе части последнего неравенства по s = 0,−1,−2, . . . ,

получим
‖u‖2

Hk
0 (Ω) 6 k3‖u‖2

W k(Ω).

Квазиполиномы в весовых пространствах
и пространствах Соболева

Пусть Q ⊂ R2 — ограниченная область с конечным числом угловых
точек. Предположим, что в некоторой окрестности каждой точки g ∈ K1

область Q совпадает с некоторым углом

θ = {(r, ϕ) : 0 < r, d1 < ϕ < d2},
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d1 = d1(g), d2 = d2(g), 0 < d2 − d1 < 2π. Пусть в некоторой окрестности
каждой точки g ∈ K2 область Q совпадает с полуплоскостью R2

+. Тогда
существует 0 < ε < 1/e такое, что Bε(g)∩Bε(h) = ∅ для любых g, h ∈ K,
g 6= h, Kε

3 ⊂ Q и Q ∩ Bε(g) = θ ∩ Bε(g) для каждой точки g ∈ K1 ∪ K2,
где 0 < d2 − d1 < 2π, d1 = d1(g), d2 = d2(g) для g ∈ K1 и d1 = 0, d2 = π

для g ∈ K2. Для каждой точки g ∈ K мы введем полярные координаты
r, ϕ в Bε(g) с полюсом в точке g. Определим функцию ξ ∈ Ċ∞(R) такую,
что 0 6 ξ(t) 6 1, ξ(t) = 1 (|t| 6 ε/2), supp ξ ⊂ (−ε, ε).

Лемма 1.3.10. Пусть g ∈ K и функция Φ(ϕ) 6≡ 0 таковы, что
Φ ∈ C∞[d1, d2], если g ∈ K1 ∪ K2, и Φ ∈ C∞

2π[0, 2π], если g ∈ K3. Пусть
λ ∈ C и p > 0 — целое число. Тогда функция v = rλ lnp rΦ(ϕ)ξ(r) при-
надлежит Hk

a (Q) в том и только в том случае, если

Re λ + a− k + 1 > 0.

Доказательство. 1. Пусть Re λ + a− k + 1 > 0. Очевидно,

|Dαv(y)| 6 k1r
Reλ−|α|| lnp r| (y ∈ Q ∩Bε(g)).

Следовательно, для |α| 6 k мы имеем

∫

Q

r2(a−k+|α|)|Dαv(y)|2dy 6 k2

ε∫

0

r2(Re λ+a−k)+1| lnp r|2dr < ∞,

т. е. v ∈ Hk
a (Q).

2. Пусть Re λ + a− k + 1 6 0. Тогда

∫

Q

r2(a−k)|v(y)|2dy > k3

ε/2∫

0

r2(Re λ+a−k)+1| lnp r|2dr > k3

ε/2∫

0

r−1dr = ∞,

т. е. v 6∈ Hk
a (Q).

Лемма 1.3.11. Пусть g ∈ K, и пусть Γ0 ⊂ Q—интервал вида

Γ0 = {y ∈ R2 : ϕ = ϕ0, 0 < r < ε},

50



где r, ϕ—полярные координаты точки y с полюсом в точке g. Пусть
λ ∈ C и p > 0—целое. Тогда функция ψ(r) = rλ lnp rξ(r) принадлежит
H

k−1/2
a (Γ0) в том и только в том случае, если

Re λ + a− k + 1 > 0.

Доказательство. 1. Пусть Re λ+a−k+1 > 0. По лемме 1.3.10 функция
v(y) = rλ lnp rξ(r) принадлежит Hk

a (Q). Очевидно, v|ϕ=ϕ0
= ψ. Поэтому

ψ ∈ H
k−1/2
a (Γ0).

2. Пусть Re λ + a− k + 1 6 0. Тогда

ε∫

0

r2(a−k)+1|ψ(r)|2dr >
ε/2∫

0

r2(Re λ+a−k)+1| lnp r|dr = ∞.

Поэтому в силу леммы 1.1.3 ψ 6∈ H
k−1/2
a (Γ0).

Лемма 1.3.12. Пусть выполнены условия леммы 1.3.10. Тогда справед-
ливы следующие утверждения.

(a) Если Re λ > k − 1, то v ∈ W k(Q).

(b) Если 0 6 Re λ 6 k−1, то v ∈ W k(Q) тогда и только тогда, когда
Re λ = m — целое число, а rλ lnp rΦ(ϕ) — полином степени m.

(c) Если Re λ < 0, то v 6∈ W k(Q).

Доказательство. Утверждение (с) очевидно. Утверждение (а) следует
из леммы 1.3.10 для a = 0 и вложения Hk

0 (Q) ⊂ W k(Q).
Остается доказать утверждение (b). Очевидно, если Re λ = m и

rλ lnp rΦ(ϕ) — полином степени m, то v ∈ W k(Q). Покажем, что если
v ∈ W k(Q), то Re λ = m и rλ lnp rΦ(ϕ) — полином степени m. Рассмот-
рим производную Dαv(y) (|α| = k). Очевидно,

Dαv(y) =

p∑
q=0

rλ−k lnq rΦαq(ϕ)
(
y ∈ Q ∩Bε/2(g)

)
,

где Φαq ∈ C∞[d1, d2], если g ∈ K1 ∪ K2, и Φαq ∈ C∞
2π[0, 2π], если g ∈ K3.
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Поскольку Re λ− k + 1 6 0, мы получим

∫

Q∩Bε/2(g)

|Dαv(y)|2dy =

d2∫

d1

dϕ

ε/2∫

0

r2(Re λ−k)+1

∣∣∣∣∣
p∑

q=0

lnq rΦαq(ϕ)

∣∣∣∣∣

2

dr >

>
d2∫

d1

dϕ

ε/2∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
p∑

q=0

lnq rΦαq(ϕ)

∣∣∣∣∣

2

dr,

где 0 < d2 − d1 < 2π, если g ∈ K1 ∪ K2, и d1 = 0, d2 = 2π, если g ∈ K3.
Эти интегралы конечны для всех |α| = k, только если Φαq(ϕ) ≡ 0

для всех |α| = k и q = 0, . . . , p. Таким образом, если v ∈ W k(Q), то все
производные Dαv(y) (|α| = k, y ∈ Q∩Bε/2(g)) равны нулю. Это означает,
что rλ lnp rΦ(ϕ)—полином степени не выше k−1. Из вида этой функции
следует, что она является однородным полиномом порядка m = Re λ.

Библиографические примечания к главе 1

Основы теории весовых пространств Кондратьева в областях с угловыми
или коническими точками были заложены в работе [18] в связи с созда-
нием теории эллиптических задач в областях с особенностями. Обобще-
ние этой теории на случай областей с ребрами было получено в рабо-
тах [22, 25]. Изложение теории весовых пространств в настоящем учеб-
ном пособии опирается на книгу [32]. Там же имеется более подробная
библиография.

Задачи к главе 1

1. При каком λ ∈ R функция u(x) = rλ ln r sin 2ϕ принадлежит про-
странству H2

0(Q), а при каком λ ∈ R — пространству W 2(Q), где
Q = B1 ⊂ R2, K = {0}?

2. При каком λ ∈ R функция u(x) = rλ−1 ln2 r cos ϕ принадлежит про-
странству H1

0(θ), а при каком λ ∈ R пространству H3
1(θ)? Здесь

θ = {x ∈ R2 : 0 < ϕ < π/4, 0 < r}.
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3. При каких λ, µ ∈ R функция u(x) = rλ+1 sin µϕ принадлежит про-
странству W 1(Q), но не принадлежит пространству H1

0(Q)? Здесь
Q = B1 ⊂ R2,K = {0}.

4. При каких λ, µ ∈ R функция u(x) = rλ−1ξ(r) sin µϕ принадлежит
пространству W̊ 1(θ)? Здесь θ = {x ∈ R2 : 0 < ϕ < π/3, 0 < r}.

5. Доказать, что заключение теоремы B.10 справедливо для ограни-
ченной области с конечным числом угловых точек или ребер.

6. Доказать, что в Hk
a (θ) можно ввести эквивалентную норму по фор-

муле

‖u‖Hk
a (θ) =

( ∑

|α|=0,k

∫

θ

r2(a−k+|α|)∣∣Dαu(y)
∣∣2dy

)1/2

,

где θ = {y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2, 0 < r}.

7. Доказать, что в Hk
a (Q) = Hk

a (Q, K) можно ввести эквивалентное
скалярное произведение по формуле

‖u‖Hk
a (Q) =

( ∑

|α|=0,k

∫

Q

ρ2(a−k+|α|)∣∣Dαu(x)
∣∣2dx

)1/2

,

где Q ⊂ R2 — ограниченная область с конечным числом угловых
точек или ребер.

8. Доказать, что W̊ 1(Q) ⊂ H1
0(Q), где Q ⊂ Rn — ограниченная область

с конечным числом угловых точек или ребер.

9. Пусть Ω, Q ⊂ Rn — ограниченные области с конечным числом уг-
ловых точек или ребер. Пусть, кроме того, Ω ⊂ Q и Ω ∩ K = ∅.

Доказать, что для функций u ∈ W k(Q) таких, что supp u ⊂ Ω для
любого a ∈ R нормы в W k(Q) и в Hk

a (Q) эквивалентны.

10. Выяснить, будет ли компактным вложение Hk2
a2

(Q) ⊂ Hk1
a1

(Q) при
k2 > k1, k2 − k1 = a2 − a1? Здесь Q ⊂ Rn — ограниченная область
с конечным числом угловых точек или ребер.
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11. Будет ли компактным вложение H
k2−1/2
a2 (M) ⊂ H

k1−1/2
a1 (M) при

k1, k2 ∈ N, k2 > k1, k2− k1 = a2− a1? Здесь Q ⊂ Rn — ограниченная
область с конечным числом угловых точек или ребер, M ⊂ Q —
(n− 1)-мерное многообразие класса C∞.

12. Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с конечным числом угловых
точек или ребер, и пусть K = K1 ∪ K2, K1,K2 6= ∅, и K′ = K1.

Построить функцию u ∈ Hk
a (Q,K′), не принадлежащую Hk

a (Q,K).

13. Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с конечным числом угло-
вых точек или ребер, и пусть K = K1 ∪ K2 ∪ K3, K1,K2,K3 6= ∅
и K′ = K1 ∪ K2. Построить функцию u ∈ Hk

a (Q,K′) такую, что
u ∈ Hk

a (Q,K).

Темы курсовых работ к главе 1

Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с конечным числом угловых
точек или ребер. Введем пространство Hk

a,p(Q) = Hk
a,p(Q,K), как попол-

нение множества C∞
0 (Q\K) по формуле

‖u‖Hk
a,p(Q) =

{ ∑
|α|6k

∫
Q

ρp(a−k+|α|)∣∣Dαu(x)
∣∣pdx

}1/p

, где 1 < p < ∞.

1. Обобщить лемму 1.3.5, доказанную для пространств Hk
a (Q), на слу-

чай пространств Hk
a,p(Q).

2. Обобщить лемму 1.3.6, доказанную для пространств H1
a(Q), на слу-

чай пространств H1
a,p(Q).

3. Обобщить лемму 1.3.7 о продолжении функций, доказанную для
пространств Hk

a (Q), на случай пространств Hk
a,p(Q).

4. Обобщить теорему 1.3.1 о компактности вложения Hk
a (Q) в H l

b(Q)

(0 6 l < k, a− b < k − l) на случай вложения Hk
a,p(Q) в H l

b,p(Q).

5. Получить достаточные условия на подпространство W̃ 1(Q) простран-
ства W 1(Q), обеспечивающие справедливость вложения W̃ 1(Q) в
H1

0(Q).
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Глава 2

Модельные задачи в углах

2.1. Нелокальные эллиптические задачи
в плоских углах

Постановка задачи

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

Av = f0(y) (y ∈ θ) (2.1.1)

с нелокальными краевыми условиями

Bρv = B0
ρv

∣∣
γρ

+ B1
ρv

∣∣
γρ

= fρ(y) (y ∈ γρ, ρ = 1, 2) (2.1.2)

относительно вектор-функции v = (v1, . . . , vN). В этом параграфе и да-
лее для упрощения используются одинаковые обозначения для векторов-
столбцов и векторов-строк.

Здесь θ = {y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2, 0 < r}—плоский угол; ϕ, r —
полярные координаты точки y, γρ = {y ∈ R2 : ϕ = dρ, 0 < r} (ρ = 1, 2),

f0 = (f01, ..., f0N) и fρ = (fρ1, . . . , fρ,mN), A и B0
ρ —матрицы порядка

N×N и mN×N с элементами Ajkvk = Ajk(Dy)vk(y) (j, k = 1, . . . , N)

и B0
ρµkvk = B0

ζ (Dy)vk(y) (ζ = (ρ, µ, k) : ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN ;

k = 1, . . . , N), Ajk(Dy) и B0
ζ (Dy)— однородные дифференциальные опе-

раторы с постоянными комплексными коэффициентами порядков 2m и
mρµ, соответственно, 0 < d2 − d1 < 2π.

Наряду с операторами Ajk(Dy) и B0
ζ (Dy) рассмотрим полиномы Ajk(ξ)

и B0
ζ (ξ), где ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2. Обозначим через A(ξ) и B0

ρ(ξ) матрицы
порядков N×N и mN×N с элементами Ajk(ξ) (j, k = 1, . . . , N) и B0

ρµk(ξ)

(µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).
Предположим, что операторы A и Bρ удовлетворяют следующим

условиям:

Условие 2.1.1. Оператор A — правильно эллиптический.
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Условие 2.1.2. Оператор Bρ удовлетворяет условию Лопатинского по
отношению к оператору A.

Условие 2.1.3. B1
ρ = B1

ρ(r, rDr) (ρ = 1, 2) — матрицы порядка mN ×N ,
состоящие из элементов B1

ζ = B1
ζ (r,Dr) (ζ = (ρ, µ, k)), которые в поляр-

ных координатах ϕ, r имеют вид

B1
ζ (Dy)vk = B1

ζ (r, rDr)vk =
∑

η

(
r−mρµ(rDr)

qB1
ζηvk

)
(ϕ, χ

ζηr), (2.1.3)

где η = (q, s), в (2.1.3) мы суммируем по η таким, что q = 0, . . . , mρµ

и s = 1, . . . , Sζ , B1
ζη —линейные операторы такие, что для всех

uk ∈ W g(d1, d2) (k = 1, . . . , N, g = mρµ − q, l + 2m− q)

‖B1
ζηuk‖W g−mρµ+q (d1,d2) 6 c1‖uk‖W g(d1+σ,d2−σ), (2.1.4)

B1
ζη и χζη > 0 не зависят от r, c1 > 0, и 0 < σ < (d2 − d1)/2 не зави-

сят от uk, l > max
ρ,µ
{−2m + mρµ + 1} — неотрицательное целое число,

Dr = −i
∂

∂r
,

(
r−mρµ(rDr)

qB1
ζηvk

)
(ϕ, χ

ζηr) =
(
(r′)−mρµ(r′Dr′)

qB1
ζµvk

)
(ϕ, r′)

∣∣
r′=χζηr

.

Пусть B : Hk1
a (θ) → Hk2

a2
(θ) — линейный ограниченный оператор,

k1, k2 ∈ N. Обозначим G(B) =
⋃

V ∈T

{V : Bu = 0 для всех u ∈ Hk1
a (θ),

supp u ⊂ V }, где T —множество всех открытых множеств в Rn.

Определение 2.1.1. Замкнутое множество supp B = θ\G(B) называет-
ся носителем оператора B.

Замечание 2.1.1. Из условия 2.1.3 следует, что операторы B1
ζ :

H l+2m
a (θ) → H

l+2m−mρµ
a (θ) — ограниченные и supp B1

ζ ⊂ θσ = {(ϕ, r) :

d1 + σ 6 ϕ 6 d2 − σ, 0 < r}, см. рис. 2.1.1.

Для n > 3, аналогичное утверждение будет доказано в § 2.3, см. заме-
чание 2.3.1.

Определение 2.1.2. Будем говорить, что y = 0 точка сопряжения для
нелокальной эллиптической задачи (2.1.1), (2.1.2).
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Рис. 2.1.1

Определение 2.1.3. Условие 2.1.3 называется условием нетангенци-
ального подхода носителя нелокальных членов к точке сопряжения для
задачи (2.1.1), (2.1.2).

Пример 2.1.1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (2.1.1)
с нелокальными краевыми условиями

∑

k,s

(Bζs(Dy)vk) (Cζsy)
∣∣
γρ

= fρµ(y)

(y ∈ γρ, ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN). (2.1.5)

Здесь Bζs(Dy)— однородные дифференциальные операторы с постоян-
ными комплексными коэффициентами порядков mρµ, обозначение
(Bζs(Dy)vk) (Cζsy)

∣∣
γρ
означает, что выражение Bζs(Dy′)vk(y

′) берется при
значении аргумента y′ = Cζsy, а затем мы рассматриваем след этой функ-
ции для y ∈ γρ; Cζs — оператор вращения на угол ϕζs и растяжения в χζs

раз в плоскости {y}, d1 < dρ + ϕζs < d2, 0 < χζs, если s > 0, и ϕζ0 = 0,

χζ0 = 1, ζ = (ρ, µ, k), мы суммируем по k = 1, . . . , N и s = 0, . . . , Sζ .

Предположим, что операторы A и B0
ρ = {Bζ0}µ,k удовлетворяют усло-

виям 2.1.1, 2.1.2
Докажем, что условия (2.1.5) можно представить в виде (2.1.2), при

этом операторы B1
ρ удовлетворяют условию 2.1.3.

57



Переходя к полярным координатам ϕ, r, мы можем переписать нело-
кальную часть условий (2.1.5) в виде

∑

η,k

(
r−mρµ(rDr)

q
∑

p

aζηp(ϕ)Dp
ϕvk

)
(ϕ + ϕζs, χζsr)

∣∣∣∣
ϕ=dρ

,

где aζηp ∈ C∞
2π[0, 2π], мы суммируем по η = (q, s), k, и p таким, что

q = 0, . . . , mρµ, s = 1, . . . , Sζ , k = 1, . . . , N и p = 0, . . . , mρµ − q.

Пусть δ = min
ρ,µ,k,s

min{dρ+ϕζs−d1, d2−dρ−ϕζs} (ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN,

k = 1, . . . , N, s = 1, . . . , Sζ). Определим матрицы B1
ρ (ρ = 1, 2) порядка

mN ×N с элементами B1
ρµk по формуле

∑
η

(
r−mρµ(rDr)

qB1
ζηvk

)
(ϕ, χζsr) (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N), (2.1.6)

где

(B1
ζηuk)(ϕ) =

∑
p

aζηp(ϕ)Dp
ϕvk(ϕ + ϕζs)ψ(ϕ− dρ)

(ϕ ∈ (dρ − δ/2, dρ + δ/2) ∩ (d1, d2)) ,

(B1
ζηuk)(ϕ) = 0

(ϕ ∈ (d1, d2) \ (dρ − δ/2, dρ + δ/2)) ,
(
ρ = 1, 2, q = 0, . . . , mρµ, µ = 1, . . . , mN,

k = 1, . . . , N, s = 1, . . . , Sζ

)
.





(2.1.7)

Здесь ψ ∈ .
C∞(R), ψ(ϕ) = 1 (|ϕ| 6 δ/4) и ψ(ϕ) = 0 (|ϕ| > δ/2).

Положим σ = δ/2. Очевидно, матрицы B1
ρ с элементами, заданными по

формулам (4.1.6), (4.1.7), удовлетворяют условию 2.1.3. Носитель нело-
кальных членов задачи (2.1.1), (2.1.5) принадлежит множеству

⋃

ζ,s

{
y ∈ R2 : ϕ = dρ + ϕζs, 0 6 r

}

(ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N, s = 1, . . . , Sζ), см. рис. 2.1.2.

Введем пространства вектор-функций

Hk,N
a (θ) =

∏
j

Hk
a (θ) (j = 1, . . . , N),

Hl,N
a (θ, γ) = H l,N

a (θ)×
∏
ρ,µ

H l+2m−mρµ−1/2
a (γρ) (ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN),

где k, l > 0 — целые числа, см. условие 2.1.3.
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Рис. 2.1.2

Предположим, что f = {f0j, fρµ} ∈ Hl,N
a (θ, γ).

В силу замечания 2.1.1 мы можем ввести линейный ограниченный
оператор L = {A,Bρ} : H l+2m,N

a (θ) → Hl,N
a (θ, γ), соответствующий зада-

че (2.1.1), (2.1.2).

Определение 2.1.4. Вектор-функция v называется сильным решением
задачи (2.1.1), (2.1.2) в пространстве H l+2m,N

a (θ), если

Lv = f.

Разрешимость нелокальных эллиптических задач
в плоских углах

Запишем операторы Ajk(Dy) и B0
ζ (Dy) в полярных координатах

Ajk(Dy) = r−2mÂjk(ϕ,Dϕ, rDr) = r−2m
∑

α1+α262m

ajkα1α2
(ϕ)Dα1

ϕ (rDr)
α2,

B0
ζ (Dy) = r−mρµB̂ζ(ϕ,Dϕ, rDr) = r−mρµ

∑
α1+α26mρµ

bζα1α2
(ϕ)Dα1

ϕ (rDr)
α2,

где Dϕ = −i
∂

∂ϕ
, Dr = −i

∂

∂r
, ajkα1α2

, bζα1α2
∈ C∞

2π[0, 2π], C∞
2π[0, 2π]—мно-

жество функций, заданных на [0, 2π], таких, что их 2π-периодические
продолжения— бесконечно дифференцируемые на R.

59



Введем новую переменную τ = ln r. Функцию uk(y1, y2) в новой систе-
ме координат обозначим через vk(ϕ, τ). Используя преобразование Фурье
по τ, из (2.1.1)–(2.1.3) мы получаем

∑

k

Âjk(ϕ,Dϕ, λ)v̂k(ϕ, λ) = F̂0j(ϕ, λ)

(d1 < ϕ < d2, j = 1, . . . , N), (2.1.8)

∑

k

B̂ζ(ϕ,Dϕ, λ)v̂k(ϕ, λ)
∣∣
ϕ=dρ

+

+
∑

k,η

e(iλ−mρµ) ln χζηλq(B1
ζηv̂k)(ϕ, λ)

∣∣
ϕ=dρ

= F̂ρµ(λ) (2.1.9)

(ρ = 1, 2; µ = 1, . . . , mN).

Здесь F0j(ϕ, τ) = e2mτf0j(ϕ, τ), Fρµ(τ) = emρµτfρµ(τ), v̂k(ϕ, λ) =

(2π)−1/2
+∞∫
−∞

vk(ϕ, τ)e−iλτdτ —преобразование Фурье по τ функции vk(ϕ, τ),

ζ = (ρ, µ, k) и η = (q, s). Эта задача является системой обыкновенных
дифференциальных уравнений с нелокальными краевыми условиями,
связывающими значения функций v̂k и их производных в точке ϕ = dρ

со значениями функций v̂k и их производных на некотором компакте
[d1 + σ, d2 − σ], ср. § 1.4 в [12].

Определим матричные операторы Â(ϕ,Dϕ, λ) и B̂ρ(ϕ,Dϕ, λ) поряд-
ков N × N и mN × N с элементами Âjk(ϕ,Dϕ, λ) (j, k = 1, . . . , N) и
B̂ζ(ϕ,Dϕ, λ) (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N) соответственно. Введем так-
же матрицы Â0(ϕ,Dϕ, λ) и B̂0

ρ(ϕ,Dϕ, λ) порядков N×N и mN×N , состо-
ящие из дифференциальных операторов Â0

jk(ϕ,Dϕ, λ) (j, k = 1, . . . , N)
и B̂0

ζ (ϕ,Dϕ, λ) (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N). Здесь Â0
jk(ϕ,Dϕ, λ) и

B̂0
ζ (ϕ,Dϕ, λ)— главные однородные части операторов Âjk(ϕ,Dϕ, λ) и

B̂ζ(ϕ,Dϕ, λ) по отношению к оператору Dϕ и параметру λ, ср. (1.4.3),
(1.4.4) в [12].

Рассмотрим оператор-функцию

λ 7→ L̂(λ) ∈ B(W l+2m,N(d1, d2),W l,N [d1, d2]),

заданную по формуле
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L̂(λ)u =

{∑

k

Âjk(ϕ,Dϕ, λ)uk(ϕ),

∑

k

B̂ζ(ϕ,Dϕ, λ)uk(ϕ)
∣∣∣
ϕ=dρ

+

+
∑

k,η

e(iλ−mρµ) ln χζηλq(B1
ζηuk)(ϕ)

∣∣∣
ϕ=dρ

}
, (2.1.10)

где u = (u1, . . . , uN) ∈ W l+2m,N(d1, d2).

Из условий 2.1.1, 2.1.2 следует, что матричные операторы Â0(ϕ,Dϕ, λ)

и B̂0
ρ(ϕ,Dϕ, λ) удовлетворяют условиям 1.4.1, 1.4.2 в [12]. Поэтому из тео-

рем 1.4.2, 1.4.3 в [12] следует, что: (a) для всех λ ∈ C, кроме счетного
множества собственных значений, оператор L̂(λ) имеет ограниченный
обратный R̂ = L̂−1(λ) : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2); (b) оператор-
функция λ 7→ R̂(λ) ∈ B(W l+2m,N(d1, d2), W l,N [d1, d2])—конечно-меро-
морфная фредгольмова оператор-функция в C.

Теорема 2.1.1. Пусть выполняются условия 2.1.1–2.1.3. Предположим,
что прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m не содержит собственных зна-
чений оператор-функции λ 7→ L̂(λ). Тогда задача (2.1.1), (2.1.2) имеет
единственное сильное решение v ∈ H l+2m,N

a (θ) для любого f ∈ Hl,N
a (θ, γ).

Более того,
‖v‖H l+2m,N

a (θ) 6 c1‖f‖Hl,N
a (θ,γ). (2.1.11)

Доказательство. Если прямая Im λ = h не содержит собственных зна-
чений полюсов оператор-функции λ 7→ L̂(λ), то в силу теорем 1.4.1,
1.4.2 в [12] для этой линии существует единственное сильное решение
v̂ = R̂(λ)F̂ ∈ W l+2m,N(d1, d2) задачи (2.1.8), (2.1.9) для любого
F̂ ∈ W l,N [d1, d2]. Более того,

|||R̂(λ)F̂ |||W l+2m,N (d1,d2) 6 k1|||F̃ |||W l,N [d1,d2], (2.1.12)

где k1 > 0 не зависит от λ и от F̂ , F̂ = {F̂0j, F̂ρµ}, нормы ||| · |||W l+2m,N (d1,d2)

и ||| · |||W l,N [d1,d2] определены по формулам (C.25)–(C.27).
Поскольку F0j(ϕ, τ) = e2mτf0j(ϕ, τ), из неравенства (1.1.6) следует,

что для любого f0j ∈ H l
a(θ) функция F̂0j = F̂0j(·, λ) ∈ W l(d1, d2) для
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почти всех λ ∈ {λ ∈ C : Im λ = h} и

+∞+ih∫

−∞+ih

|||F̂0j|||2W l(d1,d2)dλ 6 k2‖f0j‖2
H l

a(θ) (j = 1, . . . , N). (2.1.13)

По определению следовых пространств, см. § 1.1, для любого
fρµ ∈ H

l+2m−mρµ−1/2
a (γρ) существует wρµ ∈ H

l+2m−mρµ
a (θ) такое, что

wρµ

∣∣
γρ

= fρµ и

‖wρµ‖H
l+2m−mρµ
a (θ) 6 2‖fρµ‖H

l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

. (2.1.14)

Из неравенств (1.1.4) и (2.1.14) следует, что

∑

|α|6l+2m−mρµ

∫

G

e2(a−l−2m+mρµ+1)τ
∣∣Dα

y′wρµ(y
′)
∣∣2 dy′ 6

6 k3‖fρµ‖2
H

l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

, (2.1.15)

где G = {y′ = (ϕ, τ) : d1 < ϕ < d2, −∞ < τ < +∞}.
Обозначим emρµτwρµ через Ψρµ. Очевидно, Ψρµ

∣∣
γρ

= Fρµ. В силу (2.1.15),
(1.1.4) и (1.1.6) мы получим

+∞+ih∫

−∞+ih

|||Ψ̂ρµ|||2W l+2m−mρµ(d1,d2)
dλ 6 k4‖fρµ‖H

l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

. (2.1.16)

Используя неравенства (B.23), (B.25), (B.26) и (2.1.16), мы имеем

+∞+ih∫

−∞+ih

(
1 + |λ|2(l+2m−mρµ−1/2)

) ∣∣∣F̂ρµ(λ)
∣∣∣
2
dλ 6

6 k5

+∞+ih∫

−∞+ih

(‖Ψ̂ρµ‖2
W l+2m−mρµ(d1,d2)

+

+ |λ|2(l+2m−mρµ−1)(‖Ψ̂ρµ‖2
W 1(d1,d2) + |λ| ‖Ψ̂ρµ‖2

L2(d1,d2)

))
dλ 6

6 k6

+∞+ih∫

−∞+ih

|||Ψ̂ρµ|||2W l+2m−mρµ(d1,d2)
dλ 6 k7‖fρµ‖2

H
l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

. (2.1.17)
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Из (2.1.13) и (2.1.17) следует, что

+∞+ih∫

−∞+ih

|||F̂ |||2W l,N [d1,d2]dλ 6 k8‖f‖2
Hl,N

a (θ,γ). (2.1.18)

В силу (2.1.12) и (2.1.18) мы получим

+∞+ih∫

−∞+ih

|||R̂(λ)F̂ |||2W l+2m,N (d1,d2)dλ 6 k2
1k8‖f‖2

Hl,N
a (θ,γ).

Из свойств преобразования Фурье вытекает, что интеграл

(2π)−1/2

+∞+ih∫

−∞+ih

R̂(λ)F̂ eiλτdλ

сходится в смысле главного значения к вектор-функции v(ϕ, τ). Перехо-
дя к переменным y1, y2 и используя (1.1.6), мы убеждаемся, что вектор-
функция v(y) — сильное решение задачи (2.1.1), (2.1.2) и удовлетворяет
неравенству

‖v‖H l+2m,N
a (θ) 6 k9

+∞+ih∫

−∞+ih

|||R̂(λ)F̂ |||2W l+2m,N (d1,d2)dλ.

Таким образом, мы доказали существование сильного решения зада-
чи (2.1.1), (2.1.2) и справедливость неравенства (2.1.11). Единственность
очевидна.

Разрешимость локальных эллиптических задач
в плоских углах

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (2.1.1) с локальными
краевыми условиями

B0
ρv

∣∣
γρ

= fρ(y) (y ∈ γρ, ρ = 1, 2), (2.1.19)

где B0
ρ = B0

ρ(Dy) — матрица порядка mN × N с элементами B0
ρµk(Dy)

(µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).
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Предположим, что матричные операторы A и B0
ρ удовлетворяют усло-

виям 2.1.1, 2.1.2. Определим линейный ограниченный оператор
L0 : H l+2m,N

a (θ) → Hl,N
a (θ, γ), соответствующий «локальной» эллиптиче-

ской задаче (2.1.1), (2.1.19) по формуле

L0v =
{
Av,B0

ρv
∣∣
γρ

}
. (2.1.20)

Рассмотрим оператор-функцию

λ 7→ L̂0(λ) ∈ B (
W l+2m,N(d1, d2),W l,N [d1, d2]

)
,

заданную по формуле

L̂0(λ)u =

=

{∑

k

Âjk(ϕ,Dϕ, λ)uk(ϕ),
∑

k

B̂ρµk(ϕ,Dϕ, λ)uk(ϕ)
∣∣∣
ϕ=dρ

}
, (2.1.21)

где u = (u1, . . . , uN) ∈ W l+2m,N(d1, d2).

Из следствия 1.4.2 в [12] вытекает, что: (a) для всех λ ∈ C, за исклю-
чением счетного множества чисел, оператор L̂0(λ) имеет ограниченный
обратный R̂0(λ) = L̂−1

0 (λ) : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2), (b) оператор-
функция λ 7→ R̂0(λ) — конечно-мероморфная фредгольмова оператор-
функция в C.

Таким образом, из теоремы 2.1.1 мы получаем следующее утверждение.

Теорема 2.1.2. Пусть выполняются условия 2.1.1, 2.1.2. Предположим,
что прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m не содержит собственных зна-
чений оператор-функции λ 7→ L̂0(λ).

Тогда задача (2.1.1), (2.1.19) имеет единственное сильное решение
v ∈ H l+2m,N

a (θ) для любого f ∈ Hl,N
a (θ, γ). Более того,

‖v‖H l+2m,N
a (θ) 6 c2‖f‖Hl,N

a (θ,γ). (2.1.22)

Влияние нелокальных членов на разрешимость
эллиптических задач

Обозначим через AL0
(AL) множество чисел a ∈ R таких, что опера-

тор L0 (L) имеет ограниченный обратный L−1
0 (L). Продемонстрируем
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пример, когда AL0
6= AL. Более того, для некоторых значений коэффи-

циентов в нелокальных членах можно получить следующую ситуацию:
AL0

⊂ AL и множество AL \ AL0
— счетно.

Пример 2.1.2. Рассмотрим нелокальную задачу

−∆v(y) = f0(y) (y ∈ θ), (2.1.23)

v(ϕ, r)
∣∣
γ1
− α1v(ϕ + β/2, r)

∣∣
γ1

= f1(y) (y ∈ γ1),

v(ϕ, r)
∣∣
γ2
− α2v(ϕ− β/2, r)

∣∣
γ2

= f2(y) (y ∈ γ2),

}
(2.1.24)

где θ = {y : 0 < ϕ < β, 0 < r}, γ1 = {y : ϕ = 0, 0 < r}, γ2 = {y : ϕ = β,

0 < r}, α1, α2 ∈ R, 0 < β < 2π. Нелокальное условие (2.1.24) означает,
что значения неизвестной функции v на сторонах γ1 и γ2 связаны со
значениями v на полупрямой {y : ϕ = β/2, 0 < r}. Заметим, что мы
рассматриваем здесь вращение на угол ϕ = ±β/2 без преобразования
аргумента r, ср. пример 2.1.1.

Определим оператор L : H2
a(θ) → H0

a(θ, γ) = H0
a(θ) × H

3/2
a (γ1) ×

H
3/2
a (γ2) по формуле

Lv =
(
−∆v, v(ϕ, r)

∣∣
γ1
− α1v(ϕ + β/2, r)

∣∣
γ1

, v(ϕ, r)
∣∣
γ2
− α2v(ϕ− β/2, r)

∣∣
γ2

)
.

Переходя к новым переменным ϕ, τ и делая преобразование Фурье по
τ, мы имеем

−v̂ϕϕ(ϕ, λ) + λ2v̂(ϕ, λ) = F̂0(ϕ, λ) (0 < ϕ < β), (2.1.25)

v̂
∣∣
ϕ=0 − α1v̂

∣∣
ϕ=β/2 = f̂1(λ), v̂

∣∣
ϕ=β

− α2v̂
∣∣
ϕ=β/2 = f̂2(λ), (2.1.26)

где F̂0(ϕ, λ) — преобразование Фурье функции F0(ϕ, τ) = e2τf0(ϕ, τ).

Оператор L̂(λ) : W 2(0, β) → W [0, β] = L2(0, β) × C2 задается по
формуле

L̂(λ)u =
{
−uϕϕ + λ2u, u

∣∣
ϕ=0 − α1u

∣∣
ϕ=β/2, u

∣∣
ϕ=β

− α2u
∣∣
ϕ=β/2

}
.

Будем изучать задачу на собственные значения для оператор-функции
λ 7→ L̂(λ).

Общее решение уравнения

−v̂ϕϕ + λ2v̂ = 0 (2.1.27)

имеет вид
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v̂(ϕ) = c1e
λϕ + c2e

−λϕ. (2.1.28)

Подставляя (2.1.28) в (2.1.26) для f̂1(λ) = f̂2(λ) = 0, имеем

c1(1− α1 exp(λβ/2)) + c2(1− α1 exp(−λβ/2)) = 0,

c1(exp(λβ)− α2 exp(λβ/2))+

+ c2(exp(−λβ)− α2 exp(−λβ/2)) = 0.





(2.1.29)

Поэтому собственные значения оператор-функции λ 7→ L̂(λ) равны
корням уравнения

∆(λ) = exp(−λβ)− exp(λβ) + (α1 + α2)(exp(λβ/2)− exp(−λβ/2)) =

= (exp(−λβ/2)− exp(λβ/2))(exp(−λβ/2) + exp(λβ/2)−
− (α1 + α2)) = 0. (2.1.30)

Пусть α1 + α2 = 0. Если, в частности, α1 = α2 = 0, то задача (2.1.23),
(2.1.24) становится локальной. В этом случае уравнение (2.1.29) прини-
мает вид

exp(2λβ) = 1.

Следовательно,
λ̊k = ikδ (k = ±1,±2, . . .), (2.1.31)

где δ = π/β.

Для произвольных α1 и α2 уравнение (2.1.30) выполняется, если

exp(λβ)− 1 = 0 (2.1.32)

или
exp(λβ)− α exp(λβ/2) + 1 = 0, (2.1.33)

где α = α1 + α2.

1. Корни уравнения (2.1.32) имеют вид

λk = i2kδ (k = ±1,±2, . . .).

Если k = 0, то общее решение уравнения (2.1.27) принимает вид

v̂(ϕ) = c1ϕ + c2.
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Подставляя это решение в (2.1.26) для f̂1(λ) = f̂2(λ) = 0, получим

−c1α1β/2 + c2(1− α1) = 0,

c1(β − α2β/2) + c2(1− α2) = 0.

}
(2.1.34)

Определитель системы (2.1.34) ∆(λ) равен αβ/2− β. Следовательно,
λ = 0 является собственным значением оператор-функции λ 7→ L̂(λ)

тогда и только тогда, когда α = 2.

Таким образом, мы имеем

λk = i2kδ (k = ±1,±2, . . . , если α 6= 2;

k = 0,±1,±2, . . . , если α = 2).
(2.1.35)

2. Теперь найдем корни уравнения (2.1.33). Положим z = exp(λβ/2).

Тогда уравнение (2.1.33) примет вид

z2 − αz + 1 = 0.

Корни этого уравнения вычисляются по формуле

z1,2 = α/2± (
√

α2 − 4)/2.

Обозначим σ =
2

β
ln

∣∣∣∣∣
α

2
+

√
α2 − 4

2

∣∣∣∣∣ .

2.a. Пусть α > 2. Тогда exp(λβ/2) = α/2± (
√

α2 − 4)/2 > 0, т.е.

λ±s = ±σ + i4sδ (s = 0,±1,±2, . . .). (2.1.36)

2.b. Пусть α < −2. Тогда exp(λβ/2) = α/2± (
√

α2 − 4)/2 < 0, т.е.

λ±s = ±σ + i2(2s + 1)δ (s = 0,±1,±2, . . .). (2.1.37)

2.c. Пусть α = 2. Тогда exp(λβ/2) = 1, т.е.

λs = i4sδ (s = 0,±1,±2, . . .). (2.1.38)

2.d. Пусть α = −2. Тогда exp(λβ/2) = −1, т.е.

λs = i2(2s + 1)δ (s = 0,±1,±2, . . .). (2.1.39)
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2.e. Пусть 0 < α < 2. Тогда exp(λβ/2) = α/2 ± i(
√

4− α2)/2—ком-
плексное число с положительной вещественной частью, т.е.

λ±s = i(±κ + 4sδ) (s = 0,±1,±2, . . .), (2.1.40)

где κ =
2

β
arctan

√
4α−2 − 1.

2.f. Пусть −2 < α < 0. Тогда exp(λβ/2) = α/2 ± i(
√

4− α2)/2—
комплексное число с отрицательной вещественной частью, т.е.

λ±s = i(±κ + 2(2s + 1)δ) (s = 0,±1,±2, . . .). (2.1.41)

Окончательно мы имеем:
(a) Если α > 2, то существует три ветви собственных значений, задан-

ных по формулам (2.1.35), (2.1.36), см. рис. 2.1.3.

Рис. 2.1.3. (α > 2)

(b) Если α < −2, то существует три ветви собственных значений,
заданных по формулам (2.1.35), (2.1.37), см. рис. 2.1.4.

(c,d) Если α = ±2, то существует одна ветвь собственных значений,
заданная по формуле (2.1.35), см. рис. 2.1.5, 2.1.6.
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Рис. 2.1.4. (α < −2)

Рис. 2.1.5 (α = 2) Рис. 2.1.6 (α = −2)

(e) Если 0 < α < 2, то существует три ветви собственных значений,
заданных по формулам (2.1.35), (2.1.40), см. рис. 2.1.7.
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Рис. 2.1.7 (0 < α < 2) Рис. 2.1.8 (−2 < α < 0)

(f) Если −2 < α < 0, то существует три ветви собственных значе-
ний, заданных по формулам (2.1.35), (2.1.41), см. рис. 2.1.8. Если α = 0,

то существует одна ветвь собственных значений, заданная по формуле
(2.1.31), см. рис. 2.1.9. Если α = 0, то AL = R \ {kδ + 1 : k = ±1,±2, . . .}.

Рис. 2.1.9. (α = 0)

В частности, AL0
= R \ {kδ + 1 : k = ±1,±2, . . .}. Если α > 2, то

AL = R\{2kδ+1 : k = 0,±1,±2, . . .}. Если α 6 −2, тоAL = R\{2kδ+1 :

k = ±1,±2, . . .}. Если 0 < α < 2, то AL = R \ ({2kδ + 1 : k =

±1,±2, . . .} ∪ {±κ + 4sδ + 1 : s = 0,±1,±2, . . .}). Если −2 < α < 0,
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то AL = R \ ({2kδ + 1 : k = ±1,±2, . . .} ∪ {±κ + 2(2s + 1)δ + 1 :

s = 0,±1,±2, . . .}).

2.2. Асимптотическое поведение решений
в плоских углах

Основной результат

Пусть l2 > l1 > 0 — целые числа, и пусть a1, a2 ∈ R таковы, что
h2 = a2 + 1 − l2 − 2m < a1 + 1 − l1 − 2m = h1. По теореме 1.4.2 из [12],
полоса h2 < Im λ < h1 содержит конечное число собственных значений
λj (j = 1, . . . , J) оператор-функции λ 7→ L̂(λ), имеющих геометрические
кратности qj. Обозначим через {ψ0,q

j (ϕ), . . . , ψ
pjq−1,q
j (ϕ)} (q = 1, . . . , qj)

каноническую систему жордановых цепочек для λ 7→ L̂(λ), соответству-
ющую собственному значению λj, где pj1 > pj2 > · · · > pjqj

— ранги
собственных векторов ψ0,1

j (ϕ), . . . , ψ
0,qj

j (ϕ) соответственно, см. приложе-
ние A.

Основной результат этого параграфа, касающийся асимптотического
поведения решений нелокальной эллиптической задачи (2.1.1), (2.1.2),
можно сформулировать следующим образом.

Теорема 2.2.1. Предположим, что выполняются условия 2.1.1, 2.1.2,
и что условие 2.1.3 выполняется при l = l1, l2. Пусть v ∈ H l1+2m,N

a1
(θ) —

сильное решение задачи (2.1.1), (2.1.2), и пусть f ∈ Hl2,N
a2

(θ, γ). Предпо-
ложим, что прямые Im λ = h2 и Im λ = h1 не содержат собственных
значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Тогда

v(y) =
J∑

j=1

qj∑
q=1

pjq−1∑

k=0

αkq
j vkq

j (y) + w(y) (y ∈ θ), (2.2.1)

где

vkq
j (y) = riλj

k∑
n=0

1

n!
(i ln r)nψk−n,q

j , (2.2.2)
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αkq
j = αkq

j (f) — линейные ограниченные функционалы на Hl1,N
a1

(θ, γ) ∩
Hl2,N

a2
(θ, γ), а вектор-функция w ∈ H l2+2m,N

a2
(θ) такова, что Lw = f и

‖w‖
H

l2+2m,N
a2 (θ) 6 c1‖f‖Hl2,N

a2 (θ,γ). (2.2.3)

Замечание 2.2.1. В силу теоремы 1.4.3 в [12], ψs,q
j ∈ C∞,N [d1, d2]

(j = 1, . . . , J, q = 1, . . . , qj, s = 0, . . . , pjq − 1).

Из теоремы 2.2.1 мы получаем следующее утверждение.

Следствие 2.2.1. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1, и пусть
полоса h2 < Im λ < h1 не содержит собственных значений оператор-
функции λ 7→ L̂(λ).

Тогда v ∈ H l2+2m,N
a2

(θ).

Вспомогательные результаты

Для доказательства теоремы 2.2.1, мы используем две леммы, касающи-
еся решений однородной задачи (2.1.1), (2.1.2).

Пусть ψn ∈ C∞,N
2π [d1, d2] (n = 0, . . . , M).

Лемма 2.2.1. Пусть выполняются условия 2.1.1–2.1.3. Тогда вектор-
функция

v(y) = riλ0

M∑
n=0

1

n!
(i ln r)nψM−n(ϕ) (2.2.4)

является решением однородной задачи (2.1.1), (2.1.2) тогда и только
тогда, когда λ0 — собственное значение оператор-функции λ 7→ L̂(λ),
а система функций ψ0, . . . , ψM — жорданова подпоследовательность,
соответствующая собственному значению λ0 оператор-функции
λ 7→ L̂(λ).

Доказательство. Переходя к полярным координатам и делая элементар-
ные вычисления, получаем

72



∑

k

Ajkvk = r−2m
∑

k

Âjk(ϕ,Dϕ, rDr)vk(ϕ, r) =

= r−2m+iλ0

∑

k

Âjk(ϕ,Dϕ, λ0 + rDr)
M∑

n=0

1

n!
(i ln r)nψM−n

k (ϕ) =

= r−2m+iλ0

∑

k

M∑
ν=0

1

ν!
∂ν

λÂjk(ϕ,Dϕ, λ0)
M∑

n=ν

1

(n− ν)!
(i ln r)n−νψM−n

k (ϕ) =

= r−2m+iλ0

∑

k

M∑
σ=0

1

σ!
(i ln r)σ

M−σ∑
ν=0

1

ν!
∂ν

λÂjk(ϕ,Dϕ, λ0)ψ
M−σ−ν
k (ϕ), (2.2.5)

где ψM−n =
(
ψM−n

1 , . . . , ψM−n
N

)
, ∂ν

λ =

(
∂

∂λ

)ν

.

Аналогично,

∑

k

B0
ζvk =

= r−mρµ+iλ0

∑

k

M∑
σ=0

(i ln r)σ

σ!

M−σ∑
ν=0

1

ν!
∂ν

λB̂ζ(ϕ,Dϕ, λ0)ψ
M−σ−ν
k (ϕ). (2.2.6)

Из (2.1.3) следует, что

∑

k

B1
ζvk =

∑

k,η

(rχζη)
−mρµ+iλ0

M∑
ν=0

q!λq−ν
0

ν!(q − ν)!

M∑
n=ν

(i ln r + i ln χζη)
n−ν

(n− ν)!
B1

ζηψ
M−n
k (ϕ). (2.2.7)

Здесь мы полагаем λq−ν
0 = 0, если ν > q.

Используя биномиальное разложение

(ilnr + i ln χζη)
n−ν =

n−ν∑
σ=0

(n− ν)!

σ!(n− ν − σ)!
(i ln r)σ(i ln χζη)

n−ν−σ

и формулу

χ
−mρµ+iλ0

ζη

n−σ∑
ν=0

q!λq−ν
0 (i ln χζη)

n−ν−σ

ν!(n− ν − σ)!(q − ν)!
=

1

(n− σ)!
∂n−σ

λ

(
χ
−mρµ+iλ
ζη λq

) ∣∣∣
λ=λ0

,

из (2.2.7) мы выводим
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∑

k

B1
ζvk =

= r−mρµ+iλ0

∑

k,η

M∑
n=0

n∑
σ=0

(i ln r)σ

σ!(n− σ)!
∂n−σ

λ

(
χ
−mρµ+iλ
ζη λq

) ∣∣∣
λ=λ0

B1
ζηψ

M−n
k (ϕ) =

= r−mρµ+iλ0

∑

k,η

M∑
n=0

(i ln r)σ

σ!

M−σ∑
ν=0

1

ν!
∂ν

λ

(
χ
−mρµ+iλ
ζη λq

) ∣∣∣
λ=λ0

B1
ζηψ

M−σ−ν
k (ϕ).

(2.2.8)

Из (2.2.5), (2.2.6) и (2.2.8) следует, что v — решение однородной зада-
чи (2.1.1), (2.1.2) тогда и только тогда, когда

M−σ∑
ν=0

1

ν!
∂ν

λL̂(λ)ψM−σ−ν = 0 (σ = 0, . . . ,M). (2.2.9)

В силу (A.5) равенства (2.2.9) эквивалентны тому, что система функ-
ций ψ0, . . . , ψM является жордановой подпоследовательностью, соответ-
ствующей собственному значению оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Определение 2.2.1. Решение однородной задачи (2.1.1), (2.1.2) вида
(2.2.4) называется степенным решением порядка M , соответствующим
собственному значению λ0 оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Лемма 2.2.2. Предположим, что выполняются условия 2.1.1–2.1.3.
Пусть {ψ0,q, . . . , ψpq−1,q} (q = 1, . . . , q0) — каноническая система жор-
дановых цепочек оператор-функции λ 7→ L̂(λ), соответствующая соб-
ственному значению λ0.

Тогда функции

vk,q(y) = riλ0

k∑
n=0

1

n!
(i ln r)nψk−n,q(ϕ)

(k = 0, . . . , pq − 1, q = 1, . . . , q0) (2.2.10)

образуют базис в пространстве степенных решений однородной зада-
чи (2.1.1), (2.1.2), соответствующих собственному значению λ0 опера-
тор-функции λ 7→ L̂(λ).
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Доказательство. Вначале заметим, что поскольку собственные функ-
ции ψ0,1, . . . , ψ0,q0 линейно независимы, функции vk,q (k = 0, . . . , pq − 1,

q = 1, . . . , q0) также линейно независимы. Докажем теперь, что степенное
решение однородной задачи (2.1.1), (2.1.2), соответствующее собственно-
му значению λ0 оператор-функции λ 7→ L̂(λ), равно линейной комбина-
ции функций vk,q. Используем метод индукции.

По лемме 2.2.1 каждое степенное решение нулевого порядка равно
riλ0ψ0(ϕ), где ψ0(ϕ) — собственная функция оператор-функции
λ 7→ L̂(λ), соответствующая собственному значению λ0. Поэтому данное
решение является линейной комбинацией функций v0,q (q = 1, . . . , q0).

Предположим, что каждое степенное решение порядка 6 M − 1

(M 6 p1 − 1, p1 = max
q
{pq}), соответствующее собственному значению

λ0, является линейной комбинацией функций vk,q (k = 0, . . . , M − 1,

q = 1, . . . , q0). Покажем, что аналогичное утверждение выполняется для
степенных решений порядка M . Из леммы 2.2.1 следует, что любое сте-
пенное решение порядка M имеет вид (2.2.4), где ψ0, . . . , ψM — неко-
торая жорданова подпоследовательность, соответствующая λ0. Поэтому
ψ0 = c1ψ

0,1 + · · ·+ cq0
ψ0,q0, где cj — константы. Отсюда выведем следую-

щее равенство:

ψh =

q0∑
q=1

cqψ
h,q +

h∑

j=1

uh−j,j (h = 1, . . . , M), (2.2.11)

где u0,j, . . . , uM−1,j некоторые жордановы подпоследовательности опера-
тор-функции λ 7→ L̂(λ), соответствующие λ0. Заметим, что M 6 pq̃ − 1,

где q̃ = max q (q = 1, . . . , q0: cq 6= 0).
Действительно, пусть (2.2.11) выполняется для всех 0 6 h 6 M − 1.

Тогда мы имеем

L̂(λ0)

(
ψM −

∑
q

cqψ
M,q −

M∑

j=1

uM−j,j

)
=

=
M∑

h=0

1

h!
∂h

λL̂(λ0)

(
ψM−h −

∑
q

cqψ
M−h,q −

M−h∑
j=1

uM−h−j,j

)
. (2.2.12)
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Поскольку множество функций {ψ0, . . . , ψM}, {ψ0,q, . . . , ψM,q} и
{u0,j, . . . , uM−1,j} являются жордановыми подпоследовательностями, в
силу (A.5), имеем

M∑

h=0

1

h!
∂h

λL̂(λ0)ψ
M−h = 0,

M∑

h=0

1

h!
∂h

λL̂(λ0)
∑

q

cqψ
M−h,q = 0,

M∑

h=0

1

h!
∂h

λL̂(λ0)
M−h∑
j=1

uM−h−j,j =
M∑

j=0

M−j∑

h=0

1

h!
∂h

λL̂(λ0)u
M−j−h,j = 0.

Из (2.2.12) и последних равенств следует, что

L̂(λ0)

(
ψM −

∑
q

cqψ
M,q −

M∑
j=1

uM−j,j

)
= 0.

Поэтому ψM−∑
q

cqψ
M,q−

M∑
j=1

uM−j,j ∈ N (L̂(λ0)). Заменяя функцию u0,M ,

если это необходимо, получим

ψM −
∑

q

cqψ
M,q −

M∑
j=1

uM−j,j = 0.

Это означает, что (2.2.11) выполняется для всех h = 0, . . . , M. Из (2.2.11)
мы имеем

riλ0

M∑
n=0

1

n!
(i ln r)nψM−n =

= riλ0

M∑
n=0

1

n!
(i ln r)n

q0∑
q=1

cqψ
M−n,q + riλ0

M∑
n=0

1

n!
(i ln r)n

M−n∑
j=1

uM−n−j,j =

=
∑

q

cqv
M,q +

M∑

j=1

riλ0

M−j∑
n=0

(i ln r)n

n!
uM−j−n,j =

∑
q

cqv
M,q +

∑
M−1

,

где
∑

M−1 — сумма степенных решений порядков 6 M − 1. Остается
использовать предположение индукции.
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Доказательство теоремы 2.2.1

1. Поскольку L — ограниченный оператор из H l1+2m,N
a1

(θ) в Hl1,N
a1

(θ, γ),

мы имеем f ∈ Hl1,N
a1

(θ, γ). Таким образом f ∈ Hl1,N
a1

(θ, γ) ∩Hl2,N
a2

(θ, γ).

Обозначим через C∞,N
0 (θ, γ) множество вектор-функций f = {f0j, fρµ}

(j = 1, . . . , N, ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN) таких, что f0j ∈ C∞
0 (θ\{0}), fρµ ∈.

C∞(γρ). Очевидно, C∞,N
0 (θ, γ) — плотно в Hl1,N

a1
(θ, γ)∩Hl2,N

a2
(θ, γ). Поэто-

му, не ограничивая общности, мы можем предполагать, что
f ∈ C∞,N

0 (θ, γ).

2. Из доказательства теоремы 2.1.1 следует, что

v(ϕ, τ) = lim
N→∞

(2π)−1/2

+N+ih1∫

−N+ih1

eiλτR̂(λ)F̂ dλ. (2.2.13)

В силу леммы 1.4.1 в [12], резольвента R̂(λ) : W0,N [d1, d2] → LN
2 (d1, d2)

оценивается как

‖R̂(λ)‖ 6 k1 при h2 6 Im λ 6 h1 и |Re λ| → ∞. (2.2.14)

С другой стороны, поскольку f ∈ C∞,N
0 (θ, γ), то

|||F̂ |||W0,N [d1,d2] 6 k2|λ|−2 (2.2.15)

для h2 6 Im λ 6 h1 и достаточно больших |Re λ|, где k2 > 0 зависит
от f .

Из теоремы 1.4.2 из [12] вытекает, что полоса h2 6 Im λ 6 h1 содержит
только конечное число собственных значений λ1, . . . , λJ оператор-функ-
ции λ 7→ L̂(λ). Поэтому, используя теорему Каши, из (2.2.13) получаем

v(ϕ, τ) =

= lim
N→∞

(2π)−1/2

+N+ih2∫

−N+ih2

eiλτR̂(λ)F̂ dλ− i(2π)1/2
∑

j

Res
λ=λj

{
eiλτR̂(λ)F̂

}
−

− lim
N→∞

(2π)−1/2

−N+ih1∫

−N+ih2

eiλτR̂(λ)F̂ dλ + lim
N→∞

(2π)−1/2

N+ih1∫

N+ih2

eiλτR̂(λ)F̂ dλ.

(2.2.16)

77



Из оценок (2.2.14), (2.2.15) следует что

lim
N→∞

∥∥∥∥∥∥

±N+ih1∫

±N+ih2

eiλτR̂(λ)F̂ dλ

∥∥∥∥∥∥
LN

2 (d1,d2)

= 0.

Таким образом, мы имеем

v(ϕ, τ) = −i(2π)1/2
∑

j

Res
λ=λj

{
eiλτR̂(λ)F̂

}
+ w(ϕ, τ), (2.2.17)

где

w(ϕ, τ) = (2π)1/2

+∞+ih2∫

−∞+ih2

eiλτR̂(λ)F̂ dλ.

Из доказательства теоремы 2.1.1 видно, что w ∈ H l2+2m,N
a2

(θ) и выполня-
ется неравенство (2.2.3).

3. Вычислим теперь вычеты вектор-функции λ 7→ eiλτR̂(λ)F̂ в полю-
сах λj оператор-функции λ 7→ R̂(λ).

Из теоремы 1.4.2 в [12] следует, что оператор-функция
λ 7→ R̂(λ) ∈ B(W l,N [d1, d2],W

l+2m,N(d1, d2))—конечно-мероморфная, т.е.

R̂(λ) =
∞∑

s=−pj1

Ajs(λ− λj)
s, (2.2.18)

где линейные операторы Ajs : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2) — ограни-
ченные при s > 0 и конечномерные при −pj1 6 s < 0. Далее, в силу тео-
ремы A.11 R(Aj,−pj1

) состоит из собственных функций оператор-функ-
ции λ 7→ R̂(λ), соответствующих собственному значению λj, а R(Ajs)

(−pj1 < s < 0) состоит из собственных и присоединенных функций, со-
ответствующих λj.

Поскольку f ∈ C∞0 (θ, γ), то F̂ — аналитическая по λ в полосе
h2 < Im λ < h1. Поэтому в некоторой окрестности λj имеет место
разложение

F̂ (ϕ, λ) =
∞∑

q=0

Fjq(ϕ)(λ− λj)
q, (2.2.19)

где

Fjq(ϕ) =
1

2πi

∫

gj

F̂ (ϕ, λ)dλ

(λ− λj)q+1 ∈ W l1,N [d1, d2], (2.2.20)

78



gj — граница квадрата Gj = {λ ∈ C : Re λj − εj < Re λ < Re λj + εj,

Im λj−εj < Im λ < Im λj +εj}, εj 6 ε0, ε0 =
1

2
min

j
{h1−Im λj, Im λj−h2}.

Из (2.2.18)–(2.2.20) следует, что

uj = −i(2π)1/2 Res
λ=λj

{
eiλτR̂(λ)F̂

}
= eiλjτ

pj1−1∑
s=0

cjsτ
sηjs(ϕ) =

= riλj

pj1−1∑
s=0

cjs(ln r)sηjs(ϕ), (2.2.21)

где ηjs(ϕ)—линейные комбинации собственных и присоединенных функ-
ций оператор-функций λ 7→ L̂(λ), соответствующих собственному значе-
нию λj.

Поскольку v и w — решения задачи (2.1.1), (2.1.2), функция v − w =∑
j

uj — решение однородной задачи (2.1.1), (2.1.2). Следовательно, в силу

лемм 2.2.1, 2.2.2 мы получаем

v(y)− w(y) =
J∑

j=1

qj∑
q=1

pjq−1∑

k=0

αkq
j vkq

j (y),

где vkq
j заданы по формуле (2.2.2), αkq

j = αkq
j (f) — некоторые линейные

функционалы.
4. Докажем, что функционалы αkq

j (f) — ограниченные на Hl1,N
a1

(θ, γ)∩
Hl2,N

a2
(θ, γ).

В силу лемм 1.1.8, 1.1.9,

‖f‖Hl1,N
a (θ,γ) 6 k3

(
‖f‖Hl1,N

a1 (θ,γ) + ‖f‖Hl2,N
a2 (θ,γ)

)

для всех a таких, что a2 − l2 6 a− l1 6 a1 − l1, где k3 > 0 не зависит от
a и f. Поэтому из (2.1.18) следует, что

+∞+ih∫

−∞+ih

|||F̂ |||2W l1,N [d1,d2]dλ 6 k4

(
‖f‖Hl1,N

a1 (θ,γ) + ‖f‖Hl2,N
a2 (θ,γ)

)
(2.2.22)

для всех h2 6 h 6 h1, где h = a+1− l1− 2m, k4 > 0 не зависит от h и f.
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Интегрируя (2.2.22) по h от h2 до h1, мы имеем
∫

Ω0

|||F̂ |||2W l1,N [d1,d2]dηdζ 6

6 k4(h1 − h2)
(
‖f‖Hl1,N

a1 (θ,γ) + ‖f‖Hl2,N
a2 (θ,γ)

)
, (2.2.23)

где λ = η + iζ, Ω0 = {(η, ζ) : −∞ < η < +∞, h2 < ζ < h1}.
Из неравенства (2.2.23) вытекает, что для любых j и f 6= 0 существует

εj = εj(f) > 0 такое, что εj 6 ε0 и

∑
±

∣∣∣∣∣
∫

g±j

|||F̂ |||2W l1,N [d1,d2]dλ

∣∣∣∣∣ 6

6 k4(h1 − h2)

2εj

(
‖f‖Hl1,N

a1 (θ,γ) + ‖f‖Hl2,N
a2 (θ,γ)

)
, (2.2.24)

где g±j = {λ = η + iζ : η = Re λj ± εj, Im λj − ε0 6 ζ 6 Im λj + ε0}.
Поскольку vjq не зависит от εj, из (2.2.20), (2.2.22), (2.2.24) получаем

|||Fjq|||W l1,N [d1,d2] 6 k5

(
‖f‖Hl1,N

a1 (θ,γ) + ‖f‖Hl2,N
a2 (θ,γ)

)
, (2.2.25)

где k5 = k5(q) > 0 не зависит от f.

Введем линейные операторы Uj по формулам Ujf = uj (j = 1, . . . , J).
В силу (2.2.18), (2.2.19), (2.2.21) и (2.2.25) операторы Uj, действующие
из Hl1,N

a1
(θ, γ) ∩ Hl2,N

a2
(θ, γ) в конечномерное пространство степенных ре-

шений порядка 6 pj1 − 1, соответствующих собственному значению
λj, ограниченные. Поэтому линейные функционалы αkq

j : Hl1,N
a1

(θ, γ) ∩
Hl2,N

a2
(θ, γ) → C также ограниченные.

Замечание 2.2.2. Из доказательства теоремы 2.2.1 следует, что это
утверждение справедливо также в случае, когда h2 > h1.

Критический случай распределения собственных значений

Определение 2.2.2. Случай распределения собственных значений по
отношению к прямой Im λ = a+1−l−2m называется критическим, если
эта прямая содержит собственные значения оператор-функции
λ 7→ L̂(λ).
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Следствие 2.2.2. Пусть прямая Im λ = h1 = a1+1−l1−2m содержит
собственные значения оператор-функции λ 7→ L̂(λ), и пусть выполня-
ются остальные предположения теоремы 2.2.1.

Тогда заключение теоремы 2.2.1 остается справедливым.

Доказательство. В силу теоремы 1.4.2 в [12], существует δ > 0 такое,
что множество {λ ∈ C : 0 < |h1 − Im λ| 6 δ} не содержит собственных
значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Определим функцию ξ так, что

ξ ∈ C∞(R), ξ(r) = 1 для r < 1, ξ(r) = 0 для r > 2. (2.2.26)

Очевидно, ξv ∈ H l1+2m,N
a1

(θ). Поскольку f ∈ Hl2,N
a2

(θ, γ) и v ∈ Hl1+2m,N
a (θ),

по лемме C.5 о гладкости сильных решений эллиптических задач
v ∈ W l2+2m,N(θχ), где θχ = {y ∈ θ : χ−1

M < r < 2χ−1
m }, χM = max

ζ,η
{1, χζη}

и χm = min
ζ,η
{1, χζη}. Поэтому в силу формулы Лейбница

L(ξv) = ξf + g1 + g2, (2.2.27)

где g1 =

{
0,

∑
k

(ξ (χζηr)− ξ(r))
∑
η

(
r−mρµ(rDr)

qB1
ζηvk

)
(ϕ, χζηr)

}
, функ-

ция g2 = {g0j, gρµ} ∈ Hl2+1,N
a2

(θ, γ) содержит производные ξ. Очевидно,
supp g2 ⊂ θχ, т.е., supp g0j ⊂ θχ и supp gρµ ∈ γχ. Здесь

γχ =
{
y ∈ γ : χ−1

M < r < 2χ−1
m

}
.

Аналогично, supp g1 ⊂ θχ и g1 ∈ Hl2,N
a2

(θ, γ). Используя теорему 2.2.1 для
прямых Im λ = h2 и Im λ = h1 + δ, мы имеем

ξ(r)v(y) =

J1∑
j=1

qj∑
q=1

pjq−1∑

k=0

αkq
j vkq

j (y) + w1(y) (y ∈ θ), (2.2.28)

где vkq
j (y) заданы по формуле (2.2.2), w1 ∈ H l2+2m,N

a2
(θ), h2 < Im λj < h1

для j = 1, . . . , J и Im λj = h1 для j = J+1, . . . , J1, αkq
j = αkq

j (ξf +g1+g2).

Поскольку h2 < h1, мы имеем a2−(l2−l1) < a1. Поэтому по лемме 1.3.1
w1 ∈ H l1+2m,N

a1
(θ ∩ {y : 0 < r < 1}). Следовательно,
∑

j,q,k

αkq
j vkq

j ∈ H l1+2m,N
a1

(θ ∩ {y : 0 < r < 1}). (2.2.29)
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Поскольку h2 < Im λj < h1 для j = 1, . . . , J и Im λj = h1 для
j = J +1, . . . , J1, используя (2.2.29) и лемму 1.3.10, мы получаем αkq

j = 0

для j = J + 1, . . . , J1.

С другой стороны, (1 − ξ)v ∈ H l1+2m,N
a1−δ (θ). Вновь используя (2.2.27),

мы имеем L((1− ξ)v) = (1− ξ)f − g1 − g2 ∈ Hl2,N
a2

(θ, γ). Следовательно,
из теоремы 2.2.1 вытекает, что

(1− ξ(r))v(y) =
J∑

j=1

qj∑
q=1

pjq−1∑

k=0

αkq
j vkq

j (y) + w2(y), (2.2.30)

где w2 ∈ H l2+2m,N
a2

(θ), αkq
j = αkq

j ((1 − ξ)f − g1 − g2). Складывая (2.2.28)
и (2.2.30), мы получаем (2.2.1).

Докажем теперь, что в критическом случае ядро L также тривиально.

Следствие 2.2.3. Пусть выполняются условия 2.1.1–2.1.3. Пусть пря-
мая Im λ = h = a + 1− l − 2m содержит собственные значения опера-
тор-функции λ 7→ L̂(λ). Тогда N (L) = {0}.

Доказательство. Пусть λj — собственные значения оператор-функции
λ 7→ L̂(λ) такие, что Im λ = h (j = 1, . . . , J). Предположим, что
v ∈ N (L) ⊂ H l+2m

a (θ). Определим функцию ξ ∈ C∞(R) по форму-
ле (2.2.26). Тогда ξv ∈ H l+2m,N

a+δ (θ), где δ > 0 таково, что множество
{λ ∈ C : 0 < |h − Im λ| 6 δ} не содержит собственных значений опера-
тор-функции λ 7→ L̂(λ), см. теорему 1.4.2 в [12]. Очевидно, L(ξv) = f, где
supp f ∈ θχ. Следовательно, f ∈ Hl,N

a−δ(θ, γ). Из теоремы 2.2.1 вытекает,
что

ξv =
J∑

j=1

qj∑
q=1

pjq−1∑

k=0

αkq
j vkq

j (y) + w(y),

где w ∈ H l+2m,N
a−δ (θ). Включение ξv ∈ H l+2m

a (θ) и лемма 1.3.10 влекут за
собой равенство αkq

j = 0. Поэтому ξv ∈ H l+2m
a−δ . Следовательно,

v ∈ H l+2m,N
a−δ . По теореме 2.1.1, оператор L : H l+2m,N

a−δ (θ) → Hl,N
a−δ(θ, γ) —

изоморфизм. Таким образом, v = 0.

Покажем, что в критическом случае R(L) не замкнуто.
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Следствие 2.2.4. Пусть выполняются условия 2.1.1–2.1.3. Пусть пря-
мая Im λ = h = a + 1− l − 2m содержит собственные значения опера-
тор-функции λ 7→ L̂(λ). Тогда R(L) не замкнуто в Hl

a(θ, γ).

Доказательство. Предположим противное:R(L) — замкнуто вHl
a(θ, γ).

В силу следствия 2.2.3 это означает, что для всех v ∈ H l+2m
a (θ)

‖v‖H l+2m
a (θ) 6 k1‖Lv‖Hl,N

a (θ,γ). (2.2.31)

Докажем, что оценка (2.2.31) не выполняется. Обозначим

vε(y) = riλ0+εψ0(ϕ)ξ(r),

где ψ0(ϕ) — собственная функция оператор-функции λ 7→ L̂(λ), соответ-
ствующая собственному значению λ0 такому, что Im λ0 = h, функция
ξ(r) задана по формуле (2.2.26), ε > 0.

В силу леммы 1.3.10 vε ∈ H l+2m,N
a (θ). Однако ‖vε‖H l+2m,N

a (θ) → +∞ при
ε → 0.

С другой стороны, в силу формулы Лейбница и формулы (2.1.3),
мы имеем

∑

k

∑
p=0,1

Bp
ζvεk = r−mρµ

∑

k

{
B̂ζ(ϕ,Dϕ, rDr)vεk(ϕ, r)+

+
∑

η

χ
−mρµ

ζη

(
(rDr)

qB1
ζηvεk

)
(ϕ, χζηr)

}
=

= r−mρµ+iλ0+ε
∑

k

{
ξ(r)B̂ζ(ϕ,Dϕ, λ0 − iε)ψ0

k(ϕ) + ξ(χζηr)

[∑
η

χ
iλ0−mρµ

ζη (λ0 − iε)qB1
ζηψ

0
k(ϕ)+

+
∑

η

(
χ

iλ0−mρµ+ε
ζη − χ

iλ0−mρµ

ζη

)
(λ0 − iε)qB1

ζηψ
0
k(ϕ)

]
+

+

mρµ∑
t=1

ξζt(r)ψζt(ϕ) +
∑

η

χ
iλ0−mρµ+ε
ζη

q∑

β=1

ξζηβ(χζηr)B
1
ζηψ

0(ϕ)

}
, (2.2.32)

где vε(y) = (vε1(y), . . . , vεN(y)), ψ0(ϕ) = (ψ0
1(ϕ), . . . , ψ0

N(ϕ)), ξζt, ξζηβ ∈.
C∞(R), ψζt ∈ C∞[d1, d2], supp ξζt, supp ξζηβ ⊂ [1, 2].
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В силу (2.1.4) B1
ζηψ

0
k ∈ W l+2m−mρµ(d1, d2). Поэтому, т.к. L̂(λ0)ψ

0 = 0,

из соотношений (λ0− iε)t = λt
0 +εΦ(ε) и

∣∣χiλ0−mρµ+ε − χiλ0−mρµ
∣∣ 6 k2ε мы

получаем
∥∥∥
∑

k

∑
p=0,1

Bp
ζvεk

∣∣
γρ

∥∥∥
H

l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

6 k4 для 0 < ε < 1,

где |Φ1(ε)| 6 k3, k2, k3, k4 > 0 не зависят от ε.

Аналогично имеем
∥∥∥
∑

k

Ajkvεk

∥∥∥
H l

a(θ)
6 k2 для 0 < ε < 1.

Следовательно,

‖Lvε‖Hl,N
a (θ,γ) 6 k2(1 + 2m)N.

Таким образом, мы получаем противоречие неравенству (2.2.31).

Влияние нелокальных членов на асимптотические формулы

В силу примера 2.1.1 нелокальные члены могут изменить распределение
собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ). Более того, нело-
кальные члены могут привести к появлению присоединенных функций.

Пример 2.2.1. Рассмотрим нелокальную задачу

−∆v(y) = f0(y) (y ∈ θ), (2.2.33)

v
∣∣
ϕ=0 − αv

∣∣
ϕ=β/2 = f1(y) (y ∈ γ1),

v
∣∣
ϕ=β

= f2(y) (y ∈ γ2),



 (2.2.34)

где θ = {(r, ϕ) : 0 < ϕ < β, 0 < r}, γ1 = {(r, 0) : 0 < r}, γ2 = {(r, β) :

0 < r}, α ∈ R, см. пример 2.1.1.
Изучим собственные и присоединенные вектора оператор-функции

λ 7→ L̂(λ).

1. Для произвольного α ∈ R мы рассмотрим собственные значения
λk = i2kδ (k = ±1,±2, . . .), заданные по формуле (2.1.35). Очевид-
но, соответствующие собственные функции имеют вид ψ0

k(ϕ) = sin 2kδϕ
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(k = ±1,±2, . . .). Геометрические кратности всех λk равны 1. Следова-
тельно, в силу (2.2.11) полная кратность pk собственного значения λk не
зависит от выбора жордановой цепочки.

В силу соотношения (A.5) присоединенная функция ψ1
k (k = ±1,±2, . . .)

удовлетворяет следующему уравнению:

L̂(i2kδ)ψ1
k + ∂λL̂(i2kδ)ψ0

k = 0,

которое эквивалентно краевой задаче

(ψ1
k)ϕϕ + 4k2δ2ψ1

k = i4kδ sin 2kδϕ (0 < ϕ < β), (2.2.35)

ψ1
k

∣∣
ϕ=0 − αψ1

k

∣∣
ϕ=β/2 = 0, ψ1

k

∣∣
ϕ=β

= 0. (2.2.36)

Подставляя общее решение уравнения (2.2.35) ψ1
k(ϕ) = ak cos 2kδϕ +

bk sin 2kδϕ− iϕ cos 2kδϕ в (2.2.36), мы получаем

ak(1− α(−1)k) = −i
αβ

2
(−1)k,

ak = iβ.



 (2.2.37)

Система (2.2.37) совместна тогда и только тогда, когда

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1− α(−1)k −i

αβ

2
(−1)k

1 iβ

∣∣∣∣∣∣
= iβ

(
1− α

2
(−1)k

)
= 0.

Поэтому, если α 6= ±2, то собственные значения λk (k = ±1,±2, . . .) —
простые. Если α = 2, то для k = 2s (s = ±1,±2, . . .) полная кратность
pk > 2 и для k = 2s + 1 (s = 0,±1,±2, . . .) pk = 1. Если α = −2, то
для k = 2s + 1 (s = 0,±1,±2, . . .) pk > 2 и для k = 2s (s = ±1,±2, . . .)
pk = 1.

Из (2.2.37) следует, что ψ1
k(ϕ) = i(β − ϕ) cos 2kδϕ, если α = 2, k = 2s

(s = ±1,±2, . . .) или α = −2, k = 2s + 1 (s = 0,±1,±2, . . .). Докажем,
что pk = 3 в обоих случаях.

В силу (A.5) присоединенная функция ψ2
k удовлетворяет уравнению

L̂(i2kδ)ψ2
k + ∂λL̂(i2kδ)ψ1

k +
1

2
∂2

λL̂(i2kδ)ψ0
k = 0.
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Это уравнение можно записать в виде

(ψ2
k)ϕϕ + 4k2δ2ψ2

k = 4kδ(ϕ− β) cos 2kδϕ + sin 2kδϕ

(0 < ϕ < β), (2.2.38)

ψ2
k

∣∣
ϕ=0 − αψ2

k

∣∣
ϕ=β/2 = 0, ψ2

k

∣∣
ϕ=β

= 0. (2.2.39)

Очевидно, функция ψ2
k(ϕ) = ϕ

(ϕ

2
− β

)
sin 2kδϕ — решение задачи

(2.2.38), (2.2.39), где k = 2s (s = ±1,±2, . . .), если α = 2 и k = 2s + 1

(s = 0,±1,±2, . . .), если α = −2.

Присоединенная функция ψ3
k(ϕ) должна удовлетворять уравнению

L̂(i2kδ)ψ3
k + ∂λL̂(i2kδ)ψ2

k +
1

2
∂2

λL̂(i2kδ)ψ1
k +

1

6
∂3

λL̂(i2kδ)ψ0
k = 0, (2.2.40)

которое эквивалентно краевой задаче

(ψ3
k)ϕϕ + 4k2δ2ψ3

k = i4kδϕ
(ϕ

2
− β

)
sin 2kδϕ + i(β − ϕ) cos 2kδϕ

(0 < ϕ < β), (2.2.41)

ψ3
k

∣∣
ϕ=0 − αψ3

k

∣∣
ϕ=β/2 = 0, ϕ3

k

∣∣
ϕ=β

= 0. (2.2.42)

Подставляя общее решение (2.2.41)

ψ3
k(ϕ) = ak cos 2kδϕ + bk sin 2kδϕ +

iϕ2

2

(
−ϕ

3
+ β

)
cos 2kδϕ

в (2.2.42), мы имеем

ak(1− α(−1)k) = i
5αβ3

48
(−1)k,

ak = −iβ3

3
.





(2.2.43)

Для α = ±2 система (2.2.43) — несовместна.
Таким образом, если α = 2, k = 2s (s = ±1,±2, . . .) или α = −2,

k = 2s + 1 (s = 0,±1,±2, . . .), то pk = 3. В других случаях pk = 1.

2. Пусть α = 2. Рассмотрим собственное значение λ0 = 0, см. (2.1.35).
Геометрическая кратность λ0 равна 1, а соответствующая собственная
функция имеет вид ψ0

0(ϕ) = β − ϕ.
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Присоединенная функция ψ1
0 удовлетворяет уравнению

L̂(0)ψ1
0 + ∂λL̂(0)ψ0

0 = 0,

которое эквивалентно краевой задаче

(ψ1
0)ϕϕ = 0 (0 < ϕ < β),

ψ1
0

∣∣
ϕ=0 − 2ψ1

0

∣∣
ϕ=β/2 = 0, ψ1

0

∣∣
ϕ=β

= 0.





Следовательно, ψ1
0(ϕ) = 0.

Присоединенная функция ψ2
0(ϕ) должна удовлетворять уравнению

L̂(0)ψ2
0 + ∂λL̂(0)ψ1

0 +
1

2
∂2

λL̂(0)ψ0
0 = 0.

Это уравнение можно переписать в виде

(ψ2
0)ϕϕ = (β − ϕ) (0 < ϕ < β), (2.2.44)

ψ2
0

∣∣
ϕ=0 − 2ψ2

0

∣∣
ϕ=β/2 = 0, ψ2

0

∣∣
ϕ=β

= 0. (2.2.45)

Подставляя общее решение уравнения (2.2.44)

ψ2
0(ϕ) = c0 + c1ϕ + β

ϕ2

2
− ϕ3

6
в (2.2.45), мы получаем

−c0 − c1β =
5β3

24
,

c0 + c1β = −β3

3
.





Эта система— несовместна.
Следовательно, если α = 2, то p0 = 2.

Напомним, что для α = ±2 собственные значения, заданные форму-
лами (2.1.38), (2.1.39), принадлежат множеству собственных значений,
заданных формулой (2.1.35).

3. Пусть теперь |α| 6= 2. Рассмотрим собственные значения
λ±s (s = 0,±1,±2, . . .), заданные по формуле (2.1.36), если α > 2, по
формуле (2.1.37), если α < −2, по формуле (2.1.40), если 0 < α < 2,

и по формуле (2.1.41), если −2 < α < 0. В силу (2.1.29) соответству-
ющие собственные функции имеют вид ψ±,0

s (ϕ) = eλ±s (ϕ−β) − e−λ±s (ϕ−β).

Геометрические кратности всех λ±s равны 1.
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Присоединенная функция ψ±,1
s должна удовлетворять следующей кра-

евой задаче:

(ψ±,1
s )ϕϕ − (λ±s )2ψ±,1

s = 2λ±s
(
eλ±s (ϕ−β) − e−λ±s (ϕ−β)

)

(0 < ϕ < β), (2.2.46)

ψ±,1
s

∣∣
ϕ=0 − αψ±,1

s

∣∣
ϕ=β/2 = 0, ψ±,1

s

∣∣
ϕ=β

= 0. (2.2.47)

Подставляя общее решение уравнения (2.2.46)

ψ±,1
s (ϕ) = ase

λ±s ϕ + bse
−λ±s ϕ + ϕ

(
eλ±s (ϕ−β) + e−λ±s (ϕ−β)

)

в (2.2.47), мы имеем

as

(
1− αeλ±s β/2

)
+ bs

(
1− αe−λ±s β/2

)
=

=
αβ

2

(
e−λ±s β/2 + eλ±s β/2

)
,

ase
λ±s β + bse

−λ±s β = −2β.





(2.2.48)

В силу (2.1.30) определитель системы (2.2.48) ∆ = ∆(λ±s ) = 0. С дру-
гой стороны, подставляя z = eλ±s β/2, из (2.1.33) мы получаем
z2 = αz − 1. Поэтому можно видеть, что

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣

αβ

2
(z + z−1) (1− αz−1)

−2β z−2

∣∣∣∣∣∣∣
=

= βz−3
(

2z3 − 3

2
αz2 +

α

2

)
=

βz−2

2
(α2 − 4) 6= 0.

Таким образом, система (2.2.48) несовместна. Следовательно, собствен-
ные значения λ±s (s = 0,±1,±2, . . .) — простые.

4. Наконец, мы рассмотрим случай α = 0, т.е. локальную задачу. В
силу (2.1.31) λ̊k = ikδ (k = ±1,±2, . . .) — собственные значения оператор-
функции λ 7→ L̂0(λ). Очевидно, собственные значения λ̊k — простые, а
соответствующие собственные функции имеют вид ψ̊0

k(ϕ) = sin kδϕ.
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Рассмотрим теперь соответствующие модификации в асимптотических
формулах решений. Это явление может привести к новым эффектам для
гладкости обобщенных решений [29].

Пример 2.2.2. Рассмотрим снова задачу (2.2.33), (2.2.34).
1. Вначале положим α = 0. Из (2.1.31) следует, что оператор-функция

λ 7→ L̂0(λ) удовлетворяет условию

существует, по крайней мере, одно собствен-
ное значение этой оператор-функции в полосе
−1 < Im λ < 0 и прямая Im λ = −1 не содержит
собственных значений





(2.2.49)

тогда и только тогда, когда π < β. В этом случае собственное значение
оператор-функции λ 7→ L̂0(λ) в полосе −1 < Im λ < 0 равно λ̊−1 = −iδ =

−i
π

β
. Соответствующая собственная функция имеет вид ψ̊0

−1 = sin δϕ.

Пусть v ∈ H2
1(θ) — сильное решение задачи (2.2.33), (2.2.34), и пусть

f = (f0, f1, f2) ∈ H0
0(θ, γ). В силу теоремы 2.2.1 при l1 = l2 = 0, a1 = 1 и

a2 = 0 мы получим

v(y) = c0r
δ sin δϕ + w(y) (y ∈ θ) при π < β < 2π, (2.2.50)

где c0 = c0(f) — линейный ограниченный функционал на H0
1(θ, γ) ∩

H0
0(θ, γ), w ∈ H2

0(θ), Lw = f и

v ∈ H2
0(θ) при 0 < β < π. (2.2.51)

2. Пусть теперь |α| > 2. Из (2.1.35)–(2.1.39) следует, что в полосе
−1 6 Im λ < 0 нет собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ)

для всех 0 < β < 2π.

Пусть v ∈ H2
1(θ) — сильное решение задачи (2.2.33), (2.2.34), и пусть

f = (f0, f1, f2) ∈ H0
0(θ, γ). В силу теоремы 2.2.1 мы имеем

v ∈ H2
0(θ) при 0 < β < 2π. (2.2.52)

3. Пусть 0 < α < 2. Из (2.1.40) следует, что оператор-функция
λ 7→ L̂(λ) удовлетворяет условию (2.2.49) тогда и только тогда, когда

κ < 1. (2.2.53)
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В случае, когда β > π неравенство (2.2.53) выполняется для всех
0 < α < 2. В случае 0 < β < π неравенство (2.2.53) можно записать
следующим образом:

2 cos
β

2
< α. (2.2.54)

Предположим, что 2 cos
β

2
< α < 2, 0 < β < π или 0 < α < 2,

π 6 β < 2π. Пусть v ∈ H2
1(θ) — сильное решение задачи (2.2.33), (2.2.34),

и пусть f = (f0, f1, f2) ∈ H0
0(θ, γ). Собственная функция, соответствую-

щая собственному значению λ−0 = −iκ, имеет вид ψ−,0
0 = sinκ(ϕ − β).

Поэтому в силу теоремы 2.2.1 мы получим

v(y) = cαrκ sinκ(ϕ− β) + w(y) (y ∈ θ), (2.2.55)

где cα = cα(f) — линейный ограниченный функционал на H0
1(θ, γ) ∩

H0
0(θ, γ), w ∈ H2

0(θ), Lw = f.

Предположим теперь, что 0 < α < 2 cos
β

2
, 0 < β < π. Тогда, если

v ∈ H2
1(θ)— сильное решение задачи (2.2.33), (2.2.34) и f ∈ H0

0(θ, γ), то
v ∈ H2

0(θ).

4. Пусть −2 < α < 0. Из (2.1.41) следует, что оператор-функция
λ 7→ L̂(λ) удовлетворяет условию (2.2.49) тогда и только тогда, когда

−κ + 2δ < 1. (2.2.56)

Неравенство (2.2.56) можно написать в виде

π − β/2 < arctg
√

4α−2 − 1.

Поэтому, если 0 < β 6 π, то (2.2.56) не выполняется ни при каких
−2 < α < 0. Если π < β < 2π, неравенство (2.2.56) эквивалентно (2.2.54).

Предположим, что 2 cos
β

2
< α < 0, π < β < 2π. Пусть v ∈ H2

1(θ)—
сильное решение задачи (2.2.33), (2.2.34), и пусть f ∈ H0

0(θ, γ). В силу
теоремы 2.2.1 мы получаем

v(y) = cαr2δ−κ sin(2δ − κ)(ϕ− β) + w(y) (y ∈ θ), (2.2.57)

где cα = cα(f) — линейный ограниченный функционал на H0
1(θ, γ) ∩

H0
0(θ, γ), w ∈ H2

0(θ), Lw = f.
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Предположим теперь, что −2 < α < 0, 0 < β 6 π или

−2 < α < 2 cos
β

2
, π < β < 2π. Тогда, если v ∈ H2

1(θ)— сильное ре-
шение задачи (2.2.33), (2.2.34) и f ∈ H0

0(θ, γ), то v ∈ H2
0(θ).

В отличие от локальной задачи (α = 0), существование присоединен-
ных функций может привести к появлению логарифмических членов в
асимптотических формулах для сильных решений нелокальных задач.

Пример 2.2.3. Изучим задачу (2.2.33), (2.2.34) при α = 2.

1. Пусть 0 < β < 2π таково, что существует целое l, 4π/β − 1 < l <

6π/β − 1. Тогда из (2.1.35) вытекает, что существуют два собственных

значения λ−1 = −i
2π

β
и λ−2 = −i

4π

β
в полосе −l−1 < Im λ < 0, а прямая

Im λ = −l − 1 не содержит собственных значений оператор-функции
λ 7→ L̂(λ). Собственные значения λ−1 и λ−2 имеют полные кратности
p−1 = 1 и p−2 = 3 соответственно. Если v ∈ H2

1(θ) — сильное решение
задачи (2.2.33), (2.2.34) и f ∈ Hl

0(θ, γ), то по теореме 2.2.1 мы получим

v(y) =
∑

k=−1,−2

pk−1∑
s=0

cs
kv

s
k(y) + w(y) (y ∈ θ), (2.2.58)

где v0
−1(y) = −r2δ sin 2δϕ,

v0
−2(y) = −r4δ sin 4δϕ,

v1
−2(y) = r4δ[i(β − ϕ) cos 4δϕ− i ln r sin 4δϕ],

v2
−2(y) = r4δ[ϕ(β − ϕ/2) sin 4δϕ− ln r(β − ϕ) cos 4δϕ +

1

2
ln2 r sin 4δϕ],

cs
k = cs

k(f) — линейные ограниченные функционалы наH0
1(θ, γ)∩Hl

0(θ, γ),

w ∈ H l+2
0 (θ), Lw = f.

2. Пусть 1 < a1 <
2π

β
+ 1, и пусть 1 − 2π

β
< a2 < 1. Тогда в си-

лу (2.1.35) существует единственное собственное значение λ0 = 0 в полосе
a2 − 1 < Im λ < a1 − 1, а на прямой Im λ = a2 − 1 нет собственных зна-
чений оператор-функции λ 7→ L̂(λ). Из части 2 примера 2.2.1 следует,
что p0 = 2. Если v ∈ H2

a1
(θ) — сильное решение задачи (2.2.33), (2.2.34)

и f ∈ H0
a2

(θ, γ), то по теореме 2.2.1 мы имеем

v(y) =
∑
s=0,1

cs
0v

s
0(y) + w(y) (y ∈ θ), (2.2.59)
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где v0
0(y) = β − ϕ, v1

0(y) = i ln r(β − ϕ), cs
0 = cs

0(f) — линейные ограни-
ченные функционалы на H0

a1
(θ, γ) ∩H0

a2
(θ, γ), w ∈ H2

a2
(θ), Lw = f.

2.3. Нелокальные эллиптические задачи
в двугранных углах

Постановка задачи

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

Av = f0(x) (x ∈ Θ) (2.3.1)

с нелокальными краевыми условиями

Bρv = B0
ρ

∣∣
Γρ

+ B1
ρ

∣∣
Γρ

= fρ(x) (x ∈ Γρ, ρ = 1, 2) (2.3.2)

относительно вектор-функции v = (v1, . . . , vN).

Здесь Θ = {x = (y, z) ∈ Rn : d1 < ϕ < d2, 0 < r, z ∈ Rn−2}—
n-мерный двугранный угол, n > 3, r, ϕ—полярные координаты y,
Γρ = {x ∈ Rn : ϕ = dρ, 0 < r, z ∈ Rn−2} (ρ = 1, 2)— (n − 1)-мерная
полуплоскость, f0 = (f01, . . . , f0N), fρ = (fρ1, . . . , fρ,mN), A = A(Dy,Dz)

и B0
ρ = B0

ρ(Dy,Dz) — матрицы порядков N ×N и mN ×N с элементами,
которые являются однородными дифференциальными операторами с по-
стоянными комплексными коэффициентами, заданными по формулам

Ajk(D) = Ajk(Dy,Dz) =
∑

|α|+|β|=2m

ajkαβDα
yDβ

z (j, k = 1, . . . , N),

B0
ρµk(D) = B0

ρµk(Dy,Dz) =
∑

|α|+|β|=mρµ

bρµkαβDα
yDβ

z

(ρ = 1, 2; µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).

Наряду с операторами Ajk(D) и Bρµk(D) мы рассмотрим полиномы
Ajk(ξ) и Bρµk(ξ), где ξ ∈ Rn. Обозначим через A(ξ) и B0

ρ(ξ) матрицы
порядков N × N и mN × N с элементами Ajk(ξ) (j, k = 1, . . . , N) и
B0

ρµk(ξ) (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).
Предположим, что операторы A иBρ удовлетворяют следующим усло-

виям:
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Условие 2.3.1. Оператор A—правильно эллиптический.

Условие 2.3.2. Оператор B0
ρ удовлетворяет условию Лопатинского по

отношению к оператору A.

Условие 2.3.3. B1
ρ = B1

ρ(r, rDr,Dz) (ρ = 1, 2) — матрицы порядка
mN ×N , состоящие из элементов

B1
ρµk(D) = B1

ζ (r, rDr,Dz) =
∑

|β|6mρµ

Dβ
z B1β

ζ (r, rDr), (2.3.3)

где

B1β
ζ (r, rDr)vk =

∑
η

(
r−mρµ+|β|(rDr)

qB1β
ζη vk

)
(ϕ, χζηr, z), (2.3.4)

ζ = (ρ, µ, k), η = (q, s), в (2.3.4) мы суммируем по η таким, что
q = 0, . . . , mρµ−|β| и s = 1, . . . , Sζ , B1β

ζη —линейные операторы такие, что
для всех wk ∈ W g(d1, d2) (k = 1, . . . , N , g = mρµ−|β|−q, l+2m−|β|−q,

|β| 6 mρµ)

‖B1β
ζη wk‖W g−mρµ+|β|+q(d1,d2) 6 c1‖wk‖W g(d1+σ,d2−σ), (2.3.5)

B1β
ζη и χζη > 0 не зависят от r, c1 > 0 и 0 < σ < (d2 − d1)/2 не зави-

сят от wk, l > max
ρ,µ
{−2m + mρµ + 1} — неотрицательное целое число,

Dβ
z =

(
−i

∂

∂z1

)β1

. . .

(
−i

∂

∂zn−2

)βn−2

. Мы рассмотрим правую часть ра-

венства (2.3.4) в следующем смысле:
∑

η

(
(r′)|β|−mρµ(r′Dr′)

qB1β
ζη vk

)
(ϕ, r′, z)

∣∣∣
r′=χζηr

.

Замечание 2.3.1. Операторы B1
ζ : H l+2m

a (Θ) → H
l+2m−mρµ
a (Θ) — огра-

ниченные и
‖B1

ζvk‖H
l+2m−mρµ
a (Θ) 6 c2‖vk‖H l+2m

a (Θσ) (2.3.6)

для всех vk ∈ H l+2m
a (Θ), где

Θσ = {x = (y, z) ∈ Rn : d1 + σ < ϕ < d2 − σ, 0 < r, z ∈ Rn−2}.

Таким образом, supp B1
ζ ⊂ Θσ.
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Действительно, пусть vk ∈ C∞
0 (Θ \ P), где P = {x = (y, z) ∈ Rn :

y = 0, z ∈ Rn−2}. Введем новые переменные x′ = (ϕ, τ, z′), где τ = ln r

и z′ = r−1z. Тогда, используя неравенство (1.1.12) и формулы (2.3.3),
(2.3.4), мы получим

‖B1
ζvk‖2

H
l+2m−mρµ
a (Θ)

6 k1

∑
α

∫

G

e2(a−l−2m+mρµ+n/2)τ

∣∣∣∣∣∣
Dα

x′
∑

β,η

Dβ
z′

(
e−mρµτDq

τB
1β
ζη vk

)
(ϕ, τ + ln χζη, z

′)

∣∣∣∣∣∣

2

dx′,

где G = {x′ = (ϕ, τ, z′) : d1 < ϕ < d2, (τ, z′) ∈ Rn−1}, мы суммируем по
α, β, η таким, что |α| 6 l + 2m − mρµ, |β| 6 mρµ, q = 0, . . . , mρµ − |β|,
s = 1, . . . , Sζ .

В силу условия 2.3.3 операторы B1β
ζη — ограниченные в соответствую-

щих пространствах функций переменной ϕ. Поэтому эти операторы ком-
мутируют с операторами Dp+q

τ и Dα′+β
z′ , где α = (α1, α2, α

′),

p 6 α2. Из последней оценки, неравенства (2.3.5) и интерполяционной
теоремы B.15, возвращаясь обратно к переменным x и вновь используя
неравенство (1.1.12), мы выводим

‖B1
ζvk‖2

H
l+2m−mρµ
a (Θ)

6

6 k2

∑
α

∫

Gσ

e2(a−l−2m+n/2)τ
∑

β,q,h

∣∣∣Dh
ϕDα2+q

τ Dα′+β
z′ vk

∣∣∣
2
dx′ 6 k3‖vk‖2

H l+2m
a (Θσ).

Здесь Gσ = {x′ = (ϕ, τ, z′) : d1 + σ < ϕ < d2 − σ, (τ, z′) ∈ Rn−1}, мы сум-
мируем по |β| 6 mρµ, q = 0, . . . , mρµ−|β|, h = 0, 1, . . . , α1 +mρµ−|β|− q.

Поскольку C∞
0 (Θ\P)— всюду плотно в H l+2m

a (Θ), то неравенство (2.3.6)
выполняется для всех vk ∈ H l+2m

a (Θ).

Из (2.3.6) следует, что supp B1
ζ ⊂ Θσ.

Определение 2.3.1. Будем говорить, что множество

P = {x = (y, z) ∈ Rn : y = 0, z ∈ Rn−2}
является множеством точек сопряжения для нелокальной эллиптиче-
ской задачи (2.3.1), (2.3.2).
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Определение 2.3.2. Условие 2.3.3 называется условием нетангенци-
ального подхода носителя нелокальных членов к множеству точек со-
пряжения задачи (2.3.1), (2.3.2).

Пример 2.3.1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (2.3.1)
с нелокальными краевыми условиями

∑

k,s

(Bζs(D)vk)(Cζsy, z)
∣∣
Γρ

= fρµ(x)

(x ∈ Γρ, ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN). (2.3.7)

Здесь Bζs(D)— однородные дифференциальные операторы с постоян-
ными комплексными коэффициентами порядков mρµ, обозначение
(Bζs(D)vk)(Cζsy, z)

∣∣
Γρ

означает, что выражение Bζs(Dx′)vk(x
′) берется при

значении аргумента x′ = (Cζsy, z), а затем мы рассматриваем след этой
функции для y ∈ Γρ; Cζs — оператор вращения на угол ϕζs и растяжения
в χζs раз на плоскости {y}, d1 < dρ + ϕζs < d2, 0 < χζs, если s > 0, а
ϕζ0 = 0, χζ0 = 1, мы суммируем по k = 1, . . . , N и s = 0, . . . , Sζ .

Аналогично примеру 2.1.1 легко доказать, что условия (2.3.7) могут
быть представлены в виде (2.3.2), где операторы B1

ρ удовлетворяют усло-
вию 2.3.3.

Введем пространства вектор-функций

Hk,N
a (Θ) =

∏
j

Hk
a (Θ),

Hl,N
a (Θ, Γ) = H l,N

a (Θ)×
∏
ρ,µ

H l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ),

где k, l > 0—целые числа, см. условие 2.3.3.
Предположим, что f = {f0j, fρµ} ∈ Hl,N

a (Θ, Γ).

В силу замечания 2.3.1 мы можем определить линейные операторы
L = L(Dz), L0 = L0(Dz) : H l+2m,N

a (Θ) → Hl,N
a (Θ, Γ) по формулам

L(Dz)v =
{
A(Dy,Dz)v, B0

ρ(Dy,Dz)v
∣∣
Γρ

+ B1
ρ(r, rDr,Dz)v

∣∣
Γρ

}
, (2.3.8)

L0(Dz)v =
{
A(Dy,Dz)v, B0

ρ(Dy,Dz)v
∣∣
Γρ

}
. (2.3.9)
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Определение 2.3.3. Вектор-функция v называется сильным решением
задачи (2.3.1), (2.3.2) в пространстве H l+2m,N

a (Θ), если

Lv = f.

Модельные нелокальные задачи в плоских углах с параметром

Используя преобразование Фурье Fz→κ по z ∈ Rn−2, из (2.3.1), (2.3.2) мы
получим

A(Dy,κ)v̂(y,κ) = f̂0(y,κ) (y ∈ θ, κ ∈ Rn−2), (2.3.10)

B0
ρ(Dy,κ)v̂(y,κ)

∣∣
γρ

+ B1
ρ(r, rDr,κ)v̂(y,κ)

∣∣
γρ

= f̂ρ(y,κ)

(y ∈ γρ, κ ∈ Rn−2, ρ = 1, 2). (2.3.11)

Здесь θ = {y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2, 0 < r}, γρ = {y ∈ R2 : ϕ = dρ, 0 < r};
A(Dy,κ), B0

ρ(Dy,κ) и B1
ρ(r, rDr,κ)—матрицы с элементами Ajk(Dy,κ)

(j, k = 1, . . . , N), B0
ρµk(Dy,κ) и B1

ρµk(r, rDr,κ) =
∑
β

κβB1β
ρµk(r, rDr, )

(ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N) соответственно;

v̂(y,κ) = Fz→κv = (2π)−(n−2)/2
∫

Rn−2

v(y, z)e−i(κ,z)dz.

Обозначим

Y = |κ|y, ω = κ|κ|−1, t = |Y |, V (Y,κ) = v̂(y,κ),

F0(Y,κ) = |κ|−2mf̂0(y,κ), Fρ(Y,κ) = {|κ|−mρµf̂ρµ(y,κ)}.



 (2.3.12)

Тогда задача (2.3.10), (2.3.11) примет вид

A(DY , ω)V (Y,κ) = F0(Y,κ) (Y ∈ θ), (2.3.13)

B0
ρ(DY , ω)V (Y,κ)

∣∣
γρ

+ B1
ρ(t, tDt, ω)V (Y,κ)

∣∣
γρ

= Fρ(Y,κ)

(Y ∈ γρ, ρ = 1, 2), (2.3.14)

где ω ∈ Sn−3 = {ω ∈ Rn−2 : |ω| = 1}.
Аналогично замечанию 2.3.1 можно доказать следующее утверждение.
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Замечание 2.3.2. Операторы B1
ρµk(t, tDt, ω) : El+2m

a (θ) → E
l+2m−mρµ
a (θ)—

ограниченные и

‖B1
ρµkVk‖E

l+2m−mρµ
a (θ) 6 c3‖Vk‖El+2m

a (θσ) (2.3.15)

для всех Vk ∈ El+2m
a (θ) и ω ∈ Sn−3, c3 > 0 не зависит от Vk и ω,

θσ = {y ∈ R2 : d1 + σ < ϕ < d2 − σ, 0 < r}.

Введем пространства вектор-функций

Ek,N
a (θ) =

∏

j

Ek
a(θ) (k > 0, k ∈ Z),

E l,N
a (θ, γ) = El,N

a (θ)×
∏
ρ,µ

El+2m−mρµ−1/2
a (γρ).

Из рассмотренных лемм 1.2.6, 1.2.7 следует, что V (·,κ) ∈ El+2m,N
a (θ)

и F = {F0(·,κ), Fρ(·,κ)} ∈ E l,N
a (θ, γ) для почти всех κ ∈ Rn−2.

Более того, в силу замечания 2.3.2, можно определить линейные огра-
ниченные операторы L(ω),L0(ω) : El+2m,N

a (θ) → E l,N
a (θ, γ) по формулам

L(ω)V =
{
A(DY , ω)V (Y ), B0

ρ(DY , ω)V (Y )
∣∣
γρ

+B1
ρ(t, tDt, ω)V (Y )

∣∣
γρ

}

(ω ∈ Sn−3), (2.3.16)

L0(ω)V =
{
A(DY , ω)V (Y ), B0

ρ(DY , ω)V (Y )
∣∣
γρ

}
(ω ∈ Sn−3). (2.3.17)

Очевидно, операторы L(ω) и L0(ω) можно получить из L(Dz) и L0(Dz),
если мы формально заменим оператор Dz параметром ω ∈ Sn−3, двугран-
ный угол Θ на плоский угол θ, а полуплоскость Γρ — на полупрямую γρ.

Теорема 2.3.1. Пусть выполнены условия 2.3.1–2.3.3. Тогда отображе-
ние L(Dz) : H l+2m,N

a (Θ) → Hl,N
a (Θ, Γ) является изоморфизмом тогда и

только тогда, когда отображение L(ω) : El+2m,N
a (θ) → E l,N

a (θ, γ) явля-
ется изоморфизмом для всех ω ∈ Sn−3.

Доказательство. 1. Достаточность. Пусть отображение

L(ω) : El+2m,N
a (θ) → E l,N

a (θ, γ)
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изоморфизм для всех ω ∈ Sn−3. Это означает, что существует един-
ственное решение V (·,κ) ∈ El+2m,N

a (θ) задачи (2.3.13), (2.3.14) для всех
κ ∈ Rn−2 и F (·,κ) ∈ E l,N

a (θ, γ) и выполняется следующая оценка:

‖V (·,κ)‖El,N
a (θ) 6 k1‖F (·,κ)‖E l,N

a (θ,γ),

где k1 > 0 не зависит от κ и F.

Используя (2.3.12), мы перейдем от V, F0, и Fρ к v̂, f̂0 и f̂ρ, соответ-
ственно. Таким образом, последнее неравенство примет вид

∑

j

∥∥v̂j

(
Y |κ|−1,κ

)∥∥2
El+2m

a (θ) 6 k2

{∑

j

|κ|−4m
∥∥∥f̂0j

(
Y |κ|−1,κ

)∥∥∥
2

El
a(θ)

+

+
∑
ρ,µ

|κ|−2mρµ

∥∥∥f̂ρµ

(
Y |κ|−1,κ

)∥∥∥
2

E
l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

}
,

где k2 > 0 не зависит от κ, f̂0j и f̂ρµ.

Умножая эту оценку на |κ|2(l+2m−a−1) и интегрируя по κ по простран-
ству Rn−2, мы получим новое неравенство. В силу леммы 1.2.6 левая
часть этого неравенства эквивалентна ‖v‖H l+2m,N

a (θ). С другой стороны,
в силу лемм 1.2.6 и 1.2.7 правая часть этого неравенства эквивалентна
‖f‖Hl,N

a (Θ,Γ). Поэтому для любого f ∈ Hl,N
a (Θ, Γ) существует единствен-

ное сильное решение v ∈ H l+2m,N
a (Θ) задачи (2.3.1), (2.3.2) и выполняется

следующая оценка:

‖v‖H l+2m,N
a (Θ) 6 k3‖f‖Hl,N

a (Θ,Γ). (2.3.18)

2. Необходимость.
2a. Пусть отображение L : H l+2m,N

a (Θ) → Hl,N
a (Θ, Γ)—изоморфизм.

Тогда сильное решение задачи (2.3.1), (2.3.2) удовлетворяет неравенству
(2.3.18). Положим

v = vM(y, z) = M−(n−2)/2ei(ω,z)χ0(|z|M−1)u(y),

где χ0 ∈
.

C∞(R) — вещественнозначная функция, χ0(t) = 1 (|t| 6 1),
χ0(t) = 0 (|t| > 2), 0 6 χ0(t) 6 1, u ∈ El+2m,N

a (θ), ω ∈ Sn−3.

Очевидно,
L(Dz)vM(y, z) = gM(y, z) + hM(y, z). (2.3.19)
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Здесь

gM(y, z) = M−(n−2)/2ei(ω,z)χ0(|z|M−1)L(ω)u(y),

hM(y, z) = M−(n−2)/2ei(ω,z)[L(Dz + ω), χ0(|z|M−1)]u(y),

[A,B] = AB −BA — коммутатор A и B.

Очевидно, норму gM можно оценить следующим образом:

‖gM‖Hl,N
a (Θ,Γ) 6 k4‖L(ω)u‖E l,N

a (Θ,Γ). (2.3.20)

Здесь kj > 0 (j > 4) — постоянные, которые не зависят от ω и M.

Оценим теперь норму hM . Для этого заметим, что коммутатор
[L(Dz + ω), χ0(|z|M−1)] состоит из членов, содержащих производные
Dα

z χ0(|z|M−1), |α| > 1. Очевидно,
∫

Rn−2

M−(n−2)
∣∣Dα

z χ0(|z|M−1)
∣∣2 dz =

= M−2|α|
∫

Rn−2

∣∣Dα
z′χ0(|z′|)

∣∣2dz′ = k5M
−2|α|. (2.3.21)

Введем новые переменные ϕ, τ = ln r. Тогда в силу равенства (2.3.21)
мы получаем

Iζ =
∥∥∥M−(n−2)/2ei(ω,z) [B1

ζ (r, rDr,Dz + ω), χ0(|z|M−1)
]
uk

∣∣
Γρ

∥∥∥
2

H
l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ)

6
∥∥∥M−(n−2)/2ei(ω,z) [B1

ζ (r, rDr,Dz + ω), χ0(|z|M−1)
]
uk

∥∥∥
2

H
l+2m−mρµ
a (Θ)

6

6 k6

∑
α,γ

∫

Θ

r2(a−l−2m+mρµ+|α|)M−(n−2)×

×
∣∣∣∣∣∣
Dγ

x

∑

β,η

([
(Dz + ω)β, χ0(|z|M−1)

]
r−mρµ+β(rDr)

qB1β
ζη uk

)
(ϕ, χζηr)

∣∣∣∣∣∣

2

dx 6

6 k7M
−2

∑
α

+∞∫

−∞
dτ

d2∫

d1

e2(a−l−2m+mρµ+|α′|+1)τ×

×
∣∣∣∣∣∣
∑

β,η,κ

Dκ1
ϕ Dκ2

τ e(−mρµ+|β|)τ
(
Dq

τB
1β
ζη uk

)
(ϕ, τ + ln χζη)

∣∣∣∣∣∣

2

dϕ
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для uk ∈ C∞
0 (θ \ {0}). Здесь α = (α1, α2, . . . , αn), γ = (γ1, γ2, . . . , γn),

β = (β1, . . . , βn−2), α′ = (α3, . . . , αn), η = (q, s), κ = (κ1,κ2). Мы сумми-
руем по α, γ, β, η,κ таким, что |α| 6 l + 2m −mρµ, |β| 6 mρµ, γ1 = α1,

γ2 = α2, γi 6 αi (i = 3, . . . , n), q = 0, . . . ,mρµ − |β|, s = 1, . . . , Sζ ,

|κ| 6 α1 + α2.

В силу условия 2.3.3, операторы B1β
ζη — ограниченные в соответству-

ющих пространствах функций переменной ϕ. Поэтому эти операторы
коммутируют с операторами Dp+q

τ , где p 6 κ2. Из последней оценки,
неравенства (2.3.5) и интерполяционной теоремы B.14, возвращаясь к
переменным y, мы получим

Iζ 6 k8M
−2

∑

α,β,η,κ,h,p

+∞∫

−∞
dτ

d2−σ∫

d1+σ

e2(a−l−2m+|α′|+|β|+1)τ |Dh
ϕDp+q

τ uk|2dϕ 6

6 k9M
−2

∑

α,β,η,κ,h,γ

∫

θσ

r2(a−l−2m+|α′|+|β|+|γ|)|Dγ
yuk|2dy. (2.3.22)

Здесь γ = (γ1, γ2), мы суммируем по h и γ таким, что h = 0, 1, . . . ,κ1 +

mρµ − |β| − q, |γ| 6 h + κ2 + q. Очевидно,

|γ| 6 κ1 + mρµ − |β| − q + κ2 + q 6 |α|+ mρµ − |β| 6
6 l + 2m−mρµ + mρµ − |β| 6 l + 2m. (2.3.23)

Из первой части неравенства (2.3.23) следует, что

a− l − 2m + |α′|+ |β|+ |γ| 6 a− l − 2m + |α|+ mρµ 6 a.

С другой стороны,

a− l − 2m + |α′|+ |β|+ |γ| > a− l − 2m + |γ|.

Поэтому

r2(a−l−2m+|α′|+|β|+|γ|) 6 r2a при |r| > 1,

r2(a−l−2m+|α′|+|β|+|γ|) 6 r2(a−l−2m+|γ|) при |r| 6 1.

Таким образом,

r2(a−l−2m+|α′|+|β|+|γ|) 6 r2a
(
1 + r2(−l−2m+|γ|)

)
.
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Из последнего неравенства и неравенства (2.3.22) мы имеем

Iζ 6 k10M
−2‖uk‖2

El+2m
a (θσ). (2.3.24)

Поскольку C∞
0 (θ \ {0}) всюду плотно в El+2m

a (θ), неравенство (2.3.24)
выполняется для всех uk ∈ El+2m

a (θ).

Аналогично и проще мы получаем следующие оценки:
∥∥∥M−(n−2)/2ei(ω,z) [Ajk(Dy,Dz + ω), χ0(|z|M−1)

]
uk

∥∥∥
H l

a(Θ)
6

6 k11M
−1‖uk‖El+2m

a (θ), (2.3.25)

∥∥∥M−(n−2)/2ei(ω,z) [B0
ζ (Dy,Dz + ω), χ0(|z|M−1)

]
uk

∣∣
Γρ

∥∥∥
H

l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ)

6 k12M
−1‖uk‖El+2m

a (θ). (2.3.26)

Из неравенств (2.3.24)–(2.3.26) следует

‖hM‖Hl,N
a (Θ,Γ) 6 k13M

−1‖u‖El+2m,N
a (θ). (2.3.27)

Из (2.3.19), (2.3.20) и (2.3.27) мы получим

k14(1−M−1)‖u‖El+2m,N
a (θ) 6 ‖v‖H l+2m,N

a (Θ) 6

6 k15

(
‖L(ω)u‖E l,N

a (θ,γ) + M−1‖u‖El+2m,N
a (θ)

)
. (2.3.28)

Выбирая M > 0 так, что (k14 + k15)M
−1 < k14/2, из (2.3.28) мы имеем

‖u‖El+2m,N
a (θ) 6 2k−1

14 k15‖L(ω)u‖E l,N
a (θ,γ). (2.3.29)

Это означает, чтоN (L(ω)) = {0} и образR(L(ω)) замкнут в E l,N
a (θ, γ).

2b. Остается доказать, чтоR(L(ω)) = E l,N
a (θ, γ). Для этого достаточно

показать, что N (L(ω)∗) = {0}.
Рассмотрим линейные ограниченные операторы L(Dz)

∗ : Hl,N
a (Θ, Γ)∗ →

H l+2m,N
a (Θ)∗ и L(ω)∗ : E l,N

a (θ, γ)∗ → El+2m,N
a (θ)∗, которые являются сопря-

женными к L(Dz) и L(ω) соответственно. По предположению оператор
L(Dz)

∗—изоморфизм. Поэтому мы имеем

‖Φ‖Hl,N
a (Θ,Γ)∗ 6 k16‖L(Dz)

∗Φ‖H l+2m,N
a (Θ)∗ (2.3.30)

для всех Φ ∈ Hl,N
a (Θ, Γ)∗.
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Пусть ψ ∈ E l,N
a (θ, γ)∗. Докажем, что формула

〈f, ΦM〉 =

=
〈
χ0(|y|M−1)

∫

Rn−2

f(y, z)M−(n−2)/2e−i(ω,z)χ0(|z|M−1)dz, ψ
〉

(2.3.31)

(f ∈ Hl,N
a (Θ, Γ)) определяет линейный ограниченный функционал

ΦM ∈ Hl,N
a (Θ, Γ)∗.

Очевидно,

〈f, ΦM〉 =
∑

j

〈 ∫

Rn−2

F0j(y, z)dz, ψ0j

〉
+

+
∑
ρ,µ

〈 ∫

Rn−2

Fρµ(y, z)dz, ψρµ

〉
, (2.3.32)

где
F0j(y, z) = M−(n−2)/2χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)f0j(y, z)e−i(ω,z),

Fρµ(y, z) = M−(n−2)/2χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)fρµ(y, z)e−i(ω,z),

f = {f0j, fρµ}, ψ0j ∈ El
a(θ)

∗ и ψρµ ∈ E
l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

∗.
По определению пространства El

a(θ) мы имеем
∥∥∥∥∥∥

∫

Rn−2

F0j(y, z)dz

∥∥∥∥∥∥

2

El
a(θ)

=

=
∑

|α|6l

∫

θ

r2a
(
r2(−l+|α|) + 1

)
∣∣∣∣∣∣
Dα

y

∫

Rn−2

F0j(y, z)dz

∣∣∣∣∣∣

2

dy 6

6 k17

{∑

|α|6l

∫

θ

r2(a−l+|α|)

∣∣∣∣∣∣
Dα

y

∫

Rn−2

F0j(y, z)dz

∣∣∣∣∣∣

2

dy+

+
∑

|α|+|β|=l

∫

θ

r2a

∣∣∣∣∣D
α
y

∫

Rn−2

M−(n−2)/2χ0(|y|M−1)×

× χ0(|z|M−1)f0j(y, z)Dβ
z e−i(ω,z)dz

∣∣∣∣∣

2

dy

}
. (2.3.33)
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Поскольку χ0(|y|M−1) = 0 при |y| > 2M , мы интегрируем по пере-
менной y по множеству θ ∩ {y : M−1 6 2r−1}. Поэтому интегрируя по
частям по z во втором члене правой части неравенства (2.3.33) и исполь-
зуя неравенство Коши—Буняковского, мы имеем

∥∥∥∥∥∥

∫

Rn−2

F0j(y, z)dz

∥∥∥∥∥∥

2

El
a(θ)

6 k18

∑

|α|+|β|6l

∫

θ

r2(a−l+|α|+|β|)

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn−2

M−(n−2)/2e−i(ω,z)×

×Dβ(χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1))Dαf0j(y, z)dz

∣∣∣∣∣∣

2

dy 6 k19‖f0j‖2
H l

a(Θ). (2.3.34)

Поэтому формула
〈 ∫

Rn−2

F0j(y, z)dz, ψ0j

〉

задает линейный ограниченный функционал на H l
a(Θ). Аналогично мож-

но показать, что формула
〈 ∫

Rn−2

Fρµ(y, z)dz, ψρµ

〉

задает линейный ограниченный функционал на H
l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ). Та-

ким образом, формула (2.3.31) определяет линейный ограниченный функ-
ционал ΦM ∈ Hl,N

a (Θ, Γ)∗.
Положим

Φ = ΦM = M−(n−2)/2e−i(ω,z)χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)ψ

и будем понимать это обозначение в смысле (2.3.31).
Очевидно,

〈f, Φ〉 =
∑

j

〈f0j, Φ0j〉+
∑
ρ,µ

〈fρµ, Φρµ〉

для всех f = {f0j, fρµ} ∈ Hl,N
a (Θ, Γ), где Φ0j и Φρµ —линейные ограни-

ченные функционалы на H l
a(Θ) и H

l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ) соответственно.
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Из этого равенства следует, что

‖Φ‖Hl,N
a (Θ,Γ)∗ > k20

(∑
j

‖Φ0j‖H l
a(Θ)∗+

∑
ρ,µ

‖Φρµ‖H
l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ)∗

)
. (2.3.35)

Предположим, что

f = fM(y, z) = M−(n−2)/2ei(ω,z)χ0(|z|M−1)g(y),

где g = {g0j, gρµ} ∈ E l,N
a (θ, γ). Очевидно,

〈g, ψ〉 =
∑

j

〈g0j, ψ0j〉+
∑
ρ,µ

〈gρµ, ψρµ〉.

Поскольку ‖f0j‖H l
a(Θ) 6 k21‖g0j‖El

a(θ), мы имеем

‖Φ0j‖H l
a(Θ)∗ >

> k−1
21 sup

g0j 6=0

( ∣∣〈g0j, χ0(|y|M−1)ψ0j

〉∣∣
∫

Rn−2

M−(n−2)χ2
0(|z|M−1)dz/‖g0j‖El

a(θ)

)

> k22‖χ0(|y|M−1)ψ0j‖El
a(θ)∗.

Аналогично мы можем оценить снизу члены ‖Φρµ‖H
l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ)∗

. Та-
ким образом, из (2.3.35) мы получим

‖Φ‖Hl,N
a (Θ,Γ)∗ > k23‖χ0(|y|M−1)ψ‖E l,N

a (θ,γ)∗. (2.3.36)

Рассмотрим теперь правую часть неравенства (2.3.30)

‖L(Dz)
∗Φ‖H l+2m,N

a (Θ)∗ = sup
v 6=0

(
|〈v,L(Dz)

∗Φ〉|/‖v‖H l+2m,N
a (Θ)

)
.

Очевидно,

〈v,L(Dz)
∗Φ〉 =

=

〈 ∫

Rn−2

M−(n−2)/2e−i(ω,z)χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)L(Dz)v(y, z)dz, ψ

〉
=

=

〈 ∫

Rn−2

g1M(y, z)dz, ψ

〉
−

〈 ∫

Rn−2

h1M(y, z)dz, ψ

〉
, (2.3.37)

где

g1M(y, z) = M−(n−2)/2e−i(ω,z)L(Dz)(χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)v(y, z)),
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h1M(y, z) = M−(n−2)/2e−i(ω,z)[L(Dz), χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)]v(y, z).

Интегрируя по частям по z, мы получим
〈 ∫

Rn−2

g1M(y, z)dz, ψ

〉
=

=

〈 ∫

Rn−2

M−(n−2)/2L(ω)(χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)v(y, z))e−i(ω,z)dz, ψ

〉
=

=

〈 ∫

Rn−2

g2M(y, z)dz,L(ω)∗ψ

〉
, (2.3.38)

где
g2M(y, z) = M−(n−2)/2χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)v(y, z)e−i(ω,z).

Используя те же рассуждения, что и в доказательстве неравенства (2.3.34),
мы имеем

∥∥∥∥∥∥

∫

Rn−2

g2M(y, z)dz

∥∥∥∥∥∥

2

El+2m,N
a (θ)

6 k2
24‖v‖2

H l+2m,N
a (Θ). (2.3.39)

Из формул (2.3.38), (2.3.39) следует, что

sup
v 6=0




∣∣∣∣∣∣

〈 ∫

Rn−2

g1M(y, z)dz, ψ

〉∣∣∣∣∣∣
/‖v‖H l+2m,N

a (Θ)


 6

6 k24‖L(ω)∗ψ‖El+2m,N
a (θ)∗. (2.3.40)

Поскольку коммутатор
[
L(Dz), χ0(|y|M−1)χ0(|z|M−1)

]
состоит из чле-

нов, содержащих производные Dα
z χ0(|z|M−1) или Dα

y χ0(|y|M−1)

(|α|, |γ| > 1), используя рассуждения из доказательств неравенств (2.3.33),
(2.3.34) и замечания 2.3.1, мы получим

∥∥∥∥∥∥

∫

Rn−2

h1M(y, z)dz

∥∥∥∥∥∥
E l,N

a (θ,γ)

6 k25M
−1‖v‖2

H l+2m,N
a (Θ). (2.3.41)
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Поэтому

sup
v




∣∣∣∣∣∣

〈 ∫

Rn−2

h1M(y, z)dz, ψ

〉∣∣∣∣∣∣
/‖v‖H l+2m,N

a (Θ)


 6

6 k25M
−1‖ψ‖E l,N

a (θ,γ)∗. (2.3.42)

Из (2.3.30), (2.3.36), (2.3.37), (2.3.40) и (2.3.42) следует, что

‖χ0(|y|M−1)ψ‖E l,N
a (θ,γ)∗ − k26M

−1‖ψ‖E l,N
a (θ,γ)∗ 6

6 k27‖L(ω)∗ψ‖El+2m,N
a (θ)∗. (2.3.43)

Теперь мы можем доказать, что N (L(ω)∗) = {0}. Предположим про-
тивное: существует ψ ∈ N (L(ω)∗) такое, что ‖ψ‖E l,N

a (θ,γ)∗ = 1. Тогда
из (2.3.43) следует, что

‖χ0(|y|M−1)ψ‖E l,N
a (θ,γ)∗ 6 k26M

−1. (2.3.44)

Рассмотрим произвольную вектор-функцию g ∈ E l,N
a (θ, γ) такую, что

supp g ⊂ BR, где R < M . Тогда мы имеем

〈g, χ0(|y|M−1)ψ〉 = 〈g, ψ〉.

Поэтому из (2.3.44) следует, что

|〈g, ψ〉| = |〈g, χ0(|y|M−1)ψ〉| 6 ‖g‖E l,N
a (θ,γ)‖χ0(|y|M−1)ψ‖E l,N

a (θ,γ)∗

6 k26M
−1‖g‖E l,N

a (θ,γ) → 0 при M →∞.

Таким образом, мы заключаем, что 〈g, ψ〉 = 0 для любого g ∈ E l,N
a (θ, γ),

т.е. ψ = 0. Это противоречие доказывает, что N (L(ω)∗) = {0}.

Априорные оценки решений нелокальных задач
с параметром в плоских углах

В этом пункте мы получим априорные оценки сильных решений зада-
чи (2.3.13), (2.3.14), которые можно определить аналогично задаче (2.3.1),
(2.3.2).
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Обозначим через L(0) линейный ограниченный оператор, действую-
щий из H l+2m,N

a (θ) в Hl,N
a (θ, γ) по формуле L(ω)

∣∣
ω=0, см. (2.3.16). Оче-

видно,

L(0)v =
{
A(Dy, 0)v(y), B0

ρ(Dy, 0)v(y)
∣∣
γρ

+ B1
ρ(r, rDr, 0)v(y)

∣∣
γρ

}
.

Из условий 2.3.1–2.3.3 следует, что операторы A(Dy, 0), B0
ρ(Dy, 0)

и B1
ρ(r,Dr, 0) удовлетворяют условиям 2.1.1–2.1.3. Запишем операторы

Ajk(Dy, 0) и B0
ζ (Dy, 0) (ζ = (ρ, µ, k)) в полярных координатах

Ajk(Dy, 0) = r−2mÂjk(ϕ,Dϕ, rDr) = r−2m
∑

α1+α262m

ajkα1α2
(ϕ)Dα1

ϕ (rDr)
α2,

B0
ζ (Dy, 0) = r−mρµB̂ζ(ϕ,Dϕ, rDr) = r−mρµ

∑
α1+α26mρµ

bζα1α2
(ϕ)Dα1

ϕ (rDr)
α2,

где ajkα1α2
, bζα1α2

∈ C∞
2π[0, 2π], C∞

2π[0, 2π]—множество функций на отрез-
ке [0, 2π] таких, что их 2π-периодические расширения бесконечно диф-

ференцируемы на R, Dϕ = −i
∂

∂ϕ
и Dr = −i

∂

∂r
.

Подставляя формально ω = 0 вместо Dz и β = 0 в (2.3.3), (2.3.4), мы
получим

B1
ζ (r, rDr, 0)vk =

∑
η

(
r−mρµ(rDr)

qB10
ζηvk

)
(ϕ, χζηr),

где η = (q, s), мы суммируем по η таким, что q = 0, . . . , mρµ и
s = 1, . . . , Sζ .

Рассмотрим оператор-функцию
λ 7→ L̂(λ) ∈ B(W l+2m,N(d1, d2),W l,N [d1, d2]), заданную по формуле

L̂(λ)u =

{∑

k

Âjk(ϕ,Dϕ, λ)uk(ϕ),
∑

k

B̂ζ(ϕ,Dϕ, λ)uk(ϕ)
∣∣
ϕ=dρ

+

+
∑

k,η

e(iλ−mρµ) ln χζηλq
(
B10

ζηuk

)
(ϕ)

∣∣
ϕ=dρ



 , (2.3.45)

ср. (2.1.10). В § 2.1 было доказано, что: (a) для всех λ ∈ C, кроме счетно-
го множества собственных значений, оператор L̂(λ) имеет ограниченный
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обратный R̂(λ) = L̂−1(λ) : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2); (b) оператор-
функция λ 7→ R̂(λ) ∈ B (W l,N [d1, d2],W

l+2m,N(d1, d2)
)
—конечно-меро-

морфная фредгольмова оператор-функция в C.
В этом пункте мы докажем следующее утверждение.

Лемма 2.3.1. Пусть выполняются условия 2.3.1–2.3.3 , и пусть пере-
менная Im λ = h = a + 1− l − 2m не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Тогда для всех v ∈ El+2m,N
a (θ) и ω ∈ Sn−3 справедлива априорная

оценка

‖v‖El+2m,N
a (θ) 6 c4

(
‖L(ω)v‖E l,N

a (θ,γ) + ‖v‖El+2m−1,N
a (θ∩BR)

)
, (2.3.46)

где c4 > 0 и R > 0 не зависят от v и ω.

В доказательствах лемм 2.3.1 и 2.3.5 мы используем леммы 2.3.2–2.3.4,
которые будут сформулированы ниже. Вначале введем некоторые
обозначения.

Определим линейный ограниченный оператор Gε : W s(θ) → W s(θ) по
формуле

(Gεv)(y) = v(ε−1y) (y ∈ θ) (2.3.47)

для v ∈ W s(θ), где s ∈ N—некоторое фиксированное число, а
0 < ε 6 1—параметр.

Введем норму, зависящую от параметра ε > 0

|||g|||W s(Ω) =
{
‖g‖2

W s(Ω) + ε−2s‖g‖L2(Ω)

}1/2
(2.3.48)

для g ∈ W s(Ω), где Ω = θ, γρ, и s > 0, ср. (C.19).

Лемма 2.3.2. Пусть 0 < b1 < b2, и пусть s ∈ N. Тогда для всех
0 < ε 6 1 и v ∈ W s(θ) таких, что supp v ⊂ {y ∈ θ : b1ε

−1 6 r 6 b2ε
−1},

мы имеем
c5‖v‖W s(θ) 6 εs−1|||Gsv|||W s(θ) 6 c6‖v‖W s(θ), (2.3.49)

где c5, c6 > 0 не зависят от ε и v.
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Доказательство. Введем переменные y = εy′. Тогда мы получим

‖v‖2
W s(θ) =

∑

|α|6s

∫

θ

∣∣Dα
y′v(y′)

∣∣2 dy′ = ε2(s−1)
∑

α

ε−2(s−|α|)
∫

θ

∣∣Dα
y v(ε−1y)

∣∣2 dy.

В силу интерполяционного неравенства (B.20) правая часть этой фор-
мулы эквивалентна ε2(s−1)|||Gεv|||2W s(θ) для всех 0 < ε 6 1 и v ∈ W s(θ)

таких, что supp v ⊂ {y ∈ θ : b1ε
−1 6 r 6 b2ε

−1}.
Определим линейный ограниченный оператор Gρε : W s(γρ) → W s(γρ)

по формуле
(Gρεu)(y) = u(ε−1y) (y ∈ γρ) (2.3.50)

для u ∈ W s(γρ), где s > 1/2 — некоторое фиксированное вещественное
число, а 0 < ε 6 1 — параметр.

Лемма 2.3.3. Пусть 0 < b1 < b2, и пусть s = k − 1/2, k ∈ N.

Тогда для всех 0 < ε 6 1 и u ∈ W s(γρ) таких, что supp u ⊂ {y ∈ γρ :

b1ε
−1 6 r 6 b2ε

−1}, мы имеем

c7‖u‖W s(γρ) 6 εs−1/2|||Gρεu|||W s(γρ) 6 c8‖u‖W s(γρ), (2.3.51)

где c7, c8 > 0 не зависят от ε и u.

Доказательство. Поскольку supp u ⊂ {y ∈ γρ : b1ε
−1 6 r 6 b2ε

−1}, мы
можем рассматривать u как функцию t′, заданную на всей оси R. Введем
новую переменную t = εt′. Делая преобразование Фурье по t′, мы имеем

û(ξ) = (
√

2π)−1
∫

R

e−iξt′u(t′)dt′ =

= ε−1(
√

2π)−1
∫

R

e−iε−1ξtu(ε−1t)dt = ε−1(Ĝρεu)(ε−1ξ).

Мы можем определить эквивалентную норму ‖u‖W s(γρ) = ‖u‖W s(R),
используя преобразование Фурье, см. (B.12).

Вводя новую переменную, ξ′ = ε−1ξ, мы получим

‖u‖2
W s(γρ) =

∫

R

(
1 + |ξ|2)s |û(ξ)|2dξ = ε−1

∫

R

(
1 + ε2|ξ′|2)s |(Ĝρεu)(ξ′)|2dξ′ =

= ε2s−1
∫

R

(
ε−2 + |ξ′|2)s |(Ĝρεu)(ξ′)|2dξ′.
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Правая часть этого неравенства эквивалентна ε2s−1|||Gρεu|||2W s(γρ).

Лемма 2.3.4. Пусть 0 < b1 < b2, и пусть s ∈ N. Тогда для всех
0 < ε 6 1 и v ∈ W s(θ) таких, что supp v ⊂ {y ∈ θ : b1ε

−1 6 r 6 b2ε
−1},

мы имеем
(Gεv)

∣∣
γρ

= Gρε

(
v
∣∣
γρ

)
.

Доказательство. Очевидно, последнее равенство выполняется для всех
v ∈ C∞(θ) таких, что supp v ⊂ {y ∈ θ : b1ε

−1 6 r 6 b2ε
−1}. Обозначим

Tρv = v
∣∣
γρ

. Поскольку операторы TρGε : W s(θ) → W s−1/2(γρ) и GρεTρ :

W s(θ) → W s−1/2(γρ)— ограниченные, переходя к пределу, мы получим
вышеупомянутое равенство для всех v ∈ W s(θ) таких, что supp v ⊂
{y ∈ θ : b1ε

−1 6 r 6 b2ε
−1}.

Доказательство леммы 2.3.1. Доказательство состоит из трех шагов.
Вначале мы получим априорные оценки для функций v ∈ El+2m,N

a (θ) с
носителями в некоторой окрестности нуля. На втором шаге мы выведем
оценки для функций v ∈ El+2m,N

a (θ) с носителями в кольцевых сегмен-
тах θk = {(ϕ, r) ∈ θ : 2k−1 < r < 2k+1}. Наконец, суммируя упомянутые
выше неравенства, мы получим (2.3.46).

1. Пусть η1
0, η∞ — функции такие, что

η1
0, η∞ ∈ C∞(R+), η1

0(r) + η∞(r) = 1 для 0 6 r,

0 6 η1
0(r), η∞(r) 6 1 для 0 6 r, η1

0(r) = 1 для r 6 1,

supp η1
0 ⊂ [0, 2).





(2.3.52)

Введем также функции ηi
0 (i = 0, 2) такие, что

ηi
0 ∈ C∞(R+), 0 6 ηi

0(r) 6 1 для 0 6 r,

η0
0(r)η

1
0(r) ≡ η1

0(r) для 0 6 r, supp η0
0 ⊂ [0, 2),

η2
0(r) = 1 для r 6 3R0, supp η2

0 ⊂ [0, 4R0).





(2.3.53)

Здесь R0 = χM(χm)−1, χm = min
ζ,η
{χζη, 1} и χM = max

ζ,η
{χζη, 1};

ζ = (ρ, µ, k) : ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N, и s = 1, . . . , Sζ .

Для функций с носителями на некотором компакте нормы в простран-
ствах Ek

a(θ) и Hk
a (θ) — эквивалентны. Поэтому в силу теоремы 2.1.1 для
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всех v ∈ El+2m,N
a (θ) мы имеем

‖η1
0v‖El+2m,N

a (θ) 6 k1‖η1
0v‖H l+2m,N

a (θ) 6

6 k2‖L(0)(η1
0v)‖Hl,N

a (θ,γ) 6 k2‖L(0)(η1
0v)‖E l,N

a (θ,γ) 6

6 k3

(
‖L(ω)(η1

0v)‖E l,N
a (θ,γ) + ‖η2

0v‖El+2m−1,N
a (θ)

)
. (2.3.54)

Используя формулу Лейбница и формулы (2.3.3), (2.3.4), из (2.3.54) мы
получим

‖η1
0v‖El+2m,N

a (θ) 6 k4

(
‖η1

0(r)L(ω)v(y)‖E l,N
a (θ,γ) + ‖η2

0v‖El+2m−1,N
a (θ) + I(v)

)
,

где

I(v) =
∑

ζ,β,η

∥∥∥∥
(

η1
0(χζηr)− η1

0(r)

)
×

×
(

ωβr−mρµ+|β|(rDr)
qB1β

ζη vk

)
(ϕ, χζηr)

∣∣∣
γρ

∥∥∥∥
E

l+2m−mρµ−1/2
a (γρ)

.

Пусть ψ0 — вещественнозначная функция такая, что

ψ0 ∈
.

C∞(R2), 0 6 ψ0(y) 6 1 (y ∈ R2),

ψ0(y) = 1 для (r, ϕ) ∈ θ1
σ = (R−1

0 /2, 2R0)×
× (d1 + σ, d2 − σ),

ψ0(y) = 0 для (r, ϕ) /∈ θ2
σ = (R−1

0 /3, 3R0)×
× (d1 + σ/2, d2 − σ/2).





(2.3.55)

В силу (2.3.52) мы имеем supp(η1
0(χζηr)−η1

0(r)) ⊂ [χ−1
M , 2χ−1

m ] для всех
ζ и η. Если r ∈ [χ−1

M , 2χ−1
m ], то аргумент χζηr функции (B1β

ζη vk)(ϕ, χζηr)

принадлежит интервалу [χmχ−1
M , 2χ−1

m χM ]. Поэтому, используя те же рас-
суждения, что и в доказательстве неравенства (2.3.6) и определении ψ0,

мы получим

I(v) = k5‖v‖El+2m,N
a (θ1

σ) 6 k5‖ψ0v‖El+2m,N
a (θ). (2.3.56)

Из последних двух неравенств следует, что

‖η1
0v‖El+2m,N

a (θ) 6 k6
(‖η1

0(r)L(ω)v(y)‖E l,N
a (θ,γ)+

+ ‖η2
0v‖El+2m−1,N

a (θ) + ‖ψ0v‖El+2m,N
a (θ)

)
. (2.3.57)
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Поскольку ψ0v ∈ W l+2m,N(θ) и ψ0v удовлетворяет однородным усло-
виям Дирихле, в силу леммы C.3 мы имеем

‖ψ0v‖El+2m,N
a (θ) 6 k7‖ψ0v‖W l+2m,N (θ) 6

6 k8
(‖A(Dy, 0)(ψ0v)‖W l,N (θ) + ‖ψ0v‖LN

2 (θ)
)
. (2.3.58)

Из (2.3.58), формулы Лейбница и эквивалентности норм для функций
с носителями на supp ψ0 в пространствах W l,N(θ) и El,N

a (θ), мы имеем

‖ψ0v‖El+2m,N
a (θ) 6 k9

(
‖ψ0A(Dy, ω)v‖El,N

a (θ) + ‖η2
0v‖El+2m−1,N

a (θ)

)
. (2.3.59)

Из формул (2.3.57) и (2.3.59) следует, что

‖η1
0v‖El+2m,N

a (θ) 6 k10

(
‖η2

0L(ω)v‖E l,N
a (θ,γ) + ‖η2

0v‖El+2m−1,N
a (θ)

)
. (2.3.60)

2. Теперь мы оценим норму ‖η∞v‖El+2m,N
a (θ).

2a. Пусть ξi
0 = ξi

0(r) (i = 1, 2) — неотрицательные функции такие, что

ξi
0 ∈

.
C∞(R+), ξi

0(r) 6 1 (0 6 r), supp ξ1
0 ⊂ (1/2, 2),

supp ξ2
0 ⊂ (R−1

0 /4, 4R0), ξ2
0(r) = 1 (r ∈ [R−1

0 /3, 3R0]),

max
i

max
06j6l+2m

max
r
|(ξi

0)
(j)(r)| 6 C,





(2.3.61)

где C > 1 не зависит от ξi
0 (i = 1, 2).

Обозначим Θb = {x = (y, z) ∈ Θ : |z| < b}, Γb
ρ = {x = (y, z) ∈ Γρ :

|z| < b} и Γb = {Γb
1, Γ

b
2}.

Введем пространство вектор-функций

W l,N(Θb, Γb) = W l(Θb)×
∏
ρ,µ

W l+2m−mρµ−1/2(Γb
ρ).

Используя срезающие функции и формулу Лейбница, из леммы C.3 и
формулы (2.3.61) мы получим следующую оценку:

‖ξ1
0u‖W l+2m,N (Θ1) 6 k11

(‖ξ1
0L0(Dz)u‖W l,N (Θ2,Γ2) + C‖ξ2

0u‖W l+2m−1,N (Θ2)
)

6

6 k11

(
‖ξ1

0L(Dz)u‖W l,N (Θ2,Γ2) +
∑
ρ,µ

∥∥∥∥∥
∑

k

ξ1
0B

1
ρµkuk

∣∣
Γ2

ρ

∥∥∥∥∥
W l+2m−mρµ−1/2(Γ2

ρ)

+

+ C‖ξ2
0u‖W l+2m−1,N (Θ2)

)
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для любого u ∈ W l+2m,N(Θ2) и любых функций ξ2
0 , ξ1

0 , удовлетворяю-
щих (2.3.61), где постоянные k11, k12, . . . > 0 не зависят от u, ξ1

0 , ξ2
0 .

Рассуждая, как в доказательстве неравенства (2.3.6), мы имеем
∥∥∥ξ1

0B
1
ρµkuk

∣∣
Γ2

ρ

∥∥∥
W l+2m−mρµ−1/2(Γ2

ρ)
6 k12C‖ψ0uk‖W l+2m(Θ2),

ср. оценку (2.3.56).
Из последних двух неравенств, леммы C.3, формулы Лейбница и со-

отношений (2.3.61) следует, что

‖ξ1
0u‖W l+2m,N (Θ1) 6

6 k13
(‖ξ1

0L(Dz)u‖W l,N (Θ2,Γ2) + C‖A(ψ0u)‖W l,N (Θ3) + C‖ξ2
0u‖W l+2m−1,N (Θ3)

)

6 k14C
(‖ξ2

0L(Dz)u‖W l,N (Θ3,Γ3) + ‖ξ2
0u‖W l+2m−1,N (Θ3)

)
, (2.3.62)

где ψ0 ∈
.

C∞(R2) —фиксированная функция, заданная по формуле (2.3.55).
2b. Подставим функцию u(y, z) = eiε−1(ω,z)vε(y) в (2.3.62), где

0 < ε 6 1, vε(y) = v(ε−1y) ∈ W l+2m,N(Ωχ2), Ωχj = {y ∈ θ :

r ∈ (R−j
0 /4, 4Rj

0)}, j = 1, 2. Введем нормы ||| · |||W l+2m,N (θ) и ||| · |||W l,N (θ,γ)

по формулам

|||w|||W t,N (Ω) =

{∑
j

|||wj|||2W t(Ω)

}1/2

,

|||f |||W l,N (θ,γ) =

{∑
j

|||f0j|||2W l(θ) +
∑
ρ,µ

|||fρµ|||2W l+2m−mρµ−1/2(γρ)

}1/2

,

где Ω = θ, γ1, γ2, t > 0, w = (w1, . . . , wN), f = (f01, . . . , f0N , f11, . . . , f1,mN ,
f21, . . . , f2,mN), ср. (C.20), (C.21) для λ = ε−1, норма ||| · |||W t(Ω) задана по
формуле (2.3.48).

Докажем следующую оценку:

|||ξ1
0v

ε|||2W l+2m,N (θ) 6

6 k15C
2
(
|||ξ2

0L(ε−1ω)vε|||2W l,N (θ,γ) + |||ξ2
0v

ε|||2W l+2m−1,N (θ)

)
. (2.3.63)

Обозначим V ε
ρ = ξ2

0
(
B0

ρ(Dy, ε
−1ω) + B1

ρ(r,Dr, ε
−1ω)

)
vε

∣∣
γρ

. Аналогично
теореме B.6 легко показать, что для любых 0 < ε 6 1, ω ∈ Sn−3 и
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vε ∈ W l+2m,N(Ωχ2) существует wε
ρ ∈

∏
µ

W l+2m−mρµ(Ωχ1) такое, что

wε
ρ

∣∣
γρ

= V ε
ρ (2.3.64)

и
|||wε

ρ|||∏
µ

W l+2m−mρµ(Ωχ1) 6 k16|||V ε
ρ |||∏

µ
W l+2m−mρµ−1/2(γρ), (2.3.65)

где k16 > 0 не зависит от vε, ε и ω.

Из интерполяционного неравенства (B.20) и соотношений (2.3.64), (2.3.65)
вытекает, что

‖ξ2
0L(Dz)u‖W l,N (Θ3,Γ3) 6

6 k17

{
l∑

j=0

ε−(l−j)‖ξ2
0A(Dy, ε

−1ω)vε‖W j,N (Ωχ1)+

+
∑
ρ,µ

l+2m−mρµ∑

k=0

ε−(l+2m−mρµ−k)‖wε
ρµ‖W k(Ωχ1)

}
6

6 k18

{
|||ξ2

0A(Dy, ε
−1ω)vε|||W l,N (Ωχ1) +

∑
ρ,µ

|||wε
ρµ|||W l+2m−mρµ(Ωχ1)

}
6

6 k19|||ξ2
0L(ε−1ω)vε|||W l,N (θ,γ), (2.3.66)

где wε
ρ = (wε

ρ1, . . . , w
ε
ρ,mN).

Аналогично (B.20) мы получим также

‖ξ2
0u‖W l+2m−1,N (Θ3) 6 k20|||ξ2

0v
ε|||W l+2m−1,N (θ). (2.3.67)

Очевидно, также, что

|||ξ1
0v

ε|||W l+2m,N (θ) 6 k21‖ξ1
0u‖W l+2m,N (Θ1). (2.3.68)

Неравенства (2.3.62), (2.3.66)–(2.3.68) дают нам (2.3.63).
2c. Введем новые переменные y′ = ε−1y и r′ = ε−1r. Обозначим

ξ1ε(r′) = ξ1
0(εr

′) и ξ2ε(r′) = ξ2
0(εr

′).

Из леммы 2.3.2 следует, что

‖ξ1ε(r′)v(y′)‖2
W l+2m,N (θ) 6 k22ε

2(l+2m−1)|||ξ1
0(r)v

ε(y)|||2W l+2m,N (θ) (2.3.69)
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ε2(l+2m−1)|||ξ2
0(r)v

ε(y)|||2W l+2m−1,N (θ) 6
6 k23ε

2‖ξ2ε(r′)v(y′)‖2
W l+2m−1,N (θ). (2.3.70)

Переходя к переменным y′ = ε−1y и вновь используя лемму 2.3.2, мы
получим

ε2(l+2m−1)|||ξ2
0(r)Ajk(Dy, ε

−1ω)vε
k(y)|||2W l,N (θ) 6

6 k24ε
2m‖ξ2ε(r′)ε−2mAjk(Dy′, ω)vk(y

′)‖2
W l,N (θ). (2.3.71)

Аналогично, переходя к переменным y′ = ε−1y, в силу лемм 2.3.4
и 2.3.3, мы выводим

ε2(l+2m−1)
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ξ2

0(r)

(
B0

ρµk(Dy, ε
−1ω)+

+ B1
ρµk(r, rDr, ε

−1ω)

)
vε

k(y)
∣∣
γρ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

W l+2m−mρµ−1/2(γρ)
6

6 k25ε
2mρµ

∥∥∥∥ξ2ε(r′)ε−mρµ

(
B0

ρµk(Dy′, ω)+

+ B1
ρµk(r

′, r′Dr′, ω)

)
vk(y

′)
∣∣
γρ

∥∥∥∥
2

W l+2m−mρµ−1/2(γρ)
. (2.3.72)

Умножая обе части (2.3.63) на ε2(l+2m−1) и используя (2.3.69)–(2.3.72),
мы имеем

‖ξ1εv‖2
W l+2m,N (θ) 6

6 k26C
2
(
‖ξ2εL(ω)v‖2

W l,N (θ,γ) + ε2‖ξ2εv‖2
W l+2m−1,N (θ)

)
. (2.3.73)

Пусть ξ1
k и ξ2

k (k = 1, 2, . . .) — неотрицательные функции такие, что

ξ1
k, ξ

2
k ∈

.
C∞(R+), ξ1

k(r), ξ
2
k 6 1 (0 6 r),

∞∑
k=1

ξ1
k(r) ≡ 1 (r ∈ [2, +∞)),

supp ξ1
k ⊂ (2k−1, 2k+1), supp ξ2

k ⊂ (R−1
0 2k−2, R02

k+2),

ξ2
k(r) = 1 (r ∈ (R−1

0 2k/3, 3R0 · 2k)),

max
i

max
r
|(ξi

k)
(j)(r)| 6 C12

−jk





(2.3.74)

для всех k = 1, 2, . . . и j = 0, 1, . . . , l + 2m, где C1 > 0 не зависит от k.
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Положим ε = 2−k (k = 1, 2, . . .). В силу (2.3.74) функции
ξ1
0(r) = ξ1

k(2
kr) и ξ2

0(r) = ξ2
k(2

kr) удовлетворяют условиям (2.3.61) с кон-
стантой C = C1, которая не зависит от k. Поэтому, умножая (2.3.73) на
22ak и подставляя ξ1ε(r′) = ξ1

k(r
′) и ξ2ε(r′) = ξ2

k(r
′), мы получим

‖ξ1
kv‖2

El+2m,N
a (θ) 6 k27

(
‖ξ2

kL(ω)v‖2
E l,N

a (θ,γ) + ‖ξ2
kv‖2

El+2m−1,N
a−1 (θ)

)
.

3. Теперь мы можем доказать априорную оценку (2.3.46).

Пусть η∞(r) =
∞∑

k=1
ξ1
k(r), и пусть η1

0(r) = 1 − η∞(r). Тогда функции

η1
0(r) и η∞(r) удовлетворяют условиям (2.3.52). Суммируя обе части по-

следнего неравенства по k = 1, 2, . . . , в силу лемм 1.2.1 и 1.2.3 получим

‖η∞v‖2
El+2m,N

a (θ) 6 k28

(
‖ξ∞L(ω)v‖2

E l,N
a (θ,γ) + ‖ξ∞v‖2

El+2m−1,N
a−1 (θ)

)
, (2.3.75)

где ξ∞ ∈ C∞(R), ξ∞(r) = 0 (r ∈ (−∞, R−1
0 /4]), ξ∞(r) = 1 (r ∈ [R−1

0 /2, +∞)).
Обозначим ξ0

∞(r) = ξ∞(r) − ξ∞(r − R1), где R1 > 2 будет выбрано
ниже. Поскольку supp ξ∞(r −R1) ⊂ (R1, +∞), мы имеем

‖ξ∞v‖El+2m−1,N
a−1 (θ) 6 ‖ξ0

∞(r)v(y)‖El+2m−1,N
a−1 (θ)+‖ξ∞(r−R1)v(y)‖El+2m−1,N

a−1 (θ) 6

6 ‖ξ0
∞v‖El+2m−1,N

a−1 (θ) + R−1
1 ‖ξ∞(r −R1)v‖El+2m,N

a (θ) 6

6 k29

(
‖ξ0
∞v‖El+2m−1,N

a (θ) + R−1
1 ‖η∞v‖El+2m,N

a (θ)

)
.

Выбирая R1 достаточно большим, из (2.3.75) и из последнего неравенства
мы выводим

‖η∞v‖El+2m,N
a (θ) 6 k30

(
‖ξ∞L(ω)v‖E l,N

a (θ,γ) + ‖ξ0
∞v‖El+2m−1,N

a (θ)

)
. (2.3.76)

Пусть R = max{4R0, R1+R−1
0 /2}. Поскольку supp η2

0, supp ξ0
∞ ⊂ [0, R],

из неравенств (2.3.60), (2.3.76) следует, что

‖v‖El+2m,N
a (θ) 6 k31

(
‖L(ω)v‖E l,N

a (θ,γ) + ‖v‖El+2m−1,N
a (θ∩BR)

)
.

Таким образом, априорная оценка (2.3.46) доказана.

Фредгольмова разрешимость нелокальных задач
с параметром в плоских углах

В этом пункте мы докажем, что оператор L(ω), соответствующий зада-
че (2.3.13), (2.3.14) — фредгольмов. Доказательство будет основано на
лемме 2.3.1 и следующем утверждении.
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Лемма 2.3.5. Пусть выполнены условия 2.3.1–2.3.3, и пусть прямая
Im λ = h не содержит собственных значений оператор-функции
λ 7→ L̂(λ).

Тогда для каждого ω ∈ Sn−3 оператор L(ω) имеет правый регуляри-
затор R(ω) : E l,N

a (θ, γ) → El+2m,N
a (θ).

Доказательство этого утверждения будет дано ниже.

Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия 2.3.1–2.3.3. Тогда оператор
L(ω) : El+2m,N

a (θ) → E l,N
a (θ, γ)—фредгольмов для любого ω ∈ Sn−3 то-

гда и только тогда, когда прямая Im λ = h не содержит собственных
значений оператор-функции λ → L̂(λ).

Доказательство. Необходимость. Для функций с носителями в
θ0
2 = θk ∩ B2, нормы в пространствах Hk

a (θ) и Ek
a(θ) эквивалентны. По-

этому, рассуждая как в доказательстве следствия 2.2.4, мы выводим, что
образ R(L(ω)) не замкнут в E l,N

a (θ, γ), если прямая Im λ = h содержит
собственные значения оператор-функции λ → L̂(λ).

Достаточность.Достаточность следует из теоремы A.5, теоремы 1.3.1
и лемм 2.3.1, 2.3.5.

Доказательство леммы 2.3.5. Доказательство состоит из трех шагов.
Вначале мы покажем, что оператор L−1(0) является правым регуляриза-
тором для оператора L(ω) в окрестности 0 с точностью до некоторого опе-
ратора, квадрат которого является компактным оператором. Затем мы
построим операторы Rk(ω), которые являются правыми регуляризатора-
ми для L(ω) в кольцевых сегментах θk = {(ϕ, r) ∈ θ : 2k−1 < r < 2k+1}
(k = 1, 2 . . .) с точностью до некоторых операторов. Квадраты этих опе-
раторов компактны и имеют малые нормы. Наконец, на третьем шаге мы
построим регуляризатор для L(ω), используя операторы L−1(0) и Rk(ω).

1. В силу теоремы 2.1.1, существует ограниченный обратный оператор
L−1(0) : Hl,N

a (θ, γ) → H l+2m,N
a (θ). Поэтому для любого f ∈ E l,N

a (θ, γ) мы
имеем

L(ω)R0f = L(0)η0
0L

−1(0)(η1
0f) + T0

0(ω)(η1
0f), (2.3.77)

117



где
R0 = η0

0L
−1(0)η1

0, T0
0(ω) = (L(ω)− L(0)) η0

0L
−1(0),

функции η1
0 и η0

0, η2
0 заданы по формулам (2.3.52) и (2.3.53) соответствен-

но. Очевидно, suppT0
0(ω)(η1

0f) ⊂ θ∩B2R0
. Следовательно η2

0T
0
0(ω)(η1

0f) =

T0
0(ω)(η1

0f).

Из эквивалентности норм в пространствах Ek
a(θ) и Hk

a (θ) для функций
с носителями в B2R0

, теоремы 1.3.1 и следствия 1.3.1 о компактности
операторов вложения в весовых пространствах, следует, что оператор
T0

0η
1
0 : E l,N

a (θ, γ) → E l,N
a (θ, γ)—компактный.

Используя формулу Лейбница и принимая во внимание различные
растяжения и сжатия аргументов функции η0

0, из (2.3.77) мы выводим

L(ω)R0f = η1
0f + T1

0(ω)(η1
0f) + T2

0(η
1
0f), (2.3.78)

где T1
0(ω)η1

0 : E l,N
a (θ, γ) → E l,N

a (θ, γ) — компактный оператор,

T2
0(η

1
0f) =

=



0,

∑

k,η

(
η0

0(χζηr)− η0
0(r)

) (
r−mρµ(rDr)

qB10
ζηvk

)
(ϕ, χζηr)

∣∣
γρ



 , (2.3.79)

vk = (L−1(0)(η1
0f))k.

Очевидно, suppT1
0(ω)(η1

0f), suppT2
0(η

1
0f) ⊂ θ ∩ B2R0

. Следователь-
но, η2

0T
1
0(ω)(η1

0f) = T1
0(ω)(η1

0f) и η2
0T

2
0(ω)(η1

0f) = T2
0(ω)(η1

0f). Поэтому
(2.3.78) принимает вид

L(ω)R0f = η1
0f + η2

0T
1
0(ω)(η1

0f) + η2
0T

2
0(η

1
0f). (2.3.80)

Ниже мы докажем, что (η2
0T

2
0η

1
0)

2 : E l,N
a (θ, γ) → E l,N

a (θ, γ) — компакт-
ный оператор.

2. Построим теперь правые регуляризаторы Rk(ω) для оператора L(ω)

в концевых сегментах θk.

2a. Введем неотрицательные функции ξi
0 = ξi

0(r) (i = 0, 1, 2) такие,
что
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ξi
0 ∈

.
C∞(R+), max

i
max

06j6l+2m
max

r

∣∣(ξi
0)

(j)(r)
∣∣ 6 C,

ξi
0(r) 6 1 (0 6 r), supp ξt

0 ⊂ (1/2, 2) (t = 0, 1),

ξ0
0(r)ξ

1
0(r) ≡ ξ1

0(r) для r ∈ (1/2, 2),

ξ2
0(r) = 1 для r ∈ [R−1

0 /3, 3R0], supp ξ2
0 ⊂ (R−1

0 /4, 4R0),





(2.3.81)

где C > 1 не зависит от ξi
0 (i = 0, 1, 2), ср. (2.3.61).

Поскольку оператор L0(ε
−1ω) непрерывно зависит от ω ∈ Sn−3, мы

можем применить теорему C.8 для эллиптических задач с параметром
λ = ε−1. Поэтому для любых 0 < ε 6 1 и ω ∈ Sn−3 существует линей-
ный ограниченный оператор (в норме ||| · |||) R1(ε, ω) : W l,N(ω0, γ0) →
W l+2m,N(θ) такой, что

L0(ε
−1ω)ξ0

0R1(ε, ω)(ξ1
0f) = ξ1

0f + ξ2
0T

1
1(ε, ω)(ξ1

0f)

(f ∈ W l,N(θ0, γ0)), (2.3.82)

где θ0 = {(ϕ, r) ∈ θ : 1/2 < r < 2}, γ0
ρ = {(ϕ, r) ∈ γρ : 1/2 < r < 2}

и γ0 = {γ0
1 , γ

0
2}, ξ2

0T
1
1(ε, ω)ξ1

0 = T1
1(ε, ω)ξ1

0 : W l,N(θ0, γ0) → W l,N(θ, γ) —
компактный оператор и

|||ξ2
0T

1
1(ε, ω)ξ1

0||| 6 k1C
2ε, (2.3.83)

k1, k2, . . . > 0 не зависят от ε > 0 и ω ∈ Sn−3.

Из (2.3.82) мы получим

L(ε−1ω)ξ0
0R1(ε, ω)(ε1

0f) =

= ξ1
0f + ξ2

0T
1
1(ε, ω)(ξ1

0f) + ξ2
0T

2
1(ε, ω)(ξ1

0f), (2.3.84)

где

ξ2
0T

2
1(ε, ω)(ξ1

0f) = T2
1(ε, ω)(ξ1

0f) = (2.3.85)

=



0, r|β|−mρµ

∑

k,β,η

(
χ
|β|−mρµ

ζη (ε−1ω)β(rDr)
qB1β

ζη uk

)
(ϕ, χζηr)

∣∣
ϕ=dρ



 ,

u = ξ0
0R1(ε, ω)(ξ1

0f), u = (u1, . . . , uN).

Очевидно,

|||ξ2
0T

2
1(ε, ω)(ξ1

0f)|||W l,N (θ,γ) 6 k2C
2|||f |||W l,N (θ0,γ0). (2.3.86)
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2b. Перейдем к переменным y′ = ε−1y и положим ε = 2−k. Пусть ξi
k

(i = 0, 1, 2, k = 1, 2, . . .) — неотрицательные функции такие, что

ξi
k ∈

.
C∞(R+), ξi

k(r) 6 1 (0 6 r),

max
i

max
r

∣∣(ξi
k)

(j)(r)
∣∣ 6 C12

−jk

для всех k = 1, 2, . . . , и j = 0, 1, . . . , l + 2m
∞∑

k=1
ξ1
k(r) = 1 (r ∈ [2, +∞)), supp ξt

k ⊂ (2k−1, 2k+1) (t = 0, 1),

ξ0
k(r)ξ

1
k(r) = ξ1

k(r) (r > 0),

ξ2
k(r) = 1 для r ∈ [R−1

0 2k/3, 3R02
k],

supp ξ2
k ⊂ (R−1

0 2k−2, R02
k+2),





(2.3.87)

где C1 > 0 не зависит от k, ср. (2.3.74).
В силу (2.3.87), функции ξi

0(r) = ξi
k(2

kr) удовлетворяют условиям
(2.3.81) с константой C = C1, которая не зависит от k. Обозначим
θk = {(ϕ, r) ∈ θ : 2k−1 < r < 2k+1}, γk

ρ = {(ϕ, r) ∈ γρ : 2k−1 < r < 2k+1},
γk = {γk

1 , γ
k
2}.

Положим

(Gkv)(y) = v(2ky) (y ∈ θ), (2.3.88)

(Gρkw)(y) = w(2ky) (y ∈ γρ) (2.3.89)

для k = 1, 2, . . . и ρ = 1, 2, ср. (2.3.47), (2.3.50). Очевидно, линейные
операторы Gk : W t(θk) → W t(θ0) и Gρk : W t−1/2(γk

ρ) → W t−1/2(γ0
ρ)—

ограниченные для каждого фиксированного числа t ∈ N. Рассмотрим
линейные ограниченные операторы Gk : W l+2m,N(θk) → W l+2m,N(θ0) и
Gk : W l,N(θk, γk) →W l,N(θ0, γ0), заданные по формулам

Gkv = (Gkv1, . . . , GkvN), (2.3.90)

Gkf = {Gkf01, . . . , Gkf0N , Gρkfρ1, . . . , Gρkfρ,mN}, (2.3.91)

где v = (v1, . . . , vN), f = {f01, . . . , f0N , fρ1, . . . , fρ,mN}.
Обозначим

Rk(ω)f = ξ0
kG

−1
k R1(2

−k, ω)Gk(ξ
1
kFkf), (2.3.92)
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где Fkf = {2k2mf0j, 2
kmρµfρµ}, а оператор R1(ε, ω) определен по форму-

ле (2.3.82).
Поскольку

Rk(ω)f = G−1
k ξ0

0R1(2
−k, ω)ξ1

0GkFkf, (2.3.93)

а оператор R1(2
−k, ω) : W l,N(θ0, γ0) → W l+2m,N(θ) — ограниченный в

норме ||| · |||, в силу лемм 2.3.2, 2.3.3 мы получим

‖Rk(ω)f‖W l+2m,N (θk) 6 k32
−k(l+2m−1)|||R1(2

−k, ω)ξ1
0GkFkf |||W l+2m,N (θ0) 6

6 k42
−k(l+2m−1)|||GkFkf |||W l,N (θ0,γ0) 6

6 k52
−k(l+2m−1)

(
2k(l−1)

∑

j

‖2k2mf0j‖W l(θk)+

+ 2k(l+2m−mρµ−1)
∑
ρ,µ

‖2kmρµfρµ‖W l+2m−mρµ−1/2(γk
ρ )

)
6

6 k6‖f‖W l,N (θk,γk), (2.3.94)

где k3, k4, . . . > 0 не зависят от k и f .
Поэтому операторы Rk : W l,N(θk, γk) → W l+2m(θk)— ограниченные.
Переходя к переменным y = 2−ky′ в операторе L(ω), мы имеем

L(ω)v(y′) =

{∑
t

Ajt(Dy′, ω)vt(y
′),

∑
t

(
B0

ρµt(Dy′, ω)vt(y
′)+

+ B1
ρµt(r

′, r′Dr′, ω)vt(y
′)
)∣∣∣

γρ

}
=

=

{
2−k2m

∑
t

Ajt(Dy, 2
kω)vt(2

ky), 2−kmρµ

∑
t

(
B0

ρµt(Dy, 2
kω)vt(2

ky) +

+ B1
ρµt(r, rDr, 2

kω)vt(2
ky)

) ∣∣∣
γρ

}
= F−1

k L(2kω)v(2ky),

т.е. L(ω) = G−1
k F−1

k L(2kω)Gk. Следовательно,

L(ω)G−1
k = G−1

k F−1
k L(2kω). (2.3.95)

В силу (2.3.93), (2.3.95), (2.3.84) мы имеем
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L(ω)Rk(ω)f = G−1
k F−1

k L(2kω)ξ0
0R1(2

−k, ω)ξ1
0GkFkf =

= G−1
k ξ1

0Gkf +
∑
j=1,2

G−1
k F−1

k ξ2
0T

j
1(2

−k, ω)ξ1
0GkFkf =

= ξ1
kf +

∑
j=1,2

ξ2
kT

j
k(ω)ξ1

kf, (2.3.96)

где
Tj

k(ω) = G−1
k F−1

k Tj
1(2

−k, ω)GkFk (j = 1, 2).

Оценим теперь нормы операторов

GkFk, G−1
k F−1

k : W l,N(θ, γ) →W l,N(θ, γ).

Заметим, что оператор GkFk действует из пространства W l,N(θ, γ) с
обычной нормой ‖ · ‖W l,N (θ,γ) в пространство W l,N(θ, γ) с нормой
||| · |||W l,N (θ,γ), зависящей от параметра ε−1 = 2k, см. часть 2b доказатель-
ства леммы 2.3.1. Обратно, оператор G−1

k F−1
k действует из пространства

W l,N(θ, γ) с нормой ||| · |||W l,N (θ,γ) в пространство W l,N(θ, γ) с нормой
‖ · ‖W l,N (θ,γ). Из лемм 2.3.2, 2.3.3 следует, что

‖GkFk‖ 6 k72
k(l+2m−1), (2.3.97)

‖G−1
k F−1

k ‖ 6 k72
−k(l+2m−1). (2.3.98)

Из (2.3.97), (2.3.98), (2.3.83) и из равенства

ξ2
kT

j
k(ω)ξ1

k = G−1
k F−1

k ξ2
0T

j
1(2

−k, ω)ξ1
0GkFk (j = 1, 2)

вытекает, что
‖ξ2

kT
1
k(ω)ξ1

k‖ 6 k82
−k. (2.3.99)

Аналогично из (2.3.97), (2.3.98), (2.3.86) мы получим

‖ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

k‖ 6 k9. (2.3.100)

Более того, оператор ξ2
kT

1
k(ω)ξ1

k : W l,N(θk, γk) → W l,N(θ, γ)—ком-
пактный.

2c. Рассмотрим теперь оператор ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

kT
2
t (ω)ξ1

t , где t, k ∈ N.
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Пусть k0 ∈ N удовлетворяет условию 2k0 > R0. Тогда для любых
t, k ∈ N таких, что |t− k| > k0 + 3, мы имеем

(2k−1, 2k+1) ∩ (R−1
0 2t−2, R02

t+2) = ∅. (2.3.101)

В силу (2.3.85) suppT2
t (ω)ξ1

t f ⊂ (R−1
0 2t−2, R02

t+2). Поскольку
supp ξ1

k ⊂ (2k−1, 2k+1), из (2.3.101) следует, что

ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

kT
2
t (ω)ξ1

t = 0 для |t− k| > k0 + 3. (2.3.102)

Определим функцию ψ0 ∈
.

C∞(R2) по формуле (2.3.55). Тогда, исполь-
зуя те же рассуждения, что и в доказательстве неравенства (2.3.6), мы
получим

|||ξ2
0T

2
1(2

−k, ω)(ξ1
0f)|||W l,N (θ,γ) 6 k10|||ψ0u|||W l+2m,N (θ2

σ), (2.3.103)

ср. также (2.3.56), где u = ξ0
0R1(2

−k, ω)(ξ1
0f), θ2

σ = {(r, ϕ) ∈ θ : R−1
0 /3 <

r < 3R0, d1 + σ/2 < ϕ < d2 − σ/2}.
Из неравенства (2.3.103), теоремы C.8, формулы Лейбница и интерпо-

ляционного неравенства (B.20) для всех k = 1, 2, . . . мы имеем

|||ξ2
0T

2
1(2

−k, ω)(ξ1
0f)|||W l,N (θ,γ) 6

6 k11|||A(2kω)(ψ0u)|||W l,N (θ2
σ) + |||ψ0u|||W l+2m−1,N (θ2

σ) 6
6 k12

(|||A(2kω)u|||W l,N (θ2
σ) + |||u|||W l+2m−1,N (θ2

σ)
)
. (2.3.104)

Из формул (2.3.82), (2.3.85) следует, что

A(2kω)(ξ0
0R1(2

−k, ω)(ξ1
0g)) = ξ2

0T
3
1(2

−k, ω)(ξ1
0g), (2.3.105)

где g = GkFkG−1
t F−1

t T2
1(2

−t, ω)(ξ1
0f), а операторы

T3
1(2

−k, ω) : W l,N(θ0, γ0) → W l,N(θ) и
T4

1(2
−k, ω) : W l,N(θ0, γ0) → ∏

ρ,µ
W l+2m−mρµ−1/2(γ) заданы по формуле

T1
1(2

−k, ω)f = (T3
1(2

−k, ω)f,T4
1(2

−k, ω)f),

k, t ∈ N. Очевидно, оператор ξ2
0T

3
1(2

−k, ω)ξ1
0 : W l,N(θ0, γ0) → W l,N(θ) —

компактный.

123



Подставляя g вместо f и w = ξ0
0R1(2

−k, ω)(ξ1
0g) вместо u в (2.3.104), в

силу (2.3.105) мы имеем

|||ξ2
0T

2
1(2

−k, ω)ξ1
0GkFkG−1

t F−1
t T2

1(2
−t, ω)(ξ1

0f)|||W l,N (θ,γ) 6

6 k12

(
|||ξ2

0T
3
1(2

−k, ω)(ξ1
0g)|||W l,N (θ2

σ)+

+ |||ξ0
0R1(2

−k, ω)(ξ1
0g)|||W l+2m−1,N (θ2

σ)

)
(2.3.106)

для любого ω ∈ Sn−3 и k, t ∈ N таких, что |t− k| 6 k0 + 3.

Из неравенства (2.3.106), компактности оператора ξ2
0T

3
1(2

−k, ω)ξ1
0 :

W l,N(θ0, γ0) → W l,N(θ) и компактности оператора вложения W l+2m,N(θ2
σ)

в W l+2m−1(θ2
σ) следует, что оператор

ξ2
0T

2
1(2

−k, ω)ξ1
0GkFkG−1

t F−1
t T2

1(2
−t, ω)ξ1

0 : W l,N(θ0, γ0) →W l,N(θ, γ) −

компактный. Поэтому операторы

ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

kT
2
t (ω)ξ1

t : W l,N(θt, γt) →W l,N(θ, γ) −

компактные.
Оценим теперь норму оператора ξ2

kT
2
k(ω)ξ1

kT
2
t (ω)ξ1

t при |t−k| 6 k0+3.

Из (2.3.106), (2.3.97), (2.3.98), (2.3.83), (2.3.86) и интерполяционного нера-
венства (B.20) выводим

‖ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

kT
2
t (ω)ξ1

t ‖ 6 k132
−k при |t− k| 6 k0 + 3. (2.3.107)

Аналогично равенству (2.3.102) мы можем показать, что

ξ2
kT

i
k(ω)ξ1

kT
j
t(ω)ξ1

t = 0 при i, j = 1, 2; |t− k| > k0 + 3, (2.3.108)

η2
0T

i
0(ω)η1

0T
j
t(ω)ξ1

t = 0 при i, j = 1, 2; t > k0 + 3. (2.3.109)

Очевидно, справедливо следующее неравенство:

k142
ak‖w‖W s(θk) 6 ‖w‖Es

a(θk) 6 k152
ak‖w‖W s(θk).

Из этого неравенства, а также из неравенств (2.3.94), (2.3.97), (2.3.98)
и леммы 1.2.2 следует, что операторы Rk(ω) : E l,N

a (θk, γk) → El+2m,N
a (θk)
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и ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

k : E l,N
a (θk, γk) → E l,N

a (θ, γ)—равномерно ограничены отно-
сительно ω ∈ Sn−3, а операторы ξ2

kT
1
k(ω)ξ1

k : E l,N
a (θk, γk) → E l,N

a (θ, γ),

ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

kT
2
t (ω)ξ1

t : E l,N
a (θt, γt) → E l,N

a (θ, γ)—компактные. При этом в со-
ответствующих пространствах выполняются неравенства (2.3.99), (2.3.100),
(2.3.107).

Аналогично можно доказать, что операторы
(
η2

0T
2
0η

1
0
)2

, η2
0T

2
0(ω)η1

0T
2
k(ω)ξ1

k,

ξ2
kT

2
k(ω)ξ1

kT
2
0(ω)η1

0 : E l,N
a (θ, γ) → E l,N

a (θ, γ)—компактны.
3. Наконец мы построим правый регуляризатор R(ω) для оператора

L(ω).

3a. Положим η1
0(r) = 1 −

∞∑
k=1

ξ1
k(r). Очевидно, функция η1

0 удовлетво-

ряет условиям (2.3.52). Обозначим

G(ω) =
∞∑

k=1

Rk(ω). (2.3.110)

Докажем, что операторный ряд в правой части (2.3.110) сильно схо-
дится.

Очевидно, для всех M1,M2 ∈ N, M1 < M2, мы имеем
∥∥∥∥∥

M2∑

k=M1

Rk(ω)f

∥∥∥∥∥

2

El+2m,N
a (θ)

=

(∑

k

Rk(ω)f,
∑

t

Rt(ω)f

)

El+2m,N
a (θ)

,

где f ∈ E l,N
a (θ, γ) — произвольная фиксированная функция.

Из формул (2.3.87), (2.3.92) следует, что

(Rk(ω)f,Rt(ω)f)El+2m,N
a (θ) = 0 для |t− k| > 1.

Поэтому, используя равномерную ограниченность операторов Rk(ω) от-
носительно ω ∈ Sn−3, мы имеем

∥∥∥∥∥
∑

k

Rk(ω)f

∥∥∥∥∥

2

El+2m,N
a (θ)

6 3
∑

k

‖Rk(ω)f‖2
El+2m,N

a (θ) 6

6 k16

∑

k

‖f‖2
El+2m,N

a (θk) 6 k17 ‖f‖2
El+2m,N

a (
⋃
k

θk) ,

где k = M1, . . . , M2. Правая часть последнего неравенства стремится к

нулю при M1 → ∞. Следовательно, ряд
∞∑

k=0
Rk(ω)f сходится к G(ω)f,

где G(ω) : E l,N
a (θ, γ) → El+2m,N

a (θ) — линейный ограниченный оператор.
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3b. Из (2.3.80), (2.3.96) следует, что

L(ω)G(ω) = I + Tp1(ω)−Tp2(ω), (2.3.111)

где

Tp1 = η2
0T

1
0(ω)η1

0 + η2
0T

2
0(ω)η1

0 +

p∑

k=1

ξ2
k(T

1
k(ω) + T2

k(ω))ξ1
k, (2.3.112)

Tp2 = −
∞∑

k=p+1

ξ2
k(T

1
k(ω) + T2

k(ω))ξ1
k. (2.3.113)

Оператор Tp1(ω) состоит из суммы конечного числа операторов таких,
что или они компактны, или их произведение — компактный оператор.
Следовательно оператор (Tp1(ω))2 : E l,N

a (θ, γ) → E l,N
a (θ, γ)—компакт-

ный для любых p > 1 и ω ∈ Sn−3.

Очевидно, для любых t, k ∈ N таких, что |t− k| > 2k0 + 4, мы имеем
(
R−1

0 2k−2, R02
k+2) ∩ (

R−1
0 2t−2, R02

t+2) = ∅, (2.3.114)

ср. (2.3.101).
В силу (2.3.99), (2.3.100), (2.3.114) ряд в правой части (2.3.113) схо-

дится сильно и равномерно по ω ∈ Sn−3 и определяет ограниченный
оператор Tp2(ω) : E l,N

a (θ, γ) → E l,N
a (θ, γ). Более того, ‖Tp2(ω)‖ 6 k18, где

k18 > 0 не зависит от ω. Из (2.3.99), (2.3.100), (2.3.107) и (2.3.108) следует,
что для любого δ > 0 найдется p > 1 такое, что

‖ (Tp2(ω))2 ‖ < δ для ω ∈ Sn−3.

Поэтому мы можем выбрать p > 1 так, что ряд Неймана
∞∑

k=0
(Tp2(ω))k

сходится по операторной норме равномерно относительно ω ∈ Sn−3. Сле-
довательно, существует ограниченный обратный оператор

(I−Tp2(ω))−1 =
∞∑

k=0

(Tp2(ω))k .
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3c. Умножая (2.3.111) на (I−Tp2(ω))−1(I−Tp1(ω)), мы получим

L(ω)G(ω)(I−Tp2(ω))−1(I−Tp1(ω)) =

=

[
I + Tp1(ω)

∞∑

k=0

(Tp2(ω))k

]
(I−Tp1(ω)) =

=
[
I + Tp1(ω) + Tp1(ω)Tp2(ω)(I−Tp2(ω))−1] (I−Tp1(ω)) =

= I− (Tp1(ω))2 + Tp1(ω)Tp2(ω)(I−Tp2(ω))−1(I−Tp1(ω)).

Мы доказали, что оператор (Tp1(ω))2 —компактный. С другой сто-
роны, в силу (2.3.108), (2.3.109) оператор Tp1(ω)Tp2(ω) состоит из ко-
нечной суммы компактных операторов. Поэтому оператор Tp1(ω)Tp2(ω)

(I−Tp2(ω))−1(I−Tp1(ω)) также компактный. Мы доказали, что оператор
R(ω) = G(ω)(I−Tp2(ω))−1(I−Tp1(ω)) является правым регуляризато-
ром оператора L(ω).

Разрешимость локальных эллиптических задач
в двугранных углах

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (2.3.1) с краевыми
условиями (2.3.2) для B1

ρ = 0 (ρ = 1, 2).
Предположим, что выполняются условия 2.3.1, 2.3.2.
Определим линейный ограниченный оператор L0(Dz) : H l+2m,N

a (Θ) →
Hl,N

a (Θ, Γ), соответствующий «локальной» эллиптической задаче, по фор-
муле (2.3.9).

Наряду с оператором L0(Dz) мы определим линейный ограниченный
оператор L0(ω) : El+2m,N

a (θ) → E l,N
a (θ, γ), заданный по формуле (2.3.17).

Из теоремы 2.3.1 мы получим следующее утверждение.

Теорема 2.3.3. Пусть выполняются условия 2.3.1, 2.3.2. Тогда отоб-
ражение L0(Dz) : H l+2m,N

a (Θ) → Hl,N
a (Θ, Γ) является изоморфизмом в

том и только в том случае, когда отображение L0(ω) : El+2m,N
a (θ) →

E l,N
a (θ, γ)—изоморфизм для всех ω ∈ Sn−3.

Рассмотрим оператор-функцию

λ 7→ L̂0(λ) ∈ B(W l+2m,N(d1, d2), W l,N [d1, d2]),
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заданную по формуле (2.1.21).
В § 2.1 было доказано, что: (a) для всех λ ∈ C, за исключением

счетного множества собственных значений, оператор L̂0(λ) имеет огра-
ниченный обратный R̂0(λ) = L̂−1

0 (λ) : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2);

(b) оператор-функция λ 7→ R̂0(λ) ∈ B (
(W l,N [d1, d2], W l+2m,N(d1, d2)

)
—

конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция в C.

Из лемм 2.3.1, 2.3.5 и теоремы 2.3.2 получим следующие результаты
для «локальных» эллиптических задач.

Лемма 2.3.6. Пусть выполняются условия 2.3.1, 2.3.2, и пусть пря-
мая Im λ = h = a + 1 − l − 2m не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ L̂0(λ). Тогда для всех v ∈ El+2m,N

a (θ) и ω ∈ Sn−3

мы имеем априорную оценку

‖v‖El+2m,N
a (θ) 6 c0

(
‖L0(ω)v‖E l,N

a (θ,γ) + ‖v‖El+2m−1,N
a (θ∩BR)

)
, (2.3.115)

где c0 > 0 и R > 0 не зависят от v и ω.

Лемма 2.3.7. Пусть выполняются условия леммы 2.3.6. Тогда для лю-
бого ω ∈ Sn−3 оператор L0(ω) имеет правый регуляризатор R0(ω) :

E l,N
a (θ, γ) → El+2m,N

a (θ).

Теорема 2.3.4. Пусть выполняются условия 2.3.1, 2.3.2. Тогда опера-
тор L0(ω) : E l+2m,N

a (θ) → E l ,N
a (θ, γ) — фредгольмов для любого ω ∈ Sn−3

в том и только в том случае, когда прямая Im λ = h не содержит
собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂0(λ).

Пример изоморфизма L(ω)

Пример 2.3.2. Рассмотрим нелокальную задачу

−∆v(x) = f0(x) (x ∈ Θ), (2.3.116)

v(ϕ, r, z)
∣∣
Γ1
− α1v(ϕ + β/2, r, z)

∣∣
Γ1

= f1(x) (x ∈ Γ1),

v(ϕ, r, z)
∣∣
Γ2
− α2v(ϕ− β/2, r, z)

∣∣
Γ2

= f2(x) (x ∈ Γ2).



 (2.3.117)

Здесь Θ = {x = (y, z) ∈ R3 : 0 < ϕ < β, 0 < r, z ∈ R}— трехмерный
двугранный угол, r, ϕ—полярные координаты y, Γ1 = {x ∈ R3 : ϕ = 0,
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0 < r, z ∈ R} и Γ2 = {x ∈ R3 : ϕ = β, 0 < r, z ∈ R}—полуплоско-
сти, α1, α2 ∈ R. Нелокальные условия (2.3.117) означают, что значения
неизвестной функции v на сторонах Γ1 и Γ2 связаны со значениями v на
полуплоскости {x ∈ R2 : ϕ = β/2, 0 < r, z ∈ R}, лежащей внутри угла Θ.

Нелокальные преобразования являются только вращениями в плоскости
y, в то же время преобразования по переменным r и z отсутствуют.

Определим линейный ограниченный оператор

L(Dz) : H2
a(Θ) → H0

a(Θ, Γ) = H0
a(Θ)×H3/2

a (Γ1)×H3/2
a (Γ2)

по формуле

L(Dz)v =

(
−∆v, v(ϕ, r, z)

∣∣
Γ1
− α1v(ϕ + β/2, r, z)

∣∣
Γ1

,

v(ϕ, r, z)
∣∣
Γ2
− α2v(ϕ− β/2, r, z)

∣∣
Γ2

)
,

ср. (2.3.8). Наряду с оператором L(Dz) мы введем линейный ограничен-
ный оператор

L(ω) : E2
a(θ) → E0

a(θ, γ) = E0
a(θ)× E3/2

a (γ1)× E3/2
a (γ2),

заданный по формуле

L(ω)V =

(
−∆yV + V, V (ϕ, r)

∣∣
γ1
− α1V (ϕ + β/2, r)

∣∣
γ1

,

V (ϕ, r)
∣∣
γ2
− α2V (ϕ− β/2, r)

∣∣
γ2

)
,

ср. (2.3.16), где ω = ±1, θ = {y ∈ R2 : 0 < ϕ < β, 0 < r}, γ1 = {y ∈ R2 :

ϕ = 0, 0 < r}, γ2 = {y ∈ R2 : ϕ = β, 0 < r}. Оператор-функция
λ 7→ L̂(λ) ∈ B(W 2(0, β),W0[0, β] = L2(0, β) × C2), соответствующая
оператору L(ω), имеет вид

L̂(λ)u =
(
−uϕϕ + λ2u, u

∣∣
ϕ=0 − α1u

∣∣
ϕ=β/2, u

∣∣
ϕ=β

− α2u
∣∣
ϕ=β/2

)
,

ср. (2.3.45).
Докажем, что оператор L(ω) является изоморфизмом, если 0 6 a 6

2, 0 < |α1 + α2| < 2, и 0 < β < 2 arctg
√

4(α1 + α2)−2 − 1. Тогда, по
теореме 2.3.1, оператор L(Dz)—изоморфизм.
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Доказательство состоит из трех частей. Во-первых, мы докажем, что
операторное уравнение

Aαw = f0 (2.3.118)

имеет единственное решение для любого f0 ∈ L2(θ), где Aα : D(Aα) ⊂
L2(θ) → L2(θ)—неограниченный линейный оператор, действующий в
пространстве обобщенных функций D′(θ) по формуле Aαw = −∆w + w,

w ∈ D(Aα) =
{
w ∈ W 1

α(θ) : Aαw ∈ L2(θ)
}

,

W 1
α(θ) =

{
w ∈ W 1(θ) : w(ϕ, r)

∣∣
γ1
− α1w(ϕ + β/2, r)

∣∣
γ1

= 0,

w(ϕ, r)
∣∣
γ2
− α2w(ϕ− β/2, r)

∣∣
γ2

= 0
}

.

Доказательство однозначной разрешимости уравнения (2.3.118) основано
на сведении этого уравнения к эллиптическому функционально-диффе-
ренциальному уравнению. Во-вторых, мы покажем, что каждое решение
w уравнения (2.3.118) принадлежит пространству H2

1(θ ∩Bd(0)) для лю-
бого d > 0. Наконец, мы докажем, что уравнение

L(ω)V = f (2.3.119)

имеет единственное решение V ∈ E2
a(θ) для любого f = (f0, f1, f2) ∈

E0
a(θ, γ).

1. Покажем, что уравнение (2.3.118) имеет единственное решение
w ∈ D(Aα) для любого f0 ∈ L2(θ).

1a. Мы сведем уравнение (2.3.118) к функционально-дифференциаль-
ному уравнению. Рассмотрим функциональный оператор R : L2(R2) →
L2(R2) заданный по формуле

Ru = u(ϕ, r) + α1u(ϕ + β/2, r) + α2u(ϕ− β/2, r).

Обозначим через Iθ : L2(θ) → L2(R2) оператор продолжения функций
из ÃL2(θ) нулем в R2 \ θ и через Pθ : L2(R2) → L2(θ) оператор сужения
функций из L2(R2) на θ. Пусть

Rθ = PθRIθ.
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Оператор Rθ имеет ограниченный обратный

R−1
θ = PθR

′Iθ,

где R′u(y) = (u(ϕ, r)− α1u(ϕ + β/2, r)− α2u(ϕ− β/2, r)) /(1 − α1α2),

при условии α1α2 6= 1 (что верно, т.к. |α1 + α2| < 2.)
Действительно,

Rθu(y) = u(ϕ, r) + α1u(ϕ + β/2, r)

для y ∈ θ1 = {(ϕ, r) : 0 < ϕ < β/2, 0 < r},
Rθu(y) = u(ϕ, r) + α2u(ϕ− β/2, r)

для y ∈ θ2 = {(ϕ, r) : β/2 < ϕ < β, 0 < r}.





(2.3.120)

Поэтому

R−1
θ Rθu(y) = (u(ϕ, r) + α1u(ϕ + β/2, r)− α1u(ϕ + β/2, r)−

− α1α2u(ϕ, r))/(1− α1α2) = u(ϕ, r) для y ∈ θ1,

R−1
θ Rθu(y) = (u(ϕ, r) + α2u(ϕ− β/2, r)− α2u(ϕ− β/2, r)−

− α1α2u(ϕ, r))/(1− α1α2) = u(ϕ, r) для y ∈ θ2.

Таким образом, R−1
θ Rθu(y) = u(y) для y ∈ θ. Аналогично

RθR
−1
ϑ u(y) = u(y) для y ∈ θ.

Более того, аналогично теореме 1.2.1 в [12] легко видеть, что опера-
торы Rθ : W̊ 1(θ) → W 1

α(θ) и Rθ : W̊ 1(θ ∩ Bd) → W 1
α(θ ∩ Bd) являются

изоморфизмами для всех d > 0, где

W̊ 1(θ) =
{

u ∈ W 1(θ) : u
∣∣
γ1

= 0, u
∣∣
γ2

= 0
}

,

W̊ 1(θ ∩Bd) =
{

u ∈ W 1(θ ∩Bd) : u
∣∣
γ1

= 0, u
∣∣
γ2

= 0
}

.

1b. Таким образом, уравнение (2.3.118) эквивалентно следующему:

ARu = f0, (2.3.121)

где AR : D(AR) ⊂ L2(θ) → L2(θ) — неограниченный оператор, действу-
ющий в пространстве обобщенных функций D′(θ) по формуле

ARu = (−∆ + I)Rθu
(
u ∈ D(AR) =

{
u ∈ W̊ 1(θ) : ARu ∈ L2(θ)

})
.
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Аналогично теореме 1.3.3 в [12] можно показать, что уравнение (2.3.121)
имеет единственное решение u ∈ D(AR) для любого f0 ∈ L2(θ). Однако
для удобства читателя мы изложим это доказательство.

Введем полуторалинейную форму bR[u, v] с областью определения
D(bR) = W̊ 1(θ) по формуле

bR[u, v] =

∫

θ

(∑
i=1,2

(Rθu)yi
vyi

+ Rθuv

)
dy.

Очевидно,
Rθuyi

= (Rθu)yi
(u ∈ W̊ 1(θ)). (2.3.122)

Поэтому из неравенства Коши—Буняковского следует, что

|bR[u, v]| 6 k1‖u‖W̊ 1(θ)‖v‖W̊ 1(θ). (2.3.123)

Введем изоморфизм Ui : L2(θ) → L2(θ1) по формуле

(U1u)i(y) = u(ϕ + (i− 1)β/2, r) (y ∈ θ1, i = 1, 2).

Пусть R1 =

(
1 α1

α2 1

)
. Тогда симметрическая часть матрицы R1 имеет

вид

(R1 + R∗
1)/2 =

(
1 (α1 + α2)/2

(α1 + α2)/2 1

)
.

Поскольку 0 < |α1 + α2| < 2, матрица (R1 + R∗
1)/2 положительно опре-

делена.
Поэтому в силу (2.3.122), мы получим

Re bR[u] =

=

∫

θ1

{∑

i

(
R1 + R∗

1

2
(U1uyi

), U1uyi

)

C2

+

(
R1 + R∗

1

2
U1u, U1u

)

C2

}
dy >

> k2

∫

θ1

{∑
i

(U1uyi
, U1uyi

)C2 + (U1u, U1u)C2

}
dy =

= k2‖u‖2
W̊ 1(θ). (2.3.124)

132



Из (2.3.123), (2.3.124) следует, что bR — замкнутая секториальная фор-
ма в L2(θ) с областью определения D(bR) = W̊ 1(θ) и вершиной
γ = k2 > 0. Поэтому в силу теоремы A.13 (b) с κ = γ m-секториальный
оператор AR = BbR

, ассоциированный с формой bR, имеет ограниченный
обратный A−1

R : L2(θ) → W̊ 1(θ).

Следовательно, уравнение (2.3.118) имеет единственное решение
w = RθA−1

R f0 ∈ D(Aα) для любого f0 ∈ L2(θ).

2. Докажем теперь, что если w ∈ D(Aα)—решение уравнения (2.3.118),
то w ∈ H2

1(θ ∩Bd) для любого d > 0.

2a. Обозначим θsj =
{
y ∈ θ : 2s−j < r < 2s+j

}
, γsj

ρ = {y ∈ γρ :

2s−j < r < 2s+j}, γ3 = {y : ϕ = β/2, 0 < r}, где s = 0,±1,±2, . . . ,

j = 1, 2, 3 и ρ = 1, 2, 3. Очевидно, θs1 = θs и γs1
ρ = γs

ρ, ср. доказательство
леммы 2.3.5, часть 2b.

Докажем, что w ∈ W 2(θs3) для любого s. Из теоремы C.5 о внут-
ренней гладкости обобщенных решений следует, что w

∣∣
γs3
3
∈ W 3/2(γs3

3 ).

Поскольку

w(ϕ, r)
∣∣
γ1

= α1w(ϕ + β/2, r)
∣∣
γ1

,

w(ϕ, r)
∣∣
γ2

= α2w(ϕ− β/2, r)
∣∣
γ2

, (2.3.125)

отсюда следует, что

w
∣∣
γs3
1
∈ W 3/2(γs3

1 ), w
∣∣
γs3
2
∈ W 3/2(γs3

2 ).

Поэтому, используя теорему C.5 и лемму C.1 о гладкости решений ло-
кальных краевых задач вблизи границы, мы получим w ∈ W 2(θs2). По-
скольку θs3 = θs−1,2 ∪ θs+1,2, отсюда вытекает, что w ∈ W 2(θs3) для
любого s.

2b. Докажем, что

‖w‖W 2(θ01) 6 k3
(‖−∆w‖L2(θ03) + ‖w‖W 1(θ03)

)
. (2.3.126)

Из теорем B.6, C.2 с константой c2 = 0 и C.6, теоремы Банаха об
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обратном операторе и формулы Лейбница следует неравенство

‖w
∣∣
γ02
3
‖W 3/2(γ02

3 ) 6 k4‖w‖W 2(θ02
3 ) 6 k4‖ξ0w‖W 2(θ03) 6 k5‖−∆(ξ0w)‖L2(θ03) 6

6 k6
(‖−∆w‖L2(θ03) + ‖w‖W 1(θ03)

)
, (2.3.127)

где θ02
3 = {y ∈ θ02 : β/4 < ϕ < 3β/4}, ξ0 ∈ .

C∞(θ03) таково, что
0 6 ξ0(y) 6 1 для y ∈ θ03 и ξ0(y) = 1 для y ∈ θ02

3 .

Из леммы C.3, нелокальных условий (2.3.125) и неравенства (2.3.127)
мы получим

‖w‖W 2(θ01) 6 ‖ξ1w‖W 2(θ02) 6

6 k7

(
‖−∆(ξ1w)‖L2(θ02) +

∑
ρ=1,2

‖(ξ1w)
∣∣
ϕ=γ02

ρ
‖W 3/2(γ02

ρ ) + ‖w‖L2(θ02)

)
6

6 k8
(‖−∆w‖L2(θ03) + ‖w‖W 1(θ03)

)
,

где ξ1 ∈
.

C∞(R+), ξ1(r) = 1 при 2−1 6 r 6 2, 0 6 ξ1(r) 6 1 при 0 6 r и
supp ξ1 ⊂ (2−2, 22).

Таким образом, мы установили априорную оценку (2.3.126).
2c. Докажем теперь, что w ∈ H2

1(θ ∩Bd) для любого d > 0.

В силу части 2a, w ∈ H2
1(θ

s3). Поскольку 2s−1 < r < 2s+1 для y ∈ θs1,

переходя к новым переменным y′ = 2−sy и используя неравенство (2.3.125),
мы получим

‖w‖2
H2

1 (θs1) 6 k9

∑

|α|62

22s(1−2+|α|)
∫

θs1

∣∣Dα
y w(y)

∣∣2 dy = (2.3.128)

= k9

∑

|α|62

∫

θ01

∣∣Dα
y′w

s(y′)
∣∣2 dy′ 6

6 k10


‖−∆y′w

s(y′)‖2
L2(θ03) +

∑

|α|61

∥∥Dα
y′w

s(y′)
∥∥2

L2(θ03)


 =

= k10


22s ‖−∆yw(y)‖2

L2(θs3) +
∑

|α|61

22s(0−1+|α|) ∥∥Dα
y w(y)

∥∥2
L2(θs3)


 ,

где ws(y′) = w(2sy′), k9, k10, . . . > 0 не зависят от w и s. Из (2.3.128)
следует, что
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‖w‖H2
1 (θs1) 6 k11

(‖−∆w + w‖L2(θs3) + ‖w‖H1
0 (θs3)

)
(2.3.129)

для r 6 [log2 d].

Покажем теперь, что

w ∈ H1
0(θ ∩B8d). (2.3.130)

По предположению,
w ∈ W 1

α(θ ∩B8d). (2.3.131)

Поэтому R−1
θ w ∈ W̊ 1(θ ∩ B8d), т.к. оператор Rθ : W̊ 1(θ ∩ B8d) → W 1

α

(θ ∩ B8d) является изоморфизмом. По лемме 1.3.9, W̊ 1(θ ∩ B8d) ⊂ H1
0

(θ ∩ B8d). Отсюда вытекает, что R−1
Q w ∈ H1

0(θ ∩ B8d). Поэтому, исполь-
зуя (2.3.120), мы имеем

w ∈ H1
0(θ1 ∩B8d), w ∈ H1

0(θ2 ∩B8d).

Из этих соотношений и из соотношения (2.3.131) мы получим (2.3.130).
Суммируя неравенства (2.3.129) по s 6 [log2 d] и принимая во внима-

ние соотношение (2.3.130), мы имеем

‖w‖H2
1 (θ∩B8d) 6 k12

(‖−∆w + w‖L2(θ) + ‖w‖H1
0 (θ∩B8d)

)
.

Таким образом, мы доказали, что w ∈ H2
1(θ ∩B8d).

3. Наконец мы докажем, что уравнение (2.3.119) имеет единствен-
ное решение V ∈ E2

a(θ) для любого f0 ∈ E0
a(θ, γ), если 0 6 a 6 2,

0 < |α1 + α2| < 2 и 0 < β < 2 arctg
√

4(α1 + α2)−2 − 1.

3a. Пусть w ∈ D(Aα) — решение уравнения (2.3.118) с f0 ∈ C∞
0 (θ \

{0}). Докажем, что w ∈ H2
a(θ ∩Bα) для любого d > 0.

Введем функцию ξ2 ∈ C∞(R+) так, что 0 6 ξ2(r) 6 1 для 0 6 r,

ξ2(r) = 1 для 0 6 r 6 d и ξ2(r) = 0 для r > 2d. Очевидно, ξ2w ∈ D(Aα) и

−∆(ξ2w)(y) + (ξ2w)(y) = Φ0(y) (y ∈ θ),

(ξ2w)(ϕ, r)
∣∣
γ1
− α1(ξ2w)(ϕ + β/2, r)

∣∣
γ1

= 0,

(ξ2w)(ϕ, r)
∣∣
γ2
− α2(ξ2w)(ϕ− β/2, r)

∣∣
γ2

= 0,

где Φ0 = ξ2f0 −∆ξ2w − 2∇ξ2∇w ∈ L2(θ) = H0
0(θ).
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Поскольку supp Φ0 ⊂ B2d и 0 6 a, то Φ0 ∈ H0
a(θ). В силу (2.1.35),

(2.1.40), (2.1.41) и условия 0 < β < 2 arctg
√

4(α1 + α2)−2 − 1 полоса
−1 6 Im λ 6 1 не содержит собственных значений оператор-функции
λ 7→ L̂(λ). С другой стороны, −1 6 a − 1 6 1. Поэтому, посколь-
ку w ∈ H2

1(θ ∩ B2d), из теоремы 2.2.1 следует, что ξ2w ∈ H2
α(θ), т.е.,

w ∈ H2
a(θ ∩Bd).

3b. Докажем теперь, что для любого F0 ∈ E0
a(θ) уравнение

L(ω)w = (F0, 0, 0) (2.3.132)

имеет решение w ∈ E2
a(θ).

Пусть w ∈ D(Aα)—решение уравнения (2.3.118) при f0 ∈ C∞
0 (θ\{0}).

Повторяя доказательство неравенства (2.3.75), мы получим

‖η∞w‖E2
a(θ) 6 k13

(
‖ξ∞f0‖E0

a(θ) + ‖ξ∞w‖E1
a−1

(θ)
)

, (2.3.133)

если ξ∞w ∈ E1
a−1(θ), где функции η∞ и ξ∞ определены в доказатель-

стве леммы 2.3.1. Поскольку W 1(θ \ Bd/2) ⊂ E1
a−1(θ \ Bd/2) для любо-

го d > 0 и a 6 1, мы имеем ξ∞w ∈ E1
a−1(θ). Поэтому из (2.3.133) и

части 3a доказательства следует, что w ∈ E2
a(θ) при 0 6 a 6 1. Та-

ким образом, ξ∞w ∈ E1
a−1(θ) при 0 6 a 6 2. Вновь применяя нера-

венство (2.3.133) и часть 3a доказательства, мы имеем w ∈ E2
a(θ) при

0 6 a 6 2. Следовательно, уравнение (2.3.132) имеет решение w ∈ E2
a(θ)

для любой F0 ∈ C∞
0 (θ \ {0}). В силу леммы 2.3.1 подпространство функ-

ций F0 ∈ E0
a(θ) таких, что уравнение (2.3.132) имеет решение, замкнуто

в E0
a(θ). Поскольку C∞

0 (θ \ {0}) плотно в E0
a(θ), уравнение (2.3.132) раз-

решимо для любых F0 ∈ E0
a(θ).

3c. Покажем, что R(L(ω)) = E0
a(θ, γ).

В силу леммы 1.2.5 существуют линейные ограниченные операторы
Sρ : E

3/2
a (γρ) → E2

a(θ) такие, что (Sρfρ)
∣∣
γρ

= fρ для любых fρ ∈ E
3/2
a (γρ),

где ρ = 1, 2. Обозначим через ηρ ∈ C∞[0, β], ρ = 1, 2, срезающие функ-
ции, обладающие следующими свойствами: 0 6 ηρ(ϕ) 6 1 для 0 6 ϕ 6 β,

η1(ϕ) = 1 для 0 6 ϕ 6 β/4, η1(ϕ) = 0 для β/3 6 ϕ 6 β, η2(ϕ) = 1 для
3β/4 6 ϕ 6 β, η2(ϕ) = 0 для 0 6 ϕ 6 2β/3. Тогда уравнение (2.3.119) эк-
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вивалентно (2.3.132) с F0 = ∆V1−V1 + f0 и V1 = η1S1f1 + η2S2f2 ∈ E2
a(θ),

см. лемму 1.2.1.
Выше мы доказали, что уравнение (2.3.132) имеет решение w ∈ E2

a(θ)

для любого F0 ∈ E2
a(θ). Поэтому уравнение (2.3.119) имеет решение

V = w + V1 ∈ E2
a(θ) для любого f ∈ E0

a(θ, γ).
3d. Остается доказать, что N (L(ω)) = {0}.
Пусть w ∈ E2

a(θ)—решение уравнения (2.3.132) с F0 = 0. Тогда, рас-
суждая, как и в части 3, мы имеем w ∈ H2

1(θ∩B1) ⊂ W 1(θ∩B1). Посколь-
ку 0 6 a, мы получим E2

a(θ\B1/2) ⊂ W 1(θ\B1/2). Поэтому w ∈ W 1(θ).

Тогда в силу части 1 w = 0.

2.4. Локальные эллиптические задачи в Rn \ P
Разрешимость эллиптических задач в R2 \ {0}

Рассмотрим уравнение

Av = f0(y) (y ∈ R2 \ {0}) (2.4.1)

относительно функции v.

Здесь f0 ∈ H l
a(R2), A — однородный дифференциальный оператор с

постоянными комплексными коэффициентами, заданный по формуле

A = A(Dy) =
∑

|α|=2m

aαDα
y .

Предположим, что уравнение (2.4.1) — правильно эллиптическое.
Оператор A : H l+2m

a (R2) → H l
a(R2)— ограниченный для любого фик-

сированного целого числа l > 0.

Определение 2.4.1. Функция v ∈ H l+2m
a (R2) называется сильным ре-

шением задачи (2.4.1), если Av = f0.

Переходя к полярным координатам r, ϕ, мы можем записать оператор
A(Dy) в виде

A(Dy) = r−2mÂ(ϕ,Dϕ, rDr) = r−2m
∑

α1+α262m

aα1α2
(ϕ)Dα1

ϕ (rDr)
α2 ,

где aα1α2
∈ C∞

2π[0, 2π].
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Введем новую переменную τ = ln r. Тогда уравнение (2.4.1) примет вид

Â(ϕ,Dϕ,Dτ)v = F0(ϕ, τ) (0 < ϕ < 2π, −∞ < τ < ∞), (2.4.2)

Dj
ϕv

∣∣
ϕ=0 = Dj

ϕv
∣∣
ϕ=2π (−∞ < τ < ∞, j = 0, . . . , 2m− 1), (2.4.3)

где F0(ϕ, τ) = e2mτf0(ϕ, τ), Dj
ϕF0

∣∣
ϕ=0 = Dj

ϕF0
∣∣
ϕ=2π (j = 0, . . . , k − 1).

Используя преобразование Фурье по τ, из (2.4.2) и (2.4.3) мы имеем

Â(ϕ,Dϕ, λ)v̂(ϕ, λ) = F̂0(ϕ, λ) (0 < ϕ < 2π), (2.4.4)

Dj
ϕv̂

∣∣
ϕ=0 = Dj

ϕv̂
∣∣
ϕ=2π

(j = 0, . . . , 2m− 1). (2.4.5)

Обозначим через W s
2π(0, 2π) замыкание C∞

2π[0, 2π] в пространстве
W s(0, 2π).

Введем оператор-функцию λ 7→ A(λ) ∈ B (
W l+2m

2π (0, 2π),W l
2π(0, 2π)

)

по формуле Â(λ)w = Â(ϕ,Dϕ, λ)w(ϕ).

Лемма 2.4.1. Пусть уравнение (2.4.1)—правильно эллиптическое. То-
гда справедливы следующие утверждения:

(a) Â(λ) : W l+2m
2π (0, 2π) → W l

2π(0, 2π)—фредгольмов оператор и,
ind Â(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Существуют 0 < ε < π/2 и λ1 > 1 такие, что для λ ∈ ωε,λ1

оператор Â(λ) имеет ограниченный обратный Â−1(λ) = R̂0(λ) :

W l
2π(0, 2π) → W l+2m

2π (0, 2π) и для любых λ ∈ ωε,λ1
и F̂0 ∈ W l

2π(0, 2π)

справедлива следующая оценка:

|||R̂0(λ)F̂0|||W l+2m
2π (0,2π) 6 c1|||F̂0|||W l

2π(0,2π), (2.4.6)

где c1 > 0 не зависит от F̂0 и λ, ωε,λ1
= {λ ∈ ωε : |λ| > λ1} и

ωε = {λ ∈ C : | arg λ| 6 ε или | arg λ− π| 6 ε}.

(c) λ 7→ R̂0(λ) ∈ B (
W l

2π(0, 2π),W l+2m
2π (0, 2π)

)
— конечно-мероморфная

фредгольмова оператор-функция в C.

Доказательство. Утверждения (a) и (c) следуют из утверждения (b)
аналогично доказательству теоремы 2.1.1. в [12]. Докажем утвержде-
ние (b).
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Доказательство состоит из трех частей. Во-первых, мы докажем это
утверждение для оператора Â0

ν(λ) с замороженными в точке ϕν ∈ [0, 2π]

коэффициентами. Во-вторых, мы установим аналогичное утверждение
для оператора Âν(λ) с коэффициентами, которые мало отличаются от
значений коэффициентов в точке ϕν. Используя этот результат и раз-
биение единицы на [0, 2π], мы наконец докажем утверждение (b) для
оператора Â(λ).

1. Фиксируем ϕν ∈ [0, 2π]. Наряду с уравнением (2.4.4) рассмотрим
следующее уравнение с постоянными коэффициентами:

Â0
ν(λ)v̂(ϕ) = Â0(ϕν,Dϕ, λ)v̂(ϕ) = F̂0(ϕ) (0 < ϕ < 2π), (2.4.7)

где F̂0 ∈ W l
2π(0, 2π) и

Â0(ϕ,Dϕ, λ) =
∑

α1+α2=2m

aα1α2
(ϕ)λα2Dα1

ϕ . (2.4.8)

Из правильной эллиптичности оператора A(Dy) следует существова-
ние 0 < ε < π/2 такого, что

|Â0(ϕν, n, λ)| > k1(n
2m + |λ|2m) (2.4.9)

для n = 0,±1,±2, . . . и λ ∈ ωε,1.

Из разложений функций v̂(ϕ) и F̂0(ϕ) в ряды Фурье по функциям
exp(inϕ)/

√
2π и из неравенства (2.4.9) вытекает, что для любого λ ∈ ωε,1

существует ограниченный обратный оператор

R̂ν
0(λ) = [Â0

ν(λ)]−1 : W l
2π(0, 2π) → W l+2m

2π (0, 2π),

удовлетворяющий оценке (2.4.6) для любого F̂0 ∈ W l
2π(0, 2π).

2. Обозначим ϕν = ν2π/N (ν = 0, . . . , N) и σ = 4π/3N, где N ∈ N.

Очевидно, для каждого δ > 0 существует номер N ∈ N и функции
aν

α1α2
∈ C∞

2π[0, 2π] (ν = 1, . . . , N) такие, что aν
α1α2

(ϕ) = aα1α2
(ϕ) для

ϕ ∈ [−σ + ϕν, σ + ϕν], если 1 6 ν 6 N − 1, и для ϕ ∈ [0, σ]∪ [2π− σ, 2π],
если ν = N , и |aν

α1α2
(ϕ)− aα1α2

(ϕν)| < δ для ϕ ∈ [0, 2π], ν = 1, . . . , N, где
α1 + α2 = 2m. Пусть

Âν(λ) = Âν(ϕ,Dϕ, λ) =
∑

α1+α2=2m

aν
α1α2

(ϕ)λα2Dα1
ϕ .
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Тогда из формулы Лейбница и интерполяционного неравенства (B.25)
следует, что

|||(Â0
ν(λ)− Âν(λ))v̂|||W l

2π(0,2π) 6 k2

(
δ|||v̂|||W l+2m

2π (0,2π)+

+ max
0<β6k

max
ϕ

∣∣Dβ
ϕaν

α1α2
(ϕ)

∣∣ |||v̂|||W l+2m
2π (0,2π)/|λ|

)
(2.4.10)

для любого v̂ ∈ W l+2m
2π (0, 2π), где k2 > 0 не зависит от v̂ и λ.

Из неравенства (2.4.10) и части 1 доказательства вытекает, что для
λ ∈ ωε,q1

оператор Âν(λ) : W l+2m
2π (0, 2π) → W l

2π(0, 2π) имеет ограничен-
ный обратный R̂ν(λ) : W l

2π(0, 2π) → W l+2m
2π (0, 2π) и

|||R̂ν(λ)F̂0|||W l+2m
2π (0,2π) 6 k3|||F̂0|||W l

2π(0,2π) (2.4.11)

для любого F̂0 ∈ W l
2π(0, 2π), где N и q1 > 0 достаточно велики, k3 > 0

не зависит от λ и F̂0.

3. Введем функции ξν, ψν ∈ C∞
2π[0, 2π] так, что

∑
ν

ξν(ϕ) = 1 для ϕ ∈ [0, 2π];

ψν(ϕ)ξν(ϕ) = ξν(ϕ) для ϕ ∈ [0, 2π]; ν = 1, . . . , N ;

supp ξν, supp ψν ⊂ (−σ + ϕν, σ + ϕν) (v = 1, . . . , N − 1),

supp ξN , supp ψN ⊂ [0, σ) ∪ (2π − σ, 2π].

Оператор Â(λ) можно представить в виде

Â(λ) =
∑

ν

ξνÂν(λ)ψν + Â1(λ),

где
Â1(λ) =

∑
α1+α2<2m

aα1α2
(ϕ)λα2Dα1

ϕ .

Рассмотрим оператор R̂(λ) =
∑
µ

ψµR̂
µ(λ)ξµ : W l

2π(0, 2π) → W l+2m
2π (0, 2π).

Легко видеть, что
Â(λ)R̂(λ) = I + B̂(λ),

где B̂(λ) : W l
2π(0, 2π) → W l+1

2π (0, 2π)— ограниченный оператор в норме
||| · |||, λ ∈ ωε,q1

.
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Следовательно, в силу интерполяционного неравенства (B.25) получим

|||B̂(λ)F̂0|||W l
2π(0,2π) 6 k4|||F̂0|||W l

2π(0,2π)/|λ|. (2.4.12)

Поэтому для λ ∈ ωε,λ1
оператор Â(λ) : W l+2m

2π (0, 2π) → W l
2π(0, 2π) имеет

правый обратный R̂0(λ) = R̂(λ)(I+B̂(λ))−1 : W l
2π(0, 2π) → W l+2m

2π (0, 2π),

где λ1 = max{q1, 2k4}. В силу (2.4.11), (2.4.12) оператор R̂0(λ) удовлетво-
ряет неравенству (2.4.6). Аналогично можно доказать, что оператор Â(λ)

имеет левый обратный.

Лемма 2.4.2. Пусть уравнение (2.4.1) правильно эллиптическое. Пред-
положим, что прямая Im λ = h = a+1− l−2m не содержит собствен-
ных значений оператор-функции λ 7→ Â(λ). Тогда задача (2.4.1) имеет
единственное решение v ∈ H l+2m(R2) для любой f0 ∈ H l

a(R2) и

‖v‖H l+2m
a (R2) 6 c2‖f0‖H l

a(R2). (2.4.13)

Доказательство следует из леммы 2.4.1, интегрирования по прямой
Im λ = h возведенного в квадрат неравенства (2.4.6) и неравенства (1.1.6),
ср. доказательство теоремы 2.1.1.

Асимптотика решений эллиптических задач в R2 \ {0}

Пусть l2 > l1 > 0—целые числа, и пусть a1, a2 ∈ R такие, что h2 =

a2 + 1 − l2 − 2m < a1 + 1 − l1 − 2m = h1. Полоса h2 < Im λ < h1,
в силу леммы 2.4.1, содержит конечное число собственных значений λj

(j = 1, . . . , J) оператор-функции λ 7→ Â(λ), имеющих геометрические
кратности qj. Обозначим через {ψ0,q

j (ϕ), . . . , ψ
pjq−1,q
j (ϕ)} (q = 1, . . . , qj)

каноническую систему жордановых цепочек оператор-функции λ 7→ Â(λ),
соответствующую собственному значению λj, где pj1 > pj2 > . . . > pjqj

ранги собственных векторов ψ0,1
j (ϕ), . . . , ψ

0,qj

j (ϕ), соответственно см. при-
ложение A.

Основной результат этого пункта, касающийся асимптотического по-
ведения сильных решений локальной эллиптической задачи (2.4.1), мож-
но сформулировать следующим образом.
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Лемма 2.4.3. Предположим, что уравнение (2.4.1)—правильно эллип-
тическое. Пусть v ∈ H l1+2m

a1
(R2)— сильное решение задачи (2.4.1), и

пусть f0 ∈ H l2
a2

(R2). Предположим, что прямая Im λ = h2 не содер-
жит собственных значений оператор-функции λ 7→ Â(λ).

Тогда

v(y) =
J∑

j=1

qj∑
q=1

pjq−1∑

k=0

αkq
j vkq

j (y) + w(y) (y ∈ R2 \ {0}), (2.4.14)

где

vkq
j (y) = riλj

k∑
n=0

1

n!
(i ln r)nψk−n,q

j (ϕ), (2.4.15)

αkq
j = αkq

j (f0)—линейно ограниченные функционалы на H l1
a1

(R2)∩H l2
a2

(R2),

функция w ∈ H l2+2m
a2

(R2) такова, что Aw = f0 и

‖w‖
H

l2+2m
a2 (R2) 6 c3‖f0‖H

l2
a2(R2). (2.4.16)

Замечание 2.4.1. Аналогично теореме 1.4.6 в [12] легко показать, что
ψs,q

j ∈ C∞
2π[0, 2π] (j = 1, . . . , J, q = 1, . . . , qj, s = 0, . . . , pjq − 1).

Из леммы 2.4.3 мы получим следующее утверждение.

Следствие 2.4.1. Пусть выполняются условия леммы 2.4.3, и пусть
полоса h2 < Im λ < h1 не содержит собственных значений оператор-
функции λ 7→ Â(λ). Тогда v ∈ H l2+2m

a2
(R2).

Доказательство леммы 2.4.3 аналогично доказательству теоремы 2.2.1,
см. также следствие 2.2.2. Оно основано на следующих двух утвержде-
ниях, ср. леммы 2.2.1, 2.2.2.

Лемма 2.4.4. Предположим, что уравнение (2.4.1) правильно эллип-
тическое. Пусть ψn ∈ C∞

2π[0, 2π] (n = 0, 1, . . . , M). Тогда функция

v(y) = riλ0

M∑
n=0

1

n!
(i ln r)nψM−n(ϕ) (2.4.17)

является решением однородного уравнения (2.4.1) тогда и только то-
гда, когда λ0 является собственным значением оператор-функции
λ 7→ Â(λ) и ψ0, . . . , ψM является жордановой цепочкой, соответству-
ющей собственному значению λ0 оператор-функции λ 7→ Â(λ).
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Определение 2.4.2. Решение однородного уравнения (2.4.1) вида (2.4.17)
называется степенным решением порядка M , соответствующим собствен-
ному значению λ0 оператор-функции λ 7→ Â(λ).

Лемма 2.4.5. Предположим, что уравнение (2.4.1)—правильно эллип-
тическое. Пусть {ψ0,q, . . . , ψpq−1,q} (q = 1, . . . , q0)— каноническая си-
стема жордановых цепочек оператор-функции λ 7→ Â(λ), соответ-
ствующая собственному значению λ0.

Тогда функции

vk,q(y) = riλ0

k∑
n=0

1

n!
(i ln r)nψk−n,q(ϕ)

(k = 0, . . . , pq − 1, q = 1, . . . , q0) (2.4.18)

образуют базис в пространстве степенных решений однородного урав-
нения (2.4.1), соответствующих собственному значению λ0 оператор-
функции λ 7→ Â(λ).

Замечание 2.4.2. Лемма 2.4.1 верна также в случае, когда h2 > h1.

Определение 2.4.3. Случай распределения собственных значений на-
зывается критическим по отношению к прямой Im λ = a + 1 − l − 2m,
если эта прямая содержит собственные значения оператор-функции
λ 7→ Â(λ).

Из леммы 2.4.3 мы можем получить следующие утверждения, ср. след-
ствия 2.2.3, 2.2.4.

Следствие 2.4.2. Пусть уравнение (2.4.1)—правильно эллиптическое,
и пусть прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m содержит собственные
значения оператор-функции λ 7→ Â(λ).

Тогда N (A) = {0}.
Следствие 2.4.3. Пусть уравнение (2.4.1) — правильно эллиптическое,
и пусть прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m содержит собственные
значения оператор-функции λ 7→ Â(λ).

Тогда R(A) не замкнуто в H l
a(R2).
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Пример 2.4.1. Рассмотрим уравнение

−∆v(y) = f0(y) (y ∈ R2 \ {0}). (2.4.19)

Определим оператор A : H2
a(R2) → H0

a(R2) по формуле Av = −∆v.

Переходя к новым переменным ϕ, τ и делая преобразование Фурье
по τ, мы имеем

−v̂ϕϕ(ϕ, λ) + λ2v̂(ϕ, λ) = F̂0(ϕ, λ) (0 < ϕ < 2π), (2.4.20)

v̂
∣∣
ϕ=0 = v̂

∣∣
ϕ=2π

, v̂ϕ

∣∣
ϕ=0 = v̂ϕ

∣∣
ϕ=2π, (2.4.21)

где F̂0(ϕ, λ) = e2τf0(ϕ, τ).

Оператор Â(λ) : W 2
2π(0, 2π) → L2(0, 2π) задается по формуле

Â(λ)u = −uϕϕ + λ2u. Изучим задачу на собственные значения для опе-
ратор-функции λ 7→ Â(λ).

Общее решение уравнения

−v̂ϕϕ + λ2v̂ = 0 (2.4.22)

имеет вид
v̂(ϕ) = c1e

λϕ + c2e
−λϕ. (2.4.23)

Подставляя это решение в (2.4.21), мы имеем

c1(1− exp(λ2π)) + c2(1− exp(−λ2π)) = 0,

c1λ(1− exp(λ2π))− c2λ(1− exp(−λ2π)) = 0.

}

Поэтому собственные значения λ 6= 0 оператор-функции λ 7→ Â(λ)

совпадают с корнями уравнения

2 exp(−λ2π)(exp(λ2π)− 1)2 = 0.

Корни этого уравнения имеют вид

λk = ik (k = 0,±1,±2, . . .). (2.4.24)

Изучим теперь собственные и присоединенные вектора оператор-функ-
ции λ 7→ Â(λ).
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1. λ0 = 0 является собственным значением оператор-функции
λ 7→ Â(λ). Соответствующая собственная функция имеет вид ψ0,1

0 (ϕ) = 1.

Геометрическая кратность собственного значения λ0 = 0 равна 1.
В силу (A.5) присоединенная функция ψ1,1

0 (ϕ) удовлетворяет уравне-
нию

Â(0)ψ1,1
0 + ∂λÂ(0)ψ0,1

0 = 0,

которое эквивалентно краевой задаче

(ψ1,1
0 )ϕϕ = 0 (0 < ϕ < 2π),

ψ1,1
0

∣∣
ϕ=0 = ψ1,1

0

∣∣
ϕ=2π

, (ψ1,1
0 )ϕ

∣∣
ϕ=0 = (ψ1,1

0 )ϕ

∣∣
ϕ=2π

.





Следовательно, ψ1,1
0 (ϕ) = 0.

Присоединенная функция ψ2,1
0 (ϕ) должна удовлетворять уравнению

Â(0)ψ2,1
0 + ∂λÂ(0)ψ1,1

0 +
1

2
∂2

λÂ(0)ψ0,1
0 = 0.

Это уравнение эквивалентно следующей задаче:

(ψ2,1
0 )ϕϕ = 1 (0 < ϕ < 2π), (2.4.25)

ψ2,1
0

∣∣
ϕ=0 = ψ2,1

0

∣∣
ϕ=2π

, (ψ2,1
0 )ϕ

∣∣
ϕ=0 = (ψ2,1

0 )ϕ

∣∣
ϕ=2π

. (2.4.26)

Подставляя общее решение (2.4.25) ψ2,1
0 (ϕ) = c0+c1ϕ+ϕ2/2 в (2.4.26),

мы получим
2πc1 + 4π2/2 = 0, 2π = 0.

Эта система уравнений несовместна. Поэтому полная кратность p0 = 2.

2. Существуют две линейно независимые функции ψ0,1
k (ϕ) = sin kϕ и

ϕ0,2
k (ϕ) = cos kϕ (k = ±1,±2, . . .), соответствующие собственному значе-

нию λk = ik оператор-функции λ 7→ Â(λ). Следовательно, геометриче-
ская кратность λk равна 2.

Присоединенная функция ψ1,j
k (ϕ) (j = 1, 2) должна удовлетворять

следующему уравнению:

Â(ik)ψ1,j
k + ∂λÂ(ik)ψ0,j

k = 0,

которое эквивалентно краевой задаче

(ψ1,j
k )ϕϕ + k2ψ1,j

k = i2kψ0,j
k (0 < ϕ < 2π), (2.4.27)

ψ1,j
k

∣∣
ϕ=0 = ψ1,j

k

∣∣
ϕ=2π

, (ψ1,j
k )ϕ

∣∣
ϕ=0 = (ψ1,j

k )ϕ

∣∣
ϕ=2π. (2.4.28)
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Подставляя общее решение (2.4.27)

ψ1,1
k (ϕ) = a1

k cos kϕ + b1
k sin kϕ− iϕ cos kϕ при j = 1,

ψ1,2
k (ϕ) = a2

k cos kϕ + b2
k sin kϕ + iϕ sin kϕ при j = 2,

в (2.4.28), мы имеем

−i2π = 0, 0 = 0 при j = 1,

0 = 0, i2πk = 0 при j = 2, k = ±1,±2, . . .

Эти системы несовместны. Следовательно, частные кратности соб-
ственного значения λk определяются равенствами pk1 = pk2 = 1. Полная
кратность pk = pk1 + pk2 = 2.

Пример 2.4.2. Рассмотрим опять уравнение (2.4.19). Пусть v ∈ H2
1(R2)—

сильное решение уравнения (2.4.19), и пусть f0 ∈ H0
−ε(R2), где 0 < ε < 1.

Используя лемму 2.4.3 для a1 = 1, l1 = 0, h1 = 0 и a2 = −ε, l2 = 0,

h2 = −1− ε, из примера 2.4.1 мы получим

v(y) = (−α0,1
−1 sin ϕ + α0,2

−1 cos ϕ)r + w(y) = −α0,1
−1x + α0,2

−1y + w(y)

(y ∈ R2 \ {0}), (2.4.29)

где w ∈ H2
−ε(R2), α0,j

−1 = α0,j
−1(f0)— ограниченные линейные функционалы

на H0
1(R2) ∩H0

−ε(R2).

Эллиптические задачи в Rn \ P

Рассмотрим уравнение

Av = f0(x) (x ∈ Rn \ P), (2.4.30)

где P = {x = (y, z) ∈ Rn : y = 0}, f0 ∈ Hk
a (Rn), A— однородный диффе-

ренциальный оператор с постоянными комплексными коэффициентами,
заданный по формуле

A = A(Dy,Dz) =
∑

|α|62m,
|β|=2m−|α|

aαβDα
yDβ

z .

Предположим, что уравнение (2.4.30) — правильно эллиптическое.
Оператор A : H l+2m

a (Rn) → H l
a(Rn)— ограниченный.
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Определение 2.4.4. Функция v ∈ H l+2m
a (Rn) называется сильным ре-

шением задачи (2.4.30), если

Av = f0.

Используя преобразование Фурье Fz→κ по z ∈ Rn−2, из (2.4.30) мы
получим

A(Dy,κ)v̂(y,κ) = f̂0(y,κ) (y ∈ R2 \ {0}, κ ∈ Rn−2), (2.4.31)

где
v̂(y,κ) = Fz→κv = (2π)−(n−2)/2

∫

Rn−2

v(y, z)e−i(κ,z)dz.

Обозначим

Y = |κ|y, ω = κ|κ|−1, t = |Y |, V (Y,κ) = v̂(y,κ),

F0(Y,κ) = |κ|−2mf̂0(y,κ). (2.4.32)

Тогда уравнение (2.4.31) примет вид

A(Dy, ω)V (Y,κ) = F0(Y,κ) (Y ∈ R2 \ {0}), (2.4.33)

Линейный ограниченный оператор A(ω) : El+2m
a (R2) → El

a(R2) опре-
делим по формуле

A(ω)V = A(Dy, ω)V (Y ) (ω ∈ Sn−3). (2.4.34)

Лемма 2.4.6. Пусть уравнение (2.4.30)—правильно эллиптическое. То-
гда отображение A : H l+2m

a (Rn) → H l
a(Rn)—изоморфизм в том и толь-

ко в том случае, когда отображение A(ω) : El+2m
a (R2) → El

a(R2)—изо-
морфизм для всех ω ∈ Sn−3.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.3.1 с соответ-
ствующими упрощениями.

Получим теперь априорные оценки сильных решений задачи (2.4.33),
которые можно определить аналогично сильным решениям задачи (2.4.30).
Ниже будут установлены необходимые и достаточные условия того, что
оператор A(ω)—фредгольмов.
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Обозначим через A(0) линейный ограниченный оператор, действую-
щий из H l+2m

a (R2) в H l
a(R2) по формуле A(ω)

∣∣
ω=0, см. (2.4.34). По опре-

делению, A(0)v = A(Dy, 0)v(y).

Очевидно, оператор A(0) — правильно эллиптический. Запишем опе-
ратор A(0) в полярной системе координат A(0) = r−2mÂ(ϕ,Dϕ, rDr).

Рассмотрим оператор-функцию λ 7→ Â(λ) : B (
W l+2m

2π (0, 2π),W l
2π(0, 2π)

)
,

заданную по формуле Â(λ)w = Â(ϕ,Dϕ, λ)w(ϕ).

По лемме 2.4.1 для всех λ ∈ C, кроме счетного множества собствен-
ных значений, оператор Â(λ) имеет ограниченный обратный R̂0(λ) :

W l
2π(0, 2π) → W l+2m

2π (0, 2π) и оператор-функция λ 7→ R̂0(λ) : B(
W l

2π(0, 2π),

W l+2m
2π (0, 2π)

)
—конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция

в C.

Лемма 2.4.7. Пусть уравнение (2.4.30)—правильно эллиптическое. То-
гда оператор A(ω) : El+2m

a (R2) → El
a(R2)—фредгольмов для любого

ω ∈ Sn−3 в том и только а том случае, когда прямая Im λ = h не
содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ Â(λ).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.3.2 с соответ-
ствующими упрощениями.

Поднятие гладкости

Лемма 2.4.8. Пусть уравнение (2.4.30) — правильно эллиптическое.
Предположим, что v ∈ W l+2m

loc (R2\{0})∩E0
a−l−2m(B1) и A(ω)v ∈ El

a(R2)

для некоторого ω ∈ Sn−3.

Тогда v ∈ El+2m
a (R2) и существует число R > 0 такое, что

‖v‖El+2m
a (R2) 6 c4

(
‖A(ω)v‖El

a(R2) + ‖v‖E0
a−l−2m(BR)

)
, (2.4.35)

где c4 > 0 и R не зависят от v и ω.

Доказательство. 1. Обозначим Qs
1 = {y ∈ R2 : 2s < r < 2s+1} и

Qs
2 = {y ∈ R2 : 2s−1 < r < 2s+2}, s = 0,±1,±2, . . . Очевидно, Qs

1 ⊂ Qs
2.

Из соотношения v ∈ W l+2m
loc (R2 \ {0}) следует, что v ∈ H l+2m

a (Qs
2) ∩

El+2m
a (Qs

2) для любого s. Вначале мы докажем, что
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‖v‖2
El+2m

a (Qs
1)

6 k1

(
‖A(ω)v‖2

El
a(Qs

2)
+ ‖v‖2

E0
a−l−2m(Qs

2)

)
, s 6 0, (2.4.36)

где k1, k2, . . . > 0 не зависят от v, s и ω.

Положим y′ = 2−sy. Очевидно, y′ ∈ Q0
j для y ∈ Qs

j, j = 1, 2, s =

0,±1,±2, . . . Поэтому, полагая ys(y′) = v(2sy′) и применяя лемму C.4,
мы получим

‖v‖2
H l+2m

a (Qs
1)

6 k2

∑

|α|6l+2m

22s(a−l−2m+|α|)‖Dα
y v(y)‖2

L2(Qs
1)

=

= k2

∑

|α|6l+2m

22s(a−l−2m+1)‖Dα
y′v

s(y′)‖2
L2(Q0

1)
6

6 k32
2s(a−l−2m+1)


∑

|α|6l

‖Dα
y′A(Dy′, 2

sω)vs(y′)‖2
L2(Q0

2)
+ ‖vs(y′)‖2

L2(Q0
2)


 =

= k3


∑

|α|61

22s(a−l+|α|)‖Dα
y A(Dy, ω)v(y)‖2

L2(Qs
2)

+ 22s(a−l−2m)‖v(y)‖2
L2(Qs

2)


 6

6 k4

(
‖A(Dy, ω)v‖2

H l
a(Qs

2)
+ ‖v‖2

H0
a−l−2m(Qs

2)

)

для s 6 0.

Последняя оценка эквивалентна неравенству (2.4.36).
2. Для завершения доказательства остается показать, что неравен-

ство (2.4.36) верно также для s > 0. Чтобы сделать это, мы приме-
ним лемму C.4 для A = A(Dy′,Dz′), u(y′, z) = exp(i2s(ω, z))vs(y′) и
Qj = Q0

j × {z ∈ Rn−2 : |zk| < j, k = 1, . . . , n− 2}, j = 1, 2.

Тогда мы получим

l+2m∑
ν=0

22sν‖vs(y′)‖2
W l+2m−ν(Q0

1)
6

6 k5

(
l∑

ν=0

22sν‖A(Dy′, 2
sω)vs(y′)‖2

W l−ν(Q0
2)

+ ‖vs(y′)‖2
L2(Q0

2)

)
. (2.4.37)

Поскольку s > 0, отсюда следует, что неравенство (2.4.37) эквивалент-

149



но следующему неравенству:

22s(l+2m−1)‖v(y)‖2
W l+2m(Qs

1)
6

6 k6

(
22s(l+2m−1)‖A(Dy, ω)v(y)‖2

W l(Qs
2)

+ 2−2s‖v(y)‖2
L2(Qs

2)

)
.

Умножая обе части этого неравенства на 22s(a−l−2m+1), мы имеем

‖v‖2
El+2m

a (Qs
1)

6 k7

(
‖A(ω)v‖2

El
a(Qs

2)
+ 22s(a−l−2m)‖v‖2

L2(Qs
2)

)

(s > 0). (2.4.38)

Суммируя (2.4.36), (2.4.38) по s = 0,−1,−2, . . . и s = 1, 2, . . . соответ-
ственно, и выбирая достаточно большое R > 0, мы получим (2.4.35).

Сопряженные операторы

Рассмотрим оператор

A′(ω) = A′(Dy, ω) =
∑

|α|62m,
|β|=2m−|α|

aαβω
βDα

y (ω ∈ Sn−3).

Оператор A′(Dy, ω)—формально сопряженный к оператору A(Dy, ω) от-
носительно формулы Грина, т.е. для всех u, v ∈ .

C∞(R2 \ {0}) мы имеем
∫

R2

A(Dy, ω)uv dy =

∫

R2

uA′(Dy, ω)v dy (ω ∈ Sn−3). (2.4.39)

Введем неограниченные операторыA(ω) иA′(ω) (ω ∈ Sn−3), заданные
формулами

A(ω) : D(A(ω)) ⊂ E0
b−2m(R2) → E0

b (R2),

A(ω)v = A(Dy, ω)v, v ∈ D(A(ω)) = E2m
b (R2);

A′(ω) : D(A′(ω)) ⊂ E0
−b(R2) → E0

2m−b(R2),

A′(ω)v = A′(Dy, ω)v, v ∈ D(A′(ω)) = E2m
2m−b(R2).

Лемма 2.4.9. Пусть уравнение (2.4.30)—правильно эллиптическое. То-
гда оператор A′(ω)— сопряженный к оператору A(ω) (ω ∈ Sn−3) по
отношению к скалярному произведению в L2(R2).
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Доказательство. Обозначим A∗(ω) сопряженный оператор к оператору
A(ω). Поскольку

.
C∞(R2 \ {0}) всюду плотно в пространствах E2m

b (R2)

и E2m
2m−b(R2), то тождество (2.4.39) справедливо для всех u ∈ E2m

b (R2) и
v ∈ E2m

2m−b(R2). Следовательно, A′(ω) ⊂ A∗(ω).

Докажем теперь обратное включение. Пусть v ∈ D(A∗(ω)) ⊂ E0
−b(R2).

Поскольку A∗(ω)v ∈ E0
−b+2m(R2) ⊂ L2,loc(R2 \ {0}), то , по теореме C.5,

мы получим v ∈ W 2m
loc (R2 \ {0}).

Отсюда и из леммы 2.4.8 следует, что v ∈ E2m
−b+2m(R2). Следовательно,

A∗(ω) ⊂ A′(ω).

Рассмотрим тождество (2.4.39) для ω = 0. Положим u = u1,

v = r2m−2v1 и τ = ln r. Тогда мы имеем

+∞∫

−∞
dτ

2π∫

0

(
Â(ϕ,Dϕ,Dτ)u1v1 − u1Â′(ϕ,Dϕ,Dτ − 2i(m− 1))v1

)
dϕ = 0

(2.4.40)
для всех u1, v1 ∈ {u ∈

.
C∞([0, 2π] × R) : Dj

ϕ

∣∣
ϕ=0 = Dj

ϕ

∣∣
ϕ=2π, j = 0, 1, . . .},

где Â′(ϕ,Dϕ,Dτ) определяется аналогично Â(ϕ,Dϕ,Dτ).

Введем функции ψ, ψ̂ ∈ .
C∞(R) так, что

ψ(τ) = 0 для |τ | > 1,

+∞∫

−∞
ψ(τ)dτ = 1,

ψ̂(τ) = 1 для |τ | < 1, ψ̂(τ) = 0 для |τ | > 2.

Подставляя u1 = eiλτψ(τ)u2(ϕ) и v1 = eiλ̄τ ψ̂(τ)v2(ϕ) в (2.4.40), получаем

2π∫

0

(
Â(ϕ,Dϕ, λ)u2v2 − u2Â′(ϕ,Dϕ, λ− 2i(m− 1))v2

)
dϕ = 0 (2.4.41)

для всех u2, v2 ∈ C∞
2π[0, 2π] и λ ∈ C.

Наряду с оператор-функцией λ 7→ Â(λ) рассмотрим оператор-функ-
цию λ 7→ Â′(λ) ∈ B (

W l+2m
2π (0, 2π), L2(0, 2π)

)
, заданную по формуле

Â′(λ)w = Â′(ϕ,Dϕ, λ)w. Мы введем также неограниченные операторы

Â(λ), Â′(λ) : D(Â(λ)) = D(Â′(λ)) ⊂ L2(0, 2π) → L2(0, 2π)
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по формулам:

Â(λ)w = Â(ϕ,Dϕ, λ)w, w ∈ D(Â(λ)) = W 2m
2π (0, 2π),

Â′(λ)w = Â′(ϕ,Dϕ, λ)w, w ∈ D(Â′(λ)).

Аналогично лемме 2.4.9 из (2.4.41) заключаем, что Â′(λ−2i(m−1))—
сопряженный оператор к Â(λ) по отношению к скалярному произведе-
нию в L2(0, 2π) для любого λ ∈ C. Отсюда из леммы 2.4.1(a) следует:

Лемма 2.4.10. Пусть уравнение (2.4.30)—правильно эллиптическое.
Тогда λ— собственное значение оператор-функции λ 7→ Â(λ) в том
и только в том случае, когда λ − 2i(m − 1)— собственное значение
оператор-функции λ 7→ Â′(λ).

Разрешимость эллиптических задач в Rn \ P

Основной результат этого пункта можно сформулировать следующим
образом.

Теорема 2.4.1. Пусть уравнение (2.4.30)—правильно эллиптическое.
Тогда оператор A : H l+2m

a (Rn) → H l
a(Rn) не является изоморфизмом

для всех l > 0 и a ∈ R.

Это утверждение вытекает из леммы 2.4.6 и следующего результата.

Лемма 2.4.11. Пусть уравнение (2.4.30) Э— правильно эллиптическое.
Тогда оператор A(ω) : El+2m

a (R2) → El
a(R2) не является изоморфизмом

для всех ω ∈ Sn−3, l > 0 и a ∈ R.

Для доказательства леммы 2.4.11 установим вначале три вспомога-
тельных утверждения.

Лемма 2.4.12. Пусть уравнение (2.4.30)—правильно эллиптическое,
и пусть замкнутая полоса, ограниченная прямыми Im λ = a2 + 1 −
l2 − 2m и Im λ = a1 + 1 − l1 − 2m не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ Â(λ). Предположим, что f0 ∈ El1

a1
(R2)∩El2

a2
(R2)

и что v ∈ El1+2m
a1

(R2)— решение уравнения

A(ω)v = f0 (ω ∈ Sn−3). (2.4.42)
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Тогда v ∈ El2+2m
a2

(R2).

Доказательство. 1. Обозначим через [A(ω), η] коммутатор оператора
A(ω) и оператора умножения на функцию η, где η ∈ C∞(R̄+)— тако-
ва, что η(r) = 0 для r 6 1, η(r) = 1 для r > 2. Очевидно, supp[A(ω), η]

v ⊂ {y ∈ R2 : 1 6 r 6 2}. Поэтому, т.к. v ∈ W l+2m
loc (R2 \ {0}), из теоре-

мы C.5 мы получим

A(ω)(ηv) = ηf0 + [A(ω), η]v ∈ El1
a1

(R2) ∩ El2
a2

(R2), (2.4.43)

где l = max{l1, l2}. С другой стороны, ηv превращается в нуль вблизи
начала координат. Следовательно, ηv ∈ E0

a2−l2−2m(BR) для любого R > 0.

Используя этот факт, соотношение (2.4.43) и лемму 2.4.8, мы заключаем,
что ηv ∈ El2+2m

a2
(R2).

2. Поскольку supp A(ω)((1 − η)v) ⊂ {y ∈ R2 : r 6 2}, аналогично
соотношению (2.4.43) мы получим

A(ω)((1− η)v) ∈ H l1
a1

(R2) ∩H l2
a2

(R2). (2.4.44)

Поэтому, используя лемму 2.4.3 и замечание 2.4.2, мы заключаем, что
(1 − η)v ∈ H l2+2m

a2
(R2). Следовательно, (1 − η)v ∈ El2+2m

a2
(R2). Заметим,

что, поскольку оператор A(ω) содержит члены низших порядков, мы
должны применить лемму 2.4.3 конечное число раз.

Таким образом, v ∈ El2+2m
a2

(R2).

Лемма 2.4.13. Пусть уравнение (2.4.30) — правильно эллиптическое,
и пусть полоса h2 = a2 + 1 − l − 2m < Im λ < h1 = a1 + 1 − l − 2m не
содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ Â(λ). Если
для некоторого a0 ∈ (a2, a1) оператор A(ω) (ω ∈ Sn−3)—изоморфизм,
то для любого a ∈ (a2, a1) оператор A(ω) (ω ∈ Sn−3)—изоморфизм.

Доказательство. Достаточно доказать, чтоN (A(ω)) = {0} иR(A(ω)) =

El
b(R2) для любого a = b ∈ (a2, a1).

Из леммы 2.4.12 следует, что, если v ∈ N (A(ω)) для a = b, a2 < b < a1,

то v ∈ N (A(ω)) для a = a0. Следовательно, v = 0, т.е. N (A(ω)) = {0}.
Рассмотрим уравнение (2.4.42) для f0 ∈

.
C∞(R2 \ {0}) и a = a0. По

предположению, существует единственное решение v ∈ El+2m
a0

(R2) этой
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задачи. В силу леммы 2.4.12 v ∈ El+2m
a (R2). Из леммы 2.4.7 следует,

что образ R(A(ω)) замкнут в El
b(R2) для a = b.Поскольку

.
C∞(R2 \ {0})

всюду плотно в El
b(R2), мы имеем R(A(ω)) = El

b(R2).

Лемма 2.4.14. Пусть уравнение (2.4.30)—правильно эллиптическое.
Предположим, что каждая прямая Im λ = h2 = a2 + 1 − l − 2m и
Im λ = h1 = a1 + 1− l− 2m содержит собственные значения оператор-
функции λ 7→ Â(λ) и что полоса h2 < Im λ < h1 не содержит собствен-
ных значений оператор-функции λ 7→ Â(λ). Предположим также, что
для некоторого a0 ∈ (a2, a1) оператор A(ω) (ω ∈ Sn−3)—изоморфизм.

Тогда оператор A(ω) не является изоморфизмом для всех a /∈ (a2, a1).

Доказательство. 1. Вначале мы докажем, что dimN (A(ω)) > 0 для
a > a1. Положим

u = riλ0ψ0(ϕ),

где λ0 and ψ0(ϕ) — собственное значение и соответствующий собственный
вектор оператор-функции λ 7→ Â(λ) такие, что Im λ0 = a1 + 1− l − 2m.

В этом случае
A(0)u = 0. (2.4.45)

Поэтому

A(ω)((1− η)u) = [A(0), (1− η)]u + (A(ω)− A(0))((1− η)u) ≡ F,

где η — функция, определенная в доказательстве леммы 2.4.2.
Заметим, что

(1− η)u /∈ El+2m
b (R2) для любого b 6 a1, (2.4.46)

(1− η)u ∈ El+2m
a (R2) для любого a > a1. (2.4.47)

Очевидно,
F ∈ El

b(R2) для b ∈ (a1 − 1, +∞). (2.4.48)

По лемме 2.4.13 уравнение (2.4.42) с правой частью f0 = F имеет
единственное решение v ∈ El+2m

b (R2), где b ∈ (a2, a1) ∩ (a1 − 1, +∞).
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Поэтому w = (1 − η)u − v нетривиальная функция в силу (2.4.46). С
другой стороны, в силу (2.4.47),

F ∈ El
a(R2) для любого a > a1.

Более того, v ∈ El+2m
b (R2) ⊂ E0

b (R2). Используя этот факт и (2.4.48),
из леммы 2.4.8 мы выводим, что v ∈ El+2m

b+l+2m(R2). Повторяя эти рас-
суждения конечное число раз, мы получим, что v ∈ El+2m

a (R2) для
a > a1. Используя это соотношение совместно с (2.4.47), мы видим, что
w ∈ El+2m

a (R2) для a > a1, и, следовательно, w ∈ N (A(ω)) для a > a1.

2. Докажем, что codimN (A(ω)) > 0 для a < a2.

2a. Предположим на время, что d = dimR(A(ω))⊥ > 0 для A(ω) :

E2m
a−l(R2) → E0

a−l(R2). Докажем тогда, что R(A(ω))⊥ для A(ω) :

E2m+l
a (R2) → El

a(R2) имеет ту же размерность. По предположению урав-
нение (2.4.42) с f0 ∈ E0

a−l(R2) имеет решение v ∈ E2m
a−l(R2) тогда и только

тогда, когда
(f0, ϕj)E0

a−l(R2) = 0 (j = 1, . . . , d), (2.4.49)

где ϕ1, . . . , ϕd ∈ E0
a−l(R2)—линейно независимы. Из леммы 2.4.8 следу-

ет, что условия (2.4.49) необходимые и достаточные для разрешимости
уравнения (2.4.42) в El+2m

a (R2) с f0 ∈ El
a(R2). Очевидно,

|(f0, ϕj)E0
a−l(R2)| 6 ‖f0‖E0

a−l(R2)‖ϕj‖E0
a−l(R2) 6 ‖f0‖El

a(R2)‖ϕj‖E0
a−l(R2).

Следовательно, по теореме Рисса существуют функции Φj ∈ El
a(R2)

(j = 1, . . . , d) такие, что

(f0, ϕj)E0
a−l(R2) = (f0, Φj)El

a(R2)

и функции Φj —линейно независимы. Таким образом, размерность
dimR(A(ω))⊥ в пространстве El

a(R2) равна d.

2b. Остается доказать, что d = dimR(A(ω))⊥ > 0 для A(ω) : E2m
a−l(R2) →

E0
a−l(R2). В силу леммы 2.4.10 прямые h′1 = l + 2m − a2 + 1 − 2m

и h′2 = l + 2m − a1 + 1 − 2m содержат собственные значения опера-
тор-функции λ 7→ Â′(λ), а полоса h′2 < Im λ < h′1 не содержит соб-
ственных значений оператор-функции Â′(λ). По предположению опера-
тор A(ω) : E2m+l

a0
(R2) → El

a0
(R2), ω ∈ Sn−3,—изоморфизм. Поэтому из
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лемм 2.4.8 и 2.4.7 следует, что оператор A(ω) : E2m
a0−l(R2) → E0

a0−l(R2)—
также изоморфизм. Следовательно, из леммы 2.4.9 вытекает, что опера-
тор A′(ω) : E2m

l+2m−a0
(R2) → E0

l+2m−a0
(R2)—изоморфизм. Теперь мы мо-

жем применить первую часть доказательства к оператору A′(ω). Таким
образом, мы заключаем, что dimN (A′(ω)) > 0 для A′(ω) : E2m

b (R2) →
E0

b (R2), если b > l + 2m − a2. Поэтому в силу леммы 2.4.9 d > 0 для
A(ω) : E2m

a−l(R2) → E0
a−l(R2), если 2m−(a−l) > l+2m−a2, т.е. a < a2.

Доказательство теоремы 2.4.1. 1. Вначале мы покажем, что оператор
A(ω) : El+2m

l+m (R2) → El
l+m(R2) не является изоморфизмом для любого

l > 0. Для этого мы докажем, что λ0 = i(1−m)— собственное значение
оператор-функции λ 7→ Â(λ). Рассмотрим однородный полином q(y) по-
рядка m − 1. Запишем q(y) в полярных координатах q(y) = rm−1q̃(ϕ),

где q̃ ∈ C∞
2π[0, 2π]. Тогда мы имеем

0 = A(Dy, 0)q(y) = r−2mÂ(ϕ,Dϕ, rDr)(r
m−1q̃(ϕ)) =

= r−m−1Â(ϕ,Dϕ, i(1−m))q̃(ϕ).

Следовательно, λ0 = i(1 −m)— собственное значение, а q̃(ϕ)— соответ-
ствующая собственная функция. Поскольку прямая Im λ = 1 − m =

l + m + 1 − l − 2m содержит собственное значение λ0, из леммы 2.4.7
следует, что оператор A(ω) : El+2m

l+m (R2) → El
l+m(R2) не является фред-

гольмовым. Таким образом, оператор A(ω) не является изоморфизмом.
2. Докажем теперь, что оператор A(ω) : E2m

a (R2) → E0
a(R2) не яв-

ляется изоморфизмом для любых a 6= m. Предположим противное, что
оператор A(ω)—изоморфизм для некоторого a 6= m. Тогда в силу лем-
мы 2.4.9, оператор

A′(ω) : E2m
−a+2m(R2) → E0

−a+2m(R2) (2.4.50)

является изоморфизмом.
Заметим, что

A(Dy, ω)u(y) ≡ [A′(Dy′, ω)w(y′)]
∣∣
y′=−y

,
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где w(y′) = u(−y′). Отсюда и из (2.4.50) следует, что оператор A(ω) :

E2m
−a+2m(R2) → E0

−a+2m(R2)— также изоморфизм. Это противоречит лем-
ме 2.4.14, поскольку в полосе между прямыми Im λ = a + 1 − 2m и
Im λ = (−a + 2m) + 1− 2m имеется собственное значение λ0 = i(1−m)

оператор-функции λ 7→ Â(λ)

3. Наконец, мы докажем, что оператор A(ω) : El+2m
a (R2) → El

a(R2)

не является изоморфизмом для всех ω ∈ Sn−3, l > 0 и a 6= l + m.

Предположим противное, что этот оператор— изоморфизм для некото-
рых ω ∈ Sn−3, l > 0 и a 6= l + m. Тогда в силу леммы 2.4.7 прямая
Im λ = a+1−l−2m не содержит собственных значений λ оператор-функ-
ции λ 7→ Â(λ). Поэтому из второй части доказательства следует, что
или dimN (A(ω)) > 0, или dimR(A(ω))⊥ > 0 для A(ω) : E2m

a−l(R2) →
E0

a−l(R2).

Вначале мы предположим, что dimN (A(ω)) > 0 для указанного опе-
ратора. Следовательно, существует 0 6= v ∈ E2m

a−l(R2) такое, что
A(ω)v = 0. В силу леммы 2.4.8 v ∈ El+2m

a (R2). Таким образом,
dimN (A(ω)) > 0 для A(ω) : El+2m

a (R2) → El
a(R2). Это противоречит

нашему предположению.
Пусть теперь dimR(A(ω))⊥ > 0 для A(ω) : E2m

a−l(R2) → E0
a−l(R2).

Поскольку A(ω) : El+2m
a (R2) → El

a(R2)—изоморфизм, то уравнение
A(ω)v = f0 имеет решение v ∈ El+2m

a (R2) ⊂ E2m
a−l(R2) для любого

f0 ∈ El
a(R2). Далее, по лемме 2.4.7 прямая Im λ = (a − l) + 1 − 2m не

содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ Â(λ). Поэтому,
т.к. El

a(R2) всюду плотно в E0
a−l(R2), а R(A(ω))— замкнуто в E0

a−l(R2)

для A(ω) : E2m
a−l(R2) → E0

a−l(R2), мы имеем R(A(ω)) = E0
a−l(R2). Таким

образом, мы получим противоречие.

Библиографические примечания к главе 2

Впервые нелокальные эллиптические задачи в плоских и двугранных уг-
лах рассматривались в работах [29,30]. Там же рассматривались эллипти-
ческие уравнения в R2 \{0} и в Rn \P , где P = {x = (y, z) ∈ Rn : y = 0}.
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Теорема об отсутствии изоморфизма, порожденного эллиптическим диф-
ференциальным оператором в весовых пространствах Кондратьева на
Rn \ P , n > 3, доказана в статье [11]. Однозначная разрешимость и
асимптотика решений локальных эллиптических задач в плоских углах
и бесконечных конусах исследованы в статье [18]. В работах [22, 25] эти
результаты обобщены на случай двугранных углов. Изложение главы 2 в
данном учебном пособии основано на результатах монографии [32]. Там
же имеется подробный обзор литературы.

Задачи к главе 2

1. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = 2, α2 = 0, β = π. При каких a ∈ R эта задача имеет единствен-
ное сильное решение u ∈ H3

a(θ) для любой правой части
f ∈ H1

a(θ, γ), а множество правых частей f ∈ H1
a(θ, γ), при ко-

торых соответствующая локальная задача разрешима в H3
a(θ), не

является замкнутым в H1
a(θ, γ)?

2. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = 0, α2 = −2, β = π/2. При каких a ∈ R эта задача и одновре-
менно соответствующая локальная задача однозначно разрешимы в
H4

a(θ) для любой правой части f ∈ H2
a(θ, γ)?

3. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = 2, α2 = −1, β = π/3. При каких a ∈ R множество правых
частей f ∈ H1

a(θ, γ), при которых эта задача разрешима в H3
a(θ), не

является замкнутым в H1
a(θ, γ), а множество правых частей f , при

которых соответствующая локальная задача разрешима в H3
a(θ),

совпадает с H1
a(θ, γ)?

4. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = 4, α2 = −1, β = π/2. При каких a ∈ R эта задача однозначно
разрешима в H4

a(θ) и соответствующая локальная задача однознач-
но разрешима в H4

a(θ) для любой правой части f ∈ H2
a(θ, γ)?
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5. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = 2, α2 = 0, β = π. Найти асимптотическое представление реше-
ния v ∈ H2

1(θ) для f ∈ H6
0(θ, γ).

6. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = −2, α2 = 0, β = π/2. Найти асимптотическое представление
решения v ∈ H2

1(θ) для f ∈ H9
0(θ, γ).

7. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = 3, α2 = 0, β = 3π/2. Найти асимптотическое представление
решения v ∈ H2

1(θ) для f ∈ H7
−1(θ, γ).

8. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.1.23), (2.1.24) при
α1 = 1/2, α2 = 0, β = π. Найти асимптотическое представление
решения v ∈ H2

1(θ) для f ∈ H6
0(θ, γ).

9. Доказать справедливость замечания 2.1.1.

10. Доказать, что множество C∞,N
0 (θ, γ) из доказательства теоремы 2.2.1

всюду плотно в Hl1,N
a1

(θ, γ) ∩Hl2,N
a2

(θ, γ).

11. Доказать справедливость замечания 2.2.2.

12. Доказать, что равенства (2.3.7) можно представить в виде (2.3.2),
где операторы B1

ρ удовлетворяют условию 2.3.3.

13. Доказать неравенство (2.3.25).

14. Доказать неравенство (2.3.26).

15. Доказать, что формула 〈 ∫
Rn−2

Fρµ(y, z)dz, ψρµ〉 задает линейный огра-

ниченный функционал на H
l+2m−mρµ−1/2
a (Γρ) (см. часть 2 доказатель-

ства теоремы 2.3.1.

16. Доказать неравенство (2.3.39).

17. Доказать неравенство (2.3.41).

18. Доказать неравенство (2.3.67).
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19. Доказать неравенство (2.3.68).

20. Доказать неравенство (2.3.108).

21. Доказать неравенство (2.3.109).

22. Доказать компактность оператора (η2
0 T2

0 η1
0)

2 : E l,N
a (θ, γ) → E l,N

a (θ, γ)

из леммы 2.3.5.

Темы курсовых работ к главе 2

1. Исследовать разрешимость уравнения (2.1.23) с нелокальными кра-
евыми условиями

v(ϕ, r)
∣∣
γj
− αj1v(ϕ + β/3, r)

∣∣
γj
− αj2v(ϕ + 2β/3, r)

∣∣
γj

= fj(y)

(y ∈ γj, j = 1, 2) в весовых пространствах Кондратьева, где αji ∈ R
(i, j = 1, 2).

2. Найти собственные и присоединенные функции оператор-функции
λ 7→ L̂(λ), соответствующей нелокальной эллиптической краевой
задаче (2.1.23), (2.1.24).

3. Найти собственные значения, а также собственные и присоединен-
ные функции оператор-функции λ 7→ L̂(λ), соответствующей нело-
кальной краевой задаче из темы 1 курсовых работ к данной главе.

4. Обобщить результаты примера 2.3.2 на случай нелокальной эллип-
тической краевой задачи из темы 1 курсовых работ к данной главе.

5. Доказать лемму 2.4.3.

6. Доказать леммы 2.4.4, 2.4.5.

7. Доказать следствия 2.4.2, 2.4.3.

8. Доказать лемму 2.4.6.

9. Доказать однозначную разрешимость в весовых пространствах Кон-
дратьева нелокальной эллиптической задачи в бесконечном конусе
в случае носителя нелокальных членов во внутреннем конусе.
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10. Найти асимптотическое представление решений в весовых простран-
ствах Кондратьева нелокальной эллиптической задачи в бесконеч-
ном конусе в случае носителя нелокальных членов во внутреннем
конусе.

Нерешенные задачи к главе 2

1. Получить достаточные условия отсутствия собственных значений
оператор-функции λ 7→ L̂(λ) вида (2.1.10) в полосе h2 6 Imλ 6 h1,
h2 < h1.

2. Верна ли гипотеза, что все собственные числа оператор-функции
λ 7→ L̂(λ) вида (2.1.10), за исключением конечного их числа, рас-
положены внутри некоторого двойного угла, содержащего мнимую
ось?
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Глава 3

Разрешимость эллиптических задач
в ограниченных областях с нелокальными
условиями вблизи границы

3.1. Локальные эллиптические задачи в плоских
областях с угловыми точками

Локальные эллиптические задачи в плоских областях
с угловыми точками

Пусть Q ⊂ R2 — ограниченная область с конечным числом угловых то-
чек, см. определение 1.3.1 Для простоты мы будем предполагать, что

граница ∂Q имеет вид ∂Q =

(⋃
i

Mi

)
∪K1 (i = 1, . . . , N1) , где Mi —непе-

ресекающиеся открытые кривые класса C∞, множество K1 ⊂ ∂Q состо-
ит из конечного числа точек gν (ν = 1, . . . , N1), и в некоторой окрестно-
сти каждой точки gν ∈ K1 область Q совпадает с углом θν + gν, θν ={
y ∈ R2 : dν1 < ϕ < dν2, 0 < r

}
, где ϕ, r —полярные координаты y, а

0 < dν2 − dν1 < 2π. Обозначим

K = K1 ∪ K2 ∪ K3,

где множество K2 состоит из конечного числа N2 точек g ∈ ⋃
i

Mi и

множество K3 состоит из конечного числа N3 точек g ∈ Q. Вообще го-
воря, K2 6= ∅ и K3 6= ∅. Однако может также случиться, что имеет
место один из следующих случаев: 1) K2 = ∅, K3 = ∅, 2) K2 = ∅,

K3 6= ∅, или 3) K2 6= ∅, K3 = ∅.
Рассмотрим уравнение

Au = f0(y) (y ∈ Q \K) (3.1.1)

с локальными краевыми условиями

Biµ0u
∣∣
Mi

= fiµ (y) (y ∈ Mi, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m) . (3.1.2)
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Здесь
Au = A (y,Dy) u (y) =

∑

|α|62m

aα (y)Dα
y u (y), (3.1.3)

Biµ0u = Biµ0 (y,Dy) u (y) =
∑

|α|6miµ

biµ0α (y)Dα
y u (y), (3.1.4)

aα, biµ0α ⊂ C∞ (
R2

)
, f0 ∈ H l

a (Q) , fiµ ∈ H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi)—комплекс-

нозначные функции; H l
a (Q) = H l

a (Q,K) и H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi) =

H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi, K) ; l > max {−2m + miµ + 1}—неотрицательное це-

лое число. Предположим, что или K = K, или K = K1∪K2, или K = K1.
Если K ⊂ K1∪K2 илиK3 = ∅, мы будем рассматривать уравнение (3.1.1)
во всей области Q. Если K3 6= ∅ и K = K, мы будем рассматривать урав-
нение (3.1.1) в Q \ K3.

Обозначим A0 (y,Dy) и B0
iµ0 (y,Dy) главные однородные части опера-

торов A (y,Dy) и Biµ0 (y,Dy) соответственно.
Предположим, что операторы A0 (y,Dy) и B0

iµ0 (y,Dy) удовлетворяют
следующим условиям:

Условие 3.1.1. Оператор A0 (y,Dy)—правильно эллиптический для всех
y ∈ Q.

Условие 3.1.2. Система операторов
{
B0

iµ0 (y,Dy)
}

(µ = 1, . . . , m) удо-
влетворяет условию Лопатинского относительно оператора A0 (y,Dy) для
всех y ∈ M i и i = 1, . . . , N1.

Введем линейные ограниченные операторы

L, L0 : H l+2m
a (Q) → Hl

a (Q,M) = H l
a (Q)×

∏
i,µ

H l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

по формулам

Lu =
{

Au,Biµ0u
∣∣
Mi

}
, L0u =

{
A0u,B0

iµ0u
∣∣
Mi

}
, (3.1.5)

где A0u = A0 (y,Dy) u (y) и B0
iµ0u = B0

iµ0 (y,Dy) u (y).
Обозначим f = {f0, fiµ}.
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Определение 3.1.1. Функция u ∈ H l+2m
a (Q) называется сильным ре-

шением задачи (3.1.1), (3.1.2) в пространстве H l+2m
a (Q) , если

Lu = f.

Замечание 3.1.1. Из-за множеств K2 и K3 задача (3.1.1), (3.1.2) выгля-
дит как искусственное обобщение эллиптических задач в областях с угло-
выми точками, которые изучались В. А. Кондратьевым в статье [18]. На
самом деле задача (3.1.1), (3.1.2) в пространстве H l+2m

a (Q,K) тесно свя-
зана с соответствующей нелокальной эллиптической задачей, см. § 3.2.
Для нелокальных эллиптических задач множество K играет роль рас-
ширенного множества точек сопряжения.

Не ограничивая общности, мы будем предполагать, что в достаточ-
но малой окрестности каждой точки g ∈ K2 область Q совпадает с по-
луплоскостью

{
y ∈ R2 : 0 < ϕ < π

}
, где r, ϕ—полярные координаты с

полюсом в точке g. В противном случае, используя невырожденную глад-
кую замену переменных, мы можем распрямить границу ∂Q в некоторой
окрестности точки g.

Для фиксированной точки g ∈ K1 ∪ K2, мы рассмотрим краевую за-
дачу с постоянными коэффициентами

A0 (g,Dy) u = f0 (y) (y ∈ θ) , (3.1.6)

B0
iµ0 (g,Dy) u

∣∣
γρ

= fρµ (y) (y ∈ γρ, ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , m) (3.1.7)

относительно u ∈ H l+2m
a (θ) . Здесь θ = θν =

{
y ∈ R2 : dν1 < ϕ < dν2, 0 < r

}

и γρ = γνρ =
{
y ∈ R2 : ϕ = dνρ, 0 < r

}
, если g = gν ∈ K1 (ν = 1, . . . , N1,

ρ = 1, 2); θ =
{
y ∈ R2 : 0 < ϕ < π, 0 < r

}
, γ1 =

{
y ∈ R2 : ϕ = 0, 0 < r

}

и γ2 =
{
y ∈ R2 : ϕ = π, 0 < r

}
, если g ∈ K2 (ν = 1, . . . , N2);

1 6 i (ρ, gν) 6 N1 таково, что gν ∈ M i и Mi ∩ (γρ + gν) 6= ∅; f0 ∈ H l
a (θ)

и fρµ ∈ H
l+2m−miµ−1/2
a (γρ) ; ϕ, r —полярные координаты точки y с полю-

сом в 0.
Переходя к координатам r и ϕ, мы запишем операторы A0 (g,Dy) и

B0
iµ0 (g,Dy) в виде
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A0 (g,Dy) = r−2mÂ (g, ϕ,Dϕ, rDr) , (3.1.8)

B0
iµ0 (g,Dy) = r−miµB̂iµ (g, ϕ,Dϕ, rDr) . (3.1.9)

Рассмотрим ограниченный оператор Lg0 : H l+2m
a (θ) → H l

a (θ, γ) =

H l
a(θ) ×

∏
ρ,µ

H
l+2m−miµ−1/2
a (γρ) и оператор-функцию C 3 λ 7→ L̂g0 (λ) ∈

B (
W l+2m (d1, d2) ,W l [d1, d2]

)
, W l [d1, d2] = W l (d1, d2)×Cm×Cm, задан-

ные по формулам

Lg0v =
{

A0 (g,Dy) v, B0
iµ0 (g, Dy)

∣∣
γρ

}
, (3.1.10)

L̂g0 (λ) w =
{

Â (g, ϕ,Dϕ, λ) w, B̂iµ (g, ϕ,Dϕ, λ) w
∣∣
ϕ=dρ

}
(3.1.11)

соответственно. Здесь 1 6 i (ρ, g) 6 N1 таково, что g ∈ M i и
Mi ∩ (γρ + g) 6= ∅; dρ = dνρ, если g = gν ∈ K1 (ν = 1, . . . , N1, ρ = 1, 2) и
d1 = 0, d2 = π, если g ∈ K2.

В силу следствия 1.4.2 в [12] с N = 1 и L̂ (λ) = L̂g0 (λ) существует
конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция λ 7→ R̂g0 (λ) ∈
B (W l [d1, d2] , W l+2m (d1, d2)

)
в C такая, что для λ, не являющегося соб-

ственным значением оператор-функции λ 7→ L̂g0 (λ) оператор L̂g0 (λ)

имеет ограниченный обратный
(
L̂g0 (λ)

)−1
= R̂g0 (λ). Далее, существуют

0 < ε < π/2 и λ1 > 0 такие, что множество ωε,λ1
=

{
λ ∈ C : |arg λ| 6 ε

или
∣∣ arg λ − π

∣∣ 6 ε
} ∩ {

λ ∈ C :
∣∣λ

∣∣ > λ1
}

не содержит собственных
значений оператор-функции λ 7→ L̂g0 (λ) . Из теоремы 2.1.2 следует, что,
если прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ L̂g0 (λ) , то оператор Lg0 имеет ограниченный
обратный L−1

g0 : Hl
a (θ, γ) → H l+2m

a (θ) .

Если K3 6= ∅, то для фиксированной точки g ∈ K3 мы рассмотрим
уравнение с постоянными коэффициентами

A0 (g,Dy) u = f0 (y)
(
y ∈ R2 \ {0}) (3.1.12)

относительно u ∈ H l+2m
a

(
R2

)
, где f0 ∈ H l

a

(
R2

)
.

Переходя к полярным координатам r, ϕ, запишем оператор A0 (g,Dy)

в виде (3.1.8). Введем оператор-функцию λ 7→ Âg

(
λ
) ∈ B(

W l+2m
2π

(
0, 2π

)
,
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W l
2π

(
0, 2π

))
по формуле

Âg (λ) w = Â (g, ϕ,Dϕ, λ) w (ϕ) , (3.1.13)

где W s
2π (0, 2π)— замыкание множества C∞

2π [0, 2π] в пространстве W s (0, 2π) ,

C∞
2π [0, 2π]—множество функций на [0, 2π] таких, что их 2π-периодические

продолжения на R бесконечно дифференцируемы.
В силу леммы 2.4.1 существует конечно-мероморфная фредгольмова

оператор-функция λ 7→ R̂g0 (λ) ∈ B (
W l

2π (0, 2π) , W l+2m
2π (0, 2π)

)
в C та-

кая, что для λ, не являющегося собственным значением оператор-функ-
ции λ 7→ Âg (λ) , оператор Âg(λ) имеет ограниченный обратный(
Âg (λ)

)−1
= R̂g0 (λ). Далее, существуют 0 < ε < π/2 и λ1 > 0 такие, что

множество ωε,λ1
не содержит собственных значений оператор-функции

λ 7→ Âg(λ). Из леммы 2.4.2 вытекает, что если прямая Im λ = a+1−l−2m

не содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ Âg (λ) , то
оператор Ag0 = A0 (g,Dy) : H l+2m

a

(
R2

) → H l
a

(
R2

)
имеет ограниченный

обратный A−1
g0 : H l

a

(
R2

) → H l+2m
a

(
R2

)
.

Будем предполагать, что выполняется следующее условие.

Условие 3.1.3. Прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m не содержит соб-
ственных значений оператор-функции λ 7→ L̂g0 (λ) (g ∈ K ∩ ∂Q) . Если
K ∩ K3 6= ∅, то прямая Im λ = h не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ Âg (λ) (g ∈ K3) .

Лемма 3.1.1. Пусть выполняются условия 3.1.1–3.1.3.
Тогда для всех u ∈ H l+2m

a (Q) мы имеем

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 c1

(
‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)

)
. (3.1.14)

Доказательство. Схема доказательства основана на подходящем разби-
ении единицы, существовании ограниченных обратных операторов для
операторов Lg0 (g ∈ K ∩ ∂Q) и Ag0 (g ∈ K ∩ K3) с замороженными ко-
эффициентами и априорных оценках решений эллиптических задач в
областях с гладкими границами в пространствах Соболева.
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1. Не ограничивая общности, предположим, что K = K. Пусть функ-
ции ξ1 = ξ2δ и ξ2 = ξ2δ таковы, что

ξ1, ξ2 ∈
.

C∞ (
R2) , 0 6 ξ1 (y) , ξ2 (y) 6 1

(
y ∈ R2) ,

supp ξ1 ⊂ B3δ/2, supp ξ2 ⊂ B2δ,

ξ1 (y) ≡ 1
(
y ∈ Bδ

)
и ξ2 (y) ≡ 1

(
y ∈ B3δ/2

)
,





(3.1.15)

где δ > 0—достаточно мало.
Для каждого g ∈ K введем новые переменные y′ = y − g. Обозначим

L′g0v =
{

A0 (g + y′,Dy′) v, B0
iµ0 (g + y′,Dy′)

∣∣
γρ

}
(g ∈ K1 ∪ K2) ,

A′
g0v = A0 (g + y′,Dy′) v (g ∈ K3) .

(3.1.16)

Возвращаясь к старым переменным, положим y′ = y. Введем линейные
ограниченные операторы L′′g0 : H l+2m

a (θ) → Hl
a (θ, γ) и A′′

g0 : H l+2m
a

(
R2

) →
H l

a

(
R2

)
, заданные по формулам

L′′g0v = Lg0v + ξ2
(
L′g0 − Lg0

)
v (g ∈ K1 ∪ K2) ,

A′′
g0v = Ag0v + ξ2

(
A′

g0 − Ag0
)
v (g ∈ K3) .

(3.1.17)

Обозначим через b произвольный коэффициент оператора L′g0 − Lg0

или A′
g0 − Ag0. Очевидно, b ∈ C∞ (

R2
)
и b (0) = 0. Следовательно,

∣∣∣r|β|Dβ (ξ2 (y) b (y))
∣∣∣ 6 k1 (δ)

(|β| 6 M0, y ∈ R2) , (3.1.18)

где k1(δ) → 0 при δ → 0; M0 = max
i,µ

{l + 2m−miµ}.
Из (3.1.18) и лемм 1.1.3, 1.1.7 следует, что

∥∥ξ2
(
L′g0 − Lg0

)∥∥ → 0 и
∥∥ξ2

(
A′

g0 − Ag0
)∥∥ → 0 при δ → 0. (3.1.19)

Поскольку прямая Im λ = h не содержит собственных значений опера-
тор-функций λ 7→ L̂g0 (λ) (g ∈ K1 ∪ K2) и λ 7→ Âg0 (λ) (g ∈ K3) , то
операторы Lg0 и Ag0 имеют ограниченные обратные L−1

g0 и A−1
g0 соответ-

ственно. В силу (3.1.19) существуют ограниченные обратные операторы(
L′′g0

)−1 и
(
A′′

g0
)−1, если δ > 0 достаточно мало.

2. Обозначим η1 (y) = 1− ∑
g∈K

ξ1 (y − g).
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Пусть vg

(
y′

)
= ξ1

(
y′

)
u
(
g + y′

) (
y′ ∈ B2δ ∩ θ, если g ∈ K1 ∪ K2, и

y′ ∈ B2δ, если g ∈ K3
)
, и пусть vg

(
y′

)
= 0

(
y′ ∈ θ \B2δ, если g ∈ K1 ∪K2,

и y′ ∈ R2 \B2δ, если g ∈ K3
)
.

Из эквивалентности норм в пространствах Соболева и в весовых про-
странствах в Q\ ⋃

g∈K
Bδ (g), существования обратных операторов

(
L′′g0

)−1

и
(
A′′

g0
)−1

, равенств L′′g0vg = L′g0vg и A′′
g0vg = A′

g0vg и леммы C.3 мы имеем

‖u‖H l+2m
a (Q) 6

∑

g∈K
‖ξ1 (y − g) u (y)‖H l+2m

a (Q) + ‖η1 (y) u (y)‖H l+2m
a (Q) 6

6 k1

( ∑

g∈K1∪K2

‖vg‖H l+2m
a (θ) +

∑

g∈K3

‖vg‖H l+2m
a (R2) + ‖η1u‖W l+2m(Q)

)
6

6 k2

( ∑

g∈K1∪K2

∥∥L′g0vg

∥∥
Hl

a(θ,γ)+

+
∑

g∈K3

‖Ag0vg‖H l
a(R2) + ‖L0 (η1u)‖W l(Q,M) + ‖η1u‖L2(Q)

)
, (3.1.20)

где W l (Q,M) = W l (Q)×∏
i,µ

W l+2m−miµ−1/2 (Mi) .

Применим теперь формулу Лейбница. Возвращаясь к старым перемен-
ным, положим y = y′+g. Тогда, используя оценку ‖(L− L0) u‖Hl

a(Q,M) 6
k3 ‖u‖H l+2m−1

a (Q) , лемму 1.3.5 и ограниченность Q, из (3.1.20) мы получим

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 k4

(
‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)

)
6

6 k5

(
‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ql+2m−1 ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q) + q−1 ‖u‖H l+2m

a
(Q)

)

для всех u ∈ H l+2m
a (Q) и q > 0, где k5 > 0 не зависит от u и q.

Пусть q > 0 таково, что k5q
−1 < 1/2. Тогда из последнего неравенства

мы получаем (3.1.14).

Теперь мы можем сформулировать основной результат этого пункта,
касающийся фредгольмова свойства локальных эллиптических задач в
весовых пространствах.

Теорема 3.1.1. Пусть выполнены условия 3.1.1, 3.1.2.
Тогда оператор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a (Q,M) — фредгольмов тогда и

только тогда, когда выполняется условие 3.1.3.
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Доказательство теоремы 3.1.1 основано на следующем результате.

Лемма 3.1.2. Пусть выполняются условия леммы 3.1.1.
Тогда оператор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a (Q,M) имеет правый регуляри-

затор R : Hl
a (Q,M) → H l+2m

a (Q).

Доказательство теоремы 3.1.1. Предположим на время, что выполня-
ются условия 3.1.1–3.1.3 и что доказано утверждение леммы 3.1.2. В силу
теоремы 1.3.1 оператор вложения H0

a+1−l−2m (Q) в H l+2m
a (Q)—компакт-

ный. Поэтому из теоремы A.5 следует, что оператор L : H l+2m
a (Q) →

Hl
a (Q,M)—фредгольмов.
Обратно, если оператор L—фредгольмов, то справедливость усло-

вия 3.1.3 может быть доказана аналогично следствию 2.2.4, см. также
доказательство теоремы 3.2.1.

Остается доказать лемму 3.1.2.

Доказательство леммы 3.1.2. Не ограничивая общности, предположим,
что K = K.

В силу леммы C.2 существует ограниченный оператор Rδ и компакт-
ный оператор Tδ, действующие из

{
f ∈ W l(Q,M) : supp f ⊂ Q \ Kδ

}
в{

u ∈ W l+2m
(
Q

)
: supp u ⊂ Q \ Kδ/2

}
и в

{
f ∈ W l

(
Q,M

)
:

supp f ⊂ Q \ Kδ/2
}
соответственно, такие, что

L0Rδf = f + Tδf. (3.1.21)

Используя те же обозначения, что и в доказательстве леммы 3.1.1, по-
ложим fg

(
y′

)
= ξ1

(
y′

)
f
(
g + y′

)
и fg0

(
y′

)
= ξ1

(
y′

)
f0

(
g + y′

) (
y′ ∈ B2δ

)
,

fg

(
y′

)
= 0 и fg0

(
y′

)
= 0

(
y′ /∈ B2δ

)
, где f =

{
f0, fiµ

}
.

Пусть ξ3 ∈
.

C∞ (
R2

)
таково, что 0 6 ξ3 (y) 6 1

(
y ∈ R2

)
, ξ3 (y) ≡ 1

(y ∈ supp ξ1) , supp ξ3 ⊂ B3δ/2.
Обозначим wg

(
y′

)
= ξ3

(
y′

)((
L′′g0

)−1
fg

)(
y′

)
для g ∈ K1 ∪K2 и wg

(
y′

)
=

ξ3
(
y′

)((
A′′

g0
)−1

fg0
)(

y′
)
для g ∈ K3. Пусть y′ = y − g. Обозначим

(R0f) (y) =
∑

g∈K
wg (y − g) + Rδ (η1f) (y) . (3.1.22)
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Поскольку supp ξ3 ⊂ B3δ/2 и ξ2 (y) ≡ 1
(
y ∈ B3δ/2

)
, мы имеем

L′′g0wg = L′g0wg и A′′
g0wg = A′

g0wg.
Тогда из формул (3.1.21) и (3.1.22), формулы Лейбница и компактно-

сти оператора вложения H l+2m
a (Q) в H l+2m−1

a (Q) мы имеем

LR0f = L0R0f + (L− L0) R0f = f + T0f,

где T0 : Hl
a (Q,M) → Hl

a (Q,M)—компактный оператор.

Замечание 3.1.2. Из доказательства теоремы 3.1.1 следует, что если
условия леммы 3.1.1 выполняются, то заключения лемм 3.1.1, 3.1.2 и тео-
ремы 3.1.1 выполняются также для оператора L0, при этом
ind L = ind L0.

Локальные эллиптические задачи в многомерных областях

Пусть Q ⊂ Rn, n > 3, ограниченная область с конечным числом ре-
бер, см. определение 1.3.1. Другими словами, граница ∂Q имеет вид
∂Q =

( ⋃
i

Mi

) ∪ K1
(
i = 1, . . . , N0

)
, где Mi —непересекающиеся (n − 1)-

мерные многообразия класса C∞, которые являются обратными и связ-
ными в топологии ∂Q, множество K1 ⊂ ∂Q состоит из непересекающихся
связных (n− 2)-мерных многообразий K1p (p = 1, . . . , N1) класса C∞, и
в некоторой области каждой точки g ∈ K1 область Q диффеоморфна
n-мерному двугранному углу Θ =

{
x =

(
y, z

) ∈ Rn : d1 < ϕ < d2,

0 < r, z ∈ Rn−2
}
, ϕ, r —полярные координаты y, 0 < d2 − d1 < 2π,

d1 = d1
(
g
)
, и d2 = d2(g).

Введем замкнутое множество K следующим образом:

K = K1 ∪ K2,

где K1 =
⋃
p
K1p и K2 =

⋃
p
K2p ⊂

⋃
i

Mi, Kjp (j = 1, 2, p = 1, . . . , Nj)—

непересекающиеся замкнутые (n− 2)-мерные связные многообразия клас-
са C∞. Вообще говоря, K2 6= ∅.

Рассмотрим уравнение

Au = f0 (x) (x ∈ Q) (3.1.23)
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с локальными краевыми условиями

Biµ0u
∣∣
Mi

= fiµ (x) (x ∈ Mi, i = 1, . . . , N0, µ = 1, . . . , m) . (3.1.24)

Здесь
Au = A (x,D) u (x) =

∑

|α|62m

aα (x)Dαu (x), (3.1.25)

Biµ0u = Biµ0 (x,D) u (x) =
∑

|α|6miµ

biµ0α (x)Dαu (x), (3.1.26)

aα, biµ0α ∈ C∞(
Rn

)
, f0 ∈ H l

a

(
Q

)
, fiµ ∈ H

l+2m−miµ−1/2
a

(
Mi

)
—комплекс-

нозначные функции; H l
a

(
Q

)
= H l

a

(
Q,K

)
и H l+2m−miµ−1/2

(
Mi

)
=

H
l+2m−miµ−1/2
a

(
Mi, K

)
; l > max

i,µ

{ − 2m + miµ + 1
}
—неотрицательное

целое число; K = K или K = K1.
Обозначим через A0(x,D) и B0

iµ0(x,D) главные однородные части опе-
раторов A(x,D) и Biµ0(x,D) соответственно.

Предположим, что операторы A0 (x,D) и B0
iµ0 (x,D) удовлетворяют

следующим условиям.

Условие 3.1.4. Оператор A0 (x,D)—правильно эллиптический для всех
x ∈ Q.

Условие 3.1.5. Система операторов
{
B0

iµ0 (x,D)
}

(µ = 1, . . . , m) удо-
влетворяет условию Лопатинского по отношению к оператору A0 (x,D)

для всех x ∈ Mi и i = 1, . . . , N1.

Замечание 3.1.3. В отличие от эллиптических задач в плоских обла-
стях, мы всегда рассматриваем уравнение (3.1.23) во всей области Q. В
многомерном случае мы не вводим множество K3 ⊂ Q, поскольку эллип-
тический оператор порядка 2m в Rn \ P не является изоморфизмом для
всех a ∈ R, см. теорему 2.4.1, где P =

{
x = (y, z) ∈ Rn : y = 0, z ∈ Rn−2

}
.

Введем линейные ограниченные операторы L, L0 : H l+2m
a

(
Q

) →
Hl

a

(
Q,M

)
= H l

a

(
Q

)×∏
i,µ

H
l+2m−miµ−1/2
a

(
Mi

)
по формулам

Lu =
{

Au, Biµ0u
∣∣
Mi

}
, L0u =

{
A0u, B0

iµ0u
∣∣
Mi

}
, (3.1.27)

где A0u = A0
(
x,D)

u
(
x
)
и B0

iµu = B0
iµ0

(
x,D)

u
(
x
)
.

Предположим, что f =
{
f0, fiµ

} ∈ Hl
a

(
Q, M

)
.
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Определение 3.1.2. Функция u ∈ H l+2m
a

(
Q

)
называется сильным ре-

шением задачи (3.1.23), (3.1.24) в пространстве H l+2m
a

(
Q

)
, если

Lu = f.

Для любого g ∈ K1 ∪K2, существует диффеоморфизм Dg класса C∞,

соответствующий преобразованию переменных x → x′ = x′ (g) , отоб-
ражающий некоторую окрестность V (g) точки g на некоторую окрест-
ность нуля V (0) так, что Dg

(
g
)

= 0, Dg

(
Q ∩ V

(
g
))

= Θ ∩ V
(
0
)
и

Dg

(
Mi ∩ V

(
g
))

= Γρ ∩ V
(
0
)
для некоторого ρ = 1, 2, где Θ =

{
x′ ∈

Rn : d1 < ϕ < d2, 0 < r, z′ ∈ Rn−2
}
и Γρ =

{
x′ ∈ Rn : ϕ = dρ, 0 < r,

z′ ∈ Rn−2
}
, x′ =

(
y′, z′

)
, ϕ, r —полярные координаты y′, d1 = 0 и d2 = π,

если g ∈ K2.
Если supp u ⊂ V

(
g
)
, в системе координат x′ задача (3.1.23), (3.1.24)

примет вид

A (x′,Dy′,Dz′) v (x′) = f ′0 (x′) (x′ ∈ Θ) , (3.1.28)

Biµ0 (x′,Dy′,Dz′) v (x′)
∣∣
Γρ

= f ′ρµ (x′)

(x′ ∈ Γρ, ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , m) . (3.1.29)

Здесь операторы A
(
x′,Dy′,Dz′

)
и Bρµ

(
x′,Dy′,Dz′

)
имеют коэффициенты

класса C∞; 1 6 i
(
ρ, g

)
6 N0 таково, что Dg отображает Mi ∩ V

(
g
)
на

Γρ ∩ V
(
0
)
, v

(
x′

)
= u

(
x
(
x′

))
, f ′0(x

′) = f0
(
x(x′)

)
и f ′ρµ(x

′) = fiµ

(
x(x′)

)
.

Напомним, что числа dρ и операторы A (x′,Dy;,Dz′) и Biµ0 (x′,Dy′,Dz′)

зависят от g ∈ K1∪K2. Поэтому естественно определить линейный огра-
ниченный оператор Lg0 (Dz′) : H l+2m

a (Θ) → Hl
a (Θ, Γ) по формуле

Lg0 (Dz′) v =
{

A (Dy′,Dz′) v (y′, z′) , Biµ (Dy′,Dz′) v (y′, z′)
∣∣
Γρ

}
, (3.1.30)

гдеHl
a

(
Θ, Γ

)
= H l

a

(
Θ

)×∏
ρ,µ

H
l+2m−miµ−1/2
a

(
Γρ

)
, A

(Dy′,Dz′
)
и Biµ

(Dy′,Dz′
)
—

главные однородные части операторов A
(
0,Dy′,Dz′

)
и Biµ

(
0,Dy′,Dz′

)
со-

ответственно, ср. (3.1.10).
Очевидно, оператор A (Dy′,Dz′)—правильно эллиптический, а систе-

ма операторов {Biµ (Dy′Dz′)} (µ = 1, . . . , m) удовлетворяет условию Ло-
патинского.
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Наряду с оператором Lg0 (Dz′) введем ограниченный оператор
Lg0 (ω) : El+2m

a (θ) → E l
a (θ, γ) , зависящий от параметра ω ∈ Sn−3 по

формуле

Lg0 (ω) V =
{

A (Dy′, ω) V (y′) , Biµ (Dy′, ω) V (y′)
∣∣
γρ

}
, (3.1.31)

где θ =
{
y′ ∈ R2 : d1 < ϕ < d2, 0 < r

}
и γρ =

{
y′ ∈ R2 : ϕ = dρ, 0 < r

}
.

В силу теоремы 2.3.3 оператор Lg0
(Dz′

)
: H l+2m

a

(
Θ

) → Hl
a

(
Θ, Γ

)
—

изоморфизм тогда и только тогда, когда оператор Lg0
(
ω
)

: El+2m
a

(
θ
) →

E l
a

(
θ, γ

)
= El

a

(
θ
)×∏

ρ,µ
El+2m−miµ−1/2 (γρ) является изоморфизмом.

Запишем операторы A (Dy′, 0) и Biµ (Dy′, 0) в полярных координатах

A (Dy′, 0) = r−2mÂ (ϕ,Dϕ, rDr) , (3.1.32)

Biµ (Dy′, 0) = r−miµB̂ (ϕ,Dϕ, rDr) , (3.1.33)

ср. (3.1.8) и (3.1.9).
Рассмотрим оператор-функцию C 3 λ 7→ L̂g0

(
λ
) ∈ B(

W l+2m
(
d1, d2

)
,

W l
[
d1, d2

])
, заданную по формуле

L̂g0 (λ) w =
{

Â (ϕ,Dϕ, λ) w, B̂iµ (ϕ,Dϕ, λ) w
∣∣
ϕ=dρ

}
, (3.1.34)

ср. (3.1.11)
В силу следствия 1.4.2 в [12] с N = 1 и L (λ) = L̂g0 (λ) существует

конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция λ 7→ R̂g0 (λ) ∈
B (W l [d1, d2] , W l+2m (d1, d2)

)
в C такая, что для λ, не являющегося соб-

ственным значением оператор-функции λ 7→ L̂g0 (λ) , оператор L̂g0 (λ)

имеет ограниченный обратный
(
L̂g0 (λ)

)−1
= R̂g0 (λ) . Далее, существу-

ют 0 < ε < π/2 и λ1 > 0 такие, что множество ωε,λ1
не содержит собствен-

ных значений оператор-функции λ 7→ L̂g0 (λ) . Из теоремы 2.3.4 следует,
что оператор Lg0 (ω) : El+2m

a (θ) → E l
a (θ, γ)—фредгольмов для любого

ω ∈ Sn−3 тогда и только тогда, когда прямая Im λ = h = a + 1− l − 2m

не содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂g0 (λ) .

Сформулируем теперь основной результат этого пункта.
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Теорема 3.1.2. Пусть выполняются условия 3.1.3–3.1.5. Предположим
также, что dimN (Lg (ω)) = codimR (Lg (ω)) = 0 для любых g ∈ K и
ω ∈ Sn−3.

Тогда оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a (Q,M)—фредгольмов.

Доказательство следует из лемм 3.1.3, 3.1.4, которые можно доказать
аналогично леммам 3.1.1, 3.1.2 соответственно.

Лемма 3.1.3. Пусть выполнены условия теоремы 3.1.2. Тогда для всех
u ∈ H l+2m

a (Q) мы имеем

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 c2

(
‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)

)
. (3.1.35)

Лемма 3.1.4. Пусть выполнены условия теоремы 3.1.2.
Тогда оператор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a (Q,M) имеет правый регуляри-

затор R : Hl
a (Q,M) → H l+2m

a (Q).

Замечание 3.1.4. Если выполнены условия теоремы 3.1.2, то заключе-
ния теоремы 3.1.2 и лемм 3.1.3, 3.1.4 выполняются также для оператора
L0 и ind L = ind L0.

3.2. Нелокальные эллиптические задачи в плоских
областях с носителями нелокальных членов
вне множества точек сопряжения

Постановка задачи

Пусть область Q ⊂ R2 и множество K ⊂ Q удовлетворяют условиям
первого пункта § 3.1. Рассмотрим уравнение

Au = A0u + A1u = f0 (y) (y ∈ Q \K) (3.2.1)

с нелокальными краевыми условиями.

Biµu =
∑

p=0,2,3

Bp
iµu = fiµ (y)

(y ∈ Mi, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m) . (3.2.2)
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Здесь
A0u = A0 (y,Dy) u (y) =

∑

|α|=2m

aα (y)Dα
y u (y), (3.2.3)

B0
iµ0u = B0

iµ0 (y,Dy) u(y) =
∑

|α|=miµ

biµ0α (y)Dα
y u (y), (3.2.4)

B0
iµu = B0

iµ0u
∣∣
Mi

, (3.2.5)

aα, biµ0α ∈ C∞ (
R2

)
, f0 ∈ H l

a (Q), fiµ ∈ H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi)—комплекс-

нозначные функции; l > max
i, µ

{−2m + miµ + 1}—неотрицательное целое

число; H l
a (Q) = H l

a (Q, K) и H l+2m−miµ−1/2 (Mi) = H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi, K).

Предположим, что или K = K, или K = K1 ∪ K2, или K = K1. Если
K ⊂ K1 ∪ K2 или K3 = ∅, то мы рассматриваем уравнение (3.2.1) во
всей области Q. Если K3 6= ∅ и K = K, то мы рассматриваем уравне-
ние (3.2.1) в Q \ K3.

Определение 3.2.1. Множество K1 называется множеством точек со-
пряжения. Множество K называется расширенным множеством точек
сопряжения.

Предположим, что операторы A0, B0
iµ удовлетворяют условиям 3.1.1,

3.1.2, а операторы A1
iµ, B2

iµ, и B3
iµ удовлетворяют следующим условиям.

Условие 3.2.1. Линейный оператор A1 : H l+2m−1
a (Q) → H l

a (Q)— огра-
ниченный.

Условие 3.2.2. Операторы B2
iµ : H l+2m

a

(
Q

) → H
l+2m−miµ−1/2
a

(
Mi

)
—ли-

нейные ограниченные, и существуют числа κ, σ > 0 такие, что для всех
u ∈ H l+2m

a

(
Q

)

∥∥B2
iµu

∥∥
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 c1 ‖u‖H l+2m
a (Q\K2κ

1 ) , (3.2.6)
∥∥B2

iµu
∥∥

H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi\Kκ1 )

6 c2 ‖u‖H l+2m
a (Qσ) , (3.2.7)

где Kκ1 =
{
y ∈ R2 : ρ (y,K1) < κ

}
и Qσ = {y ∈ Q : ρ (y, ∂Q) > σ} , см.

рис. 3.2.1.
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Рис. 3.2.1

Условие 3.2.3. Линейные операторы B3
iµ : H l+2m−1

a

(
Q

) → H
l+2m−miµ−1/2
a —

ограниченные.

Условия 3.2.1 и 3.2.3 означают, что операторы A1 и B3
iµ являются

компактными возмущениями операторов A0 и B0
iµ соответственно. Усло-

вие 3.2.2 означает, что носитель оператора

B2
iµ : H l+2m

a

(
Q

) → H l+2m−miµ−1/2
a

(
Mi

)

принадлежит Q\K2σ
1 , а носитель оператора

B2
iµ : H l+2m

a

(
Q

) → H l+2m−miµ−1/2
a

(
Mi \ Kκ1

)

принадлежит Qσ.
Введем линейные ограниченные операторы

L,L0 : H l+2m
a

(
Q

) → Hl
a

(
Q, M

)
= H l

a

(
Q

)×
∏

i,µ

H l+2m−miµ−1/2
a

(
Mi

)

по формулам

Lu = {Au, Biµu} , L0u =
{

A0u, B0
iµ0u

∣∣
Mi

}
. (3.2.8)

Определение 3.2.2. Функция u ∈ H l+2m
a (Q) называется сильным ре-

шением задачи (3.2.1) и (3.2.2) в H l+2m
a (Q) , если

Lu = f,

где f = {f0, fiµ}.
176



Оператор L0, заданный по формуле (3.2.8), имеет такой же вид, как
и оператор, заданный по формуле (3.1.5). С другой стороны, оператор
L, заданный по формуле (3.2.8), содержит также нелокальные члены
A1, B2

iµ и B3
iµ, в то время как оператор L, заданный по формуле (3.1.5),

содержит только локальные члены низшего порядка относительно опе-
ратора L0.

Рассмотрим теперь эллиптическое уравнение с нелокальными краевы-
ми условиями, связывающими значения неизвестной функции на кривых
Mi (i = 1, . . . , N1) с ее значениями на кривых ωis (Mi) ⊂ Q (s = 1, . . . , S1) .

Предполагая, что все кривые ωis

(
Mi

)
имеют пустое пересечение с множе-

ством точек сопряжения K1 и что все орбиты точек g ∈ K1, порожденные
преобразованиями ωis и ω−1

is ,—конечны, мы докажем, что эта задача мо-
жет быть представлена в виде (3.2.1), (3.2.2).

Нелокальные эллиптические задачи с носителями нелокальных
членов не некоторых кривых

Пусть область Q ⊂ R2 и множество K1 ⊂ ∂Q удовлетворяют предположе-
ниям первого пункта § 3.1. Обозначим через ωis (i = 1, . . . , N1, s = 0, . . . , Si)

диффеоморфизмы класса C∞, отображающие некоторые открытые окрест-
ности Ωi кривых Mi на ωis (Ωi) так, что ωis (Mi) ⊂ Q для s = 1, . . . , Si,

i = 1, . . . , N1, где Si > 0—целые числа; ωi0 (x) ≡ x. Обозначим

K = K1 ∪
{⋃

i,s

ωis

(
Mi \Mi

)
}
∪

{⋃
i,p

⋃
i,s

ωjp

(
ωis

(
Mi \Mi

) ∩Mj

)
}

(i, j = 1, . . . , N1, s = 1, . . . , Si, p = 1, . . . , Sj) . (3.2.9)

Положим

K2 = K ∩
(⋃

i

Mi

)
, K3 = K ∩Q. (3.2.10)

Множество K2 состоит из конечного числа N2 точек g ∈ ⋃
i

Mi, а мно-

жество K3 состоит из конечного числа N3 точек g ∈ Q.
Рассмотрим уравнение

Au =
∑

|α|62m

aα (y)Dαu (y) = f0 (y) (y ∈ Q \K) (3.2.11)
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с нелокальными краевыми условиями

Biµu =

Si∑
s=0

∑

|α|6miµ

biµsα (Dαu) (ωis (y))
∣∣
Mi

= fiµ (y)

(y ∈ Mi, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m). (3.2.12)

Здесь aα, biµsα ∈ C∞ (
R2

)
, f0 ∈ H l (Q) и fiµ ∈ H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)—ком-

плекснозначные функции; (Dαu)(ωis(y)) = Dα
y′u(y′)

∣∣
y′=ωis(y);

H l
a (Q) = H l

a (Q,K) и H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi) = H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi, K) ;

l > max
i,µ
{−2m+miµ +1}—неотрицательное целое число. Предположим,

что или K = K, или K = K1 ∪ K2, или K = K1. Если K ⊂ K1 ∪ K2, мы
будем рассматривать уравнение (3.2.11) во всей области Q. Если K3 6= ∅
и K = K, будем рассматривать уравнение (3.2.11) в Q \ K3.

Предположим, что операторы A0 и B0
iµ0, заданные по формулам (3.2.3)

и (3.2.4), соответственно, удовлетворяют условиям 3.1.1 и 3.1.2.
Будем предполагать также, что выполняются следующие условия.

Условие 3.2.4. Если K3 6= ∅ и K = K, то для любого g ∈ K3∩ωis (Mi) ,

мы имеем ω−1
is (g) ∈ K.

Из соотношений (3.2.9), (3.2.10), условия 3.2.4 и леммы 1.3.7 следует,
что если K = K, то операторы Biµ : H l+2m

a (Q) → H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi)—

ограниченные для любого a ∈ R. Если K \ K 6= ∅ и a > l + 2m − 1,
то ограниченность операторов Biµ : H l+2m

a (Q) → H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi) сле-

дует из леммы 1.3.8.

Замечание 3.2.1. Сильные решения задачи (3.2.11), (3.2.12) могут иметь
степенные особенности в точках множества K1 даже в случае, когда
∂Q ∈ C∞, см. § 2.2. Очевидно, преобразования ωis и ω−1

is могут пере-
носить эти сингулярности в другие точки. Условие 3.2.4 означает, что
орбиты для всех точек g ∈ K1, порожденные преобразованиями ωis и
ω−1

jp , конечны. Если K = K, то множество K в определении пространств
Hk

a (Q,K) (k = l, l + 2m) и H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi, K) обеспечивает выпол-

нение условий согласования для сильных решений задачи (3.2.11), (3.2.12).
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В силу соотношения (3.2.9) и определения расширенного множества то-
чек сопряжения, множество K для задачи (3.2.11) и (3.2.12) — конеч-
но. Если условие 3.2.4 нарушается, то преобразования множества K1

могут сформировать бесконечное множество, которое следовало бы ис-
пользовать в определении весовых пространств вместо множества K. В
этом случае мы используем другой путь, чтобы преодолеть это препят-
ствие. А именно, если условие 3.2.4 нарушается, мы положим K = K1 и
a > l + 2m− 1.

Если N1 = 2, S1 = 1 и S2 = 0, то условие 3.2.4 выполняется. Пусть
при этом m = 1 и mi1 = 0. В этом случае задача (3.2.11), (3.2.12) имеет
вид (1), (2).

В этом пункте мы будем также предполагать, что выполнено следую-
щее условие.

Условие 3.2.5. ωis

(
Mi

)∩K1 = ∅ для всех i = 1, . . . , N1 и s = 1, . . . , Si.

Замечание 3.2.2. Если выполняется условие 3.2.5 и ωis (gi) ∩ ∂Q 6= ∅,
мы не накладываем никаких ограничений на подход кривой ωis

(
Mi

)
к

границе ∂Q. В частности, мы можем иметь тангенциальный подход этой
кривой к границе в точке ωis (gi).

Рис. 3.2.2 демонстрирует различные представления множества K, за-
висящие от структуры множества ω11 (M1) в случае выполнения усло-
вия 3.2.5.

Рис. 3.2.2
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Обозначим B2
iµu =

Si∑
s=1

∑
|α|6miµ

biµsα (y) (Dαu) (ωis (y))
∣∣
Mi
.

Лемма 3.2.1. Пусть выполняется условие 3.2.5. Если K = K и K3 6= ∅,

мы также предполагаем, что выполняется условие 3.2.4, если
K \K 6= ∅, мы предполагаем, что a > l + 2m− 1.

Тогда существуют числа κ, σ > 0 такие, что неравенства (3.2.6)
и (3.2.7) выполняются для всех u ∈ H l+2m

a (Q).

Доказательство. 1. Для доказательства этой леммы достаточно пока-
зать, что неравенства (3.2.6), (3.2.7) остаются справедливыми, когда функ-
ция B2

iµu заменена функцией ϕiµs =
∑

|α|6miµ

biµsα

(
y
)(Dαu

)(
ωis

(
y
))∣∣

Mi

(0 6 s 6 Si).

2. Вначале предположим, чтоMis = ωis

(
M i

)∩K2 6= ∅, см. рис. 3.2.3.
Тогда в силу условия 3.2.5 существует окрестность Gis множества ωis

(
Mi

)

и число κ > 0 такое, что Mκ
is ⊂ Gis, Gis ⊂ ωis

(
Ωi

)
, Gis ∩ K2κ

1 6= ∅, и
Gis∩K = ωis

(
M i∩K

)
. Из леммы 1.3.7 следует, что существует функция

U ∈ H l+2m
a

(
Q ∪Mκ

is

)
такая, что U

(
y
)

= u
(
y
)
для y ∈ Q ∩Mκ

is и

‖U‖H l+2m
a (Mκ

is)
6 k1 ‖u‖H l+2m

a (Q∩M2κ
is ) . (3.2.13)

Используем обозначение

Φiµs

(
y
)

= ξis

(
ωis

(
y
)) ∑

α

biµsα

(
y
)(DαU

)(
ωis

(
y
))

для y ∈ Ωi ∩Q,

Φiµs

(
y
)

= 0 для y ∈ Q \ Ωi,

где ξis ∈
.

C∞(
Rn

)
, ξis

(
y
)

= 1 для y ∈ ωis

(
Mi

)
, и ξis

(
y
)

= 0, если y /∈ G̃is =(
Gis∩Q

)∪Mκ
is. Очевидно, Φiµs ∈ H

l+2m−miµ
a

(
Q

)
и ϕiµs = Φiµs

∣∣
Mi

. Следо-
вательно, вводя новые переменные y′ = ωis

(
y
)
, используя условие 3.2.4,

если K = K и K3 6= ∅, и лемму 1.3.8, если K \K 6= ∅ и a > l + 2m− 1,

180



Рис. 3.2.3

из (3.2.13) мы получим

‖ϕiµs‖
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 ‖Φiµs‖H
l+2m−miµ
a (Q)

6

6 k2

∥∥∥∥∥ξis (y′)
∑

α

biµsα

(
ω−1

is (y′)
)Dα

y′U (y′)

∥∥∥∥∥
H

l+2m−miµ
a (G̃is)

6

6 k3 ‖u‖H l+2m
a (Q\K2κ

1 ) . (3.2.14)

Таким образом, мы доказали неравенство (3.2.6). Очевидно,
ωis (Mi \ Kκ1 ) ⊂ Q2σ для некоторого σ > 0. Пусть

Ψiµs (y) = Φiµs (y) ηis (ωis (y)) для y ∈ Ωi ∩ Q, Ψiµs (y) = 0 для
y ∈ Q \ Ωi,

где ηis ∈
.

C∞ (
R2

)
, ηis (y) = 1 для y ∈ Q2σ, ηis (y) = 0 для y ∈ Qσ.

Ясно, что ϕiµs

∣∣
Mi\Kκ1 = Ψiµs

∣∣
Mi\Kκ1 . Используя те же рассуждения, что и

в доказательстве неравенства (3.2.14), мы получим

‖ϕiµs‖
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi\Kκ1 )

6 ‖Ψiµs‖H
l+2m−miµ
a (Q)

6 k4 ‖u‖H l+2m
a (Qσ) . (3.2.15)

Мы доказали неравенство (3.2.7).
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3. Пусть теперь ωis

(
M i

) ⊂ Q. Тогда аналогично вышеизложенному
мы получим

‖ϕiµs‖
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k5 ‖u‖H l+2m
a (Qσ) . (3.2.16)

Это доказывает неравенства (3.2.6) и (3.2.7).

Замечание 3.2.3. Из доказательства леммы 3.2.1 следует, что существу-
ет κ0 > 0 такое, что неравенство (3.2.6) выполняется для 0 < κ 6 κ0 и
u ∈ H l+2m

a (Q) . Если 0 < κ 6 κ0, существует σ0 = σ0 (κ) > 0 такое, что
неравенство (3.2.7) выполняется для 0 < σ 6 σ0 и u ∈ H l+2m

a (Q) .

Лемма 3.2.2. Пусть выполняются условия леммы 3.2.1. Тогда опера-
торы A в (3.2.11) и Biµ в (3.2.12) можно представить в виде

A = A0 + A1, (3.2.17)

Biµ =
∑

p=0,2,3

Bp
iµ, (3.2.18)

где операторы A1, B2
iµ и B3

iµ удовлетворяют условиям 3.2.1, 3.2.2 и 3.2.3,
соответственно.

Доказательство. Обозначим

A1u =
∑

|α|<2m

aα (y)Dα
y u (y) ,

B3
iµu =

∑

|α|<miµ

biµ0α (y)Dα
y u(y)

∣∣
Mi

.

Теперь остается применить лемму 3.2.1.

Разрешимость и индекс задачи (3.2.1), (3.2.2)

Мы сохраним предположения и обозначения § 3.1. В частности, не огра-
ничивая общности, мы будем предполагать, что в достаточно малой окре-
стности каждой точки g ∈ K2 область Q совпадает с полуплоскостью{
y ∈ R2 : 0 < ϕ < π

}
, где r, ϕ — полярные координаты с полюсом в

точке g. Рассмотрим оператор-функции λ 7→ L̂g0
(
λ
) ∈ B(

W l+2m
(
d1, d2

)
,

W l
[
d1, d2

])
, g ∈ K∩∂Q, заданные по формуле (3.1.11). Если K∩K3 6= ∅,
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мы рассмотрим также оператор-функцию λ 7→ Âg

(
λ
) ∈ B(

W l+2m
2π

(
0, 2π

)
,

W l
2m

(
0, 2π

))
, g ∈ K3, заданную по формуле (3.1.13).

Сформулируем основной результат этого параграфа

Теорема 3.2.1. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2 и 3.2.1–3.2.3.
Если к тому же выполняется условие 3.1.3, то оператор L :

H l+2m
a

(
Q

) → Hl
a

(
Q,M

)
, соответствующий нелокальной задаче (3.2.1),

(3.2.2)—фредгольмов, и ind L = ind L0. Обратно, если оператор L :

H l+2m
a (Q) → Hl

a (Q,M)—фредгольмов, то прямая Im λ = h = a+1−l−
2m не содержит собственных значений оператор-функций
λ 7→ L̂g0 (λ) (g ∈ K1) .

Замечание 3.2.4. В силу теоремы 3.1.1 мы можем кратко сформулиро-
вать теорему 3.2.1 следующим образом. Если оператор L0, соответствую-
щий локальной задаче (3.1.1), (3.1.2), —фредгольмов, то оператор L, со-
ответствующий нелокальной задаче (3.2.1), (3.2.2), также фредгольмов.
Однако, если K = K и K2 ∪ K3 6= ∅, то в отличие от обычной эллипти-
ческой задачи краевая задача (3.1.1), (3.1.2) рассматривается не в Q, а в
Q\K. Кроме того, в определении пространства H l+2m

a (Q) мы добавляем
к множеству K1 множества K2 и K3. Такое определение оператора L0

и весовых пространств H l+2m
a (Q) и Hl

a (Q,M) обеспечивает выполнение
условий сопряжения для задач (3.2.1), (3.2.2) и (3.2.11), (3.2.12).

Для доказательства теоремы 3.2.1 вначале мы получим некоторые
вспомогательные результаты.

Лемма 3.2.3. Пусть выполняются условия 3.1.1–3.1.3 и 3.2.1–3.2.3. То-
гда для всех u ∈ H l+2m

a (Q) мы имеем

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 c3

(
‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)

)
, (3.2.19)

где оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a (Q,M) , соответствующий нелокаль-
ной задаче (3.2.1), (3.2.2), задается по формуле (3.2.8).

Доказательство. 1. В силу леммы 3.1.1 и замечания 3.1.2 мы имеем
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‖u‖H l+2m
a (Q) 6 k1(‖L0u‖H(Q,M) + ‖u‖H0

a+1−l−2m(Q)) 6

6 k2

(
‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q) + ‖A1u‖H l

a(Q)+

+
∑
i,µ

∑
p=2,3

‖Bp
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

)
. (3.2.20)

Из условий 3.2.1, 3.2.3, леммы 1.3.5 и ограниченности области Q следует,
что

∥∥A1u
∥∥

H l
a(Q) +

∑
i,µ

∥∥B3
iµu

∥∥
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k3q
−1|||u|||H l+2m

a (Q)

для любых q > 0, (3.2.21)

где k3 > 0 не зависит от q и u,

|||u|||2
H l+2m

a (Q) = ‖u‖2
H l+2m

a (Q) + q2(l+2m)‖u‖2
H0

a+1−l−2m(Q).

2. Мы введем функции η, η1 ∈
.

C∞ (
R2

)
такие, что

η (y) = 1
(
y /∈ K2κ

1
)
, η (y) = 0 (y ∈ Kκ1 ) , (3.2.22)

η1 (y) = 1 (y ∈ Qσ) , η1 (y) = 0
(
y /∈ Qσ/2

)
, (3.2.23)

где числа κ и σ —из условия 3.2.2.
Из неравенства (3.2.6), леммы 3.1.1, замечания 3.1.2, формулы Лейб-

ница, леммы 1.3.5 и неравенства (3.2.21) следует, что

‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k4‖ηu‖H l+2m
a (Q) 6

6 k5{‖L0(ηu)‖Hl
a(Q,M) + ‖ηu‖H0

a+1−l−2m(Q)} 6
6 k6{‖ηL0u‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)} 6 k7{‖ηLu‖Hl

a(Q,M)+

+
∑
i,µ

‖ηB2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

+ q−1|||u|||H l+2m
a (Q)}, (3.2.24)

где k7 > 0 не зависит от q и u.

Из неравенства (3.2.7), леммы 3.1.1, формулы Лейбница, неравенства

184



(3.2.21) и леммы 1.3.5 мы получим

‖ηB2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k8‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi\Kκ1 )

6

6 k9‖η1u‖H l+2m
a (Q) 6 k10(‖A0(η1u)‖H l

a(Q) + ‖η1u‖H0
a+1−l−2m(Q)) 6

6 k11(‖Au‖H l
a(Q) + q−1|||u|||H l+2m

a (Q)). (3.2.25)

В силу (3.2.24), (3.2.25) мы имеем

‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Γi)

6 k12(‖Lu‖Hl
a(Q,M) + q−1|||u|||H l+2m

a (Q)). (3.2.26)

Выберем q > 0 так, что q−1k2 (k3 + N1mk12) < 1/2. Тогда из соотноше-
ний (3.2.20), (3.2.21) и (3.2.26) мы получим (3.2.19).

Лемма 3.2.4. Пусть выполняются условия леммы 3.2.3. Тогда опера-
тор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a (Q,M) , заданный по формуле (3.2.8), имеет

правый регуляризатор R : Hl
a (Q,M) → H l+2m

a (Q) .

Доказательство. В силу леммы 3.1.2 и замечания 3.1.2 оператор L0 :

H l+2m
a (Q) → Hl

a (Q,M) имеет правый регуляризатор R0 : Hl
a (Q,M) →

H l+2m
a (Q) , т.е. L0R0 = I+T0, где T0 —компактный оператор вHl

a (Q,M) .

Введем ограниченные операторы R1 : H l
a (Q) → H l+2m

a (Q) и R2 :

Hl
a (M) → H l+2m

a (Q) по формулам R1f0 = R0 (f0, 0) и R2f
′ = R0 (0, f ′) ,

где f ′ = {fiµ} , Hl
a (M) =

∏
i,µ

H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi). Мы определим также

ограниченные операторы B, Bp : H l+2m
a (Q) → Hl

a (M) следующим
образом: Bp =

{
Bp

iµ

}
i,µ

, B = B0 + B2 + B3, где p = 0, 2, 3.

Покажем, что оператор R, определенный по формуле

Rf = R1f0 + (1− η1)
[
I − (1− η) R2B

2 (1− η1)
]
R2Φ, (3.2.27)

является правым регуляризатором L. Здесь η и η1 функции, заданные по
формулам (3.2.22), (3.2.23), Φ = f ′ −B2R1f0. Введем операторы T1 (T2)

из H l
a (Q) в себя (в Hl

a (M)) и T3 (T4) из Hl
a (M) в H l

a (Q) (в Hl
a (M)) по

формулам

T0 (f0, 0) = (T1f0, T2f0) и T0 (0, f ′) = (T3f
′, T4f

′) .
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По определению операторы T1, . . . , T4 —компакты в соответствующих
пространствах и

A0R1f0 = f0 + T1f0, A0R2f
′ = T3f

′, (3.2.28)

B0R1f0 = T2f0, B0R2f
′ = f ′ + T4f

′. (3.2.29)

Легко видеть, что
B0 (1− η1) u = B0u. (3.2.30)

Из (3.2.6) мы имеем supp B2 (1− η1) u ⊂ ∂Q ∩ Kκ1 . В силу (3.2.22),
1− η (y) = 1 для y ∈ Kκ1 и 1− η (y) = 0 для y /∈ K2κ

1 . Отсюда и из (3.2.6)
мы имеем

(1− η) B2 (1− η1) u = B2 (1− η1) u, B2 (1− η) u = 0. (3.2.31)

Из соотношений (3.2.27) и (3.2.29)–(3.2.31) следует, что

BRf = T2f0 + B2R1f0 + Φ + T4Φ + B2 (1− η1) R2Φ−
− (1− η) B2 (1− η1) R2Φ− (1− η) T4B

2 (1− η1) R2Φ +

+ T5R2B
2 (1− η1) R2Φ + B3Rf = f ′ + T ′′f,

где

T5v =






 ∑

16|α|6miµ

∑

|β|=miµ−|α|
aiµ

αβ (y)Dα
y (1− η (y))Dβ

y v (y)




∣∣∣∣
Mi





i,µ

,

aiµ
αβ ∈ C∞ (

R2) , i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m,

T ′′f = T2f0 + T4Φ + (T5R2 − (1− η) T4) B2 (1− η1) R2Φ + B3Rf.

В силу компактности операторов вложения H l+2m
a (Q) в H l+2m−1

a (Q) ,

см. теорему 3.3.1 и условие 3.2.3, оператор T ′′ : H l
a (Q,M) → Hl

a (M)—
компактный.

Подставляя (3.2.27), (3.2.28) в выражение ARf и применяя затем фор-
мулу Лейбница, в силу теоремы 1.3.1 и условия 3.2.1 мы получим

ARf = f0 + T ′f,

где T ′ : Hl
a (Q, M) → H l

a (Q)—компактный оператор.
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Таким образом,
LRf = I + T,

где оператор T : Hl
a (Q,M) → Hl

a (Q,M) , определенный по формуле
Tf = (T ′f, T ′′f) ,—компактный.

Доказательство теоремы 3.2.1

1. Пусть выполняется условие 3.1.3. Тогда из леммы 3.2.3, теоремы 1.3.1
и теоремы A.2 следует, что dimN (L) < ∞ и образ R(L)— замкнут в
Hl

a(Q,M). С другой стороны, из леммы 3.2.4 и теоремы A.4 вытека-
ет, что codimR(L) < ∞. Таким образом, оператор L : H l+2m

a (Q) →
Hl

a(Q,M)—фредгольмов. Покажем, что ind L = ind L0. Обозначим
Lt = L0 + t(L − L0), 0 6 t 6 1. Очевидно, операторы tA1, tB2

iµ и
tB3

iµ (i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m) удовлетворяют условиям 3.2.1–3.2.3.
Поэтому из первой части доказательства мы видим, что оператор Lt —
фредгольмов для любого 0 6 t 6 1. Таким образом, в силу теоремы A.8
об устойчивости индекса ind L = ind L0.

2. Пусть теперь оператор L—фредгольмов. Докажем, что прямая
Im λ = h не содержит собственных значений оператор-функции
λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K1). Из теоремы 1.3.1 и условий 3.2.1 и 3.2.3 сле-
дует, что операторы A1 : H l+2m

a (Q) → H l
a(Q) и B3

iµ : H l+2m
a (Q) →

H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi)—компактны. Поэтому по теореме A.7 о компактных

возмущениях фредгольмовых операторов мы можем считать, что A1 = 0

и B3
iµ = 0. Поскольку оператор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M)—фредголь-

мов, из теоремы A.2 мы получим оценку (3.2.19).
Предположим противное: существует g ∈ K1 такое, что прямая

Im λ = h содержит собственное значение λ0 оператор-функции
λ 7→ L̂g0(λ).

Выберем δ1 так, что 0 < δ1 < κ, B2δ1
(g) ∩ (K \ {

g
}
)4δ1 = ∅, и

Q ∩ B4δ1
(gν) = (θ + gν) ∩ B4δ1

(gν) (ν = 1, . . . , N1), где θ = θν ={
y ∈ R2 : dν1 < ϕ < dν2, 0 < r

}
. Сохраняя обозначения для функ-

ций ξ1, ξ2 и операторов L′g0, L′′g0 из доказательства леммы 3.1.1, далее
возьмем достаточно малое δ > 0, δ < δ1.
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Пусть u ∈ H l+2m
a (Q) таково, что supp u ⊂ B3δ/2(g). Из неравенства (3.2.6)

следует, что B2
iµu = 0. В силу (3.1.15) мы имеем L′′g0v(y′) = L′g0v(y′), где

y′ = y − g и v(y′) = u(g + y′). Отсюда мы выводим

‖Lu‖Hl
a(Q,M) = ‖L0u‖Hl

a(Q,M) = ‖L′g0v‖Hl
a(θ,γ) 6

6 ‖Lg0v‖Hl
a(θ,γ) + ‖ξ2(L

′
g0 − Lg0)v‖Hl

a(θ,γ). (3.2.32)

В силу (3.1.19) существует δ > 0 такое, что ‖ξ2(L
′
g0−Lg0)‖ < 1/2c3, где

c3 > 0—из неравенства (3.2.19). Поэтому из неравенств (3.2.19) и (3.2.32)
следует, что

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 2c3

(
‖Lg0v‖Hl

a(θ,γ) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)

)
. (3.2.33)

Пусть

v(y′) = vε(y
′) = riλ0+εψ0(ϕ)ξ1(y

′),

u(y) = uε(y) = vε(y
′),

где ψ0(ϕ)— собственная функция оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ), соот-
ветствующая значению λ0, ε > 0. Очевидно,

Lg0(r
iλ0+εψ0(ϕ)) =

{
r−2m+iλ0+εÂ(g, ϕ,Dϕ, λ0 − iε)ψ0(ϕ),

r−miµ+iλ0+εB̂iµ(g, ϕ,Dϕ, λ0 − iε)ψ0(ϕ)
∣∣
ϕ=dρ

}
.

Поэтому ‖Lg0vε‖Hl
a(θ,γ) 6 k1 для 0 < ε < 1, ср. доказательство след-

ствия 2.2.4. В силу леммы 1.3.10 uε ∈ H l+2m
a (Q). Однако ‖uε‖H l+2m

a (Q) →∞
при ε → 0 и ‖uε‖H0

a+1−l−2m(Q) 6 k2 при 0 < ε < 1. Это противоречит
неравенству (3.2.33). Мы доказали, что прямая Im λ = h не содержит
собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K1).

В следующем пункте мы покажем, что для задач (3.2.11), (3.2.12) опе-
ратор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a (Q,M)—фредгольмов тогда и только тогда,

когда выполняется условие 3.1.3.

Разрешимость и индекс задачи (3.2.11), (3.2.12)

Теорема 3.2.2. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2, и 3.2.5. Ес-
ли K = K и K3 6= ∅, мы предполагаем также, что выполнено усло-
вие 3.2.4, если K \K 6= ∅, мы предполагаем, что a > l + 2m− 1.
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Тогда оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M), соответствующий нело-
кальной задаче (3.2.11), (3.2.12), — фредгольмов тогда и только тогда,
когда выполняется условие 3.1.3. Более того, если условие 3.1.3 выпол-
няется, то ind L = ind L0.

Доказательство. 1. Пусть выполняется условие 3.1.3. Тогда из теоре-
мы 3.2.1 и леммы 3.2.2 следует, что оператор L, соответствующий зада-
че (3.2.11), (3.2.12), —фредгольмов и ind L = ind L0.

2. Предположим теперь, что оператор L, соответствующий задаче
(3.2.11), (3.2.12), —фредгольмов. Тогда в силу теоремы 3.2.1 и леммы 3.2.2
прямая Im λ = h не содержит собственных значений оператор-функции
λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K1). Остается доказать, что прямая Im λ = h не со-
держит собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K2),

если K ∩K2 6= ∅, и собственных значений оператор-функции λ 7→ Âg(λ)

(g ∈ K3), если K ∩ K3 6= ∅. Для того чтобы это сделать, мы установим
некоторые вспомогательные результаты.

Лемма 3.2.5. Пусть выполняются условия теоремы 3.2.2. Предполо-
жим, что оператор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M)—фредгольмов и A1 = 0,

B3
iµ = 0 (i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m). Предположим также, что K2 ⊂ K

и K2 6= ∅.

Тогда прямая Im λ = h не содержит собственных значений оператор-
функции λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K2).

Доказательство. 1. В силу замечания 3.2.3 существует κ0 > 0 такое,
что неравенство (3.2.6) выполняется для 0 < κ 6 κ0 и u ∈ H l+2m

a (Q).
Если 0 < κ 6 κ0, то существует σ0 = σ0(κ) > 0 такое, что для
0 < σ 6 σ0 и u ∈ H l+2m

a (Q) выполняется неравенство (3.2.7). Пусть
κ, σ > 0 достаточно малы. В частности, мы предполагаем, что
B2κ(g) ∩ B2κ(p) = ∅ для всех g 6= p, g, p ∈ K, σ 6 κ, κ —настоль-
ко мало, что Q ∩B2κ(g) = (θ + g) ∩B2κ(g) (g ∈ K1 ∪ K2), где θ = θν =

{y ∈ R2 : dν1 < ϕ < dν2, 0 < r}, ν = 1 . . . , N1, если g = gν ∈ K1, и
θ = {y ∈ R2 : 0 < ϕ < π, 0 < r}, если g ∈ K2.
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Из теоремы 3.2.1 следует, что прямая Imλ = h не содержит соб-
ственных значений оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K1). Докажем,
что на прямой Imλ = h нет собственных значений оператор-функции
λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K2). Предположим противное: прямая Imλ = h содер-
жит собственное значение λ0 оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ) для некото-
рого g0 ∈ K2.

Примем v2ε(y
′) = riλ0+εψ0(ϕ)ξ1,σ/2(y

′), u2ε(y) = v2ε(y
′), где y′ = y−g0,

ε > 0, ψ0(ϕ)— собственная функция оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ), со-
ответствующая собственному значению λ0, и ξ1,σ/2(y

′) = ξ1(y
′), ξ1(y

′) оп-
ределена по формуле (3.1.15) с δ = σ/2, ϕ, r —полярные координаты y′.

Аналогично доказательству теоремы 3.2.1 можно легко убедиться, что
u2ε ∈ H l+2m

a (Q) и

‖u2ε‖H l+2m
a (Q) →∞ при ε → 0, (3.2.34)

‖u2ε‖H l+2m
b (Q) 6 k1 (0 < ε < 1), (3.2.35)

где k1 = k1(b) > 0 не зависит от ε, b > a.
Поскольку supp u2ε ⊂ Q \ Qσ, из неравенства (3.2.7) следует, что

supp B2
iµu2ε ⊂ Kκ1 и B2

iµu2ε ∈ H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi).

Определим оператор L′′g0 : H l+2m
a (θ) → Hl

a(θ, γ) по формуле (3.1.17)
с функцией ξ2, заданной по формуле (3.1.15), где ξ2(y) = ξ2,κ/2(y), если
g ∈ K1 и ξ2(y) = ξ2, σ/2(y), если g ∈ K2.

Для каждого ν, 1 6 ν 6 N1, мы рассмотрим уравнение

L′′gν0wνε = Fνε, (3.2.36)

где Fνε = {0, f ε
ρµ},

f ε
ρµ(y

′) =




−(B2

iµu2ε)(gν + y′) для y′ ∈ γρ, |y′| < κ,

0 для y′ ∈ γρ, |y′| > κ,

и i = i(ρ, ν), 1 6 i 6 N1, таково, что gν ∈ M i и Mi ∩ (γρ + gν) 6= ∅,

ср. (3.1.10). Поскольку прямая Im λ = h не содержит собственных зна-
чений оператор-функции λ 7→ L̂gν0(λ), из доказательства леммы 3.1.1 сле-
дует, что оператор L′′gν0 имеет ограниченный обратный (L′′gν0)

−1 :
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Hl
a(θ, γ) → H l+2m

a (θ) для любого 0 < κ < δ0, где δ0 > 0—достаточно
мало. Следовательно, существует единственное решение wνε ∈ H l+2m

a (θ)

уравнения (3.2.36).

Примем u1ε(y) =
N1∑
ν=1

wνε(y − gν)ξ1,κ/2(y − gν) и uε(y) = u1ε(y)+u2ε(y),

где функция ξ1,κ/2(y) = ξ1(y), функция ξ1(y) задана по формуле (3.1.15)
с δ = κ/2, 0 < κ 6 δ0. Очевидно, u1ε ∈ H l+2m

a (Q). Поскольку
supp u1ε ∩ supp u2ε = ∅, из соотношения (3.2.34) вытекает, что

‖uε‖H l+2m
a (Q) →∞ при ε → 0. (3.2.37)

Далее мы докажем, что множество
{
‖uε‖H l+2m

a (Q)

}
ограничено для

0 < ε < 1. Это противоречит соотношению (3.2.37).
2. Вначале оценим нормы ‖A0uε‖H l

a(Q).

Введем операторы A′
g0 и A′′

g0 по формулам (3.1.16), (3.1.17) соответ-
ственно, с g ∈ K1 ∪ K2. Поскольку supp ξ1δ ⊂ B3δ/2, ξ2δ(y

′) = 1 для
y′ ∈ B3δ/2, мы имеем

A′
gν0

(
wνε(y

′)ξ1,κ/2(y
′)
)

= A′′
gν0

(
wνε(y

′)ξ1,κ/2(y
′)
)

(ν = 1, . . . , N1),

A′
g00v2ε(y

′) = A′′
g00v2ε(y

′).

Тогда, переходя к координатам y′ в окрестности точек gν ∈ K1 и g0 ∈ K2,

мы получим

‖A0uε‖H l
a(Q) 6

∑
ν

‖A′
gν0

(
wνε(y

′)ξ1,κ/2(y
′)
)‖H l

a(θν)+

+ ‖A′
g00v2ε(y

′)‖H l
a(θ) 6

∑
ν

Cνε + ‖A′
g00v2ε(y

′)‖H l
a(θ)+

+ ‖ξ2,σ/2(y
′)(A′

g00 − Ag00)v2ε(y
′)‖H l

a(θ), (3.2.38)

где Cνε = ‖A′′
gν0

(
wνε(y

′)ξ1,κ/2(y
′)
)‖H l

a(θν).

Оценим Cνε. В силу следствия 1.4.2 в [12] существует число a0 такое,
что a < a0 < a + 1 и полоса a + 1 − l − 2m 6 Im λ 6 a0 + 1 − l − 2m

не содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂gν0(λ). Из
уравнения (3.2.36) вытекает, что A′′

gν0wνε(y
′) = 0. Следовательно, исполь-

зуя формулу Лейбница, мы выводим неравенство

Cνε 6 k2(κ)‖wνε‖H l+2m−1
a (θν∩(Bκ\Bκ/2)) 6 k3(κ)‖wνε‖H l+2m

a0 (θν∩Bκ), (3.2.39)
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где k2(κ), k3(κ) > 0 не зависят от ε.

Оценим правую часть неравенства (3.2.39). Введем линейные ограни-
ченные операторы

La, L
′
a, L

′′
a : H l+2m

a (θ) → Hl
a(θ, γ),

La0
, L′a0

, L′′a0
: H l+2m

a0
(θ) → Hl

a0
(θ, γ),

заданные по формулам

Lau = Lgν0u, L′au = L′gν0u, L′′au = L′′gν0u
(
u ∈ H l+2m

a (θν)
)
,

La0
u = Lgν0u, L′a0

u = L′gν0u, L′′a0
u = L′′gν0u

(
u ∈ H l+2m

a0
(θν)

)
.

Уравнение (3.2.36) относительно функции wνε ∈ H l+2m
a (θ) может быть

записано в следующем виде:

Lawνε = Φνε, (3.2.40)

где Φνε = Fνε − ξ2,κ/2(L
′
a − La)wνε. Поскольку supp B2

iµu2ε ⊂ Kκ1 ,
supp ξ2,κ/2 ⊂ Bκ, и a0 > a, мы имеем Φνε ∈ Hl

a(θ, γ) ∩ Hl
a0

(θ, γ). На-
помним, что полоса a + 1 − l − 2m 6 Im λ 6 a0 + 1 − l − 2m не содер-
жит собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂gν0(λ). Поэтому по
теореме 2.2.1 об асимптотическом поведении решений эллиптических за-
дач в бесконечных углах существует ограниченный обратный оператор
L−1

a0
: Hl

a0
(θ, γ) → H l+2m

a0
(θ) и wνε = L−1

a0
Φνε ∈ H l+2m

a0
(θ). Более того, из

соотношения (3.1.19) следует, что

‖L−1
a0

ξ2,κ/2(L
′
a − La)‖ < 1/2,

если κ < δ и δ0 > 0—достаточно мало. Поэтому в силу (3.2.40) мы имеем

‖wνε‖H l+2m
a0 (θ) 6 k4

∑

i, µ

‖B2
iµu2ε‖

H
l+2m−miµ−1/2
a0 (Mi)

− 1

2
‖wνε‖H l+2m

a0 (θ).

Из этого неравенства и из оценки (3.2.35) мы выводим

‖wνε‖H l+2m
a0 (θ) 6 k5. (3.2.41)

Из неравенств (3.2.39) и (3.2.41) следует, что

Cνε 6 k6(κ), (3.2.42)

192



где k6(κ) > 0 не зависит от ε.

Из неравенств (3.2.38), (3.2.42), оценки

‖Ag00 v2ε(y
′)‖H l

a(θ) 6 k7(κ)

и соотношения ‖ξ2,σ/2(A
′
g00 − Ag00)‖ → 0 при σ →∞ (см. (3.1.19)) мы

выводим
‖A0uε‖H l

a(Q) 6 k8(κ) + k9(κ)‖uε‖H l+2m
a (Q), (3.2.43)

где k7(κ), k8(κ), k9(κ) > 0 не зависит от ε, а k9(κ) → 0 при κ → 0.

3. Теперь мы оценим нормы ‖Biµuε‖
H

l+2m−miµ− 1
2

a (Mi)
. Поскольку

supp u1ε ⊂ Kκ1 , из неравенства (3.2.6) следует, что B2
iµu1ε = 0. Таким

образом,
Biµuε = B0

iµu1ε + B2
iµu2ε + B0

iµu2ε. (3.2.44)

Из соотношения ξ1,κ/2(y
′) = 1 при |y′| 6 κ/2 и равенств (3.2.36), (3.1.17)

мы получим

ξ1,κ/2(y − gν)B
0
iµwνε(y − gν) + (B2

iµu2ε)(y) =

= ξ1,κ/2(y
′)B0

iµ0(gν + y′, Dy′)wνε(y
′)
∣∣
γρ

+

+ (B2
iµu2ε)(gν + y′) = 0 при y′ ∈ γρ, |y′| 6 κ/2. (3.2.45)

Используя соотношения (3.2.44), и (3.2.45), формулу Лейбница, экви-
валентность норм в пространствах Соболева и пространствах Кондра-
тьева на γρ ∩ (B2κ \ Bκ/3) с различными индексами a и a0, лемму C.5 и
неравенства (3.2.35), (3.2.41) мы имеем

‖Biµuε‖
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6

6 Ciµε +
∑
ν,ρ

∥∥∥∥B0
iµ0(gν + y′, Dy′)

(
wνε(y

′)ξ1,κ/2(y
′)
) ∣∣

γρ
+

+ (B2
iµu2ε)(gν + y′)

∥∥∥∥
H

l+2m−miµ−1/2
a (γρ)

6

6 Ciµε + k10(κ)

( ∑
ν

‖wνε‖W l+2m(θ∩(Bκ\Bκ/2)) + 1

)
6

6 Ciµε + k11(κ)

( ∑
ρ,ν,µ

‖(B2
iµu2ε)(gν + y′)‖W l+2m−miµ−1/2(γρ∩(B2κ\Bκ/3))+
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+
∑

ν

‖wνε(gν + y′)‖L2(θ∩(B2κ\Bκ/3)) + 1

)
6

6 Ciµε + k12(κ)

(
‖u2ε(g + y′)‖H l+2m

a0 (θ) +
∑

ν

‖wνε‖H l+2m
a0 (θ) + 1

)
6

6 Ciµε + k13(κ),

где Ciµε = ‖B0
iµu2ε‖

H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

.

Оценивая Ciµε аналогично неравенству (3.2.43), из последнего нера-
венства мы выводим

‖Biµuε‖
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k14(κ) + k15(κ)‖uε‖H l+2m
a (Q), (3.2.46)

где константы k10(κ), . . . , k15(κ) > 0 не зависят от ε и k15(κ) → 0 при
κ → 0.

4. Наконец, мы докажем ограниченность множества {‖uε‖H l+2m
a (Q)}.

По предположению, оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M)—фредголь-
мов. Поэтому из теоремы A.5 и компактности вложения H l+2m

a (Q) в
H0

a0−l−2m(Q) вытекает, что

‖uε‖H l+2m
a (Q) 6 k16

(
‖Luε‖Hl

a(Q,M) + ‖uε‖H0
a0−l−2m(Q)

)
(3.2.47)

для 0 < ε < 1.

Мы можем выбрать κ > 0 настолько малым, что

k16
(
k9(κ) + N1mk15(κ)

)
< 1/2.

Тогда из (3.2.47), (3.2.43), и (3.2.46) мы получим

‖uε‖H l+2m
a (Q) 6 2k16

(
k8(κ) + N1mk14(κ) + ‖uε‖H0

a0−l−2m(Q)

)
(3.2.48)

для 0 < ε < 1.

Используя определение функции u1ε, ограниченность оператора L−1
a0

:

Hl
a0

(θ, γ) → H l+2m
a0

(θ) и неравенство (3.2.35), мы имеем

‖u1ε‖H0
a0−l−2m(Q) 6 k17(κ)

∑
ν

‖wνε(y
′)‖H l+2m

a0 (θν) 6

6 k18(κ)
∑
ρ,ν,µ

‖(B2
iµu2ε)(gν + y′)‖

H
l+2m−miµ−1/2
a0 (γρ)

6

6 k19(κ)‖u2ε‖H l+2m
a0 (Q) 6 k20(κ), (3.2.49)
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где k17(κ), . . . , k20(κ) > 0 не зависят от ε.

Из неравенств (3.2.35), (3.2.48), (3.2.49) следует ‖uε‖H l+2m
a (Q) 6 k21(κ),

где k21(κ) > 0 не зависит от ε.

Это противоречит (3.2.37).

Лемма 3.2.6. Пусть выполняются условия теоремы 3.2.2. Предполо-
жим, что оператор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M)—фредгольмов и A1 = 0,

B3
iµ = 0 (i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m). Предположим также, что

K = K и K3 6= ∅.

Тогда прямая Im λ = h не содержит собственных значений опера-
тор-функции λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3).

Доказательство. 1. Предположим противное: прямая Imλ = h содер-
жит собственное значение λ0 оператор-функции λ 7→ Âg0

(λ) для неко-
торого g0 ∈ K3. Не ограничивая общности, предположим, что K2 6=
∅. Пусть δ > 0 таково, что B2δ(g0) ⊂ Q, ω−1

is (B2δ(g)) ⊂ Kκ/2
1 для

(i, s) ∈ {
1 6 i 6 N1, 1 6 s 6 Si : g0 ∈ ωis(M i \M)

}
и ω−1

is

(
B2δ(g)

) ⊂ Kσ/2
2

для (i, s) ∈ {1 6 i 6 N1, 1 6 s 6 Si : g0 ∈ ωis(Mi ∩ K2)}, где κ, σ

из доказательства леммы 3.2.5. Предположим также, что 0 < δ < κ и
δ < ρ

(
g,

⋃
i,s

ωis(M i)
)
. Здесь (i, s) ∈ {(i, s) : g0 /∈ ωis(M i)}.

Обозначим

v3ε(y
′) = riλ0+εψ0(ϕ)ξ1δ(y

′), u2ε(y) = v3ε(y
′),

где y′ = y − g0, ε > 0, ψ0(ϕ)— собственная функция оператор-функции
λ 7→ Âg0

(λ), соответствующая собственному значению λ0, и ξ1δ(y) = ξ1(y),

функция ξ1(y) задана по формуле (3.1.15), ϕ, r —полярные координаты
точки y′.

Очевидно, u3ε ∈ H l+2m
a (Q) и

‖u3ε‖H l+2m
a (Q) →∞ при ε → 0, (3.2.50)

‖u3ε‖H l+2m
b (Q) 6 k1 (0 < ε < 1), (3.2.51)

где k1 = k1(b) > 0 не зависит от ε.
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Из предположения относительно δ следует, что

supp B2
iµu3ε ⊂ Kκ/2

1 ∪ Kσ/2
2 и B2

iµu3ε ∈ H l+2m−miµ−1/2
a (Mi).

Обозначим через g2
ν точки множества K2 (ν = 1, . . . , N2). Пусть i = i(ν),

1 6 ν 6 N2, таково, что g2
ν ∈ Mi. Не ограничивая общности, предпо-

ложим, что Jg0
= {1 6 ν 6 N2 : ωis(g

2
ν) = g0, i = i(ν)} 6= ∅. Для

каждого ν ∈ Jg0
мы рассмотрим уравнение

L′′g2
ν0 w2

νε = F 2
νε, (3.2.52)

где F 2
νε =

{
0, f 2ε

νρµ

}
,

f 2ε
νρµ(y

′) =




−(B2

iµu3ε)(y
′ + g2

ν) для y′ ∈ γρ, |y′| < σ/2,

0 для y′ ∈ γρ, |y′| > σ/2,

и i = i(ν).

Выберем σ > 0 настолько малым, что для δ = σ оператор L′′g2
ν0 имеет

ограниченный обратный. Следовательно, существует единственное реше-
ние w2

νε ∈ H l+2m
a (Q) уравнения (3.2.52).

Обозначим u2ε(y) =
∑

ν∈Jg0

w2
νε(y − g2

ν)ξ1,σ/2(y − g2
ν), где функция

ξ1,σ/2(y) = ξ1(y), функция ξ1(y) задается по формуле (3.1.15) с δ = σ/2.

Очевидно, u2ε ∈ H l+2m
a (Q). Поскольку supp u2ε ⊂ Kσ

2 , в силу неравен-
ства (3.2.7) мы имеем B2

iµu2ε ⊂ Kκ1 .

Для каждого ν, 1 6 ν 6 N1, рассмотрим уравнение

L′′gν0 = F 1
νε, (3.2.53)

где F 1
νε =

{
0, f 1ε

νρµ

}
,

f 1ε
νρµ(y

′) =




− (

B2
iµ(u2ε + u3ε)

)
(y′ + gν) для y′ ∈ γρ, |y′| < κ,

0 для y′ ∈ γρ, |y′| > κ,

i = i(ρ, ν) таково, что gν ∈ M i и Mi ∩ (γρ + gν) 6= ∅.
Напомним, что κ > 0 настолько мало, что для δ = κ оператор L′′gν0

имеет ограниченный обратный. Следовательно, существует единственное
решение w1

νε уравнения (3.2.53).
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Обозначим u1ε(y) =
∑
ν

w1
νε(y − gν)ξ1,κ/2(y − gν) и uε(y) =

3∑
j=1

ujε(y).

Очевидно, u1ε, uε ∈ H l+2m
a (Q). Поскольку

supp uiε ∩ supp ujε = ∅ для i 6= j, (3.2.54)

из (3.2.50) следует, что

‖uε‖H l+2m
a (Q) →∞ при ε → 0. (3.2.55)

2. Далее мы докажем, что множество
{‖uε‖H l+2m

a (Q)

}
ограничено для

0 < ε < 1.

Переходя к новым координатам y′ в окрестности точек gν ∈ K1,

g2
ν ∈ K2 и g0 ∈ K3 и используя (3.1.19), (3.2.52)–(3.2.54) и неравенство

σ 6 κ, аналогично (3.2.43) мы получим

‖A0uε‖H l
a(Q) 6 k2(κ) + k3(κ)‖uε‖H l+2m

a (Q), (3.2.56)

где k2(κ), k3(κ) > 0 не зависят от ε и k3(κ) → 0 при κ → 0.

Поскольку supp u1ε ⊂ Kκ1 , из неравенства (3.2.6) следует, что B2
iµ u1ε = 0.

Поэтому из равенства B0
iµ u3ε = 0 мы получим

Biµuε = B0
iµu1ε + B2

iµ(u2ε + u3ε) + B0
iµu2ε. (3.2.57)

Из соотношений ξ1,κ/2(y
′) ≡ 1 для |y′| 6 κ/2, ξ1,σ/2(y

′) ≡ 1 для |y ′| 6 σ/2

и равенств (3.1.17), (3.2.52) и (3.2.53) мы получим

ξ1,κ/2(y − gν)B
0
iµw

1
νε(y − gν) +

(
B2

iµ(u2ε + u3ε)
)
(y) =

= ξ1,κ/2(y
′)B0

iµ0(gν + y′, Dy′)w
1
νε(y

′)
∣∣
γρ

+

+
(
B2

iµ(u2ε + u3ε)
)
(gν + y′) = 0 для y′ ∈ γρ, |y′| < κ/2, (3.2.58)

ξ1,σ/2(y − g2
ν)B

0
iµw

2
νε(y − g2

ν) + (B2
iµu3ε)(y) =

= ξ1,σ/2(y
′)B0

iµ0(g
2
ν + y′, Dy′)w

2
νε(y

′)
∣∣
γρ

+

+ (B2
iµu3ε)(g

2
ν + y′) = 0 для y′ ∈ γρ, |y′| < σ/2. (3.2.59)

Используя формулу Лейбница, включения supp B2
iµu2ε ⊂ Kκ1 и

supp B2
iµu3ε ⊂ Kκ/2

1 ∪ Kσ/2
2 , соотношения (3.2.58), (3.2.59), эквивалент-

ность норм в пространствах Соболева и весовых пространствах на
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γρ ∩ (B2κ \ Bκ/3), лемму C.5 и соотношения (3.2.51), (3.2.54), аналогич-
но (3.2.46) мы выводим

‖Biµuε‖
H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k4(κ), (3.2.60)

где k4(κ) > 0 не зависит от ε.

Поскольку оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M)—фредгольмов, из
теоремы A.5 и компактности оператора вложения H l+2m

a (Q) в H0
a0−l−2m(Q)

следует, что

‖uε‖H l+2m
a (Q) 6 k5

(
‖Luε‖Hl

a(Q,M) + ‖uε‖H0
a0−l−2m(Q)

)
. (3.2.61)

Мы можем выбрать κ > 0 настолько малым, что k5k3(κ) < 1/2. Тогда
из (3.2.56), (3.2.60) и (3.2.61) мы получим

‖uε‖H l+2m
a (Q) 6 2k5

(
k2(κ) + mN1k4(κ) + ‖uε‖H0

a0−l−2m(Q)

)
. (3.2.62)

Используя определение функций u1ε и u2ε, ограниченность операторов
(L′′gν0)

−1, (L′′g2
ν0)

−1 в соответствующих пространствах и неравенство (3.2.51),
мы имеем

‖uε‖H0
a0−l−2m(Q) 6

6 k5(κ)

(∑
ν

‖w1
νε(y

′)‖H l+2m
a0 (θ) +

∑
ν

‖w2
νε(y

′)‖H l+2m
a0 (θ) + ‖u3ε‖H l+2m

a0 (Q)

)
6

6 k6(κ)

(∑
ν

‖w2
νε(y

′)‖H l+2m
a0 (θ) + ‖u3ε‖H l+2m

a0 (Q)

)
6 k7(κ), (3.2.63)

где k7(κ) > 0 не зависит от ε.

Из неравенств (3.2.62), (3.2.63) вытекает, что ‖uε‖H l+2m
a (Q) 6 k8(κ), где

k8(κ) > 0 не зависит от ε.

Это противоречит соотношению (3.2.55).

Теперь мы можем завершить доказательство теоремы 3.2.2. В силу
теоремы A.7 и фредгольмова свойства оператора L : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M)

оператор L с A1 = 0 и B3
iµ = 0— также фредгольмов. Тогда доказатель-

ство теоремы 3.2.2 следует из лемм 3.2.5 и 3.2.6.
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Сведение к задаче с возмущением,
квадрат которого компактен

Аналогично примеру 2.2.2 в [12] покажем, что, вообще говоря, операторы
B2

iµ не являются компактными возмущениями L0.

Пример 3.2.1. Рассмотрим нелокальную задачу

−∆u = f0(y) (y ∈ Q \K), (3.2.64)

u(y)
∣∣
M1
− b(y)u (ω(y))

∣∣
M1

= f1(y) (y ∈ M1),

u(y)
∣∣
M2

= f2(y) (y ∈ M2).



 (3.2.65)

Здесь Q ⊂ R2 — ограниченная область с границей ∂Q = M1 ∪ M2 ∪
K1, Mi —непересекающиеся открытые кривые класса C∞, множество K1

состоит из двух точек g1 и g2, в некоторой окрестности точки gν (ν =

1, 2) область Q совпадает с углом θν =
{
y ∈ R2 : dν1 < ϕ < dν2, 0 < r

}
,

0 < dν2 − dν1 < 2π, ω —диффеоморфизм класса C∞, отображающий
некоторую окрестность Ω1 кривой M1 на ω(Ω1) так, что ω(M1) ⊂ Q,

b ∈ C∞(R2) и b(y) > 0 для всех y ∈ Ω1. Пусть K = K. Обозначим через
Ω11 и Ω12 открытые окрестности M 1 такие, что Ω11 ⊂ Ω12, Ω12 ⊂ Ω1,

Ω12∩K = M1∩K и ω(Ω12)∩K = ω(M 1∩K). Введем функцию η ∈ .
C∞(R2)

такую, что η(y) = 1 для y ∈ ω(Ω11) и supp η ⊂ ω(Ω12). В силу леммы 1.1.5
существует линейный ограниченный оператор T : H

3/2
a (M1) → H2

a(Ω12)

такой, что Tψ
∣∣
M1

= ψ для любого ψ ∈ H
3/2
a (M1). Введем линейный

ограниченный оператор V : H
3/2
a (M1) → H2

a(Q), заданный по формуле

(V ψ)(y) =




−η(y)b−1

(
ω−1(y)

)
(Tψ)

(
ω−1(y)

)
(y ∈ ω(Ω12) ∩Q) ,

0 (y ∈ Q \ ω(Ω12)) .

Определим линейный ограниченный оператор

B2
11 : H2

a(Q) → H3/2
a (M1)

по формулам B2
11u = B̃2

11u
∣∣
M1

,

B̃2
11u =




−b(y)η (ω(y)) u (ω(y)) для y ∈ Ω12 ∩Q,

0 для y ∈ Q \ Ω12,
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ср. пример 3.2.1. Очевидно, B2
11u = −b(y)u (ω(y))

∣∣
M1

. Обозначим

F =
{

ψ ∈ H
3/2
a (M1) : ‖ψ‖

H
3/2
a (M1)

= 1
}

. Очевидно, V (F)— ограничен-
ное множество в H2

a(Q). С другой стороны, B2
11V ψ = ψ для любого

ψ ∈ F . Следовательно, B2
11 (V (F)) = F , т.е. оператор B2

11 отобража-
ет ограниченное множество V (F) на единичную сферу F , которая не
является компактным множеством в H

3/2
a (M1).

Введем линейные ограниченные операторы

L0, L : H2
a(Q) → H0

a(Q,M) = H0
a(Q)×

∏
i=1,2

H3/2
a (Mi)

по формулам

L0u =
(
−∆u, u

∣∣
M1

, u
∣∣
M2

)
, Lu =

(
−∆u, u

∣∣
M1

+ B2
11u, u

∣∣
M2

)
.

Мы показали, что оператор L получается из оператора L0 добавлением
оператора B2

11, который не является компактным.
Заметим, что в этом примере мы не предполагали, что ω(M 1) ∩ K1 = ∅,

ср. условие 3.2.5.

Покажем теперь, что нелокальные эллиптические задачи (3.2.1), (3.2.2)
можно свести к фредгольмову операторному уравнению на границе с
возмущением, квадрат которого компактен. Вначале введем некоторые
дополнительные обозначения.

Пусть L, L0, L1 : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M)— ограниченные операто-
ры, определенные по формулам L =

{
A,B

}
, L0 =

{
A0, B0

}
,

L1 =
{
A0, B

}
, где A— оператор из (3.2.1), B = B0 + B2 + B3,

Bp =
{
Bp

iµ

}
(p = 0, 2, 3), а операторы Bp

iµ —из (3.2.2). Предположим, что
выполняются условия 3.1.1–3.1.3 и 3.2.1–3.2.3. Обозначим через G0, G1

и G сужения операторов B0, B2 + B3 и B соответственно на N (A0).
Пусть G1

0, G1
1 и G1 — сужения операторов G0, G1 и G соответственно на

N (G0)
⊥.

По теореме 3.1.1 оператор L0 —фредгольмов. Следовательно, в силу
леммы 2.2.4 в [12] оператор G0 : N (A0) → Hl

a(M)— также фредголь-
мов. Очевидно, N (G0)

⊥ ⊂ N (A0) и G1 = GI0, G1
0 = G0I0, где I0 :
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N (G0)
⊥ → N (A0)— оператор вложения N (G0)

⊥ в N (A0). По опреде-
лению, I0 —фредгольмов оператор и dimN (I0) = 0, codimR(I0) =

dimN (G0) = m0 < ∞. Поэтому оператор G1
0 : N (G0)

⊥ → Hl
a(M)—

фредгольмов, и ind G1
0 = ind G0−m0. Обозначим через P оператор орто-

гонального проектирования из Hl
a(M) на R(G1

0)
⊥. Поскольку

dimR(G1
0)
⊥

< ∞, оператор P —компактный. Рассмотрим операторы G1
0

и G1
0 +(I−P )G1

1 как операторы отображающие N (G0)
⊥ в R(G1

0). Опера-
тор G1

0 : N (G0)
⊥ →R(G1

0) имеет ограниченный обратный R1
0 = (G1

0)
−1 :

R(G1
0) → N (G0)

⊥.

Предположим, что оператор I + R1
0(I −P )G1

1 : N (G0)
⊥ → N (G0)

⊥—
фредгольмов, и ind

(
I + R1

0(I − P )G1
1
)

= 0. Тогда из теоремы A.1 выте-
кает, что оператор G1

0 +(I−P )G1
1 : N (G0)

⊥ →R(G1
0)—фредгольмов, и

ind
(
G1

0 + (I − P )G1
1
)

= 0. Поскольку оператор P : Hl
a(M) → R(G1

0)
⊥—

компактный, то операторы G1
0 + G1

1, G1
0 + (I − P )G1

1 : N (G0)
⊥ →

Hl
a(M)—фредгольмовы, и ind (G1

0 + G1
1) = ind (G1

0 + (I − P )G1
1) = −m1,

где m1 = dimR(G1
0)
⊥ < ∞. Аналогично оператор G1

0 : N (G0)
⊥ →

Hl
a(M)—фредгольмов, и ind G1

0 = −m1. Напомним, что оператор G0 :

N (A0) → Hl
a(M)—фредгольмов, и ind G0 = ind G1

0 + m0 = m0 −m1. С
другой стороны, поскольку оператор G1

0 + G1
1 —фредгольмов, то опера-

тор G0 + G1 : N (A0) → Hl
a(M)— также фредгольмов и ind (G0 + G1) =

m0 − m1. Поэтому из леммы 2.2.2 в [12] следует, что оператор L1 :

H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M)—фредгольмов, и ind L1 = ind L0. Следователь-
но, в силу теоремы A.7 оператор L : H l+2m

a → Hl
a(Q,M)—фредголь-

мов, и ind L = ind L0. Для того чтобы доказать, что оператор I + R1
0

(I − P )G1
1 : N (G0)

⊥ → N (G0)
⊥ фредгольмов и имеет тривиальный ин-

декс, мы рассмотрим операторы T1, T2 : N (G0)
⊥ → N (G0)

⊥, заданные
по формулам T1u = R1

0(I−P )B2(η1u)+B3u и T2u = R1
0(I−P )B2(1−η1)u,

где функция η1 ∈
.

C∞(R2) определена по формуле (3.2.23).

Теорема 3.2.3. Пусть выполняются условия 3.1.1-–3.1.3 и 3.2.1-–3.2.3.
Тогда операторы T1, T 2

2 : N (G0)
⊥ → N (G0)

⊥— компактные. Следо-
вательно, оператор I + R1

0(I − P )G1
1 : N (G0)

⊥ → N (G0)
⊥—фредголь-

мов, и ind
(
I + R1

0(I − P )G1
1
)

= 0. Далее, оператор L : H l+2m
a (Q) →
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Hl
a(Q,M)—фредгольмов, и ind L = ind L0.

Доказательство. 1. Вначале мы покажем, что оператор T1 : N (G0)
⊥ →

N (G0)
⊥—компактный.

Их определения оператора R1
0 и вложения N (G0)

⊥ ⊂ N (A0) мы полу-
чим

A0T1u = A0R1
0(I − P )B2(η1u) = 0, (3.2.66)

B0T1u = B0R1
0(I − P )B2(η1u) = (I − P )B2(η1u). (3.2.67)

В силу леммы 3.1.1 для всех v ∈ H l+2m
a (Q) мы имеем

‖v‖H l+2m
a (Q) 6 k1

(
‖A0v‖H l

a(Q) + ‖B0v‖Hl
a(Q,M) + ‖v‖H0

a+1−l−2m(Q)

)
. (3.2.68)

Из соотношений (3.2.66)-–(3.2.68) и условия 3.2.3 для любого
u ∈ N (G0)

⊥ мы получаем

‖T1u‖H l+2m
a (Q) 6 k2

(∥∥(I − P )B2(η1u)
∥∥
Hl

a(M)+

+ ‖R1
0(I − P )B2(η1u)‖H0

a+1−l−2m(Q) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)

)
. (3.2.69)

Используя ограниченность оператора B2 : H l+2m
a (Q) → Hl

a(M), лем-
му 3.1.1 и включение N (G0)

⊥ ⊂ N (A0), для всех u ∈ N (G0)
⊥ мы имеем

‖(I − P )B2(η1u)‖Hl
a(M) 6 k3‖η1u‖H l+2m

a (Q) 6

6 k4

(
‖A0(η1u)‖H l

a(Q) + ‖η1u‖H0
a+1−l−2m(Q)

)
6 k5‖u‖H l+2m−1

a (Q).

Это неравенство вместе с оценкой (3.2.69) дает нам

‖T1u‖H l+2m
a (Q) 6

(
‖u‖H l+2m−1

a (Q) + ‖R1
0(I − P )B2(η1u)‖H0

a+1−l−2m(Q)

)
.

Из последнего неравенства, компактности оператора вложения H l+2m
a (Q)

в H l+2m−1
a (Q) и ограниченности оператора R1

0(I − P )B2 : H l+2m
a (Q) →

H l+2m
a (Q) следует, что оператор T1 : N (G0)

⊥ → N (G0)
⊥—компактный.

2. Покажем теперь, что оператор T 2
2 : N (G0)

⊥ → N (G0)
⊥—компакт-

ный. В силу соотношений (3.2.7), (3.2.23) supp B2(1− η1)u ⊂ Kκ1 для всех
u ∈ N (G0)

⊥. Поэтому мы имеем

B2(1− η1)u = (1− η)B2(1− η1)u, (3.2.70)
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где функция η ∈ .
C∞(Rn) задана по формуле (3.2.22). Из ограниченности

оператора R1
0(I − P ) : Hl

a(M) → H l+2m
a (Q) имеем

‖T 2
2 u‖H l+2m

a (Q) 6 k4‖B2(1− η1)R
1
0(I − P )B2(1− η1)u‖Hl

a(M). (3.2.71)

Рассмотрим выражение R1
0(I − P )B2(1− η1)u. Равенство

R1
0(I − P )B2(1− η1)u = R1

0(I − P )(1− η)B2(1− η1)u (3.2.72)

следует из (3.2.70). Пусть P1 оператор ортогонального проектирования
H l+2m

a (Q) на N (G0). Тогда (I − P1)v ∈ N (G0)
⊥ для v ∈ H l+2m

a (Q) и

R1
0G0(I − P1)v = (I − P1)v. (3.2.73)

Обозначим

γ = R1
0(I −P )(1− η)B2(1− η1)u− (1− η)R1

0(I −P )B2(1− η1)u. (3.2.74)

Из (3.2.73) следует, что

R1
0G0(I − P1)γ = γ − P1γ. (3.2.75)

В силу (3.2.72), (3.2.74) и (3.2.75) мы имеем

R1
0(I − P )B2(1− η1)u =

= (1− η)R1
0(I − P )B2(1− η1)u + R1

0G0(I − P1)γ + P1γ. (3.2.76)

С другой стороны, используя неравенства G0P1γ = 0 и G0R
1
0w = w

для w ∈ R(G1
0) и формулу Лейбница, мы получим

R1
0G0(I − P1)γ = R1

0B
0γ =

= R1
0

[
G0R

1
0(I−P )(1−η)B2(1−η1)u−B0(1−η)R1

0(I−P )B2(1−η1)u
]

=

= R1
0

[
(I − P )(1− η)B2(1− η1)u− (1− η)(I − P )B2(1− η1)u +

+DR1
0(I − P )B2(1− η1)u

]
= Tu, (3.2.77)

где
Tu = R1

0
[
((1− η)P − P (1− η)) B2(1− η1)u +DR1

0(I − P )B2(1− η1)u
]
,

Dg =

{∑
α

diµα(x)Dαg(x)
∣∣
Mi

}

i,µ

(|α| 6 miµ − 1), diµα ∈ C∞(R2).
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Из неравенств (3.2.76), (3.2.77) и формулы B2(1 − η)w = 0(
w ∈ H l+2m

a (Q)
)
мы имеем

‖T 2
2 u‖H l+2m

a (Q) 6 k7‖B2(1− η1)P1γ + B2(1− η1)Tu‖Hl
a(M).

Используя это неравенство, ограниченность операторов
B2 : H l+2m

a (Q) → Hl
a(M) и R1

0 : Hl
a(M) → H l+2m

a (Q), компактность
операторов P, P1, и оператор вложения H l+2m

a (Q) в H l+2m−1
a (Q) мы убеж-

даемся, что оператор T 2
2 : N (G0)

⊥ → N (G0)
⊥—компактный.

3. Наконец заметим, что из компактности операторов T1 и T 2
2 и ра-

венства I + R1
0(I − P )G1

1 = I + T1 + T2 вытекает, что оператор I + R1
0

(I−P )G1
1 : N (G0)

⊥ → N (G0)
⊥—фредгольмов, ind

(
I + R1

0(I − P )G1
1
)

= 0.

Таким образом, как было доказано перед теоремой 3.2.3, оператор
L : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M)—фредгольмов и ind L = ind L0.

Заметим, что первая часть теоремы 3.2.1 следует из теоремы 3.2.3.

Примеры

Пример 3.2.2. Рассмотрим нелокальную краевую задачу

−∆u(y) = f0(y) (y ∈ Q), (3.2.78)

u(y)
∣∣
M1
− bu (ω(y))

∣∣
M1

= f1(y) (y ∈ M1),

u(y)
∣∣
M2

= f2(y) (y ∈ M2).



 (3.2.79)

Здесь Q— ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, которая вне кру-
гов B1/8 ((i4/3, j4/3)) (i, j = 0, 1) совпадает с границей квадрата
(0, 4/3)×(0, 4/3); M1 = {y ∈ ∂Q : y1 < 1/3 , y2 < 1/3} , M2 = ∂Q\M 1;
ω(y) = y + (1, 1); b ∈ C; f = (f0, f1, f2) ∈ H0

a(Q,M).

Множество K1 состоит из двух точек: g1 = (1/3, 0) и g2 = (0, 1/3),

множество K2 состоит из двух точек: ω(g1) = (4/3, 1) и ω(g2) = (1, 4/3),

и K3 = ∅, см. рис. 3.2.4. Пусть K = K1 ∪ K2.

Очевидно, ω(M 1) ∩ K1 = ∅. Операторы

L, L0 : H2
0(Q) → H0

a(Q,M) = H0
a(Q)×

∏

i=1,2

H3/2
a (Mi)
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Рис. 3.2.4

заданы по формулам

Lu =
(
−∆u, u(y)

∣∣
M1
− bu (ω(y))

∣∣
M1

, u(y)
∣∣
M2

)
,

L0u =
(
−∆u, u(y)

∣∣
M1

, u(y)
∣∣
M2

)
.

Оператор L̂g0(λ) : W 2(0, π) →W0 [0, π] = L2(0, π)× C2 имеет вид

L̂g0(λ)w =
(
−wϕϕ + λ2w, w

∣∣
ϕ=0, w

∣∣
ϕ=π

)

для любого g ∈ K, см. (3.1.11). Нетривиальные собственные значения
оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ) являются корнями уравнения ∆(λ) = 0,

где ∆(λ)— определитель следующей системы линейных алгебраических
уравнений.

c1 + c2 = 0,

c1 exp (λπ) + c2 exp (−λπ) = 0.

}

Следовательно, собственные значения оператор-функции λ 7→ L̂g0 имеют

вид
◦
λk = ik (k = ±1,±2, . . .), см. пример 2.1.1.

Таким образом, в силу теоремы 3.2.2, оператор L : H2
a(Q) → H0

a(Q,M),

соответствующий задаче (3.2.78), (3.2.79), —фредгольмов тогда и только
тогда, когда a 6= k + 1 (k = ±1,±2, . . .).
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Пример 3.2.3. Рассмотрим нелокальную краевую задачу

−∆u = f0(y) (y ∈ Q \K), (3.2.80)

u(y)
∣∣
M1
− bu (ω(y))M1

= f1(y) (y ∈ M1),

u(y)
∣∣
M2

= f2(y) (y ∈ M2).



 (3.2.81)

Здесь Q— ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, которая вне кру-
гов B1/8((j, j)) (j = 0, 1) совпадает с границей квадрата (0, 1) × (0, 1);

Mj ∈ C∞, M1 =
{
y ∈ ∂Q : y2

1 + y2
2 < 1

}
, M2 = ∂Q \ M 1;

ω(y) = −y/2 + (1/2, 1/2), b ∈ C; f ∈ H0
a(Q,M).

Множество K1 состоит из двух точек: g1 = (1, 0) и g2 = (0, 1), мно-
жество K2 состоит из двух точек ω(g1) = (0, 1/2) и ω(g2) = (1/2, 0), а
множество K3 состоит из двух точек: ω(ω(g1)) = (1/2, 1/4) и ω(ω(g2)) =

(1/4, 1/2), см. рис. 3.2.5. Пусть K = K1 ∪ K2 ∪ K3 = K. Очевидно,

Рис. 3.2.5

ω(M 1) ∩ K1 = ∅. Операторы

L, L0 : H2
0(Q) → H0

a(Q,M) = H0
a(Q)×

∏
i=1,2

H3/2
a (Mi)

заданы по формулам
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Lu =
(
−∆u, u(y)

∣∣
M1
− bu(ω(y))

∣∣
M1

, u(y)
∣∣
M2

)
,

L0u =
(
−∆u, u(y)

∣∣
M1

, u(y)
∣∣
M2

)
.

Оператор L̂g0(λ) : W 2(0, β) →W0 [0, β] = L2(0, β)× C2 имеет вид

L̂g0(λ)w =
(
−wϕϕ + λ2w, w

∣∣
ϕ=0, w

∣∣
ϕ=β

)

для любого g ∈ K1 ∪ K2, где β = π/2, если g ∈ K1, и β = π, если
g ∈ K2, см. (3.1.11). Оператор Âg(λ) : W 2

2π(0, 2π) → L2(0, 2π) задается
по формуле

Âg(λ)w = −wϕϕ + λ2w

для g ∈ K3, см. (3.1.13)
Собственные значения оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ) имеют вид

λ̊g
k = i2k (k = ±1, ±2, . . .), если g ∈ K1, и λ̊g

k = ik (k = ±1, ±2, . . .),

если g ∈ K2, см. пример 2.1.1. Собственные значения оператор-функции
λ 7→ Âg(λ) имеют вид λ̊g

k = ik (k = 0, ±1, ±2, . . .), если g ∈ K3, см.
пример 2.4.1.

Таким образом, в силу теоремы 3.2.2 в случае K = K оператор L :

H2
a(Q) → H0

a(Q,M), соответствующий задаче (3.2.80), (3.2.81), —фред-
гольмов тогда и только тогда, когда a 6= k + 1 (k = 0, ±1, ±2, . . .).

При K = K1 мы предположим также, что a > 1. В этом случае в силу
теоремы 3.2.2 оператор L—фредгольмов тогда и только тогда, когда
a 6= 2k + 1 (k = 1, 2, . . .).

Аналогично примеру 2.1.3 мы можем построить примеры интеграль-
ных или псевдодифференциальных операторов B2

iµ и B3
iµ, удовлетворяю-

щих условиям 3.2.2 и 3.2.3 соответственно.

Замечание 3.2.5. Теоремы 3.2.1—3.2.3 можно обобщить на случай, ко-
гда Q ⊂ R2 — область с границей ∂Q, которая гладкая вне K1, а в неко-
торой окрестности каждой точки g ∈ K1 область Q — диффеоморфна
некоторому плоскому углу.
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3.3. Нелокальные эллиптические задачи в плоских
областях с носителями нелокальных членов
вблизи множества точек сопряжения

В отличие от § 3.2 в этом параграфе мы будем изучать нелокальные
эллиптические задачи с носителями нелокальных членов вблизи точек
сопряжения. Вначале мы рассмотрим нелокальные эллиптические зада-
чи с носителями нелокальных членов на некоторых кривых, предпола-
гая, что эти кривые имеют нетангенциальный подход к границе в точках
сопряжения. Затем мы обобщим эту задачу на случай абстрактных нело-
кальных членов с носителями в некоторых внутренних углах.

Нелокальные эллиптические задачи с носителями нелокальных
членов на некоторых кривых

Пусть область Q ⊂ R2 и множество K1 ⊂ ∂Q удовлетворяют предпо-
ложениям первого пункта в § 3.1. Обозначим через ωis (i = 1, . . . , N1,

s = 0, . . . , Si) диффеоморфизмы класса C∞, отображающие некоторые
открытые окрестности Ωi кривых Mi на ωis (Ωi) так, что ωis (Mi) ⊂ Q

для s = 1, . . . , Si, i = 1, . . . , N1, где Si > 0—целые числа; ωi0 (x) ≡ x.

Введем множества K, K2 и K3 по формулам (3.2.9), (3.2.10). Множе-
ство K2 состоит из конечного числа N2 точек g ∈ ⋃

i

Mi, а множество K3

состоит из конечного числа N3 точек g ∈ Q.

Рассмотрим уравнение

Au =
∑

|α|62m

aα (y)Dαu (y) = f0 (y) (y ∈ Q \K) (3.3.1)

с нелокальными краевыми условиями

Biµu =

Si∑
s=0

∑

|α|6miµ

biµsα (y) (Dαu) (ωis (y))
∣∣
Mi

= fiµ (y)

(y ∈ Mi, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m) . (3.3.2)

Здесь aα, biµsα ∈ C∞ (
R2

)
, f0 ∈ H l

a (Q) и fiµ ∈ H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi)—ком-

плекснозначные функции; H l
a (Q) = H l

a (Q,K) и H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi) =
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H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi, K) ; l > max

i,µ
{−2m + miµ + 1}—неотрицательное це-

лое число.
Введем операторы A0, B0

iµ0 и B0
iµ по формулам

A0u = A0 (y,Dy) u (y) =
∑

|α|=2m

aα (y)Dα
y u (y), (3.3.3)

B0
iµ0u = B0

iµ0 (y,Dy) u (y)=
∑

|α|=miµ

biµ0α (y)Dα
y u (y), (3.3.4)

B0
iµu = B0

iµ0u
∣∣
Mi

. (3.3.5)

Предположим, что операторы A0 и B0
iµ0 удовлетворяют условиям 3.1.1

и 3.1.2 соответственно.
Будем предполагать, что или K = K, или K = K1 ∪ K2, или K = K1.

Если K ⊂ K1 ∪K2, мы рассмотрим уравнение (3.3.1) во всей области Q.

Если K3 6= ∅ и K = K, мы рассмотрим уравнение (3.3.1) в Q \ K3.
Предположим также, что выполняется условие 3.2.4. Тогда, если

K = K, то операторы Biµ : H l+2m
a (Q) → H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)— огра-

ниченные для любого a ∈ R, если K \K 6= ∅, то операторы Biµ — огра-
ниченные для a > l + 2m− 1, см. § 3.2.

Для того чтобы сформулировать условие для нелокальных членов
вблизи границы, введем некоторые вспомогательные обозначения. Грани-
ца ∂Q состоит из конечного числа связных компонент
∂QJ (J = 1, . . . , J0), где ∂QJ =

⋃
i

M i (i = nJ−1 + 1, . . . , nJ) ,

n0 = 0 < n1 < . . . < nJ0
= N1. Перенумеруем кривые Mi (i = 1, . . . , N1)

и их концы gν (ν = 1, . . . , N1) так, что если при обходе границы ∂Q

область Q остается слева, то индекс i возрастает от nJ−1 + 1 до nJ

для каждого J (J = 1, . . . , J0) и мы движемся вдоль M i от gi до gi+1

(i = nJ−1 + 1, . . . , nJ), где gi+1 = gnJ−1+1, если i = nJ . Обозначим концы
gi и gi+1 кривой M i через gi1 и gi2 соответственно.

Пусть d > 0 настолько мало, что Q ∩ B2d (gi) = (θi + gi) ∩ B2d (gi) и
B2d (g)∩B2 (h) = ∅ для g 6= h, g, h ∈ K, где θi =

{
y ∈ R2 : di1 < ϕ < di2

}
.

В отличие от § 3.2 мы предполагаем, что кривые ωis(M i) имеют непу-
стое пересечение с множеством точек сопряжения K1. Предположим, что
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выполняется следующее условие.

Условие 3.3.1. (нетангенциальный подход к границе). Если ωis(giρ) ∩
K1 6= ∅, то ωis(y) = Giρsy + hiρs для y ∈ B2d(giρ) (i = 1, . . . , N1,

s = 1, . . . , Si, ρ = 1, 2), где Giρs — оператор вращения на угол ϕiρs и
гомотетии с коэффициентом χiρs > 0; hiρs ∈ R2 не зависит от y.

Замечание 3.3.1. Если ωis (giρ) ∩K1 = ∅, то мы не накладываем ника-
ких ограничений на поведение кривой ωis(M i) вблизи точки ωis(giρ). В
частности, если ωis(giρ) ⊂ ∂Q \K1, то кривые ωis(M i) и ∂Q могут иметь
одинаковую касательную в точке ωis(giρ), ср. замечание 3.2.2.

Рис. 3.3.1 демонстрирует случай, когда выполняется условие 3.3.1.

Рис. 3.3.1

Обозначим Siρk = {s : 1 6 s 6 Si, ω(giρ) = gk}, где i, k = 1, . . . , N1,

ρ = 1, 2. В дальнейшем мы будем предполагать, что d > 0 настолько
мало, что B2d(gk) ∩ (

⋃
i,ρ

⋃
06=s∈Siρk

ωis(M i) = ∅) для всех k = 1, . . . , N1.

Введем функцию ξ0 так, что

ξ0 ∈
.

C∞(R), ξ0(t) = 1 (|t| 6 χmd/2), supp ξ0 ⊂ (−χmd, χmd), (3.3.6)

где χm = min
i,ρ,s

{χiρs} (i = 1, . . . , N1, ρ = 1, 2, s = 0, 1, . . . , Si).
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Пусть
ξ1(y) = ξ0(|y|), ξ(y) =

∑

i

ξ1(y − gi). (3.3.7)

Очевидно,

ξ(y) = 1 (y ∈ Kχmd/2
1 ), ξ(y) = 0 (y /∈ Kχmd

1 ). (3.3.8)

Определим операторы Bp
iµ : H l+2m

a (Q) → H l+2m−miµ−1/2(Mi) по форму-
лам

B1
iµu =

N1∑

k=1

∑
ρ=1,2

∑

s∈Siρk

∑

|α|=miµ

biµsα(y)(Dα(ξu))(ωis(y))
∣∣
Mi

, (3.3.9)

B2
iµu =

∑

k

∑
ρ

∑

s∈Siρk

∑

|α|=miµ

biµsα(y)(Dα((1− ξ)u))(ωis(y))
∣∣
Mi

+

+
∑

k

∑
ρ

∑

06=s/∈Siρk

∑

|α|=miµ

biµsα(y)(Dαu)(ωis(y))
∣∣
Mi

, (3.3.10)

B3
iµu =

Si∑
s=0

∑

|α|=miµ

biµsα(y)(Dαu)(ωis(y))
∣∣
Mi

(3.3.11)

(i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m).

Тогда оператор Biµ можно представить в виде

Biµ = B0
iµ + B1

iµ + B2
iµ + B3

iµ. (3.3.12)

Свойства нелокальных членов

Вначале мы сведем вспомогательную эллиптическую задачу с носителя-
ми нелокальных членов вблизи множества точек сопряжения K1 к систе-
ме эллиптических уравнений в плоских углах с нелокальными краевыми
условиями.

Рассмотрим эллиптическое уравнение

A0u = f0(y) (y ∈ Q \K) (3.3.13)

с нелокальными краевыми условиями

B0
iµu+B1

iµu = fiµ(y) (y ∈ Mi, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m). (3.3.14)
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Введем изоморфизм U : MH →MH по формуле

(Uv)i(y) = v(y + gi) (y ∈ θi ∩Bd, i = 1, . . . , N1),

(Uv)i(y) = 0 (y ∈ θi \Bd, i = 1, . . . , N1),

}
(3.3.15)

MH = {v ∈ H l+2m
a (Q) : supp v ⊂ Kd

1},

MH =

N1∏
i=1

{vi ∈ H l+2m
a (θi) : supp vi ⊂ Bd}.

По условию, ωis(Mi) ⊂ Q. Поэтому dk1 < dik + ϕtρs < d2k для
ρ = 1, 2, ν, k = 1, . . . , N1, s = 1, . . . , Stρk. Здесь t = t(ν, ρ) таково, что

Mt ∩Bd(gν) = (γνρ ∩Bd) + gν. (3.3.16)

Другими словами, t = t(ν, ρ) задается по формуле

t = ν, если ρ = 1, nJ−1 + 1 6 ν 6 nJ ,

t = ν − 1, если ρ = 2, nJ−1 + 2 6 ν 6 nJ ,

t = nJ , если ρ = 2, ν = nJ−1 + 1,

J = 1, . . . , J0.





(3.3.17)

Следовательно δ0 = min
ν,h,ρ,k,s

|dkh − (dνρ + ϕtρs)|/4 > 0 (ρ, h = 1, 2,

ν, k = 1, . . . , N1, s = 1, . . . , St).

Определим функции ψk ∈
.

C∞(R) такие, что ψk(ϕ) = 1 для dk1+2δ0 <

ϕ < dk2 − 2δ0 и ψk(ϕ) = 0 для ϕ /∈ (dk1 + δ0, dk2 − δ0).

Пусть u ∈ H l+2m
a (Q) и supp u ⊂ Kχmd/2

1 . Тогда задача (3.3.13), (3.3.14)
примет вид

A0(y + gν,Dy)(Uu)ν(y) = f0(y + gν) (y ∈ θν ∩Bd), (3.3.18)
N1∑

k=1

Bρ,(ν−1)m+µ,k(Uu)k = B0
tµ0(y + gν, Dy)(Uu)ν(y)

∣∣
γνρ∩Bd

+

+
∑

s∈Stρk

∑

|α|=mtµ

btµsα(y + gν)(Dα
y (ψk(U(ξu))k))(Gtρsy)

∣∣
γνρ∩Bd

=

= ftµ(y + gν) (y ∈ γνρ ∩Bd), (3.3.19)

(i = 1, . . . , N1, ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , m),

где γνρ = {y ∈ R2 : ϕ = dνρ, r > 0}.
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Таким образом, для функций с носителями вблизи множества K1 мы
свели эллиптическое дифференциальное уравнение (3.3.13) в ограничен-
ной области Q\K с нелокальными краевыми условиями (3.3.14) к систе-
ме N1 эллиптических дифференциальных уравнений (3.3.18) в углах θν

с нелокальными краевыми условиями (3.3.19). Заметим, что локальная
часть задачи (3.3.18), (3.3.19) распадается на N1 эллиптических краевых
задач в углах θν (ν = 1, . . . , N1). Мы продемонстрируем, что нелокаль-
ные члены этой системы удовлетворяют условиям вида 2.1.3.

Лемма 3.3.1. Пусть выполняется условие 3.3.1.
Тогда операторы B1

iµ, заданные по формуле (3.3.9), могут быть пред-
ставлены в виде

(B1
tµ)(y) =

∑

k

B1
ζ (y, Dy)(U(ξu))k(y − gν)

∣∣
(γνρ∩Bd)+gν

(y ∈ Mt ∩Bd(gν)),

(B1
tµ)(y) = 0 (y ∈ Mt \Bd(gν))

(ν = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m, ρ = 1, 2).





(3.3.20)

Здесь ζ = (ρ, (ν−1)m+µ, k), в (3.3.20) мы суммируем по k = 1, . . . , N1;

операторы B1
ζ (y, Dy) имеют вид

B1
ζ (y, Dy)vk(y) =

∑
η

bζη(y)
(
r−mtµ(rDt)

qB1
ζηvk

)
(ϕ, χζηr), (3.3.21)

η = (q, s), в (3.3.21) мы суммируем по η таким, что q = 0, . . . , mtµ и
s = 1, . . . , Sζ , B1

ζη —линейные операторы такие, что для всех
wk ∈ W g(dk1, dk2) (k = 1, . . . , N1, g = mtµ − q, l = 2m− q)

‖B1
ζηwk‖W g−mtµ−q(dν1,dν2) 6 c1‖wk‖W g(dk1+δ, dk2−δ), (3.3.22)

B1
ζη и χζη не зависят от r, c1 > 0 и δ, 0 < δ < min

k
(dk2 − dk1)/2, не

зависят от wk, bζη ∈ C∞(R2), l > max
ν,ρ,µ

{−2m + mtµ + 1}—неотрица-
тельное целое число,

(r−mtµ(rDq
r)B

1
ζηwk)(ϕ, χζηr) =

(
(r′)−mtµ(r′Dr′)

qB1
ζηwk

)
(ϕ, r′)

∣∣
r′=χζηr

,

функция ξ задана по формуле (3.3.8) с χm = min
ζ, η

min {χζη, 1}.
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Доказательство. Достаточно продолжить коэффициенты btµsα(y + gν)

нелокальных членов (3.3.20) на все R2 как бесконечно дифференцируе-
мые функции и перейти к полярным координатам. Тогда мы получим
утверждение леммы 3.3.1 для δ = δ0.

Из леммы 3.2.1 и замечания 3.2.3 мы получим следующее утверждение.

Лемма 3.3.2. Если K = K и K3 6= ∅, мы предполагаем, что выполнено
условие 3.2.4, если K \K 6= ∅, мы предполагаем, что a > l + 2m− 1.

Тогда операторы B2
iµ, заданные по формуле (3.3.10), удовлетворяют

следующему условию: существует κ0 > 0 такое, что для 0 < κ 6 κ0

и u ∈ H l+2m
a (Q) выполняется неравенство (3.2.6). Если 0 < κ 6 κ0,

существует σ0 = σ0(κ) > 0 такое, что для 0 < σ 6 σ0 и u ∈ H l+2m
a (Q)

выполняется неравенство (3.2.7).

Обозначим
A1u =

∑

|α|<2m

aα(y)Dα
y u(y). (3.3.23)

Лемма 3.3.3. Пусть выполняются условия леммы 3.3.2.
Тогда операторы A1 : H l+2m−1

a (Q) → H l
a(Q) и B3

iµ : H l+2m−1
a (Q) →

H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi), заданные по формулам (3.3.23) и (3.3.11) соответ-

ственно,— ограниченные.

Доказательство следует из леммы 1.3.8.

Эллиптические задачи с распределенными носителями
нелокальных членов

Рассмотрим нелокальную задачу

Au = A0u + A1u = f0(y) (y ∈ Q \K), (3.3.24)

Biµu =
3∑

j=0

Bj
iµu = fiµ(y)

(y ∈ Mi, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m) (3.3.25)
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Здесь f0 ∈ H l
a(Q) и fiµ ∈ H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)—комплекснозначные функ-

ции; H l
a(Q) = H l

a(Q,K) и H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi) = H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi, K)

l > max
i,µ
{−2m + miµ + 1}—неотрицательное целое число.

Положим, что операторы A0, B0
iµ0, A1 и Bs

iµ (i = 1, . . . , N1,

µ = 1, . . . , m) удовлетворяют условиям 3.1.1, 3.1.2, 3.2.1 и 3.2.3, со-
ответственно. Мы предполагаем также, что для операторов B1

iµ и B2
iµ

(i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m) выполняются следующие условия.

Условие 3.3.2. (нетангенциальный подход к границе). Операторы B1
iµ

могут быть представлены в виде (3.3.20), (3.3.21), где отображения B1
ζη

удовлетворяют неравенствам (3.3.22).

Условие 3.3.3. (отделимость от множества точек сопряжения). Суще-
ствует κ0 > 0 такое, что для 0 < κ 6 κ0 и u ∈ H l+2m

a (Q) выполняется
неравенство

‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 c2‖u‖H l+2m
a (Q\K2κ

1 ). (3.3.26)

Если 0 < κ 6 κ0, то существует σ0 = σ0(κ) > 0 такое, что для 0 < σ 6 σ0

и u ∈ H l+2m
a (Q) выполняется неравенство

‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi\Kκ1 )

6 c3‖u‖H l+2m
a (Qσ). (3.3.27)

Замечание 3.3.2. Из условия 3.3.1 вытекает, что операторы
B1

ζ : H l+2m
a (θk) → H

l+2m−mtµ
a (θν)— ограниченные и supp B1

ζ ⊂ θkδ, где
θkδ = {y ∈ R2 : dk1 + δ < ϕ < dk2− δ, 0 < r}. Следовательно, операторы
B1

iµ : H l+2m
a (Q) → H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)— ограниченные и

supp B1
iµ ⊂ Kd

1
⋂ (⋃

k

(θkδ + gk)

)
, см. рис. 3.3.2.

В дальнейшем результаты этого параграфа не будут зависеть от явно-
го вида нелокальных операторов. Они будут основаны лишь на услови-
ях 3.2.1, 3.2.3, 3.3.1 и 3.3.2. В силу лемм 3.3.2-3.3.3 эти результаты будут
справедливы также для краевой задачи (3.3.1), (3.3.2).

Введем линейные ограниченные операторы

L, L0, L1 : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q, M)

по формулам
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Рис. 3.3.2

Lu = {Au, Biµu}, L0u = {A0u, B0
iµu},
L1u = {A0u, (B0

iµ + B1
iµu)}. (3.3.28)

Рассмотрим ограниченный оператор L : H l+2m,N1
a (θ) → Hl, N1

a (θ, γ),

заданный по формуле

Lv = {A0(gν, Dy)vν(y), B0
tµ0(gν, Dy)vν(y)

∣∣
γνρ

+

+
∑

k,η

bζη(0)(r−mtµ(rDr)
qB1

ζηvk)(ϕ, χζηr)
∣∣
γνρ
} (3.3.29)

(ρ = 1, 2, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m),
где t = t(ν, ρ) задано соотношениями (3.3.16),

H l+2m,N1
a (θ)=

∏
ν

H l+2m
a (θν),

Hl, N1
a (θ, γ) =H l, N1

a (θ)×
∏
ρ,ν,µ

H l+2m−mtµ−1/2
a (γνρ).

Переходя к полярным координатам r, ϕ, мы можем записать операто-
ры A0(gν, Dy) и B0

tµ0(gν, Dy) в виде (3.1.8) и (3.1.9) соответственно. Наря-
ду с оператором L мы будем изучать оператор-функцию
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λ 7→ L̂(λ) ∈ B(W l+2m,N1(d1, d2), wl,N1[d1, d2]), определенную по формуле

L̂(λ)w = {Â(gν, ϕ, Dϕ, λ)wν, B̂tµ(gν, ϕ, Dϕ, λ)wν

∣∣
ϕ=dνρ

+

+
∑

k,η

bζη(0)e(iλ−mtµ) ln χζηλq(B1
ζηvk)(ϕ)

∣∣
ϕ=dνρ

} (3.3.30)

(ρ = 1, 2, i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m),

где

W l+2m,N1(d1, d2) =
∏

i

W l+2m(dν1, dν2),

W l, N1[d1, d2] = W l, N1(d1, d2)× CmN1 × CmN1.

Замечание 3.3.3. Оператор L̂(λ), заданный по формуле (3.3.30), имеет
тот же вид, как и оператор L̂(λ) в § 1.4 из [12], кроме следующего. В отли-
чие от § 1.4 в [12] мы рассматриваем операторы Â(gν, ϕ, Dϕ, λ) и соот-
ветствующие граничные операторы и нелокальные операторы на различ-
ных интервалах (dν1, dν2). Переходя к новой переменной t = aνϕ + bν,

aν 6= 0, мы можем свести оператор L̂(λ) к оператору, заданному на од-
ном и том же интервале (d1, d2). Действительно, для заданных dν1, dν2

и d1, d2 мы рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений

aνdν1 + bν = d1,

aνdν2 + bν = d2

относительно aν, bν. Поскольку dν1 < dν2 и d1 < d2 эта система имеет
единственное решение (aν, bν), aν 6= 0. После такого преобразования пе-
ременных все свойства операторов, изученные в § 1.4 из [12], сохраняют-
ся. Поэтому в силу следствия 1.4.2 из [12] существует конечно-мероморф-
ная оператор-функция λ 7→ R̂(λ) ∈ B(W l, N1[d1, d2], W l+2m,N1(d1, d2))

в C такая, что L̂−1(λ) = R̂(λ) для любого λ, не являющегося полюсом
оператор-функции λ 7→ R̂(λ). Более того, если λ0 = µ0 + iν0 —полюс
оператор-функции λ 7→ R̂(λ), то λ0 — собственное значение оператор-
функции λ 7→ L̂(λ), и существует число δ1 > 0 такое, что множество
{λ ∈ C : 0 < |Im λ − ν0| < δ1} не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ L̂(λ).
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Если K2 ∩ K 6= ∅, возьмем произвольную фиксированную точку
g ∈ K2∩Mi. Рассмотрим оператор-функцию λ 7→ L̂g0(λ) ∈ B(W l+2m(0, π),

W l[0, π]), заданную по формуле (3.1.11). В силу следствия 1.4.2 из [12]
с N = 1, d1 = 0, d2 = π, и L̂(λ) = L̂g0(λ), существует конечно-меро-
морфная оператор-функция λ 7→ R̂g0(λ) ∈ B(W l[0, π], W l+2m(0, π))

в C такая, что
(
L̂g0(λ)

)−1
= R̂g0(λ) для любого λ, не являющегося по-

люсом оператор-функции λ 7→ R̂g0(λ). Более того, если λ0 = µ0 + iν0 —
полюс оператор-функции λ 7→ R̂g0, то λ0 — собственное значение опера-
тор-функции λ 7→ L̂g0(λ), и существует число δ1 > 0 такое, что множе-
ство {λ ∈ C : 0 < |Im λ − ν0| < δ1} не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ L̂g0(λ).

Если K3 ∩ K 6= ∅, возьмем произвольную фиксированную точку
g ∈ K3. Рассмотрим оператор-функцию λ 7→ Âg(λ) ∈ B(W l+2m

2π (0, 2π),

W l
2π(0, 2π)), заданную по формуле (3.1.13). В силу леммы 2.4.1 существу-

ет конечно-мероморфная оператор-функция λ 7→ R̂g0(λ) ∈ B(W l
2π(0, 2π),

W l+2m
2π (0, 2π)) в C такая, что для λ, не являющегося собственным зна-

чением оператор-функции λ 7→ Âg(λ), оператор Âg(λ) имеет ограничен-
ный обратный (Âg(λ))−1 = R̂g0(λ). Далее, если λ0 = µ0 + iν0 —полюс
оператор-функции λ 7→ R̂g0(λ), то λ0 — собственное значение оператор-
функции λ 7→ Âg(λ), и существует число δ > 0 такое, что множество
{λ ∈ C : 0 < |Im λ − ν0| < δ1} не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ Âg(λ).

Сформулируем основные результаты этого параграфа.

Теорема 3.3.1. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2, 3.2.1, 3.2.3,
3.3.2 и 3.3.3.

Если к тому же прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m не содер-
жит собственных значений оператор-функций λ 7→ L̂(λ), λ 7→ L̂g0(λ)

(g ∈ K2 ∩K) и λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3 ∩K), то оператор L : H l+2m
a (Q) →

Hl
a(Q,M), соответствующий нелокальной задаче (3.3.24), (3.3.25)—фред-

гольмов. Обратно, если оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M), — фред-
гольмов, то прямая Im λ = h не содержит собственных значений опе-
ратор-функции λ 7→ L̂(λ).
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Следствие 3.3.1. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2, 3.2.1, 3.2.3,
3.3.2 и 3.3.3. Предположим также, что прямая Im λ = h не содер-
жит собственных значений оператор-функций λ 7→ L̂(λ), λ 7→ L̂g0(λ)

(g ∈ K2 ∩ K) и λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3 ∩ K). Тогда оператор L1 :

H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M)—фредгольмов и ind L = ind L1.

Доказательство. Достаточно показать, что ind L = ind L1. Обозначим
Lt = L + t(L1 − L), 0 6 t 6 1. Очевидно, операторы tA1, tB2

iµ и
tB3

iµ (i = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m) удовлетворяют условиям 3.2.1, 3.3.3
и 3.2.3 соответственно. Поэтому из теоремы 3.3.1 мы выводим, что Lt —
фредгольмов оператор для любых 0 6 t 6 1. Следовательно, в силу
теоремы A.8 об устойчивости индекса ind L = ind L1.

Замечание 3.3.4. В отличие от § 3.2, вообще говоря, оператор L0, соот-
ветствующий локальной задаче, может быть фредгольмовым, в то время,
как оператор L может не быть фредгольмовым, см. пример 3.3.1. Обрат-
но, оператор L может быть фредгольмовым, в то время, как оператор
L0 может не быть фредгольмовым. Однако в силу теорем 3.1.1 и 3.3.1
оба оператора L и L0 фредгольмовы для всех действительных чисел a

кроме счетного множества. Для того, чтобы доказать теорему 3.3.1, нам
понадобятся некоторые вспомогательные утверждения.

Априорные оценки решений

Рассмотрим ограниченный оператор L′ : H l+2m,N1
a (θ) → Hl, N1

a (θ, γ),

определенный по формуле

L′v =

{ ∑

|α|=2m

aα(gν + y)Dα
y vν(y),

∑

|α|=mtµ

btµ0α(gν + y)Dα
y vν(y)

∣∣
γνρ

}
+

+
∑

k,η

bζη(y)(r−mtµ(rDr)
qB1

ζηvk)(ϕ, χζηr)
∣∣
γνρ
}, (3.3.31)

Для каждого τ , 0 < τ < d/2 мы определим функцию ψ0τ ∈ Ċ∞(R)

такую, что ψ0(t) = 1 для |t| 6 τ, supp ψ0 ⊂ (−2τ, 2τ)

|Djψ0(t)| 6 k0 τ−j (t ∈ R, j ∈ N),

где k0 = k0(j) > 0 не зависит от τ.
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Пусть
ψ(y) = ψ0(|y|). (3.3.32)

Очевидно,

ψ(y) = 1 (y ∈ Bτ), ψ(y) = 0 (y /∈ B2τ), (3.3.33)

|Dβψ(y)| 6 k1τ
−|β| (y ∈ R2), (3.3.34)

где k1 = k1(|β|) > 0 не зависит от τ.

Число τ > 0 будет определено в леммах 3.3.5, 3.3.7, где мы получим
априорные оценки и построим правый регуляризатор нелокальной зада-
чи L1u = f.

Введем линейный ограниченный оператор

L′′v = Lv + ψ(L′ − L)v.

Лемма 3.3.4. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2 и 3.3.2, и пусть
прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит собственных значений
оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Тогда оператор L′′ : H l+2m, N1
a (θ) → Hl,N1

a (θ, γ) является изоморфиз-
мом для достаточно малых 0 < τ < d/2 и ‖(L′′)−1‖ 6 c0, где c0 > 0 не
зависит от τ.

Доказательство. Оператор L, заданный по формуле (3.3.29), имеет тот
же вид, что и оператор L в § 2.1, кроме следующего. В отличие от § 2.1
мы рассматриваем операторы A0(gν, Dy) и соответствующие граничные
операторы и нелокальные операторы в различных углах θν. Переходя к
новым переменным (ϕ, r) → (aνϕ + bν, r), aν 6= 0, в полярных коорди-
натах, мы можем свести оператор L к оператору, заданному в одном и
том же угле θ = {y ∈ R2 : d1 < ϕ < d2, 0 < r}, ср. замечание 3.3.3.
Очевидно, вышеупомянутые преобразования переменных сохраняют вид
оператора и эквивалентность норм в весовых пространствах. Поэтому, в
силу теоремы 2.1.1, оператор L : H l+2m,N1

a (θ) → Hl, N1
a (θ, γ) имеет огра-

ниченный обратный L−1 : Hl, N1
a (θ, γ) → H l+2m,N1

a (θ). Следовательно,
достаточно показать, что

‖ψ(L′ − L)‖ → 0 при τ → 0. (3.3.35)
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Чтобы это сделать, докажем, что
∥∥∥∥
∑

k,η

ψ(y)cζη(y)(r−mtµ(rDr)
qB1

ζηvk)(ϕ, χζηr)

∥∥∥∥
H l+2m−mtµ(θν)

6

6 k5τ‖v‖H
l+2m, N1
a (θ) (3.3.36)

для всех v ∈ H l+2m,N1
a (θ), где cζη = bζη(y) − bζη(0), k5 > 0 не зависит от

v и τ. Аналогично замечанию 3.3.2 выражение

(r−mtµ(rDr)
qB1

ζηvk)(ϕ, χζηr)

определяет ограниченный оператор из H l+2m
a (θk) в H

l+2m−mtµ
a (θν). С дру-

гой стороны, поскольку cζη(0) = 0, из неравенства (3.3.34) вытекает, что

|r|α|Dα(ψcζη)| 6 k6τ,

где k6 > 0 не зависит от τ. Таким образом, используя лемму 1.1.1, мы
получим неравенство (3.3.36). Аналогичные соотношения для операторов

ψ(y)
∑

|α|=2m

(aα(gν + y)− aα(gν))Dα

и
ψ(y)

∑

|α|=mtµ

(btµ0α(gν + y)− btµ0α(gν))Dα

можно доказать тем же путем. Таким образом, мы доказали соотноше-
ние (3.3.35).

Лемма 3.3.5. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2 и 3.3.2. Поло-
жим, что прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит собственных
значений оператор-функций λ 7→ L̂(λ), λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K2 ∩ K) и
λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3 ∩K).

Тогда для всех u ∈ H l+2m
a (Q) мы имеем

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 c1

(
‖L1u‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)

)
, (3.3.37)

где оператор L1 задан по формуле (3.3.28).
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Доказательство. 1. Введем функцию ξ0τ так, что

ξ0τ ∈
.

C∞(R), ξ0τ(t) = 1 (|t| 6 χmτ/2),

supp ξ0τ ⊂ (−χ′mτ, χ′mτ), (3.3.38)

где τ, 0 < τ < χ−1
µ d/2, из леммы 3.3.4, χm/2 < χ′m < χm.

Пусть

ξ1τ(y) = ξ0τ(|y|), ξτ(y) =
∑

ν

ξ1τ(y − gν). (3.3.39)

Из леммы 3.3.4 следует, что для любых u ∈ H l+2m(Q)

‖ξτu‖H l+2m
a (Q) = ‖V ‖

H
l+2m, N1
a (θ) 6 k1‖L′′V ‖Hl, N1

a (θ,γ), (3.3.40)

где V = U(ξτu).
В силу (3.3.38) мы имеем

ξ0τ(χζη|y|) = 0 для |y| > τ. (3.3.41)

Используя (3.3.41), (3.3.33), мы получим L′′V = L′V. Поэтому, т.к.
ξ0(r)ξ0τ(r) = ξ0τ(r) для r > 0, используя формулу Лейбница и нера-
венство (3.3.40), мы выводим

‖ξτu‖H l+2m
a (Q) 6 k1‖L′V ‖Hl, N1

a (θ,γ) 6 (‖L1u‖Hl
a(Q,M)+

+ ‖u‖H l+2m−1
a (Q) +

∑

ζ,η

‖Ψζη‖H l+2m−mtµ−1/2(γνρ)
), (3.3.42)

где функции ξ0 ∈ Ċ∞(R) и ξ ∈ Ċ∞(Rn) были определены по форму-
лам (3.3.6), (3.3.7),

Ψζη = (ξ0τ(χζηr)− ξ0τ(r))bζη(y)(r−mtµ(rDr)
qBζη(U(ξu))k)(ϕ, χζηr)

∣∣
γνρ

.

Оценим теперь норму Ψζη. Очевидно,
supp (ξ0τ(χζηr)− ξ0τ(r)) ⊂ [χm χ−1

M τ/2, τ ], где χM = max
ζ,η

max(χζη, 1).

Поэтому из (3.3.22) следует, что

‖Ψζη‖H l+2m−mtµ−1/2(γνρ)
6 k3‖u‖W l+2m(Ω), (3.3.43)
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где Ω =
⋃
ν

(Ων + gν), Ων = {y ∈ θν : ϕ ∈ (dν1 + δ, dν2 − δ),

r ∈ (χ2
m χ−1

M τ/2, χm τ)}. Очевидно, Ω ∩K = ∅ и Ω ∩ ∂Q = ∅.

Поэтому, используя (3.3.43), лемму C.4 и эквивалентность норм в про-
странствах Соболева и весовых пространствах в Ωa, мы получим

‖Ψζη‖H
l+2m−mtµ−1/2
a (γνρ)

6 k4(‖A0u‖W l(Ωa)+

+ ‖u‖L2(Ωa)) 6 k5(‖A0u‖H l
a(Q) + ‖u‖H0

a+1−l−2m(Q)), (3.3.44)

где Ωa = {y ∈ Q : ρ(y, Ω) < a}, a > 0 настолько мало, что Ωa ∩K = ∅
и Ωa ∩ ∂Q = ∅.

Из неравенств (3.3.42), (3.3.44) и интерполяционного неравенства (1.3.8)
вытекает, что

‖ξτu‖H l+2m
a (Q) 6

6 k6

(
‖L1u‖Hl

a(Q,M) + q−1‖u‖H l+2m
a (Q) + ql+2m−1‖u‖H0

a+1−l−2m(Q)

)
(3.3.45)

для всех u ∈ H l+2m
a (Q) и q > 0.

2. Оценим теперь норму функции (1−ξτ)u. Поскольку supp (1− ξτ)u∩
K1 = ∅, используя лемму 3.1.1 и формулу Лейбница, мы получим

‖(1− ξτ)u‖H l+2m
a (Q) 6 k7(‖(1− ξτ)L0u‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)) 6

6 k8(‖(1− ξτ)L1u‖Hl
a(Q,M)+

+
∑
i,µ

‖(1− ξτ)B
1
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

+ ‖u‖H l+2m−1
a (Q)). (3.3.46)

Из (3.3.6), (3.3.7), (3.3.38), (3.3.21) и (3.3.22) следует, что
supp (1− ξτ)B

1
iµu ⊂ Ω′ и

‖(1− ξτ)B
1
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k9‖u‖H l+2m
a (Ω1), (3.3.47)

где Ω1 =
⋃
ν

(Ων + gν), Ω1
ν = {y ∈ θν : ϕ ∈ (dν1 + δ, dν2 − δ),

r ∈ (χ2
mτ/2, χ

M
d)}. Очевидно, Ω1 ∩K = ∅ и Ω′ ∩ ∂Q = ∅. Поэтому, по-

вторяя рассуждения из доказательства неравенства (3.3.44), мы выводим

‖(1− ξτ)u‖H l+2m
a (Q) 6 k10(‖L1u‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)). (3.3.48)
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Используя интерполяционное неравенство (1.3.8) вновь, из (3.3.48) мы
получим

‖(1− ξτ)u‖H l+2m
a (Q) 6 k11(‖L1u‖Hl

a(Q,M) + q−1‖u‖H l+2m
a (Q)+

+ ql+2m−1‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)) (3.3.49)

для всех u ∈ H l+2m
a (Q) и q > 0, где k11 > 0 не зависит от u и q.

Пусть q > 0 таково, что (k6+k11)q
−1 < 1/2. Тогда из (3.3.45) и (3.3.49)

мы получим (3.3.37).

Лемма 3.3.6. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2, 3.2.1, 3.2.3, 3.3.2,
и 3.3.3. Предположим, что прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содер-
жит собственных значений оператор-функций λ 7→ L̂(λ), λ 7→ L̂g0(λ)

(g ∈ K2 ∩K) и λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3 ∩K).

Тогда для всех u ∈ H l+2m
a (Q) мы имеем

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 c2(‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)), (3.3.50)

где оператор L задан по формуле (3.3.28).

Доказательство. 1. Из леммы 3.3.5 следует, что

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 k1

(
‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖A1u‖H l
a(Q)+

+
∑
j=2,3

∑
i,µ

‖Bj
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

)
(3.3.51)

для всех u ∈ H l+2m
a (Q).

Из условий 3.2.1, 3.2.3 вытекает, что

‖A1u‖H l
a(Q) +

∑

i,µ

‖B3
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k2‖u‖H l+2m−1
a (Q). (3.3.52)

2. Введем функцию ξτ ∈ C∞(R2) по формуле (3.3.39), где число τ,

τ 6 κ0,—из леммы 3.3.4, а число κ0 —из условия 3.3.3. Используя нера-
венство (3.3.26) с κ = χmτ/2, соотношение supp (1− ξτ)u ∩ K1 = ∅ сов-
местно с леммой 3.1.1, и неравенство (3.3.47), мы получим
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‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k3‖(1− ξτ)u‖H l+2m
a (Q) 6

6 k4

(
‖(1− ξτ)L0u‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)

)
6

6 k4

(
‖(1− ξτ)L1u‖Hl

a(Q,M)+

+
∑
i,µ

‖(1− ξτ)B
1
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

+ ‖u‖H l+2m−1
a (Q)

)
6

6 k5

(
‖(1− ξτ)L1u‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m
a (Ω1) + ‖u‖H l+2m−1

a (Q)

)
, (3.3.53)

где Ω1 =
⋃
ν

(Ω1
ν + gν), Ω1

ν = {y ∈ θν : ϕ ∈ (dν1 + δ, dν2 − δ),

r ∈ (χ2
m τ/2, χM d)}. Очевидно, Ω1 ∩K = ∅ и Ω1 ∩ ∂Q = ∅.

Теперь мы можем применить неравенство (3.3.27) с κ = χm τ/2. Тогда
из (3.3.53) мы выводим

‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k5(‖(1− ξτ)Lu‖Hl
a(Q,M)+

+
∑
i,µ

‖(1− ξτ)B
2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

+ ‖u‖H l+2m
a (Ω1)+

+ ‖u‖H l+2m−1
a (Q)) 6 k6(‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)), (3.3.54)

где 0 < σ 6 σ0 таково, что Ω1 ⊂ Qσ.

Мы введем функцию ξ0
σ ∈

.
C∞(Q) такую, что 0 6 ξ0

σ(y) 6 1, ξ0
σ(y) = 1

(y ∈ Qσ). Используя теорему 3.1.1 и формулу Лейбница, мы получим

‖B2
iµu‖H

l+2m−miµ−1/2
a (Mi)

6 k6(‖Lu‖Hl
a(Q,M)+‖ξ0

σu‖H l+2m
a (Q)+‖u‖H l+2m−1

a (Q)) 6

6 k7(‖Lu‖Hl
a(Q,M) + ‖A0(ξ0

σu)‖H l
a(Q) + ‖u‖H l+2m−1

a (Q)) 6
6 k8(‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)). (3.3.55)

Из (3.3.51), (3.3.52), (3.3.55) и интерполяционного неравенства (1.3.8)
следует, что

‖u‖H l+2m
a (Q) 6 k9(‖Lu‖Hl

a(Q,M) + ‖u‖H l+2m−1
a (Q)) 6

6 k10(‖Lu‖Hl
a(Q,M) + q−1‖u‖H l+2m

a (Q) + ql+2m−1‖u‖H0
a+1−l−2m(Q)), (3.3.56)
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для всех u ∈ H l+2m
a (Q) и q > 0, где k10 > 0 не зависит от u и q. Пусть

q > 0 таково, что k10q
−1 < 1/2. Тогда неравенство (3.3.56) дает нам

оценку (3.3.51).

Доказательство теоремы 3.3.1. Доказательство теоремы 3.3.1 основано
на следующем утверждении, которое будет доказано ниже.

Лемма 3.3.7. Пусть выполняются условия леммы 3.3.6. Тогда суще-
ствует линейный ограниченный оператор R : Hl

a(Q,M) → H l+2m
a (Q)

такой, что LR = I + T, где I и T —тождественный и компактный
оператор в Hl

a(Q,M) соответственно.

Предположим, что прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m не содер-
жит собственных значений оператор-функций λ 7→ L̂(λ), λ 7→ L̂g0(λ)

(λ ∈ K2∩K), и λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3∩K). Тогда из лемм 3.3.6 и 3.3.7, ком-
пактности оператора вложения H l+2m

a (Q) в H0
a+1−l−2m(Q) и теоремы A.5

следует, что оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M)—фредгольмов.
Обратно, пусть L—фредгольмов оператор. Тогда, повторяя рассужде-

ния из части 2 доказательства теоремы 3.2.1, мы заключаем, что прямая
Im λ = a+1− l− 2m не содержит собственных значений оператор-функ-
ции λ 7→ L̂(λ).

Для доказательства леммы 3.3.7 мы получим некоторые вспомогатель-
ные результаты.

Лемма 3.3.8. Пусть выполняются условия леммы 3.3.5.
Тогда существует линейный ограниченный оператор R1 : Hl

a(Q,M) →
H l+2m

a (Q) и компактный оператор T1 : Hl
a(Q,M) → Hl

a(Q,M) такие,
что L1R1 = I + T1.

Доказательство. 1. Введем функцию ξ̂0τ такую, что

ξ̂0τ ∈
.

C∞(R), ξ̂0τ(t) = 1 (|t| 6 χ′mτ), supp ξ̂0τ ⊂ (−χmτ, χmτ), (3.3.57)

где τ, 0 < τ < d/2,—из леммы 3.3.4, χ′m, χm/2 < χ′m < χm,—из
соотношений (3.3.38).
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Пусть
ξ̂1τ(y) = ξ̂0τ(|y|), ξ̂τ(y) =

∑
ν

ξ̂1τ(y − gν). (3.3.58)

Обозначим GH = {f ∈ Hl
a(Q,M) : supp f ⊂ Kd

1}, GH = {Φ ∈ Hl,N1
a (θ, γ) :

supp Φ ⊂ Bd}. Определим изоморфизм F : GH → GH по формуле

(Ff)(y) = {(Ff)ν(y), (Ff)ρ,(ν−1)m+µ(y)}. (3.3.59)

Здесь

(Ff)ν(y) = f0(y + gν) (y ∈ θν ∩Bd),

(Ff)ν(y) = 0 (y ∈ θν \Bd),

(Ff)ρ,(ν−1)m+µ(y) = ftµ(y + gν) (y ∈ γνρ ∩Bd),

(Ff)ρ,(ν−1)m+µ(y) = 0 (y ∈ γνρ \Bd)

(ν = 1, . . . , N1, ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , m),

t = t(ν, ρ) таково, что Mt ∩Bd(gν) = (γνρ ∩Bd) + gν.

2. Положим
RK1

f = U−1(ξ̂1τ(L
′′)−1F (ξτf)), (3.3.60)

где U : MH →MH —изоморфизм, определенный по формуле (3.3.15).
В силу (3.3.57) и (3.3.58) мы имеем

supp ξ̂1τ ⊂ Bχmτ .

Поэтому
ξ̂1τL

′v = ξ̂1τL
′′v (v ∈ Hl+2m, N1

a (θ)). (3.3.61)

Из формулы Лейбница следует, что

L′(ξ̂1τv) = ξ̂1τL
′v + L̃v + {0,

∑

k

TGv}, (3.3.62)

где L̃ : H l+2m−1, N1
a (θ) → Hl, N1

a (θ, γ)— ограниченный оператор такой, что
supp L̃v ⊂ Bτ , в то время как

Tζv =

=
∑

η

(ξ̂0τ(χζηr)− ξ̂0τ(r))bζη(y)(r−mtµ(rDr)
qBζηvk)(ϕ, χζηr)

∣∣
γνρ

(3.3.63)
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ζ = (ρ, (ν − 1)m + µ, k), η = (q, s), ρ = 1, 2, ν, k = 1, . . . , N1,

µ = 1, . . . , m, q = 0, . . . , mtµ, s = 1, . . . , Sζ , t = t(ν, ρ).

Очевидно, Tζ : Hl+2m, N1
a (θ) → H

l+2m−mtµ−1/2
a (γνρ)— ограниченный опера-

тор supp Tζv ⊂ Bτ . Для v ∈ H l+2m, N1
a (θ), supp v ⊂ Bχmτ , мы имеем

L′v = FL1U
−1v. (3.3.64)

Поэтому, используя (3.3.62), (3.3.61), и соотношение

ξ̂τ(y)ξτ(y) = ξτ(y) (y ∈ R2),

мы получим

L1RK1
f = F−1L′(ξ̂1τ(L

′′)−1F (ξτf)) =

= F−1ξ̂1τF (ξτf) + T ′
1f + T ′

2f = F−1F (ξ̂τξτf)+

+ T ′
1f + T ′

2f = ξτf + T ′
1f + T ′

2f, (3.3.65)

где

T ′
1f = F−1L̃(L′′)−1F (ξτf),

T ′
2f = F−1{0,

∑

k

TG(L′′)−1F (ξτf)}.

Поскольку оператор L̃ : H l+2m−1, N1
a (θ) → Hl, N1

a (θ, γ)— ограничен-
ный, supp L̃v ⊂ Bτ и H l+2m, N1

a (θ ∩ Bτ) компактно вложено в H l+2m−1, N1
a

(θ ∩ Bτ), отсюда следует, что оператор T ′
1 : Hl

a(Q,M) → Hl
a(Q,M)—

компактный.
Докажем теперь, что квадрат оператора T ′

2 —компактный. Действи-
тельно,

‖(T ′
2)

2f‖Hl
a(Q,M) 6 k1

∑

ζ

‖TG(L′′)−1F (ξτT
′
2f)‖

H
l+2m−mtµ−1/2
a (γνρ)

. (3.3.66)

Из (3.3.57) следует, что supp (ξ̂0τ(χζηr)− ξ̂0τ(r)) ⊂ Bτ и (ξ̂0τ(χζηr) −
ξ̂0τ(r)) = 0 для r 6 χ ′

mτ/χM , где χM = max
ζ,η

{χζη, 1}. Поэтому из нера-

венства (3.3.22) вытекает, что

‖Tζv‖H
l+2m−mtµ−1/2
a (γνρ)

6 k2

∑

k

‖vk‖H l+2m
a (Ωk), (3.3.67)

где Ωk = {y ∈ θk : ϕ ∈ (dk1 + δ, dk2 − δ), r ∈ (χ2
mτ/2χM , χMτ)}.
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Используя неравенство (3.3.67), лемму C.4 и эквивалентность норм в
подпространствах пространств H l

a(θk) и W l(θk), состоящих из функций с
компактными носителями, обращающимися в нуль в окрестности начала
координат, мы получим

‖TG(L′′)−1F (ξτT
′
2f)‖

H
l+2m−mtµ−1/2
a (γνρ)

6

6 k3

∑

k

(‖A′′
k[(L

′′)−1F (ξτT
′
2f)]k‖H l

a(θk)+

+ ‖[(L′′)−1F (ξτT
′
2f)]k‖H0

a+1−l−2m(θk∩Bd)), (3.3.68)

где A′′
k = A0(gk, Dy) + ψ(Ã0(y, Dy)− A0(gk, Dy)), см. (3.3.31)–(3.3.34).

Первые N1 координат вектор-функции F (ξτT
′
2f) равны нулю. Поэтому

A′′
k[(L

′′)−1F (ξτTτf)]k = 0 (k = 1, . . . , N1). (3.3.69)

Следовательно,

‖Tζ(L
′′)−1F (ξτT

′
2f)‖

H
l+2m−mtµ−1/2
a (γνρ)

6

6 k3‖[(L′′)−1F (ξτT
′
2f)]k‖H0

a+1−l−2m(θk∩Bd). (3.3.70)

Из неравенств (3.3.66), (3.3.70) и компактности вложения H l+2m
a (θk) в

H0
a+1−l−2m(θk ∩ Bd) вытекает, что квадрат оператора T ′

2 является ком-
пактным. Таким образом, из (3.3.65) следует, что

L1RK1
f = ξτf + TK1

f, (3.3.71)

где TK1
: Hl

a(Q,M) → Hl
a(Q,M)— ограниченный оператор с компакт-

ным квадратом.
3. В силу леммы 3.1.2 существует ограниченный оператор

Rτ0 : {f ∈ Hl
a(Q,M) : supp f ⊂ Q \ Kχmτ/2

1 } →
→ {u ∈ H l+2m

a (Q) : supp u ⊂ Q \ Kχmτ/4
1 }

и компактный оператор

Tτ0 : {f ∈ Hl
a(Q,M) : supp f ⊂ Q \ Kχmτ/2

1 } →
→ {f ∈ Hl

a(Q,M) : supp f ⊂ Q \ Kχmτ/4
1 }

такие, что
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L0Rτ0f = f + Tτ0f. (3.3.72)

Для любых f ∈ Hl
a(Q,M) мы положим

R′f = RK1
f + Rτ0((1− ξτ)f). (3.3.73)

Из (3.3.71) и (3.3.72) следует, что

L1R
′f = f + TK1

f + Tτ0f + Tτ1f, (3.3.74)

где Tτ1f = {0, B1
iµRτ0((1− ξτ)f)}.

Докажем, что оператор (Tτ1)
2 : Hl

a(Q,M) → Hl
a(Q,M)—компакт-

ный. Поскольку supp Rτ0((1− ξτ)f) ⊂ Q \ Kχmτ/4
1 , используя (3.3.8),

(3.3.20)–(3.3.22), мы получим

‖(Tτ1)
2f‖Hl

a(Q,M) 6 k4‖Rτ0((1− ξτ)Tτ1f)‖H l+2m
a (Ω3), (3.3.75)

где Ω2 =
⋃
ν

(Ω2
ν + gν), Ω2

ν = {y ∈ θν : ϕ ∈ (dν1 + δ, dν2 − δ),

r ∈ (χmχ−1
M τ/4, d)}.

Пусть область Ω3 ⊂ R2 такова, что Ω2 ⊂ Ω3 ⊂ Q и Ω3 ∩ K = ∅.

В силу (3.3.72) мы имеем A0Rτ0f = f0 + T ′
τ1f, где T ′

τ0 : Hl
a(Q,M) →

H l
a(Q)—компактный оператор. Поэтому, используя лемму C.4 и эквива-

лентность норм в пространствах Соболева и в весовых пространствах в
Ω3, мы получим

‖(Tτ1f)2‖Hl
a(Q,M) 6 k5(‖A0Rτ0((1− ξτ)Tτ1f)‖W l(Ω3)+

+ ‖Rτ0((1− ξτ)Tτ1f)‖L2(Ω3)) 6 k6(‖T ′
τ0((1− ξτ)Tτ1f)‖H l

a(Q)+

+ ‖Rτ0((1− ξτ)Tτ1f)‖H0
a+1−l−2m(Q)). (3.3.76)

Из (3.3.76), компактности оператора T ′
τ0 : Hl

a(Q,M) → H l
a(Q) и ком-

пактности оператора вложения H l+2m
a (Q) в H0

a+1−l−2m(Q) следует, что
оператор (Tτ1)

2 : Hl
a(Q,M) → Hl

a(Q,M)—компактный. Таким обра-
зом, (3.3.74) можно переписать в виде

L1R
′f = f + T ′f,

где (T ′)2 : Hl
a(Q,M) → Hl

a(Q,M)—компактный оператор. В силу теорем
A.6, A.2 существует ограниченный оператор R′′ : Hl

a(Q,M) → Hl
a(Q,M)
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такой, что L1R
′R′′ = I + T1, где T1 : Hl

a(Q,M) → Hl
a(Q,M)—компакт-

ный оператор. Полагая R = R′R′′, мы завершим доказательство.

Положим Hl
a(M) =

∏
i,µ

H
l+2m−miµ−1/2
a (Mi).

Чтобы построить правый регуляризатор для оператора L, нам нужно
также доказать существование «правого регуляризатора» R′

1 для опера-
тора L1, определенного на функциях f ′ ∈ Hl

a(M) и обладающего следую-
щими свойствами: R′

1f
′ имеет носитель вблизи границы ∂Q для всех f ′ и

R′
1f
′ имеет носитель вблизи множества K1 для f ′ с носителем вблизи K1.

Лемма 3.3.9. Пусть выполняются условия леммы 3.3.5. Тогда для всех
κ, σ > 0 существует линейный ограниченный оператор R′

1 : Hl
a(M) →

H l+2m
a (Q) и компактный оператор T ′

1 : Hl
a(M) → Hl

a(Q,M) такие, что

L1R
′
1f
′ = {0, f ′}+ T ′

1f
′, (3.3.77)

supp R′
1f
′ ⊂ Q \Qσ (3.3.78)

для всех f ′ ∈ Hl
a(∂Q) и

supp R′
1f
′ ⊂ K2κ

1 (3.3.79)

для всех f ′ ∈ Hl
a(∂Q) таких, что supp f ′ ⊂ Kκ1 .

Доказательство. 1. Для любого фиксированного τ, 0 < τ < χ−1
M d/2,

мы можем найти χ′m, χm/2 < χ′m < χm, функцию ξ̂τ , заданную по фор-
мулам (3.3.57), (3.3.58), и функции ξ̂j

τ ∈
.

C∞(R2), j = 1, . . . , J, J = J(τ),

образующие разбиение единицы Q, подчиненное покрытию множествами
K2κ

1 и Bε/2(h
j), j = 1, . . . , J, где hj ∈ Q \ K2ε

1 , ε = χmτ/2. В частности,

ξ̂τ(y) = 1 (y ∈ Kε
1). (3.3.80)

В силу теоремы 3.1.2, существуют ограниченные операторы

R′
j0 : {f ′ ∈ Hl

a(M) : supp f ′ ⊂ Bε/2(h
j)} →

→ {u ∈ H l+2m
a (Q) : supp u ⊂ Bε(h

j)}
и компактные операторы

T ′
j0 : {f ′ ∈ Hl

a(M) : supp f ′ ⊂ Bε/2(h
j)} →

→ {f ∈ Hl
a(Q,M) : supp f ⊂ Bε(h

j)}
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такие, что

L0R
′
j0f

′ = {0, f ′}+ T ′
j0f

′ (j = 1, . . . , J). (3.3.81)

Для любого f ′ ∈ Hl
a(M), мы положим

R′
1f
′ = ξ̂τu +

∑
j

uj, (3.3.82)

где u = R1{0, f ′}, uj = R′
j0(ξ̂

j
τf

′).

Очевидно, свойство (3.3.78) выполняется при 2ε < σ, в то время
как свойство (3.3.79) выполняется при 2ε < 2κ и κ + ε < 2κ, т. е.
ε = χmτ/2 < min {σ/2, κ}.

2. Докажем соотношение (3.3.77).
Используя (3.3.20), (3.3.21) и формулу Лейбница, мы имеем

L1R
′
1f
′ = ξ̂τL1u + {0, Ttµf

′}+ Tu +
∑

j

(L0u
j + {0, B1

tµu
j}), (3.3.83)

где t = t(ν, ρ) таково, что Mt ∩ Bd(gν) = (γνρ ∩ Bd) + gν, операторы
Ttµ : Hl

a(M) → H
l+2m−mtµ−1/2
a (Mt) определены по формуле

(Ttµf
′)(y) =

∑

k

Tζ(U(ξ̂τu))k(y − gν) (y ∈ Mt ∩Bd(gν)),

(Ttµf
′)(y) = 0 (y ∈ Mt \Bd(gν))

(ν = 1, . . . , N1, µ = 1, . . . , m, ρ = 1, 2);

ζ = (ρ, (ν − 1)m + µ, k), операторы U и Tζ заданы по формулам (3.3.15)
и (3.3.63) соответственно, T : H l+2m−1

a (Q) → Hl
a(Q,M)— ограниченный

оператор.
В силу компактности вложения H l+2m

a (Q) ⊂ H l+2m−1
a (Q) оператор T :

H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M)—компактный.
Из леммы 3.3.8 и формул (3.3.81), (3.3.83) следует, что

L1R
′
1f
′ = {0, f ′}+ T ′f ′ + {0, Ttµf

′}+
∑

j

{0, B1
tµu

j}, (3.3.84)

где T ′ : Hl
a(M) → Hl

a(Q,M) — компактный оператор. Остается дока-
зать, что операторы Ttµ : Hl

a(M) → H l+2m−mtµ−1/2(Mt) и B1
tµR

′
j0ξ̂

j
τ :

H l+2m
a (Q) → H

l+2m−mtµ−1/2
a (Mt) — компактны.
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3. Докажем, что оператор Ttµ — компактный.
В силу неравенства (3.3.67), леммы C.4, эквивалентности норм в под-

пространствах пространств H l
a(θk) и W l(θk), состоящих из функций с

компактными носителями, обращающихся в нуль вблизи начала коорди-
нат, и леммы 3.3.8, мы получим

‖Ttµf
′‖

H
l+2m−mtµ−1/2
a (Mt)

6 k1‖u‖H l+2m
a (Ω) 6 k2

(‖A0u‖W l(Ωa) + ‖u‖L2(Ωa)
)

6

6 k3
(‖T ′

1{0, f ′}‖H l
a(Q) + ‖R1{0, f ′}‖H0

a+1−l−2m(Q)
)
, (3.3.85)

где Ω =
⋃
ν

(Ων + gν), Ων = {y ∈ θν : ϕ ∈ (dν1 + δ, dν2 − δ),

r ∈ (χ2
mτ/2χM , χM τ)}, Ωa =

{
y ∈ Q : ρ(y, Ω) < a

}
, a > 0 настолько

мало, что Ωa ∩K = ∅ и Ωa ∩ ∂Q = ∅, T ′
1 : Hl

a(Q,M) → H l
a(Q)—ком-

пактный оператор, заданный соотношением A0R1f = f0 + T ′
1f. Из ком-

пактности оператора T ′
1 и компактности оператора вложения H l+2m

a (Q) в
H0

a+1−l−2m(Q), используя неравенство (3.3.85), мы получим компактность
оператора Ttµ : Hl

a(M) → H
l+2m−mtµ−1/2
a (Mt).

4. Наконец, мы докажем, что оператор B1
tµR

′
j0ξ̂

j
τ : Hl

a(M) →
H

l+2m−mtµ−1/2
a (Mt)—компактный.
Из определений оператора R′

j0 и функций ξ̂j
τ и из формул (3.3.6)–(3.3.8),

(3.3.22) следует, что
∥∥B1

tµR
′
j0 ξ̂j

τ f ′
∥∥

H
l+2m−mtµ−1/2
a (Mt)

6 k3
∥∥Ri

j0 ξ̂j
τ f ′

∥∥
H l+2m

a (Ω2),

ср. (3.3.75).
Тогда, используя (3.3.81), аналогично (3.3.85) мы выводим следующее

неравенство:

‖B1
tµ R′

j0 ξ̂j
τ f ′‖

H
l+2m−mtµ−1/2
a (Mt)

6 k4
(‖T ′′

j0 f ′‖H l
a(Q) + ‖R′

j0 ξ̂j
τ f ′‖H0

a+1−l−2m(Q)
)
,

где T ′′
j0 : Hl

a(M) → H l
a(Q)—компактный оператор, заданный соот-

ношением A0R′
j0f

′ = T ′′
j0f

′. Поэтому, в силу компактности оператора
вложения H l+2m

a (Q) в H0
a+1−l−2m(Q), оператор B1

tµR
′
j0ξ̂

j
τ : Hl

a(M) →
H

l+2m−mtµ−1/2
a (Mt)—компактный.

Теперь мы можем доказать лемму 3.3.7.
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Доказательство леммы 3.3.7. 1. Не ограничивая общности, предполо-
жим, что A1 = 0 и B3 = 0. Положим

Φ = B2R1f, f = {f0, f ′} ∈ Hl
a(Q,M). (3.3.86)

Введем линейный ограниченный оператор R : Hl
a(Q,M) → H l+2m

a (Q)

по формуле
Rf = R1f −R′

1Φ + R′
1B

2R′
1Φ,

где R1 и R′
1 — операторы, возникающие в леммах 3.3.8 и 3.3.9 соответ-

ственно. Покажем, что R—искомый оператор.
Для простоты обозначим различные компактные операторы одной и

той же буквой T.

Из лемм 3.3.8, 3.3.9 следует, что

ARf = A0Rf = A0R1f − A0R′
1(Φ−B2R′

1Φ) = f0 + Tf (3.3.87)

и

(B0 + B1)Rf = (f ′ + Tf)− (Φ + TΦ) + (B2R′
1Φ + TB2R′

1Φ) =

= f ′ − Φ + b2R′
1Φ + Tf. (3.3.88)

Напомним, что A1 = 0. Применяя оператор B2 к функции Rf и исполь-
зуя (3.3.86), мы получим

B2Rf = Φ−B2R′
1Φ + B2R′

1B
2R′

1Φ. (3.3.89)

Суммируя соотношения (3.3.88), (3.3.89) и вспоминая, что B3 = 0, мы
получим

BRf = f ′ + Tf + B2R′
1B

2R′
1Φ. (3.3.90)

2. Покажем, что
B2R′

1B
2R′

1Φ = 0. (3.3.91)

Из соотношения (3.3.78) и леммы 3.3.9 следует, что

supp R′
1Φ ⊂ Q ⊂ Qσ.

Поэтому из неравенства (3.3.27) вытекает, что

supp B2R′
1Φ ⊂ Kκ1 .
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Далее, из соотношения (3.3.79) в лемме 3.3.9 следует, что

supp R′
1B

2R′
1Φ ⊂ K2κ

1 .

Сочетание этого включения с неравенством (3.3.26) дает нам (3.3.91).
Соотношения (3.3.87), (3.3.90) и (3.3.91) доказывают теорему.

Разрешимость и индекс задачи (3.3.1), (3.3.2)

Рассмотрим линейные ограниченные операторы L, L1 : H l+2m
a (Q) →

Hl
a(Q,M), соответствующие нелокальной задаче (3.3.1), (3.3.2). Други-

ми словами, операторы L и L1 заданы по формулам (3.3.28), где опера-
торы B1

iµ, B2
iµ, B3

iµ, Biµ и A1 определены по формулам (3.3.9)–(3.3.12),
и (3.3.23) соответственно.

Теорема 3.3.2. Пусть выполняются условия 3.1.1, 3.1.2 и 3.3.1. Если
K = K и K3 6= ∅, мы также предполагаем, что выполняется усло-
вие 3.2.4, если K \K 6= ∅, мы предполагаем, что a > l + 2m− 1.

Тогда оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M), соответствующий нело-
кальной задаче (3.3.1), (3.3.2), — фредгольмов тогда и только тогда,
когда прямая Im λ = h = a + 1 − l − 2m не содержит собственных
значений оператор-функций λ 7→ L̂(λ), λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K2 ∩ K) и
λ 7→ Âg(λ), (g ∈ K3 ∩ K). Более того, если прямая Im λ = h не содер-
жит собственных значений вышеупомянутых оператор-функций, то
оператор L1 : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M)—фредгольмов и ind L = ind L1.

Доказательство. 1. Если прямая Im λ = h не содержит собственных
значений оператор-функций λ 7→ L̂(λ), λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K2 ∩ K) и
λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3 ∩K). Тогда в силу теоремы 3.3.1 и лемм 3.3.1-–3.3.3
оператор L : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M), соответствующий задаче (3.3.1),

(3.3.2), —фредгольмов. Более того, из следствия 3.3.1 следует, что опе-
ратор L1 : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M)—фредгольмов и ind L = ind L1.

2. Пусть теперь оператор L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q, M)—фредгольмов.
Тогда из теоремы 3.3.1 и леммы 3.3.1 вытекает, что прямая Im λ = h

не содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ). Повто-
ряя рассуждения из доказательства теоремы 3.2.2, мы заключаем, что
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прямая Im λ = h не содержит собственных значений оператор-функций
λ 7→ L̂g0(λ) (g ∈ K2 ∩K) и λ 7→ Âg(λ) (g ∈ K3 ∩K).

Пример 3.3.1. Ср. пример 3.2.2. Рассмотрим нелокальную эллиптиче-
скую краевую задачу

−∆u(y) = f0(y) (y ∈ Q), (3.3.92)

u(y)
∣∣
Mi
− biu(y + hi)

∣∣
Mi

= fi(y) (y ∈ Mi, i = 1, 2),

u(y)
∣∣
Mj

= fj(y) (y ∈ Mj, j = 3, 4).



 (3.3.93)

Здесь Q ⊂ R2 — область с границей ∂Q ∈ C∞, которая совпадает с грани-
цей квадрата (0, 4/3)×(0, 4/3) вне кругов B1/8((i4/3, j4/3)) (i, j = 0, 1),

см. рис. 3.3.3; b1, b2 ∈ R, M1 = {y ∈ ∂Q : y1 < 1/3, y2 < 1/3},
M2 = {y ∈ ∂Q : 1 < y1, 1 < y2}, M3 = (∂Q \ (M1 ∪M2)) ∩ {y : y2 < y1},
M4 = (∂Q \ (M1 ∪ M2)) ∩ {y : y1 < y2}, h1 = (1, 1), h2 = (−1, −1).

Множество K1 состоит из четырех точек g1 = (1/3, 0), g2 = (4/3, 1),

g3 = (0, 1/3), g4 = (1, 4/3). Очевидно, K = K = K1.

Рис. 3.3.3

Предположим, что b1b2 6= 0. Если b1b2 = 0, мы приходим к приме-
ру 3.2.2.
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Оператор L : H2
a(Q) → H0

a(Q,M) = H0
a(Q)×

4∏
i=1

H
3/2
a (Mi), заданный

по формуле (3.3.28) и соответствующий задаче (3.3.92), (3.3.93), имеет
вид Lu = {−∆u, u(y)

∣∣
Mi
− biu(y + hi)

∣∣
Mi

, u(y)
∣∣
Mj
}, i = 1, 2, j = 3, 4.

Введем изоморфизм U : MH →MH , заданный по формуле (3.3.15),
где N1 = 4, d = 1/8, θ1 = {y ∈ R2 : 0 < ϕ < π, 0 < r}, θ2 = {y ∈ R2 :

π/2 < ϕ < 3π/2, 0 < r}, θ3 = {y ∈ R2 : −π/2 < ϕ < π/2, 0 < r}, и
θ4 = {y ∈ R2 : π < ϕ < 2π, 0 < r}. Положим V = Uu для u ∈ MH ,

V = (V1, . . . , V4). Записывая Vi(y) в полярных координатах с началом в
точке 0 и выбирая для каждого i, определенным образом, полярную ось
и положительное направление для угла ϕ, мы видим, что для u ∈ MH

задача (3.3.92), (3.3.93) принимает вид

−∆Vi(y) = fi0(ϕ, r)

(y ∈ θ = {(ϕ, r) : 0 < ϕ < π, 0 < r, i = 1, . . . , 4}), (3.3.94)

Vi(ϕ, r)
∣∣
ϕ=0 = fi1(r)

(0 < r, i = 1, . . . , 4) ,

Vj(ϕ, r)
∣∣
ϕ=π

− b1Vj+1(ϕ− π/2, r)
∣∣
ϕ=π

= fj2(r)

(0 < r, j = 3, 4) ,

Vj+1(ϕ, r)
∣∣
ϕ=π

− b2Vj(ϕ− π/2, r)
∣∣
ϕ=π

= fj+1,2(r)

(0 < r, j = 1, 3) .





(3.3.95)

Определим оператор L : H2,4
a (θ) → H0,4

a (θ, γ), соответствующий
задаче (3.3.94), (3.3.95), по формуле (3.3.29). Очевидно, оператор L имеет
вид

Lv = {−∆vi, vi(ϕ, r)
∣∣
ϕ=0, vj(ϕ, r)

∣∣
ϕ=π

− b1vj+1(ϕ− π/2, r)
∣∣
ϕ=π

,

vj+1(ϕ, r)
∣∣
ϕ=π

− b2vj(ϕ− π/2, r)
∣∣
ϕ=π

}, i = 1, . . . , 4, j = 1, 3.

Здесь Hk,4
a (θ) =

4∏
i=1

Hk
a (θ), H0,4

a (θ, γ) = H0,4
a (θ) ×

4∏
i=1

∏
ρ=1,2

H
3/2
a (γρ),

γ1 = {(ϕ, r) : ϕ = 0, 0 < r}, γ2 = {(ϕ, r) : ϕ = π, 0 < r},
v = (v1, . . . , v4).
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Переходя в (3.3.94), (3.3.95), к координатам τ = ln r и ϕ и делая пре-
образование Фурье по τ, мы получим

−d2V̂i

dϕ2 + λ2V̂i = F̂i0(ϕ, λ) (0 < ϕ < π, i = 1, . . . , 4), (3.3.96)

V̂i

∣∣
ϕ=0 = f̂i1(λ) (i = 1, . . . , 4),

V̂j

∣∣
ϕ=π

− b1V̂j+1
∣∣
ϕ=π/2 = f̂j2(λ) (j = 1, 3),

V̂j+1
∣∣
ϕ=π

− b2V̂j

∣∣
ϕ=π/2 = f̂j+1,2(λ) (j = 1, 3),





(3.3.97)

где Fi0(ϕ, τ) = e2τfi0(ϕ, τ), F̂i0(ϕ, λ)—преобразование Фурье функции
Fi0(ϕ, τ) по τ.

Определим оператор-функцию λ 7→ L̂(λ) ⊂ B(W 2,4(0, π),W0,4[0, π]),

соответствующую задаче (3.3.96), (3.3.97) по формуле (3.3.30). Эта опе-
ратор-функция имеет вид

L̂(λ)w = {−w′′
i + λ2wi, wi

∣∣
ϕ=0, wj

∣∣
ϕ=π

− b1wj+1
∣∣
ϕ=π/2,

wj+1
∣∣
ϕ=π

− b2wj

∣∣
ϕ=π/2}, i = 1, . . . , 4, j = 1, 3.

Здесь W 2,4(0, π) =
4∏

i=1
W 2(0, π), W0,4[0, π] =

4∏
i=1

L2(0, π) × C4 × C4,

w = (w1, . . . , w4).

Собственные значения оператор-функции λ 7→ L̂(λ) являются соб-
ственными значениями однородной краевой задачи (3.3.96), (3.3.97). В
силу симметрии задачи (3.3.96), (3.3.97) число λ = λ0 является собствен-
ным значением оператор-функции λ 7→ L̂(λ) тогда и только тогда, когда
оно является собственным значением следующей задачи:

−w′′
i (ϕ) + λ2wi(ϕ) = 0 (0 < ϕ < π, i = 1, 2), (3.3.98)

wi

∣∣
ϕ=0 = 0 (i = 1, 2),

w1
∣∣
ϕ=π

− b1w2
∣∣
ϕ=π/2 = 0, w2

∣∣
ϕ=π

− b2w1
∣∣
ϕ=π/2 = 0.



 (3.3.99)

Если λ 6= 0, то общее решение системы (3.3.98) имеет вид

w1(ϕ) = c1e
λϕ + c2e

−λϕ, w2(ϕ) = c3e
λϕ + c4e

−λϕ. (3.3.100)
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Подставляя (3.3.100) в нелокальные краевые условия (3.3.99), мы полу-
чим следующую систему линейных алгебраических уравнений:

c1 + c2 = 0, c3 + c4 = 0,

c1z
2 + c2z

−2 − c3b1z − c4b1z
−1 = 0,

−c1b2z − c2b2z
−1 + c3z

2 + c4z
−2 = 0,





(3.3.101)

где z = eλπ/2. Определитель матрицы системы (3.3.101) равен
∆(λ) = −(z−z−1)2((z+z−1)2−b1b2). Собственные значения задачи (3.3.98),
(3.3.99) являются нулями ∆(λ), λ 6= 0.

1. Если z− z−1 = 0, то eπλ = 1. Следовательно, мы получаем последо-
вательность собственных значений вида λm = i2m (m = ±1,±2, . . .).

Если λ = 0, то общее решение системы уравнений (3.3.98) можно
представить в виде w1(ϕ) = c1 + c2ϕ, w2(ϕ) = c3 + c4ϕ. Подставляя это
решение в (3.3.99), мы имеем

c1 = 0, c3 = 0,

c1 + c2π − c3b1 − c4b1π/2 = 0,

−c1b1 − c2b2π/2 + c3 + c4π = 0.





(3.3.102)

Определитель системы уравнений (3.3.102) равен ∆(0) = π2(b1b2/4− 1).

Очевидно, ∆(0) = 0 тогда и только тогда, когда b1b2 = 4. Поэтому окон-
чательно мы получим следующие последовательности собственных зна-
чений:

λm = i2m (m = ±1, ±2, . . .) для b1b2 6= 4, (3.3.103)

λm = i2m (m = 0, ±1, ±2, . . .) для b1b2 = 4. (3.3.104)

2. Пусть (z + z−1)2 − b1b2 = 0. В этом случае z + z−1 = ±√b1b2, что
означает либо

z2 −
√

b1b2z + 1 = 0, (3.3.105)

либо
z2 +

√
b1b2z + 1 = 0. (3.3.106)

Уравнения (3.3.105), (3.3.106) имеют корни z±1 =
√

b1b2

2 ±
√

b1b2−4
2 ,

z±2 = −
√

b1b2

2 ± b1b2−4
2 соответственно. Очевидно, z+

1 = −z−2 , z−1 = −z+
2 .
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2a. Если b1b2 > 4, то z±1 и z±2 — вещественные и z±1 > 0, z±2 < 0.

Поэтому уравнения
eλπ/2 = z±1 , (3.3.107)

eλπ/2 = z±2 (3.3.108)

дают две последовательности собственных значений:

λ±p =
2

π
ln z±1 + i4p (p = 0, ±1, ±2, . . .),

λ±q =
2

π
ln z∓1 + i(4q + 2) (q = 0, ±1, ±2, . . .).

Эти собственные значения можно представить в виде одной последова-
тельности

λ±p =
2

π
ln z±1 + i2p (p = 0, ±1, ±, . . .). (3.3.109)

2b. Если 0 < b1b2 < 4, то z±1 и z±2 не являются вещественными и

z±1 =

√
b1b2

2
± i

√
4− b1b2

2
, z±2 = −

√
b1b2

2
± i

√
4− b1b2

2
.

Очевидно, |z±1 | = |z±2 | = 1. Следовательно, уравнения (3.3.107) и (3.3.108)
дают нам

λ±p = i(±2

π
arctg

√
4(b1b2)−1 + 4p) (p = 0, ±1, ±2, . . .),

λ±q = i(±2

π
arctg

√
4(b1b2)−1 − 1 + 4p + 2) (q = 0, ±1, ±2, . . .)

соответственно. Можно представить эти собственные значения в виде
одной последовательности:

λ±p = i(±2

π
arctg

√
4(b1b2)−1 − 1 + 2p) (p = 0, ±1, ±2, . . .). (3.3.110)

2c. Если b1b2 < 0, то z±1 , z±2 —чисто мнимые и

z±1 = i(

√−b1b2

2
±
√

4− b1b2

2
),

z±2 = i(−
√−b1b2

2
±
√

4− b1b2

2
).
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Уравнения (3.3.107), (3.3.108) дают нам

λ±p =
2

π
ln

∣∣∣∣
√−b1b2

2
±
√

4− b1b2

2

∣∣∣∣ + i(4p + 1) (p = 0, ±1, ±2, . . .),

(3.3.111)

λ±q =
2

π
ln

∣∣∣∣
√−b1b2

2
±
√

4− b1b2

2

∣∣∣∣ + i(4p∓ 1) (q = 0, ±1, ±2, . . .).

(3.3.112)

Легко видеть, что |
√−b1b2

2 ±
√

4−b1b2

2 | 6= 1. Поэтому все собственные зна-
чения λ±p , λ±q имеют нетривиальные вещественные части. Представим
собственные значения в виде

λ±p =
2

π
ln

∣∣∣∣
√−b1b2

2
±
√

4− b1b2

2

∣∣∣∣ + i(2p + 1) (p = 0, ±1, ±2, . . .).

(3.3.113)
В силу теоремы 3.3.2 оператор L : H2

a(Q) → H0
a(Q,M)—фредголь-

мов тогда и только тогда, когда прямая Im λ = a − 1 не содержит соб-
ственных значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ). Таким образом, необ-
ходимые и достаточные условия того, что оператор L—фредгольмов,
следующие: a) если b1b2 > 4, то a 6= 2p + 1 (p = 0, ±1, ±2, . . .), b) если
0 < b1b2 < 4, то a 6= ± 2

π

√
4(b1b2)−1 − 1 + 2q + 1 (q = 0, ±1, ±2, . . .),

и a 6= 1 + 2p (p = ±1,±2, . . .), c) если b1b2 < 0, то a 6= m + 1

(m = ±1, ±2, . . .).

Библиографические примечания к главе 3

Фредгольмова разрешимость локальных эллиптических задач в ограни-
ченных областях с угловыми или коническими точками в весовых про-
странствах рассматривалась в статье [18]. Разрешимость локальных эл-
липтических задач в ограниченных областях с ребрами в весовых про-
странствах исследовалась в работах [22,25]. Нелокальные эллиптические
задачи в ограниченных областях в весовых пространствах Кондратьева
в случае подхода носителей нелокальных членов к границе рассматри-
вались в статьях [11,29,30]. Подробное изложение этой теории, включая
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случай подхода носителей нелокальных членов к точкам сопряжения при
n > 3, содержится в монографии [32]. Там же можно найти обзор лите-
ратуры. Вопросы разрешимости в пространствах Соболева и гладкости
обобщенных решений нелокальных эллиптических краевых задач изуча-
лись в работах [29,31,46–48,51,52].

Задачи к главе 3

1. Рассмотрим уравнение Пуассона в ограниченной области Q ⊂ R2

с конечным числом угловых точек и условием Дирихле на грани-
це ∂Q. Положим K1 = K1 и K2 = K1 ∪ K2, где K2 6= ∅. Пусть
Lj

0 : H2
a(Q) → H0

a(Q,M)— оператор вида (3.1.5), соответствую-
щий рассматриваемой локальной задаче для H2

a(Q) = H2
a(Q,Kj),

H
3/2
a (Mi) = H

3/2
a (Mi, K

j) (j = 1, 2). Построить пример области Q

и чисел a ∈ R таких, что оператор L1
0 —фредгольмов, а оператор L2

0

не является фредгольмовым.

2. Сохраняя обозначения задачи 1, построить пример области Q с неглад-
кой границей такой, что операторы L1

0 и L2
0 фредгольмовы или нет

одновременно для всех a ∈ R.

3. Рассмотрим уравнение Пуассона в ограниченной области Q ⊂ R2

и в Q\K3 с конечным числом угловых точек и условием Дирихле
на границе ∂Q. Положим K1 = K1 ∪ K2 и K2 = K1 ∪ K2 ∪ K3,
где K3 6= ∅. Пусть Lj

0 : H3
a(Q) → H1

a(Q,M)— оператор вида (3.1.5),
соответствующий рассматриваемой локальной задаче, для
Hk

a (Q) = Hk
a (Q,Kj), H

5/2
a (Mi) = H

5/2
a (Mi, K

j) (j = 1, 2). По-
строить пример области Q и чисел a ∈ R таких, что оператор L1

0 —
фредгольмов, а оператор L2

0 не является фредгольмовым.

4. Рассмотрим уравнение Пуассона в ограниченной области Q ⊂ R2

с конечным числом угловых точек и условием Неймана на грани-
це ∂Q. Положим K1 = K1 и K2 = K1 ∪ K2, где K2 6= ∅. Пусть
Lj

0 : H2
a(Q) → H0

a(Q,M)— оператор вида (3.1.5), соответствую-
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щий рассматриваемой локальной задаче, для H2
a(Q) → H2

a(Q,Kj),
H

3/2
a (Mi) = H

3/2
a (Mi, K

j) (j = 1, 2). Построить пример области Q

и чисел a ∈ R таких, что оператор L1
0 —фредгольмов, а оператор L2

0

не является фредгольмовым.

5. Рассмотрим уравнение Пуассона в ограниченной области Q ⊂ R2

с конечным числом угловых точек и условием Неймана на грани-
це ∂Q. Положим K1 = K1 и K2 = K1 ∪ K2, где K2 6= ∅. Пусть
Lj

0 : H4
a(Q) → H2

a(Q,M)— оператор вида (3.1.5), соответствую-
щий рассматриваемой локальной задаче, для Hk

a (Q) = Hk
a (Q,Kj),

H
7/2
a (Mi) = H

7/2
a (Mi, K

j) (j = 1, 2). Построить пример области Q

с негладкой границей такой, что операторы L1
0 и L2

0 одновременно
фредгольмовы или нет для всех a ∈ R.

6. Доказать, что правый регуляризатор R0 : Hl
a(Q,M) → H l+2m

a (Q)

оператора L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q, M), построенный в лемме 3.1.2,
будет также и левым регуляризатором оператора L.

7. Доказать лемму 3.1.3.

8. Доказать лемму 3.1.4.

9. Доказать, что при n > 3 правый регуляризатор R0 : Hl
a(Q, M) →

H l+2m
a (Q) оператора L : H l+2m

a (Q) → Hl
a(Q,M), построенный в

лемме 3.1.4, будет также и левым регуляризатором оператора L.

10. Рассмотрим уравнение Пуассона в ограниченной области Q ⊂ R2 с
двумя угловыми точками и нелокальными условиями вида (3.2.12),
являющимися нелокальными возмущениями условий Дирихле. По-
ложим K ′ = K1, K = K1 ∪ K2, где K2, K3 6= ∅. Пусть L, L0 :

H2
a(Q) → H0

a(Q,M)— операторы вида (3.2.8), соответствующие нело-
кальной задаче и локализованной задаче, для H2

a(Q) = H2
a(Q,K),

H
3/2
a (Mi) = H

3/2
a (Mi, K) а L′0 : H2

a(Q) → H0
a(Q,M)— оператор,

соответствующий локализованной задаче, для H2
a(Q) = H2

a(Q,K ′),
H

3/2
a (Mi) = H

3/2
a (Mi, K

′). Построить примеры области Q нелокаль-
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ных условий (3.2.12), удовлетворяющих условиям 3.2.4, 3.2.5, и чи-
сел a ∈ R таких, что оператор L′0 —фредгольмов, и таких, что опе-
раторы L′0, L0, L—фредгольмовы одновременно.

11. Рассмотрим уравнение Пуассона в ограниченной области Q ⊂ R2 с
двумя угловыми точками и нелокальными условиями вида (3.2.12),
являющимися нелокальными возмущениями условий Неймана. Со-
храняя обозначения задачи 10, построить примеры области Q, нело-
кальных условий (3.2.12), удовлетворяющих условиям 3.2.4, 3.2.5 и
множества A ⊂ R таких, что операторы L′0, L0, L—фредгольмовы
одновременно для всех a ∈ A.

12. Рассмотрим уравнение Пуассона в ограниченной области Q ⊂ R2 с
двумя угловыми точками и нелокальными условиями вида (3.3.2),
являющимися нелокальными возмущениями условий Дирихле. Пусть
Si = 1 (i = 1, 2), и пусть ωi1(gij) = gij (i, j = 1, 2). Тогда
K = K = K1. Определим операторы L,L0 : H2

a(Q) → H0
a(Q,M)

по формулам (3.3.28). Построить пример области Q нелокальных
условий (3.3.2), удовлетворяющих условию 3.3.1, и чисел a ∈ R
таких, что оператор L0 —фредгольмов, а оператор L не является
фредгольмовым, а также пример, когда оператор L—фредгольмов,
а оператор L0 не является фредгольмовым.

13. Сохраняя обозначения и постановку задачи 12, исследовать случай
нелокальных возмущений задачи Неймана.

14. Построить пример оператора B2
iµ с распределенным носителем, удо-

влетворяющим условию 3.2.2.

15. Построить пример оператора B1
iµ с распределенным носителем, удо-

влетворяющим условию 3.3.2.

16. Сохраняя обозначения и условия задачи 12, построить пример, ко-
гда для любой правой части f0 ∈ L2(Q) уравнения Пуассона и одно-
родных нелокальных условий вида (3.3.2) обобщенное решение нело-
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кальной задачи u ∈ W 1(Q) принадлежит пространству W 2(Q) неза-
висимо от раствора углов θi с вершинами в точках gi1 (i = 1, 2).

17. Сохраняя обозначения и условия задачи 12, построить пример, когда
для углов θi раствора π и сколь угодно малых коэффициентов в
нелокальных членах существуют правая часть уравнения Пуассона
f0 ∈ L2(Q) и соответствующее обобщенное решение нелокальной
задачи u ∈ W 1(Q) такие, что u /∈ W 2(Q).

Темы курсовых работ к главе 3

1. Получить необходимые и достаточные условия на коэффициенты
bi ∈ R, при выполнении которых для любой функции f0 ∈ L2(Q)

обобщенное решение u ∈ W 1(Q) задачи (3.3.92), (3.3.93) принадле-
жит пространству W 2(Q).

2. Вычислить индекс оператора L : H2
a(Q) → H0

a(Q, M), соответству-
ющего нелокальной эллиптической задаче (3.3.92), (3.3.93) для раз-
личных коэффициентов bi ∈ R (i = 1, 2).

3. Получить априорную оценку решений нелокальной эллиптической
задачи в ограниченной области Q ⊂ Rn, n > 3 с конечным числом
конических точек в случае, когда носители нелокальных членов в
окрестности множества конических точек принадлежат внутренним
конусам.

4. Построить левый регуляризатор оператора L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M),
соответствующего нелокальной эллиптической краевой задаче (3.2.1),
(3.2.2).

5. Обобщить теорему 3.2.1 на случай ограниченной области Q ⊂ Rn,
n > 3, с конечным числом ребер.

6. Построить левый регуляризатор оператора L : H l+2m
a (Q) → Hl

a(Q,M),
соответствующего нелокальной эллиптической краевой задаче (3.3.24),
(3.3.25).
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7. Построить правый (левый) регуляризатор оператора, соответству-
ющего нелокальной эллиптической задаче в ограниченной области
Q ⊂ Rn, n > 3, с конечным числом конических точек в случае
выполнения условий темы 3.

8. Найти асимптотическое представление решений в весовых простран-
ствах Кондратьева нелокальной эллиптической задачи (3.3.1), (3.3.2).

9. Решить численно (без обоснования) нелокальную эллиптическую за-
дачу типа (3.3.1), (3.3.2).

Нерешенные задачи к главе 3

1. Исследовать разрешимость и поведение решений нелокальных эл-
липтических краевых задач вблизи точек сопряжения в случае ка-
сательного подхода к границе носителей нелокальных членов.

2. Исследовать вопрос о существенности условий тривиальности ядра
и коядра модельного оператора с параметром на единичной сфере,
соответствующего нелокальной эллиптической задаче в многомер-
ной ограниченной области, для фредгольмовой разрешимости этой
задачи.

3. Исследовать влияние больших коэффициентов в нелокальных чле-
нах на повышение гладкости обобщенных решений нелокальных эл-
липтических краевых задач.

4. Исследовать разрешимость и поведение решений вблизи точек со-
пряжения нелокальных эллиптических краевых задач в ограничен-
ной многомерной области в случае, когда нарушается условие Кар-
лемана.

5. Исследовать разрешимость и поведение решений вблизи точек со-
пряжения нелокальных эллиптических краевых задач в ограничен-
ной многомерной области в случае, когда граница многообразия, на
которой задаются граничные краевые условия, пересекается, но не
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совпадает с границей многообразия, на котором задаются нелокаль-
ные члены.

6. Исследовать разрешимость и асимптотическое поведение решений
вблизи точек сопряжения нелокальных эллиптических краевых за-
дач в весовых пространствах Гёльдера.
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Глава 4

Приложения к теории многомерных
диффузионных процессов

4.1. Определения и вспомогательные результаты

Полугруппы Феллера

Пусть X — замкнутое линейное подпространство в C(Q), содержащее хо-
тя бы одну нетривиальную неотрицательную функцию, где Q ⊂ Rn —
ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, n > 2.

Следуя терминологии, принятой в аналитической теории многомер-
ных диффузионных процессов, мы дадим следующие определения.

Определение 4.1.1. Линейный ограниченный оператор T : X → X

называется неотрицательным, если Tf > 0 для любой f ∈ X такой,
что f > 0.

Определение 4.1.2. Семейство {Tt}t>0 ограниченных линейных опера-
торов, действующих из X в X, называется полугруппой Феллера (или
сжимающей неотрицательной полугруппой) на X , если оно удовлетворя-
ет следующим условиям:

Условие 4.1.1. Tt+s = TtTs (t, s > 0); T0 = I.

Условие 4.1.2. {Tt} сильно непрерывна в 0: limt→0+0 ‖Ttf − f‖C(Q) = 0

(f ∈ X).

Условие 4.1.3. ‖Tt‖ 6 1 (t > 0), и операторы Tt : X → X —неотри-
цательны (t > 0).

Определение 4.1.3. Линейный оператор A : D(A) ⊂ X → X на-
зывается инфинитезимальным производящим оператором полугруппы
{Tt}t>0, если

Au = lim
t→0+0

Ttu− u

t
(u ∈ D(A)), (4.1.1)

D(A) = {u ∈ X : предел (4.1.1) существует в X}.
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Сформулируем теперь один из вариантов теоремы Хилле—Иосиды,
который наиболее удобен нам для дальнейшего использования (см. [53],
гл. 9, § 9.3).
Теорема 4.1.1 (Хилле—Иосида.). 1. Пусть {Tt}t>0 —полугруппа Фел-
лера из X в X, и пусть A : D(A) ⊂ X → X — еe инфинитезимальный
производящий оператор. Тогда:

(a) Область определения D(A) всюду плотна в X.

(b) Для любого λ > 0 оператор λI−A имеет ограниченный обратный
(λI −A)−1 : X → X с нормой ‖(λI −A)−1‖ 6 1/λ.

(c) Для любого λ > 0 оператор (λI −A)−1 : X → X неотрицателен.
2. Обратно, если A—линейный оператор, отображающий X в себя и

удовлетворяющий условию (a), причём существует константа λ0 > 0

такая, что для всех λ > λ0 выполнены условия (b), (c), то A—инфи-
нитезимальный производящий оператор полугруппы Феллера {Tt}t>0 из
X в X, которая однозначно определяется оператором A.

Эллиптические операторы

Рассмотрим неограниченный интегро-дифференциальный оператор
A : D(A) ⊂ C(Q) → C(Q) вида

Au =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
(x) +

n∑

i=1

ai(x)uxi
(x) + a(x)u(x)−

−
∫

Q

[u(x)− u(y)]m(x, dy) (x ∈ Q) (4.1.2)

с областью определения D(A) = {u ∈ C2(Q) ∩ C(Q) : Au ∈ C(Q)}.
Здесь aij, ai, a— вещественнозначные функции, aij = aji, m(x, ·)—неот-
рицательная борелевская мера на Q.

Обозначим

A0u =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
(x) +

n∑
i=1

ai(x)uxi
(x) + a(x)u(x),

A1u = −
∫

Q

[u(x)− u(y)]m(x, dy), A2u =

∫

Q

u(y)m(x, dy).

249



Обозначим через Ck+σ(Q) множество функций, принадлежащих про-
странству Гёльдера Ck+σ(G) для любой области G ⊂ Rn такой, что
G ⊂ Q, где k > 0—целое, 0 < σ < 1.

Пространство Гёльдера Ck+σ(∂Q) определяется с помощью разбиения
единицы и локального распрямления границы.

Хорошо известно, что Ck+σ(Q) и Ck+σ(∂Q)— банаховы пространства.
Операторы вложения Ck+σ(Q) в Ck(Q) и Ck+σ(∂Q) в Ck(∂Q)— вполне
непрерывны.

Мы будем предполагать, что aij ∈ C1+σ(Q) и ai, a ∈ Cσ(Q).

Предположим также, что выполнены следующие условия:

Условие 4.1.4.
n∑

i,j=1
aij(x)ξiξj > 0, a(x) 6 0 для всех x ∈ Q и 0 6= ξ ∈ Rn.

Условие 4.1.5. Линейный оператор A2 : Cs+σ(Q) → Cs+σ(Q)— ограни-
ченный, где s = max{0, k − 2}, k > 0—некоторое фиксированное целое
число.

Замечание 4.1.1. Из условия 4.1.5 следует, что cm = sup
x∈Q

m(x, Q) < ∞.

Более того, m(x, Q) ∈ Cs+σ(Q).

Замечание 4.1.2. В силу замечания 4.1.1

‖A2u‖C(Q) 6 cm‖u‖C(Q) (u ∈ Cs+σ(Q)).

Таким образом, оператор A2 может быть расширен до ограниченного
оператора, действующего из C(Q) в себя. Это расширение оператора
A2 будем также обозначать A2. Через ‖A2‖ мы будем обозначать норму
оператора A2 : C(Q) → C(Q). Очевидно, ‖A2‖ = cm.

Лемма 4.1.1. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.1.5.
Тогда оператор A : D(A) ⊂ C(Q) → C(Q) имеет замыкание A. Если

u ∈ D(A) и функция u(x) достигает положительного максимума в
точке x0 ∈ Q, то Au(x0) 6 0.

Доказательство. Из условия 4.1.4 и леммы 1, [5] следует, что оператор
A0 имеет замыкание A0 и, если u ∈ D(A0) достигает положительного
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максимума в точке x0 ∈ Q, то A0u(x0) 6 0. В силу замечаний 4.1.1 и 4.1.2
оператор A = A0 + A1 имеет замыкание A = A0 + A1 и D(A) = D(A0).

С другой стороны, если u ∈ D(A) достигает положительного макси-
мума в точке x0 ∈ Q, то

Au(x0) = A0u(x0)− ∫
Q

(u(x0)− u(y))m(x0, dy) 6 0.

Замечание 4.1.3. Очевидно, что любое сужение A также имеет замы-
кание в C(Q).

Нелокальные условия для диффузионных процессов

Предположим, что в некоторой окрестности U каждой точки x0 ∈ ∂Q

определено бесконечно дифференцируемое, невырожденное преобразова-
ние координат x → t = t(x) такое, что:

(a) U ∩Q = {x ∈ U : tn(x) > 0};
(b) U ∩ ∂Q = {x ∈ U : tn(x) = 0};
(c) ti(x

0) = 0 (i = 1, . . . , n);

(d) функции t1, . . . , tn могут быть продолжены как функции из C∞

на Rn так, что tn(x) +
n−1∑
i=1

t2i (x) > 0 для x ∈ Q \ {x0}.
Следующая теорема описывает нелокальные условия, которым долж-

ны удовлетворять функции класса C2(Q), принадлежащие области опре-
деления инфинитезимального производящего оператора полугруппы Фел-
лера. Для эллиптического дифференциального оператора эта теорема
была впервые доказана [5]. Обобщение на случай эллиптического ин-
тегро-дифференциального оператора, которое приводится ниже, можно
найти, например, в [53, гл. 9, § 9.5].

Теорема 4.1.2. Предположим, что выполнены условия 4.1.4, 4.1.5. Пусть
{Tt}t>0 —полугруппа Феллера на X, а A— еe инфинитезимальный про-
изводящий оператор, являющийся сужением A.

Тогда любая функция u ∈ D(A) ∩ C2(Q) в каждой точке x0 ∈ ∂Q

удовлетворяет нелокальному условию вида
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Bu(x0) = γ(x0)u(x0) +

∫

Q

[
u(x0)− u(y) +

n−1∑
i=1

∂u(x0)

∂ti
ti(y)

]
µ(x0, dy)−

− η(x0)
∂u(x0)

∂tn
+

n−1∑
i=1

βi(x
0)

∂u(x0)

∂ti
+ κ(x0)Au(x0)−

−
n−1∑
i,j=1

αij(x
0)

∂2u(x0)

∂ti∂tj
= 0 (x0 ∈ ∂Q), (4.1.3)

где:
1) γ(x0) > 0;
2) η(x0) > 0;
3) κ(x0) > 0;
4) матрица ‖αij(x

0)‖ симметрична и неотрицательна;
5) µ(x0, ·)—неотрицательная борелевская мера на Q, такая, что

µ(x0, Q \ U) < ∞,

∫

Q∩U

[tn(y) +
n−1∑

j=1

t2j(y)]µ(x0, dy) < ∞;

6) если γ(x0) = η(x0) = κ(x0) = βi(x
0) = αij(x

0) = 0, то
µ(x0, Q \ {x0}) > 0.

Определение 4.1.4. Нелокальное условие (4.1.3) называют трансвер-
сальным на ∂Q, если

η(x) + κ(x) > 0 (x ∈ ∂Q). (4.1.4)

Интегральный член в нелокальном краевом условии (4.1.3) соответ-
ствует диффузии в клетке, когда частица, попадающая на мембрану,
может затем перепрыгнуть в точку y ∈ Q. Локальные члены

−
n−1∑
i,j=1

αij(x
0)

∂2u(x0)

∂ti∂tj
+

n−1∑
i=1

βi(x
0)

∂u(x0)

∂ti
,

γ(x0)u(x0), −η(x0)
∂u(x0)

∂tn
и κ(x0)Au(x0)

соответствуют диффузии вдоль границы, поглощению, отражению и яв-
лению вязкости, см.рис. 6.
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Задачи со спектральным параметром
и полугруппы Феллера

Приведем еще несколько вспомогательных результатов.

Лемма 4.1.2. Пусть линейный оператор G : D(G) ⊂ X → C(Q) имеет
замыкание , где X — замкнутое подпространство в C(Q), содержащее
хотя бы одну неотрицательную функцию. Пусть G : D(G) ⊂ X → X —
линейный оператор такой, что G ⊂ G. Предположим, что G, G удо-
влетворяют следующим условиям:

(a) Область определения D(G) плотна в X.

(b) Если u ∈ D(G) достигает положительного максимума в точке
x0 ∈ Q, то существует такая точка x1 ∈ Q, что u(x1) = u(x0) и
Gu(x1) 6 0.

(c) Существует такая константа λ0 > 0, что образ R(λI − G)

плотен в C(Q), а образ R(λI −G) плотен в X при λ > λ0.

Тогда G—инфинитезимальный производящий оператор полугруппы
Феллера на X, которая однозначно определяется оператором G.

Доказательство. 1. Докажем вначале, что для каждого λ > λ0 оператор
λI − G имеет ограниченный обратный (λI − G)−1, и

‖(λI − G)−1‖ 6 1/λ. (4.1.5)

Рассмотрим решение u уравнения

(λI − G)u = f. (4.1.6)

Можно предположить без потери общности, что max
x∈Q

|u(x)| = u(x0) > 0.

Тогда в силу условия (b) существует точка x1 ∈ Q такая, что
u(x1) = u(x0) и Gu(x1) 6 0. Поэтому из (4.1.6) следует, что

‖u‖C(Q) = u(x0) = u(x1) = (Gu(x1) + f(x1))/λ 6 ‖f‖C(Q)/λ.

Таким образом, оператор λI−G имеет ограниченный обратный, и, более
того, ‖(λI − G)−1‖ 6 1/λ.

2. Докажем теперь, что для каждого λ > λ0 оператор (λI − G)−1

неотрицателен. Предположим противное: пусть для некоторого f > 0
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решение u уравнения (4.1.6) принимает отрицательные значения, т.е.
min
x∈Q

u(x) = u(x0) < 0. Обозначим v(x) = −u(x). В силу условия (b)

существует точка x1 ∈ Q такая, что v(x1) = v(x0) и Gv(x1) 6 0. Таким
образом, из равенства (λI − G)v = −f получаем

0 < v(x0) = v(x1) = (Gv(x1)− f(x1))/λ 6 0.

Полученное противоречие доказывает, что оператор (λI − G)−1 неотри-
цателен.

3. Операторы λI −G и λI − G имеют ограниченные обратные
(λI −G)−1 : X → X и (λI − G)−1 : C(Q) → X для λ > λ0, причем

‖(λI −G)−1‖ 6 ‖(λI − G)−1‖ 6 1/λ.

Это следует из существования обратных операторов (λI − G)−1,

(λI −G)−1, условия (c) и неравенства (4.1.5).
4. Докажем теперь, что оператор (λI − G)−1 неотрицателен. Пусть

сначала f ∈ C(Q) и f(x) > 0 (x ∈ Q). Тогда можно найти последо-
вательность {fm} ⊂ D((λI − G)−1) такую, что lim

m→∞
‖fm − f‖C(Q) = 0.

Поэтому существует M > 0 такое, что fm(x) > 0 (x ∈ Q) для m > M.

Следовательно,

(λI − G)−1f = lim
m→∞

(λI − G)−1fm > 0.

Если f ∈ C(Q), f(x) > 0 (x ∈ Q), то существует последовательность
{Fk} ⊂ C(Q) такая, что Fk(x) > 0 (x ∈ Q) и lim

k→∞
‖Fk − f‖C(Q) = 0. От-

сюда следует, что (λI − G)−1f > 0 для любой функции f ∈ C(Q) такой,
что f(x) > 0 (x ∈ Q).

5. Итак, мы доказали, что для каждого λ > λ0 оператор λI−G имеет
ограниченный неотрицательный обратный (λI−G)−1 : X → X с нормой
‖(λI − G)−1‖ 6 1/λ. Следовательно, в силу теоремы 4.1.1 G является
инфинитезимальным производящим оператором полугруппы Феллера на
X, которая однозначно определяется оператором G.
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Рассмотрим задачу Дирихле

A0g(x)− λg(x) = 0 (x ∈ Q),

g(x) = ψ(x) (x ∈ ∂Q).

}
(4.1.7)

Как известно, для любых ψ ∈ C(∂Q) и λ > 0 существует единственное
решение g ∈ C2(Q) ∩ C(Q) задачи (4.1.7).

Лемма 4.1.3. Пусть выполнено условие 4.1.4, и пусть Ω1, Ω2 — замкну-
тые множества такие, что Ω1 ⊂ ∂Q, Ω2 ⊂ Q и Ω1 ∩Ω2 = ∅. Тогда су-
ществует такая константа λ1 = λ1(Ω1, Ω2) > 1, что для всех q1 > λ1,

λ > q1 и ψ ∈ {ψ ∈ C(∂Q) : suppψ ⊂ Ω1}

‖g‖C(Ω2) 6 c1

λ
‖ψ‖C(Ω1), (4.1.8)

где c1 = c1(q1) > 0 не зависит от λ, ψ, и c1(q1) → 1 при q1 → +∞.

Доказательство. Докажем неравенство (4.1.8), используя метод барьеров.
Пусть ε > 0 достаточно мало и 2ε < δ = ρ(Ω1, Ω2). Так как Ω2 —

компакт, существует конечное множество точек {xj}J
j=1 ⊂ Ω2 такое, что

Ω2 ⊂ ∪J
j=1Bε(x

j). Обозначим M = max
x∈Ω1

|ψ(x)| > 0. Здесь ψ ∈ C(∂Q) и

supp ψ ⊂ Ω1. Рассмотрим функцию

wj(x) = M

(|x− xj|
2ε

)λ1/4

+
M

λ
.

Если x ∈ Ω1, то |x− xj| > δ > 2ε. Отсюда

M < wj(x) (x ∈ Ω1). (4.1.9)

Очевидно, существует qj > 1 такое, что для λ > qj

|A0wj(x)| 6 k1jM/λ (x ∈ Bε(x
j) ∩Q),

|A0wj(x)| 6 k2jM

(
λ1/2

( |x− xj|
2ε

)λ1/4

+
1

λ

)
(x ∈ Q \Bε(x

j)),

где k1j, k2j > 0 не зависят от M, λ. Таким образом, существует λ1 > max
j

qj

такое, что
A0wj(x)− λwj(x) < 0 (x ∈ Q) (4.1.10)

при λ > λ1.
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Из (4.1.9), (4.1.10) вытекает, что

A0(g(x)− wj(x))− λ(g(x)− wj(x)) > 0 (x ∈ Q),

g(x)− wj(x) < 0 (x ∈ ∂Q)

}
(4.1.11)

при λ > λ1.

Из леммы 4.1.1 и неравенств (4.1.11) следует, что g(x) 6 wj(x) при
x ∈ Q. Аналогично получаем −g(x) 6 wj(x) при x ∈ Q. Таким образом,

max
x∈Bε(xj)∩Q

|g(x)| 6 max
x∈Bε(xj)∩Q

wj(x) = M(2−λ1/4

+ λ−1).

Так как J < ∞, из последнего неравенства следует (4.1.6).

4.2. Полугруппа Феллера, порожденная
эллиптическим дифференциальным оператором

Рассмотрим нелокальное условие (4.1.3) в нетрансверсальном случае

Bu(x) = γ(x)u(x) +

∫

Q

[u(x)− u(y)]µ(x, dy) = 0 (x ∈ ∂Q), (4.2.1)

где γ(x) > 0, µ(x, ·)—неотрицательная борелевская мера на Q.

Определение 4.2.1. Носителем меры µ(x, ·) называется замкнутое мно-
жество sptµ(x, ·, ), определенное по формуле

sptµ(x, ·) = Q \ ∪V ∈T{V : µ(x, V ∩Q) = 0},

где T —класс всех открытых множеств из Rn.

Обозначим

CB(Q) = {u ∈ C(Q) : Bu = 0}, Nµ = {x ∈ ∂Q : µ(x, Q) = 0},

Γµ = ∂Q \Nµ, Γδ
µ = {x ∈ Q : ρ(x, Γµ) < δ}.

Далее будут рассматриваться такие меры, что функции µ(x, Q), вооб-
ще говоря, могут иметь разрывы на некотором множестве K1 ⊂ Nµ и
µ(x, Q) ∈ C(∂Q \K1). Чтобы преодолеть это затруднение, мы будем рас-
сматривать функции u(x), обращающиеся в 0 на множестве Nµ.
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Обозначим Cµ(Ω) = {u ∈ C(Ω) : u(x) = 0 (x ∈ Nµ)}, где Ω = Q или
Ω = ∂Q.

Рассмотрим неограниченные операторыA0B : D(A) ⊂ CB(Q) → C(Q)

и AB : D(AB) ⊂ CB(Q) → C(Q), заданные формулами

A0Bu = A0u (u ∈ D(A0B)), D(A0B) = {u ∈ C2(Q)∩CB(Q) : A0u ∈ C(Q)},

AB = A0B + A1, D(AB) = D(A0B).

Введем также операторы A0B : D(A0B) ⊂ CB(Q) → CB(Q) и
AB : D(AB) ⊂ CB(Q) → CB(Q) следующим образом:

A0Bu = A0u (u ∈ D(A0B)), D(A0B) = {u ∈ C2(Q) ∩ CB(Q) : A0u ∈ CB(Q)},
ABu = Au (u ∈ D(AB)), D(AB) = {u ∈ C2(Q) ∩ CB(Q) : Au ∈ CB(Q)}.

Заметим, что, вообще говоря, D(A0B) 6= D(AB).

Обозначим γ0(x) = γ(x) + µ(x, Q).

Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

Условие 4.2.1. γ0 ∈ C(∂Q).

Условие 4.2.2. γ(x) + µ(x, Q \ Γµ) > 0 (x ∈ ∂Q).

Замечание 4.2.1. Из условия 4.2.2 следует, что γ0(x) > 0 (x ∈ ∂Q).

Замечание 4.2.2. В силу замечания 4.2.1 CB(Q) ⊂ Cµ(Q).

Замечание 4.2.3. Из условия 4.2.1 следует, что cµ = sup
x∈∂Q

µ(x, Q) < ∞.

Геометрические условия однозначной разрешимости
нелокальных эллиптических задач с параметром

Сформулируем теперь некоторые дополнительные условия на меру µ.

Ниже будет доказано, что эти условия вместе с условиями 4.2.1, 4.2.2
являются достаточными для разрешимости задачи (A0B − λI)u = f при
достаточно больших значениях параметра λ.

Введем операторы Bi (i = 1, 2) и Bj
2δ (j = 1, 2) по формулам
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Biv(x) =

∫

Q

v(y)µi(x, dy) (x ∈ ∂Q, i = 1, 2), (4.2.2)

B1
2δv(x) =

∫

Γδ
µ

v(y)µ2(x, dy) (x ∈ ∂Q), (4.2.3)

B2
2δv(x) =

∫

Q\Γδ
µ

v(y)µ2(x, dy) (x ∈ ∂Q), (4.2.4)

где µi(x, ·) (i = 1, 2)—неотрицательные борелевские меры на Q, δ > 0.

Предположим, что существуют неотрицательные борелевские меры
µi(x, ·) на Q (x ∈ ∂Q, i = 1, 2), составляющие разложение µ(x, ·) =

µ1(x, ·) + µ2(x, ·) и удовлетворяющие условиям:

Условие 4.2.3. Операторы B1 и B2 отображают Cµ(Q) и соответственно
C(Q) в Cµ(∂Q).

Условие 4.2.4. Существует замкнутое множество K1 ⊂ Nµ такое, что
sptµ1(x, ·) ⊂ Q \Kκ0

1 (x ∈ ∂Q) для некоторого κ0 > 0, где Kκ0

1 = {x ∈
Rn : ρ(x,K1) < κ0}.
Условие 4.2.5. Для любого 0 < κ < κ0 существует ε = ε(κ) > 0 такое,
что sptµ1(x, ·) ⊂ Qε (x ∈ ∂Q \K

κ/2
1 ), где Qε = {x ∈ Q : ρ(x, ∂Q) > ε}.

Замечание 4.2.4. Мера µ(x, ·) удовлетворяет соотношениям 5, 6 тео-
ремы 4.1.2, при этом µ1(x, Q) ∈ C(∂Q \ K1) и µ2(x, Q) ∈ C(∂Q). Дей-
ствительно, соотношения 5, 6 теоремы 4.1.2 следуют из замечания 4.2.3
и условия 4.2.2. Докажем два последних утверждения. Для этого вве-
дём функцию ξ ∈ Ċ∞(Q) так, что ξ(x) = 1 (x ∈ Qε) и 0 6 ξ(x) 6 1, где
ε = ε(κ) выбирается в соответствии с условием 4.2.5, 0 < κ < κ0 —про-
извольное фиксированное число. По определению, ξ ∈ Cµ(Q). Отсюда в
силу условия 4.2.3 следует, что B1ξ ∈ Cµ(Q). С другой стороны, из усло-
вия 4.2.5 вытекает, что B1ξ(x) = µ1(x, Qε) = µ1(x, Q) (x ∈ ∂Q \K

κ/2
1 ).

Следовательно, µ1(x, Q) ∈ C(∂Q \ K
κ/2
1 ). Так как κ > 0 произвольно,

имеем µ1(x, Q) ∈ C(∂Q \K1). Теперь положим u(x) ≡ 1 (x ∈ Q). Тогда
из условия 4.2.3 получим, что B2u = µ2(x, Q) ∈ C(∂Q).
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Замечание 4.2.5. Из условия 4.2.3 и замечания 4.2.3 следует, что опе-
раторы B1 : Cµ(Q) → Cµ(∂Q) и B2 : C(Q) → Cµ(∂Q)— ограниченные.

Замечание 4.2.6. Вообще говоря, из условия u ∈ C(Q) не следует, что
Bj

2δu ∈ C(∂Q) (см. пример 4.4.2). Однако из замечания 4.2.3 вытекает,
что B1

2δ, B2
2δ : C(Q) → B(∂Q)— ограниченные операторы, где B(∂Q)—

пространство функций, ограниченных на множестве ∂Q, с нормой

‖f‖B(∂Q) = sup
x∈∂Q

|f(x)|.

Мы будем предполагать, что помимо условий 4.2.1–4.2.5 выполнено
также следующее условие.

Условие 4.2.6. Существуют числа δ0 > 0 и 0 < r < 1/2 такие, что
оператор L1

2δ0
: C(Q) → B(∂Q) удовлетворяет условию ‖L1

2δ0
‖ < r, где

L1
2δ0

u(x) = 1
γ0(x)B

1
2δ0

u(x).

Примеры операторов, для которых выполняются условия 4.2.1–4.2.6,
будут приведены в § 4.4.

Отметим, что разложение µ(x, ·) = µ1(x, ·)+µ2(x, ·), удовлетворяющее
условиям 4.2.1–4.2.6, вообще говоря, не единственно.

Лемма 4.2.1. Предположим, что выполнены условия 4.1.4, 4.1.5
и 4.2.1–4.2.3. Пусть u ∈ D(AB) и u(x) достигает положительного мак-
симума в точке x0 ∈ Q. Тогда существует такая точка x1 ∈ Q, что
u(x1) = u(x0) и ABu(x1) 6 0.

Доказательство. В случае x0 ∈ Q утверждение леммы 4.2.1 следует из
леммы 4.1.1. Предположим теперь, что x0 ∈ ∂Q, и при этом u(x0) > u(y)

для y ∈ Q. Если µ(x0, Q) > 0, то из данного предположения следует,
что нелокальное условие (4.2.1) для функции u(x) нарушается в точке
x0 ∈ ∂Q. Поэтому будем считать, что sptµ(x0, ·) ⊂ ∂Q. Тогда в силу
замечания 4.2.2 нелокальное условие (4.2.1) примет вид

γ(x0)u(x0) +

∫

Nµ

u(x0)µ(x0, dy) = −
∫

Γµ

[u(x0)− u(y)]µ(x0, dy).
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С другой стороны, это равенство невозможно, поскольку его левая
часть положительна в силу условия 4.2.2, а правая — нет. Полученное
противоречие показывает, что, если x0 ∈ ∂Q, то существует точка x1 ∈ Q

такая, что u(x0) = u(x1). Для завершения доказательства остаётся вновь
применить лемму 4.1.1.

В силу замечания 4.2.1 нелокальное условие (4.2.1) можно переписать
в виде

u(x)− Lu(x) = 0 (x ∈ ∂Q), (4.2.5)

где
Lu(x) =

1

γ0(x)

∫

Q

u(y)µ(x, dy). (4.2.6)

Из условия 4.2.3 и замечания 4.2.3 следует, что оператор L : Cµ(Q) →
Cµ(∂Q)— ограниченный, причем ‖L‖ 6 1.

Для любого ψ ∈ C(∂Q) существует g ∈ C2(Q)∩C(Q)— единственное
решение задачи (4.2.5), где λ > 0. Обозначим Pλψ(x) = g(x). В силу
принципа максимума оператор Pλ : Cµ(∂Q) → Cµ(Q)— ограниченный,
причем ‖Pλ‖ = 1.

Рассмотрим теперь ограниченный оператор I − LPλ : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q).

Лемма 4.2.2. Пусть выполнены условия 4.1.4 и 4.2.1–4.2.6.
Тогда существует λ0 > 1 такое, что для каждого λ > λ0 оператор

I−LPλ имеет ограниченный обратный (I−LPλ)
−1 : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q)

и ‖(I − LPλ)
−1‖ 6 q, где q > 0 не зависит от λ.

Доказательство. 1. Обозначим

Liv(x) =
1

γ0(x)
Biv(x) (x ∈ ∂Q, i = 1, 2), (4.2.7)

Lj
2δu(x) =

1

γ0(x)
Bj

2δv(x) (x ∈ ∂Q, j = 1, 2), (4.2.8)

где операторы Bi, Bj
2δ определены по формулам (4.2.2)–(4.2.4), δ > 0.

В силу условия 4.2.5 для любого 0 < κ < κ0 существует ε > 0 такое,
что

sptµ1(x, .) ⊂ Qε (x ∈ ∂Q \K
κ/2
1 ). (4.2.9)
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Введем срезающую функцию ξε ∈ Ċ∞(Q) такую, что 0 6 ξε(x) 6 1,

ξε(x) = 1 (x ∈ Qε), ξε(x) = 0 (x /∈ Qε/2). Тогда для данного ε > 0 и
любого δ > 0 оператор I − LPλ можно записать в виде

I − LPλ = I − L1(1− ξε)Pλ − L1ξεPλ − L1
2δPλ − L2

2δPλ. (4.2.10)

2. Оценим нормы операторов L1ξεPλ : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q) и L1
2δPλ, ÃL

2
2δPλ :

Cµ(∂Q) → B(∂Q) (см. замечание 4.2.6). Напомним, что в силу усло-
вия 4.2.3 оператор L2Pλ = L1

2δPλ + L2
2δPλ отображает Cµ(∂Q) в себя.

Вследствие условия 4.2.6 существует число q > 8 такое, что при любом
достаточно малом δ > 0

‖L1
2δ‖ <

1

2
− 4

q
.

Таким образом,
‖L1

2δPλ‖ <
1

2
− 4

q
. (4.2.11)

Зафиксируем такое δ > 0. Согласно лемме 4.1.3 для любого δ > 0

существует λ1 = λ1(δ) > 1 такое, что при всех λ > λ1 и ψ ∈ Cµ(∂Q)

‖L2
2δPλψ‖B(∂Q) 6 ‖Pλψ‖C(Q\Γδ

µ) 6 c1

λ
‖ψ‖C(∂Q), (4.2.12)

а для любого ε > 0 существует λ2 = λ2(ε) > 1 такое, что при всех λ > λ2

и ψ ∈ Cµ(∂Q)

‖L1ξεPλψ‖C(∂Q) 6 ‖Pλψ‖C(Qε/2)
6 c2

λ
‖ψ‖C(∂Q). (4.2.13)

Здесь c1 = c1(λ1) > 0 и c2 = c2(λ2) > 0 не зависят от λ, ψ. Выбирая
λ > d = max{λ1, λ2, c1q, c2q}, из (4.2.12), (4.2.13) получим

‖L2
2δPλ‖ 6 1

q
, ‖L1ξεPλ‖ 6 1

q
. (4.2.14)

3. Рассмотрим теперь оператор I − L1(1− ξε)Pλ : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q).

Выпишем для него формальный ряд Неймана
∞∑

s=0

(L1(1− ξε)Pλ)
s. (4.2.15)

Оценим норму оператора (L1(1 − ξε)Pλ)
s : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q). Из

определения L1 и принципа максимума следует, что

‖L1(1− ξε)Pλψ‖C(∂Q) 6 ‖ψ‖C(∂Q) (ψ ∈ Cµ(∂Q)).
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Очевидно, ((1− ξε)Pλψ)(x) = 0 (x ∈ Qε). Поэтому в силу (4.2.9)

supp L1(1− ξε)Pλψ ⊂ ∂Q ∩K
κ/2
1 .

Пусть s > 1. Обозначим ψsε = (L1(1 − ξε)Pλ)
s−1ψ. По доказанному

выше suppψsε ⊂ ∂Q∩K
κ/2
1 . Тогда из условия 4.2.4 и леммы 4.1.3 следует,

что существует λ3 = λ3(κ) > 1 такое, что при всех λ > λ3 и ψ ∈ Cµ(∂Q)

‖(L1(1− ξε)Pλ)
sψ‖C(∂Q) = ‖L1(1− ξε)Pλψsε‖C(∂Q) 6 ‖Pλψsε‖C(Q\Kκ

1 ) 6

6 c3

λ
‖ψsε‖

C(∂Q∩K
κ/2
1 )

=
c3

λ
‖ψsε‖C(∂Q) =

c3

λ
‖(L1(1− ξε)Pλ)

s−1ψ‖C(∂Q),

где c3 = c3(λ3) > 0 не зависит от λ, ψ и s. Таким образом, получим

‖(L1(1− ξε)Pλ)
s‖ 6 (

c3

λ
)s−1 (s > 1).

При λ > λ0 = max{λ3, d, c3
q+2
4 } эта оценка гарантирует сходимость

ряда Неймана (4.2.15). Поэтому существует ограниченный обратный опе-
ратор

(I − L1(1− ξε)Pλ)
−1 =

∞∑
s=0

(L1(1− ξε)Pλ)
s,

при этом

‖(I − L1(1− ξε)Pλ)
−1‖ 6 1 + 1 +

∞∑
s=2

(
c3

λ
)s−1 = 2 +

c3

λ− c3
6

6 2 + c3/(c3
q + 2

4
− c3) = 2 + (

q + 2

4
− 1)−1 =

2q

q − 2
. (4.2.16)

4. Докажем теперь, что для λ > λ0 оператор I − LPλ имеет ограни-
ченный обратный (I − LPλ)

−1 : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q) и ‖(I − LPλ)
−1‖ 6 q.

Очевидно,

I − LPλ = [I − L1(1− ξε)Pλ] · [I − (I − L1(1− ξε)Pλ)
−1

(L1ξεPλ + L1
2δPλ + L2

2δPλ)]. (4.2.17)

Из (4.2.11), (4.2.14) и (4.2.16) вытекает, что

‖(I − L1(1− ξε)Pλ)
−1(L1ξεPλ + L1

2δPλ + L2
2δPλ)‖ 6

6 2q

q − 2
(
2

q
+

1

2
− 4

q
) =

q − 4

q − 2
< 1. (4.2.18)
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Следовательно, существует ограниченный обратный оператор
(I − LPλ)

−1 : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q), причем в силу (4.2.16)–(4.2.18)

‖(I − LPλ)
−1‖ 6 2q

q − 2
· (1− q − 4

q − 2
)−1 = q,

где q > 8 не зависит от λ.

Лемма 4.2.3. Пусть выполнены условия 4.1.4 и 4.2.1–4.2.6.
Тогда существует λ0 > 1 такое, что для каждого λ > λ0 уравнение

(A0B − λI)u = f (4.2.19)

имеет единственное решение u ∈ D(A0B) для любой функции
f ∈ Cσ(Q) ∩ C(Q), и

‖u‖C(Q) 6 1

λ
‖f‖C(Q). (4.2.20)

Доказательство. Очевидно, операторное уравнение (4.2.19) эквивалент-
но нелокальной задаче для эллиптического уравнения, которая имеет вид

A0u(x)− λu(x) = f(x) (x ∈ Q),

u(x)− Lu(x) = 0 (x ∈ ∂Q),

}
(4.2.21)

где λ > 0.

Рассмотрим вспомогательную краевую задачу

A0v(x)− λv(x) = f(x) (x ∈ Q),

v(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.2.22)

Вследствие теоремы 21.I, [23] для любого f ∈ Cσ(Q) ∩ C(Q) суще-
ствует единственное решение v ∈ C2(Q)∩C(Q) этой задачи. Обозначим
Gλf(x) = v(x). Пусть w = u− v. Тогда из (4.2.21), (4.2.22) получим

A0w(x)− λw(x) = 0 (x ∈ Q),

w(x)− Lw(x) = Lv(x) (x ∈ ∂Q).

}
(4.2.23)

Очевидно, задача (4.2.23) эквивалентна операторному уравнению

ψ − LPλψ = Lv (4.2.24)

относительно функции ψ ∈ Cµ(∂Q), где w = Pλψ.
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В силу леммы 4.2.2 уравнение (4.2.24) имеет единственное решение
ψ = (I − LPλ)

−1Lv для любого λ > λ0. Таким образом, уравнение (4.2.19)
имеет единственное решение

u = v + Pλψ = v + Pλ(I − LPλ)
−1Lv =

= Gλf + Pλ(I − LPλ)
−1LGλf ∈ D(A0B) (4.2.25)

для любого f ∈ Cσ(Q) ∩ C(Q).
Для завершения доказательства остаётся получить оценку (4.2.20). Не

ограничивая общности, предположим, что max
x∈Q

|u(x)| = u(x0) > 0. Тогда

в силу леммы 4.2.1 существует точка x1 ∈ Q такая, что u(x1) = u(x0) и
A0Bu(x1) 6 0. Поэтому
‖u‖C(Q) = u(x0) = u(x1) = (A0Bu(x1)− f(x1))/λ 6 ‖f‖C(Q)/λ.

Отметим, что условие 4.2.6 наряду с условиями 4.2.4, 4.2.5 гарантиру-
ет сходимость ряда Неймана (4.2.15) в доказательстве леммы 4.2.2. Это
условие может быть несколько ослаблено, если мера не содержит слага-
емого µ1 (см. условие 2.8). Однако наиболее глубокой причиной исполь-
зования подобных условий является то, что они обеспечивают равенство
нулю индекса соответствующего эллиптического оператора.

Аналитические условия однозначной разрешимости
нелокальных эллиптических задач с параметром

Рассмотрим случай, когда геометрические условия 4.2.4, 4.2.5, а также
условие 4.2.6, вообще говоря, не выполняются.

Обозначим γδ(x) = γ(x) + µ(x, Q \ Γδ
µ).

Предположим, что наряду с условиями 4.2.1 и 4.2.2 выполнены следу-
ющие условия:

Условие 4.2.7. Оператор B отображает пространство Cµ(Q) в Cµ(∂Q).

Условие 4.2.8. Существует δ > 0 такое, что sup
x∈∂Q

ϕδ(x) < ∞, где

ϕδ(x) = µ(x, Γδ
µ)/γδ(x).
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Введем операторы B1
δ , B2

δ по формулам

B1
δu(x) =

∫

Γδ
µ

u(y)µ(x, dy) (x ∈ ∂Q), (4.2.26)

B2
δu(x) =

∫

Q\Γδ
µ

u(y)µ(x, dy) (x ∈ ∂Q), (4.2.27)

где δ > 0.

Замечание 4.2.7. Из условия 4.2.7 и замечания 4.2.3 следует, что опера-
торы B : Cµ(Q) → Cµ(∂Q) и B1

δ , B
2
δ : Cµ(∂Q) → B(∂Q)— ограниченные

(ср. замечания 4.2.5, 4.2.6).

Замечание 4.2.8. В силу замечания 4.2.3 условие 4.2.8 выполняется,
если inf

x∈∂Q
γδ(x) > 0 при некотором δ > 0.

Лемма 4.2.4. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.2.1, 4.2.2, 4.2.7, 4.2.8.
Тогда справедливо заключение леммы 4.2.3.

Доказательство. Как и в доказательстве леммы 4.2.3, уравнение (4.2.19)
сводится к уравнению (4.2.24) в пространстве Cµ(∂Q). Таким образом,
остаётся показать, что для λ > λ0 оператор I−LPλ , где λ0 > 1 достаточ-
но велико, имеет ограниченный обратный (I − LPλ)

−1 : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q).
Представим оператор L в виде

L = L1
δ + L2

δ,

где
Lj

δv(x) =
1

γ0(x)
Bj

δv(x) (x ∈ ∂Q, j = 1, 2).

Очевидно, для ψ ∈ Cµ(∂Q) имеем

‖L1
δPλψ‖B(∂Q) 6 sup

x∈∂Q

µ(x, Γδ
µ)

γ0(x)
‖Pλψ‖C(Γδ

µ) 6

6 sup
x∈∂Q

µ(x, Γδ
µ)

γδ(x) + µ(x, Γδ
µ)
‖ψ‖C(∂Q) = c‖ψ‖C(∂Q),
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где c = sup
x∈∂Q

ϕδ(x)
1+ϕδ(x) . Вследствие условия 4.2.8 c < 1. Поэтому существует

q > 2 такое, что
‖L1

δPλ‖ < 1− 2

q
(4.2.28)

для всех λ > 0, где q не зависит от λ.
С другой стороны, в силу леммы 4.1.3 для любого δ > 0 существует

λ1 = λ1(δ) > 1 такое, что для всех λ > λ1 и ψ ∈ Cµ(∂Q)

‖L2
δPλψ‖B(∂Q) 6 ‖Pλψ‖C(Q\Γδ

µ) 6 c1

λ
‖ψ‖C(∂Q),

где c1 = c1(λ1) > 0. Таким образом, при λ > λ0 = max{λ1, c1q}

‖L2
δPλ‖ <

1

q
. (4.2.29)

Вследствие (4.2.28), (4.2.29) и известной теоремы об обратном опе-
раторе оператор I − LPλ при λ > λ0 имеет ограниченный обратный
(I − LPλ)

−1 : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q), норма которого не превосходит q.
Справедливость неравенства (4.2.20) устанавливается точно так же,

как и в доказательстве леммы 4.2.3.

Плотность области определения

Докажем теперь плотность D(A0B) в CB(Q). Вначале получим некото-
рые вспомогательные результаты.

Лемма 4.2.5. Предположим, что выполнены условия 4.1.4, 4.2.1, 4.2.2,
4.2.7.

Тогда для любых ε > 0 и u ∈ CB(Q) существует δ1 > 0 такое,
что для всякого 0 < δ < δ1 найдется функция uδ ∈ C2(Q) ∩ Cµ(Q),
обладающая следующими свойствами:

‖uδ − Luδ‖C(∂Q)<2ε, (4.2.30)

‖uδ − u‖C(Q) <ε, (4.2.31)

A0uδ ∈ Cσ(Q), A0uδ(x) = 0 (x ∈ Q ∩ Γδ/2
µ ). (4.2.32)
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Доказательство. Пусть u ∈ CB(Q). Тогда в силу замечания 4.2.1
u |∂Q= Lu. Из замечания 4.2.2 следует, что для любого ε > 0 существу-
ет такая функция u1 ∈ C∞(Q) ∩ Cµ(Q), что ‖u − u1‖C(Q) < ε/4. Введем
функцию

ϕ(x) = Lu1(x) (x ∈ ∂Q). (4.2.33)

Из условия 4.2.1, замечания 4.2.1 и определения оператора L следует,
что ϕ ∈ Cµ(∂Q), причем ‖ϕ‖C(∂Q) 6 ‖u1‖C(Q).

Рассмотрим задачу Дирихле

A0u2(x) = 0 (x ∈ Q), (4.2.34)

u2(x) = ϕ(x) (x ∈ ∂Q). (4.2.35)

В силу теоремы 21.I см. [23] существует единственное решение зада-
чи (4.2.34), (4.2.35) u2 ∈ C2(Q) ∩ Cµ(Q), и в силу принципа максимума
‖u2‖C(Q) = ‖ϕ‖C(∂Q).

Так как u |∂Q= Lu, из (4.2.33), (4.2.35) получим

|u(y)−u2(y)| = |L(u−u1)(y)| 6 ‖u−u1‖C(Q) < ε/4 (y ∈ ∂Q). (4.2.36)

Функции u(x) и u2(x) равномерно непрерывны в Q. Поэтому суще-
ствует такое δ1 > 0, что

|u(y)− u(x)| < ε/4 при x, y ∈ {x, y ∈ Q : |x− y| < δ1}, (4.2.37)

|u2(y)− u2(x)| < ε/4 при x, y ∈ {x, y ∈ Q : |x− y| < δ1}. (4.2.38)

Для любого x ∈ Γδ
µ (0 < δ < δ1) существует y ∈ Γµ такое, что |x− y| < δ1.

Поэтому в силу (4.2.36)–(4.2.38) для любого x ∈ Γδ
µ

|u(x)− u2(x)| 6 |u(x)− u(y)|+ |u(y)− u2(y)|+
+ |u2(y)− u2(x)| < ε/4 + ε/4 + ε/4 = 3ε/4.

Следовательно,
‖u− u2‖C(Γδ

µ) 6 3ε/4.

Введем функцию

uδ(x) = ξδ(x)u1(x) + (1− ξδ(x))u2(x),
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где ξδ ∈ Ċ∞(Rn), ξδ(x) = 1 (x ∈ Q \ Γδ
µ), ξδ(x) = 0

(x ∈ Γ
δ/2
µ ), 0 6 ξδ(x) 6 1. По определению uδ ∈ C2(Q) ∩ C(Q),

A0uδ(x) = 0 (x ∈ Q ∩ Γ
δ/2
µ ). Поскольку ϕ(x) = 0 (x ∈ ∂Q \ Γµ), то в си-

лу теоремы 36.IV, [23] о гладкости решений эллиптических задач вблизи
границы u2 ∈ C2+σ(Q \Γ

δ/3
µ ). Следовательно, A0uδ ∈ Cσ(Q \Γ

δ/3
µ ). Выше

было доказано, что A0uδ(x) = 0 (x ∈ Q ∩ Γ
δ/2
µ ). Поэтому A0uδ ∈ Cσ(Q).

Очевидно,

‖uδ − u‖C(Q) 6 ‖u1 − u‖C(Q) + ‖u2 − u‖C(Γδ
µ) < ε/4 + 3ε/4 = ε.

Таким образом, неравенство (4.2.31) доказано.
По построению u1(x) = 0 (x ∈ ∂Q \ Γµ). Кроме того, µ(x, Q) = 0

(x ∈ ∂Q \ Γµ). Поэтому Lu1(x) = 0 (x ∈ ∂Q \ Γµ). Из этих равенств, а
также из (4.2.33), (4.2.35) следует

uδ(x) = u1(x) = 0 = Lu1(x) (x ∈ ∂Q \ Γδ
µ),

uδ(x) = u2(x) = Lu1(x) (x ∈ ∂Q ∩ Γδ/2
µ ),

uδ(x) = ξδ(x)u1(x) + (1− ξδ(x))Lu1(x) = 0 = Lu1(x) (x ∈ ∂Q ∩ (Γδ
µ \ Γδ/2

µ )).

Таким образом, uδ(x) = Lu1(x) (x ∈ ∂Q). Отсюда и из (4.2.31) мы
получаем оценку

‖uδ − Luδ‖C(∂Q) = ‖Lu1 − Luδ‖C(∂Q) 6 ‖u1 − uδ‖C(Q) 6
6 ‖u1 − u‖C(Q) + ‖u− uδ‖C(Q) < ε/4 + ε < 2ε,

т. е. выполняется неравенство (4.2.30).

Лемма 4.2.6. Предположим, что выполнены условия 4.1.4, 4.2.1, 4.2.2.
Пусть также выполнены или условия 4.2.3–4.2.6, или 4.2.7, 4.2.8.

Тогда область определения D(A0B) плотна в CB(Q).

Доказательство. 1. Пусть u ∈ CB(Q). Зафиксируем произвольное ε > 0.

Тогда в силу леммы 4.2.5 существует δ1 > 0 такое, что для любого
0 < δ < δ1 найдется функция uδ ∈ C2(Q) ∩ Cµ(Q), удовлетворяющая со-
отношениям (4.2.30)–(4.2.32). Обозначим fδ = A0uδ−λuδ, ψδ = uδ−Luδ.
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Тогда функция uδ является решением задачи

A0uδ(x)− λuδ(x) = fδ(x) (x ∈ Q),

uδ(x)− Luδ(x) = ψδ(x) (x ∈ ∂Q).

}
(4.2.39)

Рассмотрим также нелокальную задачу

A0vδ(x)− λvδ(x) = fδ(x) (x ∈ Q),

vδ(x)− Lvδ(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.2.40)

Из леммы 4.2.5 следует, что fδ ∈ Cσ(Q) ∩ C(Q). Поэтому в силу
лемм 4.2.3, 4.2.4 задача (4.2.40) имеет единственное решение vδ ∈ D(A0B)

при λ > λ0 > 1.
Кроме того, из леммы 4.2.5 вытекает оценка

‖A0uδ‖C(Q) 6 c(δ). (4.2.41)

Обозначим wδ = uδ − vδ. Тогда из (4.2.39), (4.2.40) имеем

A0wδ(x)− λwδ(x) = 0 (x ∈ Q),

wδ(x)− Lwδ(x) = ψδ(x) (x ∈ ∂Q).

}
(4.2.42)

Эта задача эквивалентна следующему операторному уравнению в Cµ(∂Q) :

ϕδ − LPλϕδ = ψδ

(см. доказательство леммы 4.2.3), где wδ = Pλϕδ. Из леммы 4.2.2 и дока-
зательства леммы 4.2.4 следует, что оператор I−LPλ : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q)

имеет ограниченный обратный (I − LPλ)
−1 с нормой ‖(I − LPλ)

−1‖ 6 q

при λ > λ0. Отсюда wδ = Pλ(I − LPλ)
−1ψδ. В силу леммы 4.2.5 можно вы-

брать δ > 0 так, что ‖ψδ‖C(∂Q) < ε/q. Поэтому из оценки ‖(I − LPλ)
−1‖ 6 q

следует, что
‖wδ‖C(Q) < q

ε

q
= ε. (4.2.43)

2. Рассмотрим теперь задачу

A0ṽδ(x)− λṽδ(x) = −λvδ(x) (x ∈ Q),

ṽδ(x)− Lṽδ(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.2.44)
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Так как vδ ∈ C2(Q)∩CB(Q), вследствие лемм 4.2.3 и 4.2.4 задача (4.2.44)
имеет единственное решение ṽδ ∈ D(A0B) при λ > λ0. Обозначим
w̃δ = vδ − ṽδ. Тогда из (4.2.40), 4.2.44 следует, что

A0w̃δ(x)− λw̃δ(x) = A0vδ(x) (x ∈ Q),

w̃δ(x)− Lw̃δ(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.2.45)

В силу (4.2.39), (4.2.40) имеем

A0vδ(x) = A0uδ(x)− λwδ(x).

Отсюда, а также из неравенств (4.2.20), (4.2.41) и (4.2.43) следует, что

‖w̃δ‖C(Q) 6 1

λ
‖A0uδ − λwδ‖C(Q) 6 1

λ
(c(δ) + λε). (4.2.46)

Для λ > max{λ0, c(δ)/ε} имеем

‖w̃δ‖C(Q) 6 2ε.

Таким образом, для произвольного ε > 0

‖u− ṽδ‖C(Q) 6 ‖u− uδ‖C(Q) + ‖uδ − vδ‖C(Q) + ‖vδ − ṽδ‖C(Q) < 4ε.

Существование полугрупп Феллера
для многомерных диффузионных процессов

Из предыдущих результатов мы получаем достаточные условия суще-
ствования полугруппы Феллера.

Теорема 4.2.1. Предположим, что выполнены условия 4.1.4, 4.2.1, 4.2.2.
Пусть также выполнены условия 4.2.3–4.2.6, или 4.2.7, 4.2.8.

Тогда оператор A0B : D(A0B) ⊂ CB(Q) → CB(Q) является инфини-
тезимальным производящим оператором полугруппы Феллера на CB(Q),
которая однозначно определяется оператором A0B.

Доказательство. В силу леммы 4.2.6 область определения D(A0B) плот-
на в CB(Q). Из лемм 4.2.3, 4.2.4 следует, что образ R(λI −A0B) плотен
в C(Q) при λ > λ0. Из лемм 4.2.6, 4.2.3 и 4.2.4, в свою очередь, вытека-
ет, что образ R(λI − A0B) плотен в CB(Q) при λ > λ0. Таким образом,
в силу лемм 4.1.2, 4.2.1 оператор A0B : CB(Q) → CB(Q) является ин-
финитезимальным производящим оператором полугруппы Феллера на
CB(Q), которая однозначно определяется оператором A0B.
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4.3. Полугруппа Феллера, порожденная
эллиптическим интегро-дифференциальным
оператором

В этом параграфе мы будем рассматривать возмущение эллиптическо-
го дифференциального оператора интегральным оператором. Для этого
нам потребуется наложить некоторые дополнительные ограничения типа
гладкости на нелокальные члены. Вначале мы рассмотрим вопрос о раз-
решимости нелокальных задач для эллиптических дифференциальных и
интегро-дифференциальных уравнений в пространствах Гёльдера. Затем
мы докажем плотность области определения соответствующего эллипти-
ческого интегро-дифференциального оператора в CB(Q). Как следствие
результатов, упомянутых выше, мы получим достаточные условия суще-
ствования полугруппы Феллера. Интегральный член в интегро-диффе-
ренциальном операторе вида (4.1.2) соответствует диффузионному про-
цессу в живой клетке, когда частица может перепрыгнуть из одной точки
клетки в другую.

Разрешимость нелокальной задачи для эллиптического
дифференциального уравнения в пространстве Гёльдера

Мы будем предполагать в этом параграфе, что коэффициенты эллип-
тического дифференциального оператора A0 удовлетворяют следующим
условиям: aij, ai, a ∈ Cs+σ(Q) (i, j = 1, . . . , n), где s = max{0, k − 2},
k > 0—целое число, 0 < σ < 1.

Обозначим Ck+σ
µ (Ω) = Cµ(Ω) ∩ Ck+σ(Ω), где Ω = Q или Ω = ∂Q.

Предположим, что существуют неотрицательные борелевские меры

µi(x, ·) на Q (x ∈ ∂Q, i = 1, 2, 3) такие, что µ(x, ·) =
3∑

i=1
µi(x, ·), а соот-

ветствующие операторы Bi (i = 1, 2, 3) и Bj
2δ (j = 1, 2), определенные по

формулам (4.2.2)–(4.2.4), удовлетворяют следующим условиям.

Условие 4.3.1. γ0 ∈ Ck+σ(∂Q).

Условие 4.3.2. Оператор B1 : Ck+σ
µ (Q) → Ck+σ

µ (∂Q)— ограничен, при-
чем носитель меры µ1(x, ·) удовлетворяет условиям 4.2.4, 4.2.5.
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Условие 4.3.3. Существует δ0 > 0 такое, что для 0 < δ < δ0 операторы
B1

2δ : Ck+σ(Γδ
µ) → Ck+σ

µ (∂Q) и B2
2δ : Ck+σ(Q \ Γδ

µ) → Ck+σ
µ (∂Q)— ограни-

чены и ‖B1
2δ‖k+σ 6 c1(δ), ‖B2

2δ‖k+σ 6 c2, где c1(δ) → 0 при δ → 0, c2 > 0

не зависит от δ, ‖ · ‖k+σ —норма оператора, действующего в соответству-
ющих пространствах Гёльдера.

Условие 4.3.4. Оператор B3 : C(Q) → Ck+σ
µ (∂Q)— ограниченный.

Замечание 4.3.1. Из условий 4.3.2–4.3.4 следует, что µ1(x, Q) ∈ Ck+σ

(∂Q \ K1), µi(x, Q) ∈ Ck+σ(∂Q) (i = 2, 3) и µ2(x, Γµ) = 0 (x ∈ ∂Q).
Последнее утверждение вытекает из условия 4.3.3, а два других доказы-
ваются аналогично соответствующим утверждениям из замечания 4.2.4.

Лемма 4.3.1. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.2.2, 4.3.1–4.3.4.
Тогда для каждого λ > 0 уравнение

(A0B − λI)u = f (4.3.1)

имеет единственное решение u ∈ D(A0B)∩Ck+σQ) для любой функции
f ∈ Cs+σ(Q) и

‖u‖C(Q) 6 1

λ
‖f‖C(Q), (4.3.2)

где 0 < σ < 1, s = max{0, k − 2}. Кроме того, оператор (A0B − λI)−1 :

Cs+σ(Q) → Cs+σ(Q)— компактный для λ > 0.

Доказательство. 1. В силу замечания 4.2.1 нелокальное условие (4.2.1)
можно переписать в виде

u(x)− Lu(x) = 0 (x ∈ ∂Q) (4.3.3)

(ср. (4.2.5), (4.2.6)).
Таким образом, операторное уравнение (4.3.1) эквивалентно нелокаль-

ной задаче для эллиптического уравнения

A0u(x)− λu(x) = f(x) (x ∈ Q),

u(x)− Lu(x) = 0 (x ∈ ∂Q),

}
(4.3.4)

где λ > 0.
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Рассмотрим вспомогательную задачу

A0v(x)− λv(x) = f(x) (x ∈ Q),

v(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.3.5)

В силу теоремы 36.IV в [23] для любого f ∈ Cs+σ(Q) существует един-
ственное решение задачи (4.3.5) v ∈ Cs+2+σ(Q). Очевидно, s + 2 + σ =

k + σ, если k > 2, и s + 2 + σ = 2 + σ, если k = 0, 1. Пусть w = u − v.
Тогда из (4.3.4), (4.3.5) получим

A0w(x)− λw(x) = 0 (x ∈ Q),

w(x)− Lw(x) = Lv(x) (x ∈ ∂Q).

}
(4.3.6)

Итак, уравнение (4.3.1) относительно функции u ∈ D(A0B)∩Ck+σ(Q)

эквивалентно задаче (4.3.6) относительно функции w ∈ C2(Q)∩Ck+σ
µ (Q).

Для сведения задачи (4.3.6) на границу мы будем использовать оператор
Pλ, введенный в § 4.2. Оператор Pλ : Ck+σ(∂Q) → Ck+σ(Q)— ограничен-
ный. При k > 2 данное утверждение вытекает из теорем 35.II и 35.VI
в [23]. При k = 0, 1 ограниченность оператора Pλ : Ck+σ(∂Q) → Ck+σ(Q)

следует из ограниченности операторов Pλ : C(∂Q) → C(Q) и Pλ :

C2+σ(∂Q) → C2+σ(Q), а также из интерполяционной теоремы 1, гл. 4,
§ 4.5 в [37]. Поэтому задача (4.3.6) для функции w ∈ C2(Q) ∩ Ck+σ

µ (Q)

эквивалентна операторному уравнению

ψ − LPλψ = Lv (4.3.7)

относительно функции ψ ∈ Ck+σ
µ (∂Q), где Pλψ = w, λ > 0.

2. Докажем, что для любого λ > 0 оператор I − LPλ : Ck+σ
µ (∂Q) →

Ck+σ
µ (∂Q)—фредгольмов, и ind(I − LPλ) = 0.
В силу условия 4.2.5 для любого 0 < κ < κ0 существует ε > 0 такое, что

sptµ1(x, ·) ⊂ Qε (x ∈ ∂Q \K
κ/2
1 ). (4.3.8)

Введем срезающую функцию ξε ∈ Ċ∞(Rn) так, что 0 6 ξε(x) 6 1,

ξε(x) = 1 (x ∈ Qε), ξε(x) = 0 (x /∈ Qε/2). Тогда для данного ε > 0 и
любого δ > 0 уравнение (4.3.7) можно записать в виде

ψ−L1(1− ξε)Pλψ−L1ξεPλψ−L1
2δPλψ−L2

2δPλψ−L3Pλψ = Lv. (4.3.9)

273



Здесь операторы Li (i = 1, 2, 3), Lj
2δ (j = 1, 2) определены по форму-

лам (4.2.7), (4.2.8).
Из теорем 35.IV, 35.VI и 36.IV в [23] следует, что оператор Pλ : Cµ(∂Q) →

Ck+σ(Q \ Γε1
µ )— ограниченный, где ε1 = min{ε/2, δ}. Очевидно, опера-

тор вложения Ck+σ(∂Q) в C(∂Q)—компактный, а поэтому и оператор
Pλ : Ck+σ

µ (∂Q) → Ck+σ(Q\Γε1
µ )—компактен. Отсюда, а также из замеча-

ния 4.2.1 и условий 4.3.1–4.3.4 следует, что операторы L1ξεPλ, L2
2δPλ, L3Pλ :

Ck+σ
µ (∂Q) → Ck+σ

µ (∂Q)—компактны.
Рассмотрим теперь оператор L1(1−ξε)Pλ : Ck+σ

µ (∂Q) → Ck+σ
µ (∂Q). Из

определения функции ξε(x) следует, что (1 − ξε)Pλϕ(x) = 0 (x ∈ Qε).

Поэтому в силу (4.3.8)

suppL1(1− ξε)Pλϕ ⊂ ∂Q ∩K
κ/2
1 . (4.3.10)

Из (4.2.7) и принципа максимума следует, что

‖L1(1− ξε)Pλϕ‖C(∂Q) 6 ‖ϕ‖C(∂Q) (ϕ ∈ Ck+σ
µ (∂Q)). (4.3.11)

Из (4.3.10), (4.3.11) и теорем 35.IV, 35.VI и 36.IV в [23] вытекает неравен-
ство

‖PλL1(1− ξε)Pλϕ‖Ck+σ(Q\Kκ
1 ) 6 c0‖L1(1− ξε)Pλϕ‖C(∂Q) 6

6 c0‖ϕ‖C(∂Q) (ϕ ∈ Ck+σ
µ (∂Q)), (4.3.12)

где c0 > 0 не зависит от ϕ. В силу условия 4.2.4 sptµ1(x, ·) ⊂ Q \ Kκ
1 .

Отсюда и из (4.3.12) следует, что оператор (L1(1− ξε)Pλ)
2 : Ck+σ

µ (∂Q) →
Ck+σ

µ (∂Q)—компактен.
Оператор I − LPλ можно записать в виде

I − LPλ = I − L1(1− ξε)Pλ − L1ξεPλ − L1
2δPλ − L2

2δPλ − L3Pλ.

В силу теорем A.6, A.7 и условий 4.3.3, 4.3.1 для достаточно малых
δ > 0 оператор I − L1(1 − ξε)Pλ − L1

2δPλ : Ck+σ
µ (∂Q) → Ck+σ

µ (∂Q)—
фредгольмов и ind(I − L1(1 − ξε)Pλ − L1

2δPλ) = 0. Так как операторы
L1ξεPλ, L2

2δPλ, L3Pλ : Ck+σ
µ (∂Q) → Ck+σ

µ (∂Q)—компактны, из теоре-
мы A.7 следует, что для любого λ > 0 оператор I − LPλ : Ck+σ

µ (∂Q) →
Ck+σ

µ (∂Q) фредгольмов и ind(I − LPλ) = 0.
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3. Пусть теперь u ∈ D(A0B)—решение уравнения (4.3.1) для
f ∈ Cs+σ(Q). Тогда, пользуясь леммой 4.2.1, аналогично доказательству
леммы 4.2.3 мы получаем неравенство (4.3.2). Отсюда следует, что урав-
нение (4.3.7) имеет единственное тривиальное решение при v = 0. А
поскольку оператор I − LPλ : Ck+σ

µ (∂Q) → Ck+σ
µ (∂Q)—фредгольмов

и ind(I − LPλ) = 0, то уравнение (4.3.7) имеет единственное решение
ψ ∈ Ck+σ

µ (∂Q) для любого Lv ∈ Ck+σ
µ (∂Q). Таким образом, при λ > 0

уравнение (4.3.1) имеет единственное решение u ∈ D(A0B)∩Ck+σ
µ (Q) для

любого f ∈ Cs+σ(Q).
4. Для того чтобы завершить доказательство, нам остается показать,

что для любого λ > 0 оператор (A0B−λI)−1 : Cs+σ(Q) → Cs+σ(Q)—ком-
пактный. Мы доказали, что оператор I − LPλ : Ck+σ

µ (∂Q) → Ck+σ
µ (∂Q)

имеет ограниченный обратный (I − LPλ)
−1 : Ck+σ

µ (∂Q) → Ck+σ
µ (∂Q).

Очевидно,

u = (A0B − λI)−1f = v + Pλψ = v + Pλ(I − LPλ)
−1Lv =

= Gλf + Pλ(I − LPλ)
−1LGλf,

где Gλ — оператор, введенный в доказательстве леммы 4.2.3. Таким об-
разом,

(A0B − λI)−1 = Gλ + Pλ(I − LPλ)
−1LGλ.

В силу замечания 4.2.1 и условий 4.3.1–4.3.4 оператор L : Ck+σ
µ (Q) →

Ck+σ
µ (∂Q)— ограниченный. А поскольку операторы Pλ : Ck+σ

µ (∂Q) →
Ck+σ

µ (Q) и Gλ : Cs+σ
µ (∂Q) → Cs+2+σ

µ (Q)— также ограниченные, из ком-
пактности вложения Cs+2+σ(Q) в Cs+σ(Q) и в Cs+1+σ(Q) следует, что
оператор (A0B − λI)−1 : Cs+σ(Q) → Cs+σ(Q)—компактный.

Замечание 4.3.2. Отметим, что для справедливости леммы 4.3.1 не тре-
буется выполнения условия 4.2.6 для оператора B′

2 = B − B1 = B2 + B3

или условия 4.2.8 для оператора B (ср. леммы 4.2.3, 4.2.4).
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Разрешимость нелокальной задачи
для эллиптического интегро-дифференциального уравнения
в пространстве Гёльдера

Основная идея доказательства теоремы об однозначной разрешимости
заключается в том, что оператор A1 является вполне непрерывным воз-
мущением относительно оператора A0B.

Теорема 4.3.1. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.2.2, 4.3.1–4.3.4, а так-
же условие 4.1.5 с показателем s = max{0, k − 2}.

Тогда при всех λ > 0 уравнение

(AB − λI)u = f (4.3.13)

имеет единственное решение u ∈ D(AB) ∩ Ck+σ(Q) для любой
f ∈ Cs+σ(Q) и

‖u‖C(Q) 6 1

λ
‖f‖C(Q), (4.3.14)

где 0 < σ < 1. Более того, оператор (AB−λI)−1 : Cs+σ(Q) → Cs+σ(Q)—
компактный.

Доказательство. В силу леммы 4.3.1 оператор AB−λI можно записать
в виде

AB − λI = (I + A1(A0B − λI)−1)(A0B − λI).

Из условия 4.1.5, замечания 4.1.1 и леммы 4.3.1 следует, что оператор
A1(A0B − λI)−1 : Cs+σ(Q) → Cs+σ(Q)—компактный. Используя лем-
му 4.2.1 и рассуждая так же, как в доказательстве леммы 4.2.3, мы по-
лучаем оценку (4.3.14) для всех f ∈ R(AB − λI) и λ > 0. Таким обра-
зом, однородное уравнение (AB − λI)v = 0 имеет единственное решение
v = 0. Следовательно,N (I+A1(A0B−λI)−1) = {0}. Поэтому существует
ограниченный обратный оператор (I + A1(A0B − λI)−1)−1 : Cs+σ(Q) →
Cs+σ(Q). Таким образом, уравнение (4.3.13) имеет единственное решение
u = (A0B − λI)−1(I + A1(A0B − λI)−1)−1f ∈ D(AB) ∩ Ck+σ(Q) для лю-
бой f ∈ Cs+σ(Q). Более того, оператор (AB − λI)−1 = (A0B − λI)−1(I +

A1(A0B − λI)−1)−1 : Cs+σ(Q) → Cs+σ(Q) компактен.
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Плотность области определения

В этом пункте мы докажем плотность D(AB) в CB(Q).
Аналогично доказательству леммы 4.2.5 мы можем получить следую-

щий результат.

Лемма 4.3.2. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.2.2, 4.3.1–4.3.4.
Тогда для любых ε > 0 и u ∈ CB(Q) существует δ1 > 0 такое, что

для всякого 0 < δ < δ1 найдётся функция uδ ∈ Cs+2+σ(Q) ∩ Cs+σ
µ (Q),

обладающая свойствами:

‖uδ − Luδ‖C(∂Q)<2ε, (4.3.15)

‖u− uδ‖C(Q) <ε, (4.3.16)

A0uδ ∈ Cs+σ(Q), A0uδ(x) = 0 (x ∈ Q ∩ Γδ/2
µ ). (4.3.17)

В дальнейшем мы также будем предполагать, что выполнено следую-
щее условие.

Условие 4.3.5. sup
x∈∂Q

µ3(x, Γδ
µ) → 0 при δ → 0.

Замечание 4.3.3. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.2.2, 4.3.1–4.3.5. То-
гда справедливо утверждение леммы 4.2.2. Действительно, множества
Ck+σ

µ (Q), Ck+σ(Q) всюду плотны в пространствах Cµ(Q), C(Q) соответ-
ственно. Поэтому в силу условий 4.3.2, 4.3.3 и замечания 4.2.3 операторы
B1 : Ck+σ

µ (Q) → Ck+σ
µ (∂Q) и B2 : Ck+σ(Q) → Ck+σ

µ (∂Q) могут быть рас-
ширены до ограниченных операторов, действующих из Cµ(Q) в Cµ(∂Q) и
из C(Q) в Cµ(∂Q) соответственно. Обозначим эти расширения также че-
рез B1 и B2. Из определения данных расширений и условия 4.3.4 следует,
что операторы B1 и B′

2 = B2 + B3 удовлетворяют условию 4.2.3. Кроме
того, из условий 4.3.3 и 4.3.5 следует, что оператор L′2δ = 1

γ0(x)(B
1
2δ +B1

3δ)

удовлетворяет условию 4.2.6, где

B1
iδv(x) =

∫

Γδ
µ

v(y)µi(x, dy) (i = 2, 3).

Таким образом, выполняются все условия леммы 4.2.2.
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Для области определения D(AB) мы установим ниже лемму 4.3.3, ана-
логичную лемме 4.2.6. Доказательство леммы 4.3.3 во многом близко к
доказательству леммы 4.2.6. Однако наличие интегрального оператора
A1 заметно усложняет рассуждения. Поэтому мы приведем полностью
формулировку и доказательство леммы 4.3.3.

Лемма 4.3.3. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.2.2, 4.3.1–4.3.5, а так-
же условие 4.1.5 с показателем s = max{0, k − 2}.

Тогда множество D(AB) ∩ Ck+σ(Q) плотно в CB(Q).

Доказательство. 1. Пусть u ∈ CB(Q). Зафиксируем произвольное число
ε > 0. Тогда в силу леммы 4.3.2 существует δ1 > 0 такое, что для любого
0 < δ < δ1 найдется функция uδ ∈ Cs+2+σ(Q) ∩ Cs+σ(Q), обладающая
свойствами (4.3.15)–(4.3.17). Обозначим fδ = Auδ − λuδ, ψδ = uδ − Luδ.
Тогда функция uδ является решением задачи

Auδ(x)− λuδ(x) = fδ(x) (x ∈ Q),

uδ(x)− Luδ(x) = ψδ(x) (x ∈ ∂Q).

}
(4.3.18)

Рассмотрим также нелокальную задачу

Avδ(x)− λvδ(x) = fδ(x) (x ∈ Q),

vδ(x)− Lvδ(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.3.19)

В силу (4.3.17), условия 4.1.5 и замечания 4.1.1 fδ ∈ Cs+σ(Q). С другой
стороны, из леммы 4.3.2 следует, что

‖A0uδ‖C(Q) 6 c(δ). (4.3.20)

Поэтому в силу теоремы 4.3.1 и замечания 4.1.2 задача (4.3.19) имеет
единственное решение vδ ∈ D(AB) ∩ Ck+σ(Q) при λ > 1, и

‖vδ‖C(Q) 6 1

λ
‖fδ‖C(Q) 6 c(δ)λ−1 + k1, (4.3.21)

где k1 > 1 не зависит от δ и λ.
Обозначим wδ = uδ − vδ. Тогда из (4.3.18), (4.3.19) следует

Awδ(x)− λwδ(x) = 0 (x ∈ Q),

wδ(x)− Lwδ(x) = ψδ(x) (x ∈ ∂Q).

}
(4.3.22)
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Так как wδ ∈ Cs+σ(Q), пользуясь условием 4.1.5 и замечанием 4.1.1,
мы получим A1wδ ∈ Cs+σ(Q). Поэтому в силу теоремы 36.IV см. [23] и
неравенства (4.3.2) задача Дирихле

A0w
1
δ(x)− λw1

δ(x) = −A1wδ(x) (x ∈ Q),

w1
δ(x) = 0 (x ∈ ∂Q)

}
(4.3.23)

имеет единственное решение w1
δ ∈ Cs+2+σ(Q) и

‖w1
δ‖C(Q) 6 1

λ
‖A1wδ‖C(Q)

при λ > 1.
Отсюда, из замечания 4.1.2 и неравенства (4.3.21) следует, что

‖w1
δ‖C(Q) 6 k2

λ
(4.3.24)

при λ > max{λ1, c(δ)}, где k2 > 0 не зависит от λ и δ.
Обозначим w2

δ = wδ − w1
δ . Тогда из (4.3.22), (4.3.23) следует

A0w
2
δ(x)− λw2

δ(x) = 0 (x ∈ Q),

w2
δ(x)− Lw2

δ(x) = Lw1
δ(x) + ψδ(x) (x ∈ ∂Q).

}

Очевидно, функция ϕδ = w2
δ |∂Q удовлетворяет следующему операторно-

му уравнению в Cµ(∂Q):

ϕδ − LPλϕδ = Lw1
δ + ψδ

(ср. доказательства лемм 4.2.3, 4.2.6). В силу леммы 4.2.2 и замечания 4.3.3
существует λ0 > 1 такое, что оператор I − LPλ имеет ограниченный об-
ратный (I −LPλ)

−1 : Cµ(∂Q) → Cµ(∂Q) с нормой ‖(I −LPλ)
−1‖ 6 q при

λ > max{λ0, c(δ)}, где q > 0 не зависит от λ. Отсюда

w2
δ = Pλ(I − LPλ)

−1(Lw1
δ + ψδ).

Вследствие леммы 4.3.2 можно выбрать δ > 0 так, что

‖ψδ‖C(∂Q) < min{2ε, ε/2q}.

Отсюда следует, что

‖w2
δ‖C(Q) 6 q(‖w1

δ‖C(Q) +
ε

2q
).
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Таким образом, в силу (4.3.24) мы имеем

‖wδ‖C(Q) 6 ‖w1
δ‖C(Q) + ‖w2

δ‖C(Q) 6 (q + 1)k2

λ
+

ε

2
< ε (4.3.25)

при λ > max{λ0, c(δ), 2(q + 1)k2/ε} = λ1.
2. Рассмотрим теперь задачу

Aṽδ(x)− λṽδ(x) = −λvδ(x) (x ∈ Q),

ṽδ(x)− Lṽδ(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.3.26)

Так как vδ ∈ Ck+σ(Q) ∩ CB(Q), по теореме 4.3.1 задача (4.3.26) имеет
единственное решение ṽδ ∈ D(AB) ∩ Ck+σ(Q) при λ > λ1. Обозначим
w̃δ = vδ − ṽδ. Тогда из (4.3.19), (4.3.26) следует, что

Aw̃δ(x)− λw̃δ(x) = Avδ(x) (x ∈ Q),

w̃δ(x)− Lw̃δ(x) = 0 (x ∈ ∂Q).

}
(4.3.27)

В силу (4.3.18), (4.3.19) имеем

Avδ(x) = Auδ(x)− λwδ(x).

Отсюда, а также из неравенств (4.3.14), (4.3.25), (4.3.20), замечаний 4.1.1,
4.1.2 и леммы 4.3.2 следует

‖w̃δ‖C(Q) 6 1

λ
‖Auδ − λwδ‖C(Q) 6 1

λ
(c(δ) + k3 + λε),

где k3 > 0 не зависит от λ и δ.
Выбирая λ так, что λ > max{λ1, (c(δ)+k3)/ε}, мы получаем неравенство

‖w̃δ‖C(Q) 6 2ε. (4.3.28)

Таким образом, для произвольного ε > 0 существует функция
ṽδ ∈ D(AB) ∩ Ck+σ(Q) такая, что
‖u− ṽδ‖C(Q) 6 ‖u− uδ‖C(Q) + ‖uδ − vδ‖C(Q) + ‖vδ − ṽδ‖C(Q) 6 4ε.

Полугруппы Феллера для многомерных диффузионных
процессов со скачками внутри области

Теперь мы можем доказать теорему о существовании полугруппы Фелле-
ра, порожденной эллиптическим интегро-дифференциальным оператором.
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Теорема 4.3.2. Пусть выполнены условия 4.1.4, 4.1.5, 4.2.2, 4.3.1–4.3.5.
Тогда оператор AB : CB(Q) → CB(Q) является инфинитезималь-

ным производящим оператором полугруппы Феллера на CB(Q), которая
однозначно определяется оператором AB.

Доказательство. В силу леммы 4.3.3 множество D(AB) всюду плотно в
CB(Q). Из теоремы 4.3.1 следует, что образ R(λI −AB) плотен в C(Q)

при λ > λ1. Из леммы 4.3.3 и теоремы 4.3.1, в свою очередь, вытекает,
что образ R(λI − AB) плотен в CB(Q) при λ > λ1. Таким образом, в
силу лемм 4.1.2, 4.2.1 оператор AB : CB(Q) → CB(Q) является инфини-
тезимальным производящим оператором полугруппы Феллера из CB(Q)

в CB(Q), которая однозначно определяется оператором AB.

4.4. Некоторые примеры

Приведем теперь несколько примеров, в которых выполняются условия
теорем 4.2.1 и 4.3.2.

Пример 4.4.1. Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Q ∈
C∞. Пусть ∂Q = M1 ∪ M2 ∪ K1, где Mi (i = 1, 2)— (n − 1)-мерные
многообразия класса C∞, открытые и связные в топологии ∂Q, K1 —
(n − 2)-мерное многообразие класса C∞ при n > 3, K1 состоит из двух
точек x1 и x2, если n = 2. Введем невырожденное преобразование ω(x)

класса C∞, отображающее некоторую окрестность Ω1 многообразия M1

на ω(Ω1) так, что ω(M1) ⊂ Q. Однако, вообще говоря, ω(K1) ∩ ∂Q 6= ∅.
Пусть Ω ⊂ Rn — открытое множество и Ω ⊂ Q. Введем функцию c(x, y)

(x ∈ ∂Q, y ∈ Ω) так, что c ∈ C(∂Q× Ω), c(x, y) > 0 (x ∈ ∂Q, y ∈ Ω),
c(x, y) = 0 (x ∈ M 2, y ∈ Ω). Введем также функцию b(x) (x ∈ ∂Q) сле-
дующим образом: b ∈ C(M 1), b(x) > 0 (x ∈ M 1), b(x) = 0 (x ∈ M2).
Заметим, что функция b(x) может быть разрывной на множестве K1.

Рассмотрим следующие нелокальные условия:

u(x)− b(x)u(ω(x))−
∫

Ω

c(x, y)u(y)dy = 0 (x ∈ M1),

u(x) = 0 (x ∈ M 2).





(4.4.1)
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Пусть преобразование ω(x) удовлетворяет следующему условию:

Условие 4.4.1. ω(K1) ∩ K1 = ∅.

Для каждого борелевского множества G ⊂ Q положим

µ1(x,G) = b(x), если x ∈ M1, ω(x) ∈ G;

µ1(x,G) = 0, если x ∈ M 2 или x ∈ M1, ω(x) /∈ G;

µ2(x,G) =

∫

G∩Ω

c(x, y)dy (x ∈ ∂Q);

µ(x,G) = µ1(x,G) + µ2(x,G) (x ∈ ∂Q).

Очевидно, µ(x, Q) = b(x) +
∫
Ω

c(x, y)dy (x ∈ ∂Q).

Пусть выполнено следующее условие.

Условие 4.4.2. µ(x, Q) 6 1 (x ∈ ∂Q).

Предположим также, что выполняется одно из следующих трех условий:

Условие 4.4.3. b(x) = 0 (x ∈ K1), b(x) > 0 (x ∈ M1).

Условие 4.4.4. ω(K1) ⊂ M2, b(x) > 0 (x ∈ M 1).

Условие 4.4.5. ω(K1) ⊂ M1, b(x) > 0 (x ∈ M 1 \ ω(K1)), µ(x, Q) = 0

(x ∈ ω(K1)).

Обозначим γ(x) = 1− µ(x, Q). Тогда условия (4.4.1) примут вид

γ(x)u(x) +

∫

Q

[u(x)− u(y)]µ(x, dy) = 0 (x ∈ ∂Q). (4.4.2)

Заметим, что в силу условия 4.4.2 γ(x) > 0 (x ∈ ∂Q).
Покажем, что для меры µ(x, ·) выполняются условия 4.2.1–4.2.6. Ес-

ли справедливо одно из условий 4.4.3, 4.4.4 или 4.4.5, то Nµ = M 2 и
Γµ = M1, Nµ = M 2 и Γµ = M1 или Nµ = M 2 ∪ ω(K1) и Γµ = M1 \ω(K1)

соответственно.
Условие 4.2.1 следует из того, что γ0(x) = γ(x)+µ(x, Q) ≡ 1 (x ∈ ∂Q).

Поскольку по условию ω(M1) ⊂ Q, то ω(M1) ∩ Γµ = ∅. Поэтому по
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определению меры µ1(x, ·) мы имеем µ1(x, Γµ) = 0. С другой стороны,
согласно определению меры µ2(x, ·), мы получим µ2(x, Γµ) = 0. Таким
образом, µ(x, Γµ) = 0. Следовательно,

γ(x) + µ(x, Q \ Γµ) =1− µ(x, Γµ) = 1 > 0 (x ∈ ∂Q).

Таким образом, условие 4.2.2 выполнено.
Очевидно, если выполнено одно из условий 4.4.3, 4.4.4 или 4.4.5, то

справедливо условие 4.2.3. Из условия 4.4.1 следует, что условие 4.2.4 вы-
полняется при K1 = K1 и κ0 = ρ(ω(Γ1),K1)/2. Так как ω(Γ1) ⊂ Q, для
любого κ, 0 < κ < κ0, имеем ω(Γ1 \ Kκ/2

1 ) ⊂ Q. Поэтому условие 4.2.5
выполнено при ε = ρ(ω(Γ1 \ Kκ/2

1 ), ∂Q) > 0. Наконец, из свойств инте-
грала Римана следует справедливость условия 4.2.6. Более того, в этом
случае ‖L1

2δ‖ = supx∈∂Q

∫
Γδ

1∩Ω
c(x, y)dy → 0 при δ → 0.

Обозначим через CB(Q) подпространство функций в C(Q), удовле-
творяющих нелокальным условиям (4.4.1). Тогда при выполнении усло-
вий 4.1.4, 4.4.1, 4.4.2 и одного из условий 4.4.3–4.4.5 для оператора A0B

справедливо заключение леммы 4.2.3. Более того, в силу теоремы 4.2.1
оператор A0B является инфинитезимальным производящим оператором
полугруппы Феллера на CB(Q), которая однозначно определяется опера-
тором A0B.

Пример 4.4.2. Рассмотрим условия (4.4.1) в случае n = 2 и c(x, y) ≡ 0

(x ∈ ∂Q, y ∈ Ω).
Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

Условие 4.4.6. ω(K1) = K1.

Условие 4.4.7. 0 < b(x) 6 1 (x ∈ M 1).

Условие 4.4.8. b(x) < 1 (x ∈ K1).

В силу условия 4.4.7 Nµ = M 2 и Γµ = M1. Аналогично примеру 4.4.1
легко показать, что условия 4.2.1, 4.2.2 выполняются. Однако, если
b(x) > 1/2 (x ∈ K1), меру µ(x, ·) нельзя представить в виде суммы
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мер µ1(x, ·) и µ2(x, ·), удовлетворяющих условиям 4.2.4 и 4.2.6. Из усло-
вия 4.4.6 вытекает условие 4.2.7. Нам остается проверить условие 4.2.8.
Поскольку γ0(x) ≡ 1 (x ∈ ∂Q), то γδ(x) = γ(x) + µ(x, Q \ Γδ

µ) =

γ0(x)− µ(x, Γδ
µ) = 1− µ(x, Γδ

µ). Следовательно,

γδ(x) =

{
1, если x ∈ M 2 или ω(x) /∈ Γδ

µ, x ∈ M1,

1− b(x), если ω(x) ∈ Γδ
µ, x ∈ M1.

В силу условия 4.4.8 и непрерывности b(x) на M 1 существует ε > 0

такое, что b(x) < k1 < 1 (x ∈ Kε
1). Поскольку ω(M1) ⊂ Q, для данного

ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0 такое, что ω(x) /∈ Γδ
µ (x ∈ Γ1 \ Kε

1),
т.е. γδ(x) = 1 (x ∈ Γ1 \ Kε

1). Таким образом, inf
x∈∂Q

γδ(x) > 1 − k1 > 0.

Следовательно, в силу замечания 4.2.7 условие 4.2.8 выполняется.
Итак, мы доказали, что при выполнении условий 4.1.4, 4.4.6–4.4.8 для

оператора A0B справедливо заключение леммы 4.2.4. Более того, в си-
лу теоремы 4.2.1 оператор A0B является инфинитезимальным произво-
дящим оператором полугруппы Феллера на CB(Q), которая однозначно
определяется оператором A0B.

Пример 4.4.3. Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей
∂Q ∈ C∞. Пусть ∂Q = M1 ∪ M2 ∪ K1, где M1 = {x = (x′, xn) ∈ Rn :

|x′| < 1, xn = 0}, M2 — (n− 1)-мерное многообразие класса C∞, откры-
тое и связное в топологии ∂Q, K1 = {x ∈ Rn : |x′| = 1, xn = 0}.

Введем невырожденное преобразование ω(x) класса C∞, отобража-
ющее некоторую окрестность Ω1 многообразия M1 на ω(Ω1) так, что
ω(M1) ⊂ Q. В общем случае ω(K1) ∩ ∂Q 6= ∅. В окрестности Ω1 мы
определим также преобразования сдвига, которые записываются следу-
ющим образом ωs(x) = (x′, xn + 1/s)(x = (x′, xn) ∈ Ω1, s = 1, 2, ...).
Будем предполагать, что область Q удовлетворяет условию ωs(M 1) ⊂
Q (s = 1, 2, . . . ). Введем также функции b(x), bs(x), c(x) (x ∈ ∂Q)

так, что b ∈ Cσ(M 1), bs, c ∈ Cσ(∂Q), b(x), bs(x), c(x) > 0 (x ∈ M 1),

b(x) = bs(x) = c(x) = 0 (x ∈ M2). Заметим, что в отличие от функций
bs(x), c(x) функция b(x) может быть разрывной на множестве K1.

Пусть выполнено следующее условие.
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Условие 4.4.9. Ряд
∞∑

s=1
‖bs‖Cσ(M1) сходится.

Рассмотрим нелокальные условия вида

u(x)− b(x)u(ω(x))−
−

∞∑
s=1

bs(x)u(ωs(x))− c(x)
∫
Q

u(y)dy
|x−y|n−α = 0 (x ∈ M1),

u(x) = 0 (x ∈ M 2),





(4.4.3)

где σ < α.
Для каждого борелевского множества G ⊂ Q положим

µ1(x,G) = b(x), если x ∈ M1, ω(x) ∈ G;

µ1(x,G) = 0, если x ∈ M 2 или x ∈ M1, ω(x) /∈ G;

µ2(x,G) =
∑

s∈M(x,G)

bs(x), если x ∈ M1, где M(x,G) = {s : ωs(x) ∈ G};

µ2(x,G) = 0, если x ∈ M 2 или x ∈ M1, M(x,G) = ∅;

µ3(x,G) = c(x)

∫

G

dy

|x− y|n−α
;

µ(x, G) =
3∑

i=1

µi(x,G).

Очевидно, µ(x, Q) = b(x) +
∞∑

s=1
bs(x) + c(x)

∫
Q

dy
|x−y|n−α (x ∈ ∂Q).

Пусть выполнены условия 4.4.1, 4.4.2, а также одно из условий 4.4.3,
4.4.4 или 4.4.5. Обозначим γ(x) = 1 − µ(x, Q). Тогда нелокальные усло-
вия (4.4.3) примут вид (4.4.2), при этом в силу условия 4.4.2 γ(x) > 0

(x ∈ ∂Q).
Покажем, что для меры µ(x, ·) выполняются условия 4.3.1–4.3.4 при

k = 0 и условие 4.2.2. Если справедливо одно из условий 4.4.3, 4.4.4
или 4.4.5, то Nµ = M 2 и Γµ = M1, Nµ = M 2 и Γµ = M1 или
Nµ = M 2 ∪ ω(K1) и Γµ = M1 \ ω(K1) соответственно.

Условие 4.3.1 следует из того, что γ0(x) = γ(x)+µ(x, Q) ≡ 1 (x ∈ ∂Q).
Справедливость условий 4.2.2, 4.2.4, 4.2.5 устанавливается аналогично
примеру 4.4.1. Справедливость одного из условий 4.4.3, 4.4.4 или 4.4.5
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влечет за собой ограниченность оператора B1 : Cσ
µ(Q) → Cσ

µ(∂Q), опре-
делённого по формуле (4.2.2). Таким образом, условие 4.3.2 выполняется
при k = 0.

Введем операторы B1
2δ, B2

2δ по формулам

B1
2δu(x) =





∑
s>1/δ

bs(x)u(ωs(x)) (x ∈ M1),

0 (x ∈ M 2),

B2
2δu(x) =





∑
s61/δ

bs(x)u(ωs(x)) (x ∈ M1),

0 (x ∈ M 2).

Очевидно, операторы B1
2δ, B2

2δ можно записать в виде (4.2.3), (4.2.4).
Поскольку bs ∈ Cσ(∂Q) и bs(x) = 0 (x ∈ M2), из условия 4.4.9 следует,
что операторы B1

2δ : Cσ(Γδ
µ) → Cσ

µ(∂Q) и B2
2δ : Cσ(Q \ Γδ

µ) → Cσ
µ(∂Q)—

ограничены и ‖B1
2δ‖σ 6 c1(δ), ‖B2

2δ‖σ 6 c2, где c1(δ) =
∑

s>1/δ

‖bs‖Cσ(M1) → 0

при δ → 0, c2 =
∞∑

s=1
‖bs‖Cσ(Γ1). Таким образом, условие 4.3.3 выполняется

при k = 0.
Обозначим B3u(x) = c(x)

∫
Q

u(y)dy
|x−y|n−α . Поскольку c ∈ Cσ(∂Q) и c(x) = 0

(x ∈ M2), по теореме 12.II в [23], если 0 < σ < α, оператор B3 : C(Q) →
Cσ

µ(∂Q)— ограниченный. Следовательно, условие 4.3.4 выполняется при
k = 0 и 0 < σ < α.

Таким образом, если оператор A удовлетворяет условиям 4.1.4 и 4.1.5
при k = 0, а нелокальные условия (4.4.3) удовлетворяют условиям 4.4.1,
4.4.2, 4.4.9 и одному из условий 4.4.3–4.4.5, то для интегро-дифферен-
циального оператора AB справедливо заключение теоремы 4.3.1. Более
того, в силу теоремы 4.3.2 оператор AB является инфинитезимальным
производящим оператором полугруппы Феллера на CB(Q), которая од-
нозначно определяется оператором AB.

Примеры нелокальных условий вида (4.2.1), для которых нарушаются
некоторые из рассмотренных выше предположений о мере µ(x, ·), содер-
жатся в работе [50]. В частности, там построен пример меры µ(x, ·) такой,
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что sptµ(x, ·) ⊂ ∂Q и оператор AB не является генератором полугруппы
Феллера.

Библиографические примечания к главе 4

Необходимые и достаточные условия существования полугрупп Фелле-
ра для одномерных диффузионных процессов были получены в статьях
[43, 44]. Необходимые условия существования полугрупп Феллера для
многомерных диффузионных процессов были выведены в работе [5]. До-
статочные условия существования полугрупп Феллера для многомерных
диффузионных процессов изучались лишь в трансверсальном случае [5,
49, 53]. Единый метод исследования проблемы о существовании полу-
групп Феллера как в трансверсальном, так и в нетрансверсальном случа-
ях был разработан в работах [9, 31, 50, 51]. Изложение главы 4 в данном
учебном пособии основано на результатах статьи [9]. Подробный обзор
литературы имеется в работах [9, 32].

Задачи к главе 4

1. Обозначим через CB(Q) подпространство функций в C(Q), удовле-
творяющих нелокальным условиям (4.4.1) при n = 2. Пусть
ω(x1) = x1, ω(x2) ∈ M1. Найти достаточные условия того, чтобы
оператор A0B был инфинитезимальным производящим оператором
полугруппы Феллера.

2. Сохраняя обозначения задачи 1, предположим, что ω(x1) = x2,

ω(x2) ∈ M2. Найти достаточные условия того, чтобы оператор A0B

был инфинитезимальным производящим оператором полугруппы
Феллера.

3. Сохраняя обозначения задачи 1, предположим, что ω(x1) = x1,

ω(x2) ∈ Q. Найти достаточные условия того, чтобы оператор A0B

был инфинитезимальным производящим оператором полугруппы
Феллера.
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4. Сохраняя обозначения задачи 1, предположим, что ω(x1) ∈ M2,

ω(x2) ∈ M1. Найти достаточные условия того, чтобы оператор A0B

был инфинитезимальным производящим оператором полугруппы
Феллера.

5. Сохраняя обозначения задачи 1, предположим, что ω(x2) ∈ M1,
ω(x2) ∈ Q. Найти достаточные условия того, чтобы оператор A0B

был инфинитезимальным производящим оператором полугруппы
Феллера.

6. Сохраняя обозначения задачи 1, предположим, что ω(x1) ∈ Q,
ω(x2) ∈ M2. Найти достаточные условия того, чтобы оператор A0B

был инфинитезимальным производящим оператором полугруппы
Феллера.

7. Сохраняя обозначения задачи 1, предположим, что ω(xj) ∈ Q,
j = 1, 2. Найти достаточные условия того, чтобы оператор A0B был
инфинитезимальным производящим оператором полугруппы Фел-
лера.

8. Обозначим через CB(Q) подпространство функций в C(Q), удовле-
творяющих нелокальным условиям (4.2.1). Пусть sptµ(x , .) ⊂ Q для
всех x ∈ ∂Q. Найти достаточные условия того, чтобы оператор
A0B был инфинитезимальным производящим оператором полугруп-
пы Феллера.

9. Сохраняя обозначения задачи 8, предположим, что sptµ(x, .) ⊂ ∂Q

для всех x ∈ ∂Q. Найти достаточные условия того, чтобы оператор
A0B не был инфинитезимальным производящим оператором полу-
группы Феллера.

10. Привести пример меры µ(x, .) с распределенным носителем такой,
что интегральный оператор в нелокальном условии (4.2.1) можно
представить в виде псевдодифференциального оператора нулевого
порядка.

288



11. Доказать теорему 4.1.1.

Темы курсовых работ к главе 4

1. Исследовать вопрос о существовании полугрупп Феллера для силь-
ного эллиптического дифференциального оператораA0B с нелокаль-
ными краевыми условиями в трансверсальном случае, полагая, что
η(x) > 0, βi(x) = 0, κ(x) = 0, αi,j(x) = 0 (x ∈ ∂Q,

i, j = 1, . . . , n − 1) и носитель меры µ(x, ·) принадлежит объеди-
нению конечного числа гладких многообразий без края.

2. Исследовать вопрос о существовании полугрупп Феллера для силь-
ного эллиптического дифференциального оператораA0B с нелокаль-
ными краевыми условиями в трансверсальном случае, полагая, что

оператор
n−1∑
ij=1

αi,j(x) ∂2

∂ti∂tj
— сильно эллиптический, а носитель меры

µ(x, ·) принадлежит конечному числу гладких многообразий без края.

3. Исследовать вопрос о существовании полугрупп Феллера для силь-
но эллиптического интегро-дифференциального оператораAB с син-
гулярной мерой m(x, ·) и нелокальными краевыми условиями в транс-
версальном случае, полагая, что η(x), βi(x) = 0, κ(x) = 0, αi,j(x) = 0

(x ∈ ∂Q, i, j = 1, . . . , n − 1) и носитель меры µ(x, ·) принадлежит
объединению конечного числа гладких многообразий без края.

4. Исследовать вопрос о существовании полугрупп Феллера для силь-
но эллиптического интегро-дифференциального оператораAB с син-
гулярной мерой m(x, ·) и нелокальными краевыми условиями в транс-

версальном случае, полагая, что оператор
n−1∑
ij=1

αi,j(x) ∂2

∂ti∂tj
— сильно

эллиптический, а носитель меры µ(x, ·) принадлежит конечному
числу гладких многообразий без края.

5. Исследовать вопрос о существовании полугрупп Феллера для силь-
но эллиптического интегро-дифференциального оператораAB с син-
гулярной мерой m(x, ·) и нелокальными краевыми условиями в транс-
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версальном случае, полагая, что мера µ(x, ·) имеет распределенный
носитель.

6. Показать, что условие 4.4.8 в примере 4.4.2 является существенным
для существования полугруппы Феллера.

Нерешенные задачи к главе 4

1. Исследовать вопрос о существовании полугрупп Феллера в нетранс-
версальном случае с нелокальными краевыми условиями (4.2.1) для
распределенных носителей нелокальных членов. Показать существен-
ность накладываемых условий.

2. Исследовать аналитичность полугрупп Феллера в нетрансверсаль-
ном случае.

3. Исследовать вопрос о существовании полугрупп Феллера в транс-
версальном случае для сингулярных распределенных мер m(x, ·) и
µ(x, ·). Показать существенность накладываемых условий.
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Приложения

Эти приложения являются кратким изложением основных определений
и результатов для линейных операторов, функциональных пространств
и эллиптических дифференциальных уравнений.

Материал в приложениях дается для того, чтобы минимизировать
необходимость обращения ко многим дополнительным ссылкам.

Приложение A. Линейные операторы

Фредгольмовы операторы

Пусть B1 и B2 — банаховы пространства. Замкнутый линейный оператор
A : D(A) ⊂ B1 → B2 называется фредгольмовым, если R(A) замкнут в
B2 и dimN (A) < ∞, codimR(A) < ∞, где N (A) и R(A) соответственно
ядро и образ оператора A. Индекс фредгольмова оператора A определя-
ется по формуле ind A = dimN (A)− codimR(A).

Теорема A.1. Пусть A : D(A) ⊂ B1 → B2 и B : D(B) ⊂ B2 →
B3 —фредгольмовы операторы, где B3 — банахово пространство и D(B)

плотно в B2. Тогда BA : D(BA) ⊂ B1 → B3 является фредгольмовым
оператором и ind (BA) = ind A + ind B.

Доказательство см. в [19], теорема 12.2.

Теорема A.2. Пусть B1, B2 и B — банаховы пространства, и пусть B1

компактно вложено в B. Предположим, что A : B1 → B2 —линейный
ограниченный оператор. Тогда следующие условия эквивалентны.

(a) Образ R(A) замкнут в B2 и dimN (A) < ∞.

(b) Существует константа c > 0 такая, что

‖u‖B1
6 c(‖Au‖B2

+ ‖u‖B) (u ∈ B1). (A.1)

Теорема A.2 следует из теоремы 7.1 в [19].
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Пусть A : B1 → B2 —линейный ограниченный оператор. Линейный
ограниченный оператор R1 : B2 → B1 называется левым регуляризато-
ром оператора A, если R1A = I1 + T1, где T1 : B1 → B1 —компактный
оператор, I1 : B1 → B1 — единичный оператор. Линейный ограниченный
оператор R2 : B2 → B1 называется правым регуляризатором операто-
ра A, если AR2 = I2 + T2, где T2 : B2 → B2 —компактный оператор,
I2 : B2 → B2 — единичный оператор.

Теорема A.3. Пусть A : B1 → B2 —линейный ограниченный опера-
тор, где B1 и B2 — банаховы пространства. Если оператор A имеет
левый регуляризатор, то образ R(A) замкнут в B2 и dimN (A) < ∞.
Обратно, если образ R(A) замкнут в B2, dimN (A) < ∞ и R(A) име-
ет замкнутое прямое дополнение в B2, то оператор A имеет левый
регуляризатор.

Доказательство см. в [19], теорема 14.3.

Теорема A.4. Пусть A : B1 → B2 —линейный ограниченный опера-
тор. Если оператор A имеет правый регуляризатор, то образ R(A)

замкнут в B2 и codimR(A) < ∞. Обратно, если R(A) замкнут в B2,

codimR(A) < ∞ и N (A) имеет замкнутое прямое дополнение в B1,

то оператор A имеет правый регуляризатор.

Доказательство см. в [19], теорема 15.2.
Из теорем A.2, A.3 и A.4 мы получаем следующий результат.

Теорема A.5. Пусть B1, B2 и B — банаховы пространства, и пусть B1

компактно вложено в B. Предположим, что A : B1 → B2 —линейный
ограниченный оператор.

Тогда следующие условия эквивалентны.

(a) Оператор A : B1 → B2 —фредгольмов.

(b) Оператор A имеет как правый, так и левый регуляризаторы.

(c) Выполняется априорная оценка (A.1), и оператор A имеет правый
регуляризатор.
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Устойчивость свойств операторов

Теорема A.6. Пусть T : B → B —линейный ограниченный оператор в
банаховом пространстве B. Предположим, что оператор Tm : B → B

компактный при некотором m ∈ N. Тогда оператор I + T фредгольмов
и ind (I + T ) = 0, где I — единичный оператор в B.

Доказательство см. в [19], теорема 15.4.

Теорема A.7. Пусть A : B1 → B2 — ограниченный фредгольмов опе-
ратор. Предположим, что T : B1 → B2 — компактный оператор или
ограниченный оператор с достаточно малой нормой. Тогда оператор
A + T : B1 → B2 фредгольмов и ind (A + T ) = ind A.

Теорема A.7 вытекает из теорем 15.2 и 16.4 в [19].
Пусть L,L0 : B1 → B2 —линейные ограниченные операторы. Обозна-

чим
Lτ = L0 + τ(L− L0) (0 6 τ 6 1).

Сформулируем теперь теорему о гомотопической устойчивости индекса.

Теорема A.8. Предположим, что операторы Lτ : B1 → B2 фредголь-
мовы при 0 6 τ 6 1. Тогда ind L = ind L0.

Доказательство. В силу теоремы A.7 для доказательства достаточно
покрыть отрезок [0, 1] множеством интервалов (ai, bi) (i ∈ I0) так, что на
каждом интервале (ai, bi) ∩ [0, 1] индекс оператора Lτ сохраняется, где
I0 —множество индексов. Затем мы можем выбрать конечное подпокры-
тие отрезка [0, 1].

Теорема A.9. Пусть L,L0 : B1 → B2 —линейные ограниченные опера-
торы. Предположим, что оператор L0 имеет ограниченный обратный
L−1

0 : B2 → B1 и для любого 0 6 τ 6 1

c1‖Lτu‖B2
6 ‖u‖B1

6 c2‖Lτu‖B2
(u ∈ B1), (A.2)

где c1, c2 > 0 не зависят от τ, u. Тогда оператор L имеет ограниченный
обратный L−1 : B2 → B1.

Эта теорема представляет собой хорошо известный метод продолже-
ния по параметру (см., например, лемму 1.1 в [20, гл. 3, § 1]).
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Операторы, мероморфно зависящие от параметра

Пусть B1 и B2 —комплексные банаховы пространства. Обозначим через
B(B1, B2) пространство линейных ограниченных операторов, отобража-
ющих B1 в B2. Рассмотрим оператор-функцию λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2)

для λ ∈ Λ, где Λ ∈ C— связное открытое множество.
Оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) называется аналитической

в точке λ0 ∈ Λ, если существует ε > 0 такое, что оператор-функцию
λ 7→ A(λ) можно разложить в ряд Тейлора

A(λ) =
∞∑

j=0

Aj(λ− λ0)
j (λ ∈ Bε(λ0)), (A.3)

сходящийся по операторной норме, где Aj ∈ B(B1, B2) и

Bε(λ0) = {λ ∈ C : |λ− λ0| < ε} ⊂ Λ.

Мы будем говорить, что оператор-функция аналитическая в Λ, если она
аналитическая в любой точке Λ.

Аналогично, оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) называется
мероморфной в точке λ0 ∈ Λ, если для некоторого ε > 0 ее можно раз-
ложить в ряд Лорана

A(λ) =
∞∑

j=−r

Aj(λ− λ0)
j (λ ∈ Bε(λ0) \ {λ0}), (A.4)

сходящийся по операторной норме, где Aj ∈ B(B1, B2) и Bε(λ0) ⊂ Λ. Точ-
ка λ0 называется полюсом оператор-функции λ 7→ A(λ), если найдется
r0 ∈ N такое, что r0 6 r и A−r0

6= 0. Наибольшее число r0 такое, что
A−r0

6= 0, называется порядком полюса.
Оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2), мероморфная в точке

λ0 ∈ Λ, называется конечно-мероморфной в точке λ0, если операторы Aj

(−r 6 j < 0) конечномерны. Будем говорить, что мероморфная в точке
λ0 ∈ Λ оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) фредгольмова в точ-
ке λ0, если оператор A0 в разложении (A.4) является фредгольмовым.

По определению оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) мероморф-
на в Λ, если она мероморфна в каждой точке Λ. Аналогично мы можем
определить конечно-мероморфную и фредгольмову оператор-функции в Λ.
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Теорема A.10. Предположим, что λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2)— аналити-
ческая фредгольмова оператор-функция в Λ и в некоторой точке λ0 ∈ Λ

оператор A(λ0) имеет ограниченный обратный A−1(λ0) : B2 → B1. То-
гда оператор-функция λ 7→ A−1(λ) ∈ B(B2, B1)— конечно-мероморфная
фредгольмова оператор-функция в Λ.

Теорема A.10 следует из леммы 2.1 и следствия 3.3 в [10].
Пусть оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) аналитична в точке

λ0 ∈ Λ. Точка λ0 называется собственным значением оператор-функ-
ции λ 7→ A(λ), если существует аналитическая в точке λ0 функция
λ 7→ ψ(λ) ∈ B1 такая, что A(λ0)ψ(λ0) = 0 и ψ(λ0) 6= 0. Функция ψ на-
зывается корневой функцией для оператор-функции λ 7→ A(λ) в точке
λ = λ0. Порядок нуля λ = λ0 функции λ 7→ A(λ)ψ(λ) называется крат-
ностью корневой функции ψ, а вектор ψ0 = ψ(λ0) называется собствен-
ным вектором (собственной функцией) оператор-функции λ 7→ A(λ),
соответствующим собственному значению λ0. Пусть λ 7→ ψ(λ)—корне-
вая функция для оператор-функции λ 7→ A(λ) в точке λ0, имеющая
кратность p0, и пусть

ψ(λ) =
∞∑

j=0

ψj(λ− λ0)
j,

где ψj ∈ B1. Тогда вектора ψ1, . . . , ψp0−1 называются присоединенными
векторами (присоединенными функциями) к собственному вектору ψ0.
Упорядоченная система ψ0, ψ1, . . . , ψp0−1 называется жордановой цепоч-
кой, соответствующей λ0. Назовем подсистему ψ0, ψ1, . . . , ψM (M 6 p0 − 1)

жордановой подпоследовательностью, соответствующей λ0.
Легко доказать, что система ψ0, ψ1, . . . , ψp0−1 образует жорданову це-

почку, соответствующую λ0, тогда и только тогда, когда
p∑

q=0

1

q!
∂q

λA(λ0)ψ
p−q = 0 (p = 0, . . . , p0 − 1). (A.5)

Собственные векторы, соответствующие собственному значению λ0

оператор-функции λ 7→ A(λ), образуют линейное подпространство в
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B1. Это подпространство называется ядром оператора A(λ0) и обозна-
чается через N (A(λ0)). Наибольшая кратность всех корневых функций
ψ(λ) таких, что ψ(λ0) = ψ0, называется рангом собственного вектора
ψ0

(
rank ψ0

)
, если множество таких кратностей ограничено.

Пусть λ0 — собственное значение оператор-функции λ 7→ A(λ) и q0 =

dimN (A(λ0)) < ∞. Число q0 называется геометрической кратностью
λ0. Обозначим через ψ0,1, . . . , ψ0,q0 линейно независимую систему соб-
ственных векторов таких, что rank ψ0,1 является наибольшим рангом из
всех собственных векторов, соответствующих λ0, а rank ψ0,q (q = 2, . . . , q0)

является наибольшим рангом собственных векторов из некоторого пря-
мого дополнения к линейной оболочке L(

ψ0,1, . . . , ψ0,q−1
)
в N (A(λ0)).

Числа pq = rank ψ0,q (q = 1, . . . , q0) называются частными кратностя-
ми собственного значения λ0. Частные кратности pq собственного зна-
чения λ0 однозначно определены оператор-функцией λ 7→ A(λ). Сумма
M = M(A(λ0)) = p1 + · · ·+ pq0

называется полной кратностью λ0. Соб-
ственное значение λ0 называется простым, если его полная кратность
равна 1. Пусть ψ0,q, . . . , ψpq−1,q (q = 1, . . . , q0) образуют жордановы цепоч-
ки. Тогда совокупность векторов {ψ0,q, . . . , ψpq−1,q, q = 1, . . . , q0} называ-
ется канонической системой жордановых цепочек, соответствующей λ0.

Точка λ0 ∈ Λ называется нормальной точкой аналитической опера-
тор-функции λ 7→ A(λ) (λ ∈ Λ), если λ 7→ A(λ) фредгольмова в точке
λ0 и для всех точек λ из некоторого проколотого круга Bε(λ0)\{λ0} ⊂ Λ

существует обратный оператор A−1(λ) ∈ B(B2, B1). В силу леммы 2.1
и следствия 3.2 из [10] нормальная точка λ0 ∈ Λ является собственным
значением оператор-функции λ 7→ A(λ) тогда и только тогда, когда она
полюс оператор-функции λ 7→ A−1(λ). Более того, наибольший ранг всех
собственных векторов, соответствующих собственному значению λ0 опе-
ратор-функции λ 7→ A(λ), равен порядку полюса λ0 оператор-функции
λ 7→ A−1(λ).

Пусть λ 7→ A(λ) аналитическая оператор-функция в Λ. Обозначим
через λ 7→ A∗(λ) оператор-функцию λ 7→ [A

(
λ̄
)
]∗ ∈ B(B∗

2 , B
∗
1), которая

является аналитической в Λ∗. Здесь область Λ∗ симметрична с Λ относи-
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тельно действительной оси. Если λ0 —нормальная точка оператор-функ-
ции λ 7→ A(λ), то λ0 —нормальная точка оператор-функции λ 7→ A∗(λ)

и частные кратности p1, . . . , pq0
собственного значения λ0 оператор-функ-

ции λ 7→ A(λ) равны частным кратностям собственного значения λ0 опе-
ратор-функции λ 7→ A∗(λ) (см. теорему 5.3 в [10]).

Теорема A.11. Пусть λ0 ∈ Λ— собственное значение и нормальная
точка оператор-функции λ 7→ A(λ) (λ ∈ Λ). Тогда существует канони-
ческая система жордановых цепочек {ψ0,q, ψ1,q, . . . , ψpq−1,q, q = 1, . . . , q0}
для оператор-функции λ 7→ A(λ), соответствующая λ0, и канониче-
ская система жордановых цепочек {ξ0,q, ξ1,q, . . . , ξpq−1,q, q = 1, . . . , q0}
для оператор-функции λ 7→ A∗(λ), соответствующая λ0, такие, что

Ξ[A−1(λ)] =

q0∑
q=1

pq∑

k=1

(λ− λ0)
−k

pq−k∑
p=0

ξp,q(·)ψpq−k−p,q, (A.6)

где Ξ[A−1(λ)]— главная часть разложения в ряд Лорана для A−1(λ).

Доказательство см. в [10], теорема 7.1.
Заметим, что, вообще говоря, векторы в жордановой цепочке не явля-

ются линейно независимыми (см. примеры 4.2.1 и 4.4.1).

Спектральные свойства линейных операторов

Пусть A : D(A) ⊂ B → B — есть замкнутый линейный оператор в ком-
плексном банаховом пространстве В. Резольвентное множество опера-
тора A—множество чисел η ∈ C таких, что оператор ηI − A имеет
ограниченный обратный (ηI −A)−1 : B → B. Обозначим через ρ(A)

резольвентное множество оператора A. Оператор

(ηI −A)−1 = R(η,A) (η ∈ ρ(A))

называется резольвентойA. Дополнение к ρ(A) обозначается через σ(A)

и называется спектром оператора A. Число η ∈ C называется собствен-
ным значением оператора A, а x 6= 0— собственным вектором (соб-
ственной функцией) оператораA, соответствующим η, если (ηI −A)x = 0.
Число q0 = dimN (ηI −A) называется геометрической кратностью η.
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Пусть оператор-функция η 7→ R(η,A) конечно-мероморфна в точке
η = η0, которая является собственным значением A. Тогда разложение
(A.4) примет вид

R(η,A) =
∞∑

j=−r

Aj(η − η0)
j (η ∈ Bε(η0) \ {η0}),

где Aj ∈ B(B, B) и dimR(Aj) < ∞ для −r 6 j < 0. Оператор −A−1 —
проектор, т. е. A2

−1 = −A−1. Число m0 = dimR(A−1) называется алгеб-
раической кратностью η0.

Спектр замкнутого линейного оператора A можно разделить на три
непересекающихся подмножества.

Точечный спектр σp(A) состоит из собственных значений A.
Непрерывный спектр σc(A) ⊂ σ(A) \ σp(A) состоит из всех η ∈ C

таких, что образ R(ηI −A) плотный в B и R(ηI −A) 6= B.
Остаточный спектр σr(A) задается формулой

σr

(A)
= σ

(A) \ (
σp

(A) ∪ σc

(A))
.

В дальнейшем мы будем предполагать, что оператор A : D(A) ⊂ B →
B — замкнутый.

Через B1 обозначим линейное пространство D(A) с нормой графика

‖u‖B1
= ‖u‖B + ‖Au‖B.

Поскольку A— замкнутый оператор, то B1 является банаховым про-
странством. Положим B2 = B. Рассмотрим аналитическую оператор-функ-
цию η 7→ A(η) = ηI −A ∈ B(B1, B2).

Спектр σ(A) называется дискретным, если он состоит из изолирован-
ных собственных значений конечной алгебраической кратности.

Следующее утверждение приведено в [16, гл. 3, § 6].

Теорема A.12. Пусть A : D(A) ⊂ B → B — замкнутый линейный
оператор. Предположим, что для некоторого η = η0 существует ком-
пактная резольвента R(η0,A) : B → B. Тогда спектр σ(A) дискрет-
ный и резольвента R(η,A) : B → B компактна для каждого η ∈ ρ(A).
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Доказательство. Очевидно,

ηI −A = ((η − η0)R(η0,A) + I)(η0I −A)

для каждого η ∈ C. Поэтому из компактности резольвенты R(η0,A) :

B → B и теоремы A.1 следует, что оператор ηI − A фредгольмов. То-
гда в силу теоремы A.10 все точки комплексной плоскости C нормальные
для оператор-функции η 7→ A(η) = ηI−A, а спектр σ(A) состоит из изо-
лированных собственных значений. Следовательно, из теоремы A.11 мы
выводим, что каждое собственное значение оператора A имеет конечную
алгебраическую кратность.

Компактность резольвенты R(η,A) : B → B (η ∈ ρ(A)) следует из
резольвентного тождества и компактности R(η0,A).

Секториальные операторы

Свойства секториальных операторов, изложенные в этом пункте, взяты
из [16, гл. 5, § 3 и гл. 6, § 2].

Пусть H — гильбертово пространство. Линейный оператор B : D(B) ⊂
H → H называется m-аккретивным, если для любого Re λ > 0 суще-
ствует ограниченный обратный оператор (B + λI)−1 : H → H и

‖(B + λI)−1‖ 6 (Re λ)−1. (A.7)

Обозначим
Θ(B) = {(Bu, u) : u ∈ D(B), ‖u‖ = 1}.

Если B : D(B) ⊂ H → H —m-аккретивный оператор, то B замкнут,
D(B) всюду плотно в H, и Θ(B) ⊂ {λ ∈ C : Re λ > 0}.

Мы будем говорить, что линейный оператор B : D(B) ⊂ H → H

квази-m-аккретивный, если оператор B + αI m-аккретивный для неко-
торого α ∈ R. Оператор B называется секториальным, если существуют
θ < π/2 и γ ∈ R такие, что

Θ(B) ⊂ {λ ∈ C : | arg (λ− γ)| 6 θ}.
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Число γ называется вершиной секториального оператора B. Оператор
B : D(B) ⊂ H → H называется m-секториальным, если он секториаль-
ный и квази-m-аккретивный.

Рассмотрим теперь полуторалинейную форму b[u, v] с областью опре-
деления D(b) ⊂ H. Форма b называется симметрической, если b[u, v] =

b[v, u] для u, v ∈ D(b). Определим сопряженную форму b∗ формулой

b∗[u, v] = b[v, u], D(b∗) = D(b). (A.8)

Очевидно, формы

p =
1

2
(b + b∗), q =

1

2i
(b− b∗) (A.9)

симметрические и
a = p + iq. (A.10)

Обозначим Θ(b) = {b[u] : u ∈ D(b), ‖u‖ = 1}, где b[u] = b[u, u].
Форма b называется секториальной, если существуют θ < π/2 и γ ∈ R
такие, что Θ(b) ⊂ {λ ∈ C : | arg (λ− γ)| 6 θ}. Число γ называется
вершиной секториальной формы b. Секториальная форма b называется
замкнутой, если из условий un ∈ D(b), ‖un − u‖ → 0 и b[un − um] → 0

при n,m →∞ следует, что u ∈ D(b) и b[un − u] → 0 при n →∞.
Пусть b— секториальная форма. Введем скалярное произведение в

Hp = D(b) по формуле

(u, v)p = p[u, v] + (κ − γ)(u, v) ((u, v) ∈ D(b)), (A.11)

где γ — вершина формы b, κ > 0—некоторая константа. Секториаль-
ная форма b замкнута в H тогда и только тогда, когда предгильбертово
пространство Hp полно (см. теорему 1.11 в [16, гл. 4, § 1]).

Линейное подпространствоD′ ⊂ D(b) называется ядром формы b, если
сужение b на D′ имеет замыкание, равное b.

Теорема A.13. Пусть b[u, v] (u, v ∈ D(b))—плотно определенная за-
мкнутая секториальная полуторалинейная форма в H, и пусть γ —
вершина b. Тогда существует m-секториальный оператор B : D(B) ⊂
H → H такой, что
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(a) D(B) ⊂ D(b) и

b[u, v] = (Bu, v) (u ∈ D(B), v ∈ D(b)); (A.12)

(b) оператор B + (κ − γ)I : D(B) ⊂ H → H имеет ограниченный
обратный (B + (κ − γ)I)−1 : H → Hp;

(c) D(B)—ядро b;

(d) если u ∈ D(b), f ∈ H и равенство

b[u, v] = (f, v) (A.13)

выполняется для каждого v, принадлежащего ядру b, то u ∈ D(B) и
Bu = f . Оператор B однозначно определен условием (a).

Доказательство см. в [16, гл. 6, § 2], теорема 2.1.
Мы будем говорить, что B является m-секториальным оператором,

ассоциированным с формой b. Обозначим B = Bb.
Следующие два утверждения следуют из теоремы A.13 (см. теоре-

мы 2.5 и 2.6 в [16, гл. 6, § 2]).

Теорема A.14. Пусть выполнены условия теоремы A.13, и пусть
B = Bb. Тогда B∗

b = Bb∗.

Теорема A.15. Пусть b—плотно определенная симметрическая за-
мкнутая форма, ограниченная снизу. Тогда оператор B = Bb, ассоции-
рованный с формой b, является самосопряженным и ограниченным сни-
зу. Кроме того, оператор B и форма b имеют одну и ту же нижнюю
грань.

Обозначим через G плотно определенный секториальный оператор.
Рассмотрим форму

g[u, v] = (Gu, v)

с областью определения D(g) = D(G). В силу теоремы 1.27 в [16, гл. 6,
§ 5] форма g — замыкаема. Пусть b— замыкание формы g, и пусть
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B = Bb —m-секториальный оператор, ассоциированный с b. Посколь-
ку D(G)—ядро b, то G ⊂ B по теореме A.13. Оператор B называется
фридрихсовым расширением G.

Используя теорему A.15, мы получим следующий результат.

Теорема A.16. Пусть G—плотно определенный симметрический опе-
ратор, ограниченный снизу. Тогда фридрихсово расширение B : H → H

оператора G— самосопряженный оператор. Кроме того, операторы B

и G имеют одинаковую нижнюю грань.

Доказательство теоремы A.16 можно найти также в [14, гл. 12, § 5].
Установим теперь некоторые вспомогательные результаты, касающи-

еся m-секториальных операторов.

Теорема A.17. Пусть гильбертово пространство H1 всюду плотно в
H, и пусть оператор вложения H1 в H компактный. Предположим,
что b—полуторалинейная форма в H с областью определения
D(b) = H1 и

|b[u, v]| 6 c0‖u‖H1
‖v‖H1

(u, v ∈ H1), (A.14)

Re b[u] > c1‖u‖2
H1
− c2‖u‖2 (u ∈ H1), (A.15)

где c0, c1 > 0, c2 > 0— константы. Тогда b— замкнутая секториальная
форма в H с вершиной γ = −c2. При этом m-секториальный оператор
B = Bb : D(Bb) ⊂ H → H, ассоциированный с b, имеет дискретный
спектр σ(Bb) и σ(Bb) ⊂ {λ ∈ C : Re λ > −c2}. Если λ /∈ σ(Bb), то
резольвента R(λ,Bb) : H → H — компактный оператор. Кроме того,

B∗
b = Bb∗.

Для доказательства заметим, что из неравенств (A.14) и (A.15) следу-
ет, что форма b замкнута и секториальна с вершиной γ = −c2. Остальные
утверждения теоремы A.17 следуют из теорем A.13, A.12 и A.14.

Теорема A.18. Пусть выполняются условия теоремы A.17. Тогда опе-
ратор Bb : H → H фредгольмов и ind Bb = 0.
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Доказательство следует из компактности резольвенты R(λ,Bb) : H →
H (λ /∈ σ(Bb)), равенства Bb = (I − λR(λ,Bb))(Bb − λI) и теоремы A.1.

Теорема A.19. Пусть выполнены условия теоремы A.17, и пусть b = b∗.
Тогда оператор Bb : D(Bb) ⊂ H → H самосопряженный. Спектр
σ(Bb) состоит из вещественных изолированных собственных значений
λs > −c2 конечной кратности. Последовательность собственных функ-
ций {vs} оператора Bb образует ортонормированный базис в H. Более

того, последовательность функций
{

vs√
λs + c2

}
образует ортонорми-

рованный базис в H1 со скалярным произведением

(u, v)′H1
= b[u, v] + c2(u, v). (A.16)

Доказательство. В силу теоремы A.17 оператор Bb : H → H самосопря-
женный, а спектр σ(Bb) состоит из изолированных собственных значений
λs > −c2 конечной кратности.

Задача на собственные функции

Bbv = λv

эквивалентна задаче

v = (λ + c2)(Bb + c2I)−1v.

Из теоремы A.13 (b) и резольвентного тождества следует, что сужение
оператора (Bb + c2I)−1 на H1 —компактный оператор. Далее, по теоре-
ме A.13 (a) мы имеем

(
(Bb + c2I)−1u, w

)′
H1

= b[(Bb + c2I)−1u,w] + c2

(
(Bb + c2I)−1u,w

)
=

= (u,w) = (w, u) =

= b[(Bb + c2I)−1w, u] + c2

(
(Bb + c2I)−1w, u

)
=

=
(
u, (Bb + c2I)−1w

)′
H1

для всех u,w ∈ H1. Следовательно, оператор (Bb + c2I)−1 : H1 → H1

самосопряженный. По теореме Гильберта—Шмидта в H1 существует ор-
тонормированный базис, состоящий из собственных функций vs опера-
тора (Bb + c2I)−1, соответствующих собственным значениям (λs + c2)

−1.
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Предположим, что ‖vs‖ = 1. В силу (A.12) и (A.16) мы имеем

(vs, vr) =
(vs, vr)

′
H1

λs + c2
= 0 (s 6= r),

(
vs√

λs + c2
,

vs√
λs + c2

)′

H1

= (vs, vs) = 1 (s = 1, 2, . . . ).

Следовательно, последовательность функций
{

vs√
λs + c2

}
образует ор-

тонормированный базис в H1. Поскольку H1 всюду плотно в H, последо-
вательность функций {vs} образует ортонормированный базис в H.

Приложение B. Функциональные пространства

Пространства Lp

Открытое связное подмножество Ω в Rn называется областью. Рассмот-
рим пространства функций f , измеримых по Лебегу в области Ω, и таких,
что |f |p интегрируема по Ω (1 6 p < ∞). Это пространство обозначается
через Lp(Ω). Пространство Lp(Ω)— банахово пространство с нормой

‖f‖Lp(Ω) =




∫

Ω

|f(x)|p dx




1/p

.

Если p = 2, то мы получим гильбертово пространство L2(Ω) со ска-
лярным произведением

(f, g)L2(Ω) =

∫

Ω

f(x)g(x) dx.

Пусть Lp,loc(Ω)—пространство измеримых по Лебегу в Ω функций f

таких, что f ∈ Lp(K) для любого компакта K ⊂ Ω.

Пространства Гёльдера

Пусть Ω ⊂ Rn — область. Обозначим через C(Ω) (или C(Ω)) простран-
ство непрерывных в Ω (или в Ω) функций.
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Пусть Ck(Ω)—пространство функций в C(Ω), имеющих непрерывные
производные порядка не выше k в Ω, где k ∈ N. Пусть Ck(Ω)—про-
странство функций в Ck(Ω), все производные которых порядка не выше
k имеют непрерывные продолжения на Ω.

Обозначим
C0(Ω) = C(Ω), C0(Ω) = C(Ω),

C∞(Ω) =
∞⋂

k=0

Ck(Ω), C∞(Ω) =
∞⋂

k=0

Ck(Ω).

Для ограниченной области Ω ⊂ Rn мы введем пространства Гёльдера
Ck(Ω) и Ck+σ(Ω), где k > 0—целое и 0 < σ < 1.

Пространство Ck(Ω) с нормой

‖ϕ‖Ck(Ω) = max
|α|6k

sup
x∈Ω

|Dαϕ(x)|

называется пространством Гёльдера. Здесь Dα = Dα1
1 · · · Dαn

n , Dj =

−i(∂/∂xj), α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + · · ·+ αn, αj > 0—целые числа.
Вектор α с неотрицательными целыми координатами называется муль-

тииндексом.
Очевидно, Ck(Ω)— сепарабельное банахово пространство.
Пространство Гёльдера Ck+σ(Ω)—пространство функций из Ck(Ω),

имеющих конечную норму

‖u‖Ck+σ(Ω) = max
|α|6k

sup
x∈Ω

|Dαu(x)|+ max
|β|=k

sup
x,y∈Ω, x 6=y

|Dβu(x)−Dβu(y)|
|x− y|σ .

Известно, что пространство Гёльдера Ck+σ(Ω)— банахово простран-
ство. Однако оно не сепарабельно (см. [37, гл. 4, § 4.5.1]).

Пусть ϕ—непрерывная функция в Ω. Замыкание множества
{x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0} в Ω называется носителем ϕ. Обозначим через
supp ϕ носитель ϕ.

Пусть Ċ∞(Ω)—множество функций из C∞(Ω) с компактными носи-
телями в Ω.

Лемма B.1. Пусть K — компакт в Rn и {Sα}—покрытие K откры-
тыми множествами. Тогда существует конечное подпокрытие {Sαj

}
и неотрицательные функции ϕj ∈ Ċ∞(Rn) (j = 1, . . . , q) такие, что
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(a)
q∑

j=1
ϕj(x) 6 1 (x ∈ Rn),

(b)
q∑

j=1
ϕj(x) = 1 (x ∈ K),

(c) supp ϕj ⊂ Sαj
(j = 1, . . . , q).

Доказательство см. в [14, гл. 14, § 2], лемма 4.
Семейство функций {ϕj} называется разбиением единицы.

Обобщенные функции

Пусть Ω— область в Rn. Определим сходимость в пространстве Ċ∞(Ω)

следующим образом: последовательность {ϕs} ⊂ Ċ∞(Ω) сходится к элемен-
ту ϕ ∈ Ċ∞(Ω), если существует компакт K ⊂ Ω такой, что supp ϕs ⊂ K и

lim
s→∞

‖ϕ− ϕs‖Ck(Ω) = 0

для любого k = 0, 1, 2, . . . . Обозначим черезD(Ω) линейное пространство
Ċ∞(Ω) с такой сходимостью. Можно дать эквивалентное определение
сходимости в D(Ω), рассматривая D(Ω) как локально выпуклое линейное
топологическое пространство (см. [15, гл. 1, § 1]).

Линейный функционал f на D(Ω) называется обобщенной функцией
или распределением в Ω, если из сходимости ϕs → ϕ в D(Ω) вытекает
сходимость 〈f, ϕs〉 → 〈f, ϕ〉. Обозначим через D′(Ω) пространство обоб-
щенных функций (распределений) со слабой сходимостью.

В силу неравенстваШварца каждая функция f ∈ L1,loc(Ω) определяет
обобщенную функцию F в Ω по формуле

〈F, ϕ〉 =

∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx (ϕ ∈ D(Ω)). (B.1)

Будем говорить, что обобщенная функция, определенная формулой
(B.1), является функцией. В этом случае мы отождествляем обобщенную
функцию F с функцией f .

Определим некоторые операции над обобщенными функциями.
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(a) Производная Dαf обобщенной функции f ∈ D′(Ω) является обоб-
щенной функцией в Ω, заданной формулой

〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dαϕ〉 (ϕ ∈ D(Ω)).

(b) Произведение af функции a ∈ C∞(Ω) на обобщенную функцию
f ∈ D′(Ω) есть обобщенная функция в Ω, заданная формулой

〈af, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉 (ϕ ∈ D(Ω)).

(c) Пусть Q ⊂ Ω— открытое множество. Сужение f |Q обобщенной функ-
ции f на Q есть обобщенная функция в Ω, заданная формулой

〈f |Q, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (ϕ ∈ D(Q)).

Линейное отображение A из D(Ω) (или D′(Ω)) в себя называется непре-
рывным, если из сходимости ϕs → 0 в D(Ω) (или D′(Ω)) следует, что
Aϕs → 0 в D(Ω) (или D′(Ω)).

Очевидно, обобщенные функции бесконечно дифференцируемы. Опе-
раторы дифференцирования Dα и умножения на функцию a ∈ C∞(Ω)

непрерывны в пространстве D(Ω) (или D′(Ω)).
Будем говорить, что обобщенная функция f равна нулю на открытом

множестве Q ⊂ Ω, если 〈f, ϕ〉 = 0 для всех ϕ ∈ D(Ω). Две обобщенные
функции f1 и f2 на Ω равны в Q, если f1 − f2 = 0 в Q.

По определению носитель обобщенной функции—наименьшее замкну-
тое подмножество Ω, вне которого f равна нулю.

Медленно растущие обобщенные функции

Обозначим через S(Rn) линейное пространство функций ϕ ∈ C∞(Rn)

таких, что
sup
x∈Rn

|xβDαϕ(x)| = Cαβ < ∞

для всех мультииндексов α и β, где xβ = xβ1

1 · · · xβn
n .

Определим сходимость в пространстве S(Rn) следующим образом: по-
следовательность {ϕs} ⊂ S(Rn) сходится к элементу ϕ ∈ S(Rn), если
lim
s→∞

‖xβDαϕ− xβDαϕs‖C(Rn) = 0 для всех α, β.
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Линейный функционал f на S(Rn) называется медленно растущей
обобщенной функцией в Rn, если из сходимости ϕs → ϕ в S(Rn) следу-
ет, что 〈f, ϕs〉 → 〈f, ϕ〉. Обозначим через S ′(Rn) пространство медленно
растущих обобщенных функций со слабой сходимостью. Аналогично про-
странству D′(Ω) мы можем определить операции дифференцирования и
сужения.

Предположим, что a ∈ C∞(Rn) и для каждого α существуют целое
mα и положительное число cα такие, что

|Dαa(x)| 6 cα(1 + |x|)mα.

Определим произведение функции a и медленно растущей обобщенной
функции f ∈ S ′(Rn) по формуле

〈af, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉 (ϕ ∈ S(Rn)).

Очевидно, S ′(Rn) ⊂ D′(Rn).
Определим δ-функцию Дирака следующим образом:

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) (ϕ ∈ S(Rn)).

Преобразование Фурье

Определим преобразование Фурье f̂ функции f ∈ L1(Rn) по формуле

f̂(ξ) = (2π)−n/2
∫

Rn

f(x) exp (−i(x, ξ)) dx (ξ ∈ Rn), (B.2)

где (x, ξ) = x1ξ1 + · · ·+ xnξn.
Если g ∈ L1(Rn), мы определим обратное преобразование Фурье функ-

ции g по формуле

ǧ(x) = (2π)−n/2
∫

Rn

g(ξ) exp (i(x, ξ)) dξ (x ∈ Rn). (B.3)

Обозначим f̂ через Ff и ǧ через F−1g.

Теорема B.1. (a) Преобразования F и F−1 отображают S(Rn) непре-
рывно и взаимно однозначно на себя, и FF−1 = F−1F = I на S(Rn).
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(b) Если ϕ ∈ S(Rn), то
(D̂αϕ

)
(ξ) = ξαϕ̂(ξ), Dβϕ̂(ξ) =

( ̂
(−x)βϕ

)
(ξ)

для всех мультииндексов α и β.

(c) Если ϕ, ψ ∈ S(Rn), то
∫

Rn

ϕ(x)ψ(x) dx =

∫

Rn

ϕ̂(ξ)ψ̂(ξ) dξ, (B.4)

∫

Rn

ϕ(x)ψ̂(x) dx =

∫

Rn

ϕ̂(ξ)ψ(ξ) dξ. (B.5)

Определим преобразование Фурье Fu для u ∈ S ′(Rn) по формуле

〈Fu, ϕ〉 = 〈u, Fϕ〉 (ϕ ∈ S(Rn)). (B.6)

В силу (B.5) сформулированное выше определение (B.6) согласуется с
определением (B.2), если u ∈ S(Rn). Мы обозначим также Fu через û.

Аналогично мы определим обратное преобразование Фурье F−1v для
v ∈ S ′(Rn) по формуле

〈F−1v, ψ〉 = 〈v, F−1ψ〉 (ψ ∈ S(Rn)). (B.7)

Обозначим F−1v через v̌.

Теорема B.2. (a) Преобразования F и F−1 отображают S ′(Rn) непре-
рывно и взаимно однозначно на себя, и FF−1 = F−1F = I на
S ′(Rn).

(b) Если u ∈ S ′(Rn), то

D̂αu = ξαû, Dβû =
̂

(−x)βu.

Теорема B.3 (теорема Планшереля). Пусть f ∈ L2(Rn). Тогда пре-
образование Фурье Ff в смысле обобщенных функций определяет функ-
цию f̂ ∈ L2(Rn). Эта функция имеет вид

f̂(ξ) = lim
R→∞

(2π)−n/2
∫

|x|6R

f(x) exp (−i(x, ξ)) dx (в L2(Rn)). (B.8)
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При этом

‖f̂‖L2(Rn) = ‖f‖L2(Rn), (B.9)

f(x) = lim
R→∞

(2π)−n/2
∫

|ξ|6R

f̂(ξ) exp (i(x, ξ)) dξ (в L2(Rn)). (B.10)

Из этой теоремы вытекает следующий результат.

Теорема B.4. Преобразование Фурье отображает L2(Rn) на себя вза-
имно однозначно, и

(f, g)L2(Rn) =
(
f̂ , ĝ

)
L2(Rn)

(B.11)

для всех f, g ∈ L2(Rn).

Доказательство теорем B.1–B.3 читатель может найти в [15, гл. 6,
§§ 1 и 2].

Пространства Соболева

Пространство Соболева W s(Rn) (s ∈ R) — пространство обобщенных
функций u ∈ S ′(Rn) таких, что

(
1 + |ξ|2)s/2

û ∈ L2(Rn), с нормой

‖u‖W s(Rn) =




∫

Rn

(
1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 dξ




1/2

, (B.12)

см. [21,34,37].
Предположим, что Ω = Rn или Ω ⊂ Rn — область, удовлетворяющая

одному из следующих условий.

Условие B.1. Ω = Rn
+.

Условие B.2. Ω— ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C∞.

Условие B.3. Ω = (0, d) × G, где G ⊂ Rn−1 — ограниченная область (с
границей ∂G ∈ C∞, если n > 3),
где Rn

+ = {x ∈ Rn : xn > 0} и Rn
− = {x ∈ Rn : xn < 0}.
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Пусть m—неотрицательное целое число. Пространство Соболева
Wm(Ω) — пространство обобщенных функций u ∈ D′(Ω) таких, что
Dαu ∈ L2(Ω) (|α| 6 m), с нормой

‖u‖Wm(Ω) =


 ∑

|α|6m

∫

Ω

|Dαu(x)|2 dx




1/2

. (B.13)

Здесь мы полагаем W 0(Ω) = L2(Ω).
Пусть s = m + σ, где m—неотрицательное целое и 0 < σ < 1. Про-

странство Соболева W s(Ω)—пространство функций u ∈ Wm(Ω) с ко-
нечной нормой

‖u‖W s(Ω) =

=


‖u‖2

Wm(Ω) +
∑

|α|=m

∫

Ω

∫

Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2
|x− y|n+2σ

dx dy




1/2

. (B.14)

Пространства Соболева W s(Ω) (s > 0) — гильбертовы пространства.
Формулы (B.12) и (B.13), (B.14) с Ω = Rn задают эквивалентные нормы
в W s(Rn) для s > 0 (см. лемму 3 в [33, гл. 2, § 2] и [37, гл. 4, § 4.4.1]).

Обозначим через W s
loc(Ω) (s > 0) пространство распределений

u ∈ D′(Ω) таких, что u ∈ W s(K) для каждой ограниченной области
K, K ⊂ Ω.

Рассмотрим теорему о продолжении функций.

Теорема B.5. Пусть s > 0. Предположим, что Ω ⊂ Rn — область,
удовлетворяющая одному из условий B.1, B.2 или B.3. Тогда для любой
u ∈ W s(Ω) существует U ∈ W s(Rn) такая, что u(x) = U(x) (x ∈ Ω) и

‖U‖W s(Rn) 6 c‖u‖W s(Ω). (B.15)

Доказательство см. в [21, гл. 1, § 8], теорема 8.1, а также [33, гл. 2].
Таким образом, если Ω удовлетворяет условиям теоремы B.5, то W s(Ω)

(s > 0) — пространство сужений U |Ω (U ∈ W s(Rn)) с эквивалентной нор-
мой

‖u‖W s(Ω) = inf ‖U‖W s(Rn) (U ∈ W s(Rn) : U |Ω = u). (B.16)
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Замечание B.1. Теорему B.5 можно обобщить на случай ограниченных
областей, удовлетворяющих сильному условию конуса (см. теорему 9.6
в [3, гл. 3, § 9] и теорему в [37, гл. 4, § 4.2.3]). Поэтому результаты для
пространств Соболева, основанные на теореме продолжения, можно обоб-
щить на случай вышеуказанных областей.

Пусть m ∈ N. Обозначим через W−m(Ω) пространство обобщенных
функций u ∈ D′(Ω) таких, что

‖u‖W−m(Ω) = sup
ϕ∈Ċ∞(Ω)

|〈u, ϕ〉|
‖ϕ‖Wm(Ω)

< ∞. (B.17)

Пространство W−m(Ω)— гильбертово пространство, сопряженное к W̊m(Ω),
где W̊m(Ω)— замыкание множества Ċ∞(Ω) в Wm(Ω) (см. [15, гл. 3, § 10]).

Теорема о следах

Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область Q с границей ∂Q ∈ C∞ или
Ω = (0, d)× G, где G ⊂ Rn−1 — ограниченная область (с границей ∂G ∈
C∞, если n > 3). Пусть M — граница ∂Q ∈ C∞ ограниченной области
Q ⊂ Rn или (n− 1)-мерное многообразие Γ ⊂ Ω класса C∞ с грани-
цей ∂Γ ∈ C∞. Для каждого конечного покрытия {Uj} многообразия M

открытыми множествами существует разбиение единицы {ϕj} такое, что
N∑

j=1

ϕj(x) = 1
(
x ∈ M

)
, ϕj ∈ Ċ∞(Rn), supp ϕj ⊂ Uj.

Пусть x → ωj(x) = y —диффеоморфизм класса C∞, отображающий Uj

на Vj так, что
1) ωj(Uj ∩M) ⊂ {y : yn = 0}, если M = ∂Q или если M = Γ,

Uj ∩ ∂Γ = ∅,
2) ωj(Uj ∩M) ⊂ {y : yn−1 > 0, yn = 0}, ωj(Uj ∩ ∂M) ⊂ {y : yn−1 = 0,

yn = 0}, если M = Γ, Uj ∩ ∂Γ 6= ∅.
Пусть W s(M)— пространство Соболева функций u таких, что в ло-

кальных координатах y = yj мы имеем ϕju ∈ W s(ωs(Uj ∩M)). Норма в
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W s(M) вводится следующим образом:

‖u‖W s(M) =

(
M∑

j=1

‖ϕju‖2
W s(ωj(Uj∩M))

)1/2

, (B.18)

где нормы ‖ϕju‖W s(ωj(Uj∩M)) вычисляются в координатах y = yj, s > 0.
Очевидно, что определение пространства W s(M) не зависит от по-

крытия {Uj} и выбора преобразований ωj, а различные нормы (B.18)
эквивалентны.

Пространство W s(M)— гильбертово пространство.
Обозначим через C∞(

M
)
пространство функций u ∈ C

(
M

)
таких,

что в локальных координатах y = yj мы имеем u ∈ C∞(
ωj

(
Uj ∩M

))
.

Определим отображение

γµ : C∞(Ω) → C∞(M)

по формуле
γµu = Dµ

νu|M ,

где µ—неотрицательное целое число, ν — единичный вектор нормали к
M в точке x ∈ M .

Теорема B.6. Пусть s > 0, и пусть m < s + 1/2,—неотрицательное
целое число. Тогда отображение

γ = {γ0, γ1, . . . , γm−1} : C∞(Ω) →
m−1∏
µ=0

C∞(M)

однозначно продолжается до непрерывного линейного отображения

γ : W s(Ω) →
m−1∏
µ=0

W s−µ−1/2(M).

Более того, это отображение сюръективно и существует линейный
непрерывный оператор

S :
m−1∏
µ=0

W s−µ−1/2(M) → W s(Ω)

такой, что γSg = g для всех g = (g0, g1, . . . , gm−1) ∈
m−1∏
µ=0

W s−µ−1/2(M).
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Доказательство основано на аналогичном результате для Ω = Rn
+,

M = Rn−1 и разбиении единицы (см. теорему 7 в [33, гл. 2, § 4], теорему 10
в [33, гл. 2, § 5], теорему 8.3 в [21, гл. 1, § 8] и теорему в [37, гл. 4, § 4.7.2]).

Обозначим γ0u = u|M для u ∈ W s(Ω), где s > 1/2. Функция u|M
называется следом функции u.

Замечание B.2. Из теоремы B.6 следует, что мы можем ввести эквива-
лентную норму в пространстве W s−1/2(M) по формуле

‖ψ‖′W s−1/2(M) = inf
u
‖u‖W s(Ω) (u ∈ W s(Ω) : u|M = ψ).

Теоремы вложения

Следующая теорема вложения устанавливает, что элементы простран-
ства Соболева W s(Q) дифференцируемы в классическом смысле для до-
статочно больших s > 0.

Теорема B.7 (теорема Соболева). Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная об-
ласть Q с границей ∂Q ∈ C∞ или Ω = (0, d)×G, где G ⊂ Rn−1 — ограни-
ченная область (с границей ∂G ∈ C∞, если n > 3). Пусть
k > n/2 + s, где s > 0—целое. Тогда имеет место вложение W k(Ω) ⊂
Cs

(
Ω

)
, причем оператор вложения непрерывный.

Доказательство см. в теореме из [37, гл. 4, § 4.6.2] и теореме 9.8 из [21,
гл. 1, § 9].

Следующие две теоремы о компактности вложения позволяют сво-
дить краевые задачи для эллиптических уравнений к фредгольмовым
уравнениям.

Теорема B.8. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетворяю-
щая условиям теоремы B.7, и пусть k > s > 0. Тогда оператор вложе-
ния W k(Ω) в W s(Ω) компактный.

Доказательство следует из теоремы 16.1 в [21, гл. 1, § 16] и теоре-
мы B.5.

Используя теорему B.8, мы получаем следующий результат.
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Теорема B.9. Пусть M — граница ∂Q ∈ C∞ ограниченной области
Q ⊂ Rn или (n− 1)-мерное ограниченное многообразие Γ класса C∞ с
границей ∂Γ ∈ C∞. Пусть k > s > 0. Тогда оператор вложения W k(M)

в W s(M) компактный.

Пространства W̊ s(Q)

Следующая теорема дает явное описание пространства W̊m(Q).

Теорема B.10. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетворяю-
щая условиям теоремы B.7, и пусть m ∈ N. Тогда

W̊m(Ω) = {u ∈ Wm(Ω) : Dµ−1
ν u|∂Ω\K = 0, µ = 1, . . . , m},

где K = ∅, если Ω = Q, и K = ({0} × ∂G) ∪ ({d} × ∂G),

если Ω = (0, d)×G.

Доказательство см. в [21, гл. 1, § 11], теорема 11.5.
Следующая теорема об эквивалентных нормах в пространстве W̊m(Ω)

полезна для изучения задачи Дирихле для эллиптических уравнений.

Теорема B.11. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетворя-
ющая условиям теоремы B.7, и пусть m ∈ N. Тогда норма (B.13) в
пространстве W̊m(Ω) эквивалентна норме




n∑

j=0

∫

Ω

|Dm
j u(x)|2 dx




1/2

. (B.19)

Доказательство следует из теорем B.2, B.3, B.8 и B.10.

Интерполяция

Следующие две теоремы применяются для получения априорных оценок
решений эллиптических задач.

Теорема B.12. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетворяю-
щая условиям теоремы B.7, или Ω = Rn

+. Тогда для любых u ∈ W k(Ω)

и q ∈ C
|q|k−s‖u‖W s(Ω) 6 c

(‖u‖W k(Ω) + |q|k‖u‖L2(Ω)
)
, (B.20)

где 0 < s < k и c > 0 не зависит от u и q.
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Теорема B.13. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетворя-
ющая условиям теоремы B.7. Если Ω = Q и ∂Q ∈ C∞, мы положим
M = ∂Q. Если Ω = (0, d)×G, мы положим M = {b}×G, где 0 6 b 6 d.
Тогда для любых u ∈ W 1(Ω) и q ∈ C

|q|1/2‖u|M‖L2(M) 6 c1
(‖u‖W 1(Ω) + |q|‖u‖L2(Ω)

)
, (B.21)

где c1 > 0 не зависит от u и q.

Теоремы B.12 и B.13 взяты из [1, гл. 1, § 1].
Имея некоторые свойства линейных операторов в пространствах Со-

болева, мы можем распространить их на промежуточные пространства.

Теорема B.14. Пусть Ωj = Rnj или Ωj ⊂ Rnj — ограниченная область
с границей ∂Ωj ∈ C∞, nj ∈ N (j = 1, 2). Пусть

A ∈
⋂

i=1,2

B(
W pi(Ω1),W

qi(Ω2)
)
,

где 0 6 p1 < p2, 0 6 q1 < q2. Тогда

A ∈ B(
W (1−θ)p1+θp2(Ω1),W

(1−θ)q1+θq2(Ω2)
)

для любого 0 < θ < 1.

Теорема B.15. Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей
∂Q ∈ C∞. Пусть

A ∈
⋂

i=1,2

B(
W si(Q),W si(∂Q)

)
,

где 0 6 s1 < s2. Тогда

A ∈ B(
W (1−θ)s1+θs2(Q),W (1−θ)s1+θs2(∂Q)

)

для любого 0 < θ < 1.

Теоремы B.14 и B.15 следуют из теорем 5.1, 7.7 и 9.6 и замечания 7.4
в [21, гл. 1].
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Одномерный случай

Сделаем теперь несколько замечаний о функциональных пространствах
в одномерном случае.

Обозначим через Lp(a, b) пространство Лебега измеримых на (a, b)

функций f (1 6 p < ∞). Это пространство имеет норму

‖f‖Lp(a,b) =




b∫

a

|f(x)|p dx




1/p

.

Обозначим через C(a, b) (или C[a, b]) пространство непрерывных функ-
ций на (a, b) (или [a, b]). Пусть Ck(a, b) (или Ck[a, b]) — подпространство
функций из C(a, b) (или C[a, b]), имеющих непрерывные производные
порядка не выше k на (a, b) (или [a, b]). Норма в пространстве Ck[a, b]

определяется формулой

‖ϕ‖Ck[a,b] = max
i6k

sup
x∈[a,b]

|ϕ(i)(x)|.

Аналогично многомерному случаю мы можем также ввести простран-
ства C∞(a, b), C∞[a, b] и Ċ∞(a, b).

Обозначим через D(a, b) пространство Ċ∞(a, b), а через D′(a, b) про-
странство обобщенных функций на D(a, b).

Для k ∈ N пространство W k(a, b) есть пространство абсолютно непре-
рывных на [a, b] функций u(x), имеющих абсолютно непрерывные на [a, b]

производные u(i)(x) для i 6 k − 1 таких, что u(k)(x) ∈ L2(a, b). Норма в
W k(a, b) будет иметь вид

‖u‖W k(a,b) =


∑

i6k

b∫

a

|u(i)(x)|2 dx




1/2

. (B.22)

Таким образом, теорема B.6 о следах становится тривиальной для
n = 1.

Пусть k, s—целые, и пусть 0 6 s < k. Тогда в силу теоремы B.7 для
любого u ∈ W k(a, b)

‖u‖Cs[a,b] 6 c‖u‖W k(a,b). (B.23)
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Из теоремы B.8 следует, что оператор вложения W k(a, b) в W s(a, b) ком-
пактный.

Заметим, что

W̊ k(a, b) = {u ∈ W k(a, b) : u(i)(a) = u(i)(b) = 0, 0 6 i 6 k − 1},

где k ∈ N.
В силу теоремы B.11 мы можем ввести в пространстве W̊ k(a, b) экви-

валентную норму по формуле

‖u‖′
W̊ k(a,b) =




b∫

a

|u(k)(x)|2 dx




1/2

. (B.24)

Из теорем B.12 и B.13 следует, что для любых u ∈ W k(a, b) и q ∈ C

|q|k−s‖u‖W s(a,b) 6 c
(‖u‖W k(a,b) + |q|k‖u‖L2(a,b)

)
, (B.25)

где k, s ∈ N, 0 < s < k и c > 0 не зависит от u и q; для любых u ∈ W 1(a, b)

и q ∈ C
|q|1/2|u(d)| 6 c1

(‖u‖W 1(a,b) + |q| · ‖u‖L2(a,b)
)
, (B.26)

где a 6 d 6 b и c1 > 0 не зависит от u и q.

Приложение C. Обобщенные решения эллиптических
задач

Задача Дирихле

Рассмотрим уравнение

A(x,D)u =
∑

|α|,|β|6m

Dαaαβ(x)Dβu(x) = f0(x) (x ∈ Q) (C.1)

с краевыми условиями Дирихле

Dµ−1
ν u|∂Q = 0 (x ∈ ∂Q, µ = 1, . . . , m), (C.2)

где aαβ ∈ C∞(Rn) и f0 ∈ L2(Q)—комплекснозначные функции, Q ⊂ Rn —
ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, ν — единичный вектор внут-
ренней нормали к ∂Q в точке x ∈ ∂Q, n > 2.
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Уравнение (C.1) называется сильно эллиптическим в Q, если

Re
∑

|α|,|β|=m

aαβ(x)ξα+β > 0 для всех x ∈ Q, 0 6= ξ ∈ Rn. (C.3)

В этом пункте мы предполагаем, что уравнение (C.1) сильно эллипти-
ческое в Q. Тогда мы говорим, что дифференциальный оператор A(x, D)

сильно эллиптический в Q.
Определим неограниченный оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) → L2(Q) с

областью определения D(A) = {u ∈ W̊m(Q) : Au ∈ L2(Q)}, действую-
щий в пространстве обобщенных функций D′(Q) по формуле

Au = A(x,D)u(x). (C.4)

Функция u называется обобщенным решением краевой задачи (C.1), (C.2),
если u ∈ D(A) и

Au = f0. (C.5)

Можно дать также следующее эквивалентное определение обобщенно-
го решения.

Функция u называется обобщенным решением краевой задачи (C.1), (C.2),
если u ∈ W̊m(Q) и для всех v ∈ W̊m(Q) мы имеем

∑

|α|,|β|6m

(
aαβDβu,Dαv

)
L2(Q) = (f0, v)L2(Q). (C.6)

Введем неограниченный оператор A+ : D(A+) ⊂ L2(Q) → L2(Q) с
областью определения D(A+) = {u ∈ W̊m(Q) : A+u ∈ L2(Q)}, действу-
ющий в пространстве обобщенных функций D′(Q) по формуле

A+u =
∑

|α|,|β|6m

Dαaβα(x)Dβu.

Операторы A и A+ формально сопряженные, т. е.

(Au, v)L2(Q) =
(
u,A+v

)
L2(Q)

для всех u, v ∈ Ċ∞(Q).
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Теорема C.1. Уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q тогда и толь-
ко тогда, когда существуют постоянные c1 > 0, c2 > 0 такие, что

Re (Au, u)L2(Q) > c1‖u‖2
Wm(Q) − c2‖u‖2

L2(Q) (C.7)

для всех u ∈ Ċ∞(Q).

Теорема C.1 принадлежит М. И. Вишику [6] и Л. Гордингу [45].
Неравенство (C.7) называется неравенством Гординга. Задача (C.1),

(C.2) называется коэрцитивной, если она удовлетворяет неравенству
Гординга. В силу теоремы C.1 задача (C.1), (C.2) коэрцитивна тогда и
только тогда, когда уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q. Таким
образом, можно определить сильную эллиптичность с помощью неравен-
ства Гординга (C.7).

Теорема C.2. Пусть оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) → L2(Q) сильно
эллиптический. Тогда спектр σ(A) дискретный и σ(A) ⊂ {λ ∈ C :

Re λ > −c2}, где c2 > 0— константа из неравенства (C.7). Если λ /∈ σ(A),

то резольвента R(λ,A) : L2(Q) → L2(Q)— компактный оператор. Кро-
ме того, A∗ = A+ и (A+)∗ = A.

Теорема C.3. Сильно эллиптический оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) →
L2(Q) фредгольмов, и indA = 0.

Теорема C.4. Пусть сильно эллиптический оператор A : D(A) ⊂
L2(Q) → L2(Q) симметрический, т. е.

(Au, v)L2(Q) = (u,Av)L2(Q) (C.8)

для всех u, v ∈ Ċ∞(Q). Тогда оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) → L2(Q)

самосопряженный, спектр σ(A) состоит из вещественных изолиро-
ванных собственных значений λs > −c2 конечной кратности. Множе-
ство собственных функций {vs} оператора A образует ортонормиро-
ванный базис в пространстве L2(Q), в то время как множество функ-

ций
{

vs√
λs + c2

}
является ортонормированным базисом в простран-
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стве W̊m(Q) со скалярным произведением

(u, v)′W̊m(Q) =

=
1

2

∑

|α|,|β|6m

((
aαβ(x) + aβα(x)

)
Dβu,Dαv

)
L2(Q)

+ c2(u, v)L2(Q). (C.9)

Теоремы C.2–C.4 вытекают из следствий 11 и 14 и теоремы 25 в [14,
гл. 14, § 6]. Заметим, что теоремы C.2–C.4 следуют из теорем A.17–A.19
о секториальных операторах и теорем B.8 и C.1.

Рассмотрим теперь уравнение

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij(x)

∂u(x)

∂xj
+

n∑
i=1

ai(x)
∂u(x)

∂xi
+ a0(x)u(x) = f0(x)

(x ∈ Q) (C.10)

с краевым условием
u|∂Q = 0, (C.11)

где Q = (0, d)×G—цилиндр, G ⊂ Rn−1 — ограниченная область, ∂G ∈ C∞,
если n > 3; aij, ai, a0 ∈ C∞(Rn)— вещественнозначные функции и aij = aji;
f0 ∈ L2(Q)—комплекснозначная функция.

Замечание C.1. Пусть уравнение (C.10) сильно эллиптическое в Q, и
пусть m = 1. Тогда теоремы C.1–C.3 справедливы для оператора A,
соответствующего краевой задаче (C.10), (C.11). Более того, если ai = 0

(i = 1, . . . , n), то заключение теоремы C.4 также верно.

Гладкость решений

Рассмотрим сильно эллиптическое уравнение (C.1) с коэффициентами
aαβ ∈ C∞(Rn). Предположим, что Q ⊂ Rn —произвольная ограниченная
область.

Одним из наиболее важных свойств эллиптических дифференциаль-
ных уравнений является гладкость решений на компактных подмноже-
ствах области Q. Это свойство не зависит от гладкости границы ∂Q.

321



Теорема C.5. Пусть уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q. Пред-
положим, что f0 ∈ W k

loc(Q) и u— решение уравнения (C.1) в смысле
теории обобщенных функций, где k ∈ Z. Тогда u ∈ W k+2m

loc (Q).

Доказательство см. в теореме 3.2 из [21, гл. 2, § 3].

Лемма C.1. Пусть уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q, и пусть
∂Q∩B2δ

(
x0

) ∈ C∞— открытое связное множество (в индуцированной
топологии). Предположим, что f0 ∈ W k(Q) и u ∈ Wm(Q)— решение
уравнения (C.1) в смысле теории обобщенных функций, удовлетворяю-
щее краевым условиям

Dµ−1
ν u|∂Q∩B2δ(x0) = 0 (µ = 1, . . . , m),

где x0 ∈ ∂Q, k > 0—целое. Тогда u ∈ W k+2m
(
Q ∩Bδ

(
x0

))
.

Используя разбиение единицы и лемму C.1, мы получим следующее
утверждение.

Теорема C.6. Пусть уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q, и
пусть ∂Q ∈ C∞. Предположим, что f0 ∈ W k(Q) и u— обобщенное ре-
шение краевой задачи (C.1), (C.2), где k > 0—целое. Тогда u ∈ W k+2m(Q).

Лемма C.1 и теорема C.6 вытекают из леммы 19 и теоремы 23 в [14,
гл. 14, § 6].

Замечание C.2. Заключение теоремы C.6 верно также для краевой за-
дачи (C.10), (C.11) с k = 0 и m = 1 (см. [20, гл. 3, § 10], теорема 10.1).

Эллиптические задачи с общими краевыми условиями

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

A(x,D)u(x) = f0(x) (x ∈ Q) (C.12)

с краевыми условиями

B(x,D)u(x)|∂Q = f1(x) (x ∈ ∂Q) (C.13)
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относительно вектор-функции u = (u1, . . . , uN). Здесь Q ⊂ Rn — огра-
ниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, n > 2; A(x,D) и B(x,D)—
матрицы порядков N ×N и mN ×N соответственно с элементами

Ajk(x,D)uk(x) =
∑

|α|62m

ajkα(x)Dαuk(x) (j, k = 1, . . . , N),

Bµk(x,D)uk(x) =
∑

|α|6mµ

bµkα(x)Dαuk(x) (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),

ajkα, bµkα ∈ C∞(Rn)—комплекснозначные функции; f0 = (f01, . . . , f0N),
f1 = (f11, . . . , f1,mN); m и mµ —целые, m > 1, mµ > 0; f0j ∈ W l(Q)

(j = 1, . . . , N) и f1µ ∈ W l+2m−mµ−1/2(∂Q) (µ = 1, . . . , mN)—комплексно-
значные функции; l > max{0,mµ − 2m + 1}—целое.

Обозначим через A0
jk(x,D) и B0

µk(x,D) главные однородные части опе-
раторов Ajk(x,D) и Bµk(x,D) соответственно, т. е.

A0
jk(x,D) =

∑

|α|=2m

ajkα(x)Dα, B0
µk(x,D) =

∑

|α|=mµ

bµkα(x)Dα.

Наряду с операторами A0
jk(x,D) и B0

µk(x,D) мы рассмотрим соответ-
ствующие полиномы

A0
jk(x, ξ) =

∑

|α|=2m

ajkα(x)ξα, B0
µk(x, ξ) =

∑

|α|=mµ

bµkα(x)ξα,

где ξ = (ξ1, . . . , ξn), ξα = ξα1
1 × · · · × ξαn

n .
Обозначим черезA0(x, ξ) иB0

(
x, ξ

)
матрицы порядка N ×N и mN ×N

с элементами A0
jk

(
x, ξ

) (
j, k = 1, . . . , N

)
и B0

µk

(
x, ξ

) (
µ = 1, . . . , mN,

k = 1, . . . , N
)
.

Предположим, что операторы A(x,D) и B(x,D) удовлетворяют сле-
дующим условиям.

Условие C.1. Оператор A(x,D) правильно эллиптический в Q, т. е.
полином detA0(x, ξ + τν) переменной τ имеет ровно mN корней
τ+
1 (x, ξ, ν), . . . , τ+

mN(x, ξ, ν) с положительными мнимыми частями и mN

корней с отрицательными мнимыми частями для всех x ∈ Q, ν 6= 0 и
ξ 6= 0, ортогональных к ν в Rn.
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Условие C.2. Оператор B(x,D) удовлетворяет условию Лопатинского
по отношению к оператору A(x,D) на ∂Q, т. е. строки матрицы

B0(x, ξ + τν)A0(x, ξ + τν)−1 detA0(x, ξ + τν)

линейно независимы по модулю полинома
mN∏
µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν)
)
для всех

x ∈ ∂Q и ξ 6= 0, ортогональных к ν, где ν — единичный вектор внутрен-
ней нормали к ∂Q в точке x.

Будем говорить, что задача (C.12), (C.13) эллиптическая, если выпол-
нены условия C.1 и C.2.

Если оператор A(x,D) правильно эллиптический в Q, то существует
постоянная a > 0 такая, что для всех x ∈ Q и 0 6= ξ ∈ Rn

a−1|ξ|2mN 6 | detA0(x, ξ)| 6 a|ξ|2mN .

Константа a называется константой эллиптичности.

Замечание C.3. Если N = 1, то матрица A(x,D) состоит из одного
элемента A(x,D), а матрица B(x,D)—из одного столбца (B1(x,D), . . . ,

Bm(x,D)). Пусть A0(x,D) и B0
µ(x,D)— главные однородные части A(x,D)

и Bµ(x,D) соответственно. Тогда условие C.1 принимает вид: полином
A0(x, ξ + τν) переменной τ имеет ровно m корней τ+

1 (x, ξ, ν), . . . ,

τ+
m(x, ξ, ν) с положительными мнимыми частями и m корней с отрица-
тельными мнимыми частями для всех x ∈ Q, ν 6= 0 и ξ 6= 0, орто-
гональных к ν в Rn. Условие C.2 имеет следующий вид: многочлены
B0

1(x, ξ + τν), . . . , B0
m(x, ξ + τν) линейно независимы по модулю полино-

ма
m∏

µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν)
)
для всех x ∈ ∂Q и ξ 6= 0, ортогональных к ν, где

ν единичный вектор внутренней нормали к ∂Q в точке x. Если оператор
A(x,D) сильно эллиптический в Q и либо n > 3, либо коэффициенты
A(x,D) вещественные, то этот оператор правильно эллиптический в Q.

Введем гильбертовы пространства вектор-функций
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LN
2 (Q) =

N∏

i=1

L2(Q), W l,N(Q) =
N∏

i=1

W l(Q),

W l,N(Q, ∂Q) = W l,N(Q)×
mN∏
µ=1

W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

с нормами

‖v‖LN
2 (Q) =

(
N∑

i=1

‖vi‖2
L2(Q)

)1/2

, ‖u‖W l,N (Q) =

(
N∑

i=1

‖ui‖2
W l(Q)

)1/2

,

‖f‖W l,N (Q) =

(
‖f0‖2

W l,N (Q) +
mN∑
µ=1

‖f1µ‖2
W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

)1/2

, (C.14)

где u = (u1, . . . , uN), v = (v1, . . . , vN), f = (f0, f1), f0 = (f01, . . . , f0N) и
f1 = (f11, . . . , f1,mN), l > max{0,mµ − 2m + 1}—целое.

Определим линейный ограниченный оператор L : W l+2m,N(Q) →
W l,N(Q, ∂Q) по формуле

Lu = (A(x,D)u, B(x,D)u|∂Q).

Функция u ∈ W l+2m,N(Q) называется сильным решением задачи (C.12),
(C.13) в W l+2m,N(Q), если Lu = f.

Лемма C.2. Пусть выполняются условия C.1 и C.2. Тогда существу-
ет линейный ограниченный оператор R : W l,N(Q, ∂Q) → W l+2m,N(Q),
который является правым и левым регуляризатором оператора L :

W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q).

Доказательство см. в [36], теоремы 2.5 и 2.6, и [8, §§ 2 и 4].
Из теорем A.5, B.8 и леммы C.2 мы получим следующие утверждения.

Лемма C.3. Пусть выполнены условия C.1 и C.2. Тогда для всех
u ∈ W l+2m,N(Q)

‖u‖W l+2m,N (Q) 6 c1
(‖Lu‖W l,N (Q,∂Q) + ‖u‖LN

2 (Q)
)
. (C.15)

Теорема C.7. Пусть выполнены условия C.1 и C.2. Тогда оператор
L : W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q) фредгольмов.
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Лемма C.4. Пусть Q1, Q2 ⊂ Rn — ограниченные области такие, что
Q1 ⊂ Q2. Предположим, что оператор A(x,D) правильно эллиптиче-
ский в Q2. Тогда для всех u ∈ W l+2m(Q2) имеет место оценка.

‖u‖W l+2m,N (Q1) 6 c2
(‖A(x,D)u‖W l,N (Q2) + ‖u‖LN

2 (Q2)
)
, (C.16)

где c2 > 0 зависит от константы эллиптичности, Q1, Q2 и M,

M = max
|β|6l0

max
j,k

max
|α|62m

max
x∈Q2

|Dβajkα(x)|, l0 = max (l, 1),

и не зависит от u.

Это утверждение сформулировано в теореме 15.3 из [39] и последую-
щих комментариях. Лемма C.3 и формула Лейбница обеспечивают спра-
ведливость неравенства (C.16) с членом ‖u‖W l+2m−1,N (Q2) вместо ‖u‖LN

2 (Q2)

в правой части. Для получения оценки (C.16) нужно дополнительно при-
менить методы, близкие к [23, гл. 5].

Обобщение леммы C.4 на случай эллиптических краевых задач можно
сформулировать следующим образом.

Лемма C.5. Предположим, что Q1, Q2 ⊂ Rn —такие области, что
Q1 ⊂ Q2 ⊂ Q. Пусть S1 ⊂ ∂Q1 и S2 ⊂ ∂Q2 — (n− 1)-мерные многооб-
разия класса C∞, открытые и связные в индуцированной топологии, и
пусть S1 ⊂ S2 ⊂ ∂Q и ∂Q1\S1 ⊂ Q2. Пусть условия C.1 и C.2 выпол-
няются на Q2 и на многообразии S2 соответственно. Предположим,
что u ∈ W l1+2m,N(Q2) удовлетворяет уравнению (C.12) в Q2 и крае-
вым условиям (C.13) на S2 и f ∈ W l2,N(Q2, S2), где l 6 l1 6 l2. Тогда
u ∈ W l2+2m,N(Q1) и ‖u‖W l2+2m,N (Q1) 6 c3

(‖f‖W l2,N (Q2,S2) + ‖u‖LN
2 (Q2)

)
.

Лемма C.5 следует из теоремы 2.11 в [36] и замечаний к этому утвер-
ждению.

Эллиптические задачи с параметром

Мы будем изучать систему дифференциальных уравнений

A(x, D, λ)u(x) = f0(x) (x ∈ Q) (C.17)
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с краевыми условиями

B(x,D, λ)u(x)|∂Q = f1(x) (x ∈ ∂Q) (C.18)

относительно вектор-функции u = (u1, . . . , uN). Здесь Q ⊂ Rn — ограни-
ченная область с границей ∂Q ∈ C∞, n > 2; A(x,D, λ) и B(x,D, λ)—
матрицы порядков N ×N и mN ×N соответственно с элементами вида

Ajk(x,D, λ)uk(x) =
∑

β+|α|62m

ajkαβ(x)λβDαuk(x) (j, k = 1, . . . , N),

Bµk(x,D, λ)uk(x) =
∑

β+|α|6mµ

bµkαβ(x)λβDαuk(x)

(µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),

ajkαβ, bµkαβ ∈ C∞(Rn)—комплекснозначные функции; f0 = (f01, . . . , f0N)

и f1 = (f11, . . . , f1,mN); m,mµ —целые числа, m > 1, mµ > 0.
Обозначим через A0

jk(x,D, λ) и B0
µk(x,D, λ) главные однородные ча-

сти операторов Ajk(x,D, λ) и Bµk(x,D, λ) соответственно, т. е.

A0
jk(x,D, λ) =

∑

β+|α|=2m

ajkαβ(x)λβDα,

B0
µk(x,D, λ) =

∑

β+|α|=mµ

bµkαβ(x)λβDα.

Рассмотрим соответствующие полиномы

A0
jk(x, ξ, λ) =

∑

β+|α|=2m

ajkαβ(x)λβξα,

B0
µk(x, ξ, λ) =

∑

β+|α|=mµ

bµkαβ(x)λβξα.

Пусть A0(x, ξ, λ) и B0(x, ξ, λ)—матрицы порядков N ×N и mN ×N

с элементами

A0
jk(x, ξ, λ) (j, k = 1, . . . , N),

B0
µk(x, ξ, λ) (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).

Обозначим через θ замкнутый угол в C вида θ = {λ ∈ C :

ϕ1 6 arg λ 6 ϕ2}.
Предположим, что операторы A(x,D, λ) и B(x,D, λ) удовлетворяют

следующим условиям.
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Условие C.3. Полином detA0(x, ξ + τν, λ) переменной τ имеет ровно
mN корней

τ+
1 (x, ξ, ν, λ), . . . , τ+

mN(x, ξ, ν, λ)

с положительными мнимыми частями и mN с отрицательными мнимыми
частями для любых x ∈ Q, λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν в Rn таких, что
|ξ|+ |λ| 6= 0, ν 6= 0.

Условие C.4. Строки матрицы

B0(x, ξ + τν, λ)A0(x, ξ + τν, λ)−1 detA0(x, ξ + τν, λ)

линейно независимы по модулю полинома
mN∏
µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν, λ)
)
для всех

x ∈ ∂Q, λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν, таких, что |ξ| + |λ| 6= 0, где ν —
единичный вектор внутренней нормали к ∂Q в точке x.

Будем говорить, что задача (C.17), (C.18) эллиптическая задача с
параметром в смысле Аграновича и Вишика, если выполняются усло-
вия C.3 и C.4 (см. [1]).

Замечание C.4. Если N = 1, то матрица A(x,D, λ) состоит из одного
элемента A(x,D, λ), а матрица B(x,D, λ) является столбцом
(B1(x,D, λ), . . . , Bm(x,D, λ)), где

A(x,D, λ) =
∑

β+|α|62m

aαβ(x)λβDα,

Bµ(x,D, λ) =
∑

β+|α|62m

bµαβ(x)λβDα (µ = 1, . . . , m),

aαβ, bµαβ ∈ C∞(Rn). Пусть A0(x,D, λ) и B0
µ(x,D, λ)— главные однород-

ные части A(x,D, λ) и Bµ(x,D, λ) соответственно. Тогда условие C.3 при-
нимает вид: полином A0(x, ξ + τν, λ) переменной τ имеет ровно m корней
τ+
1 (x, ξ, ν, λ), . . . , τ+

m(x, ξ, ν, λ) с положительными мнимыми частями и m

корней с отрицательными мнимыми частями для всех x ∈ Q, λ ∈ θ и ξ,
ортогональных к ν в Rn, таких, что |ξ|+|λ| 6= 0, ν 6= 0. Условие C.4 имеет
следующий вид: полиномы B0

1(x, ξ + τν, λ), . . . , B0
m(x, ξ + τν, λ) линейно

независимы по модулю полинома
m∏

µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν, λ)
)
для всех x ∈ ∂Q,

328



λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν, таких, что |ξ|+ |ν| 6= 0, где ν — единичный
вектор внутренней нормали к ∂Q в точке x.

В гильбертовых пространствах W s(Ω) (s > 0; Ω = Q, ∂Q), W s,N(Q) и

W l,N(Q, ∂Q) = W l,N(Q)×
mN∏
µ=1

W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

мы введем эквивалентные нормы, зависящие от λ, следующим образом:

|||v|||W s(Ω) =
(
‖v‖2

W s(Ω) + |λ|2s‖v‖2
L2(Ω)

)1/2
, (C.19)

|||u|||W s,N (Q) =
(
‖u‖2

W s,N (Q) + |λ|2s‖u‖2
LN

2 (Q)

)1/2
, (C.20)

|||f |||W l,N (Q,∂Q) =

(
|||f0|||2W l,N (Q) +

mN∑
µ=1

|||f1µ|||2W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

)1/2

, (C.21)

где u = (u1, . . . , uN), f = (f0, f1), f0 = (f01, . . . , f0N) и f1 = (f11, . . . , f1,mN),
l > max{0,mµ − 2m + 1}— целое.

Введем линейный ограниченный оператор L
(
λ
)

: W l+2m,N
(
Q

) →
W l,N

(
Q, ∂Q

)
по формуле L

(
λ
)
u =

(
A

(
x,D, λ

)
u,B

(
x,D, λ

)
u|∂Q

)
.

Теорема C.8. Пусть выполняются условия C.3 и C.4. Тогда справед-
ливы следующие утверждения:

(a) Оператор L(λ) : W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q) фредгольмов и
indL(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Существует λ0 > 0 такое, что для λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ0} опера-
тор L(λ) имеет ограниченный обратный L−1(λ) : W l,N(Q, ∂Q) →
W l+2m,N(Q).

(c) Для любых u ∈ W l+2m,N(Q) и λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ0}

c1|||L(λ)u|||W l,N (Q,∂Q) 6 |||u|||W l+2m,N (Q) 6
6 c2|||L(λ)u|||W l,N (Q,∂Q), (C.22)

где c1, c2 > 0 не зависят от λ и u.
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Изучим задачу Дирихле, предполагая, что N = 1. На операторы
A0(x,D, λ) и B0

µ(x,D, λ) накладываются следующие условия.

Условие C.5. Оператор A0(x,D, λ)u(x) =
∑

|α|=2m

aα(x)Dαu(x)+λ2mu(x)—

дифференциальный оператор с вещественнозначными коэффициентами
aα ∈ C∞(Rn) такими, что

∑
|α|=2m

aα(x)ξα > 0 для 0 6= ξ ∈ Rn и x ∈ Q.

Условие C.6. Операторы

B0
µ(x,D, λ)u(x) = (−i∂/∂ν)µ−1u(x)

(µ = 1, . . . , m)— граничные операторы задачи Дирихле.

Очевидно, при выполнении условий C.5 и C.6 для любых
0 < ε < π/2m и

λ ∈ ωε = {λ ∈ C : | arg λ| 6 ε} ∪ {λ ∈ C : | arg λ− π| 6 ε}

операторы A0(x,D, λ) и B0
µ(x,D, λ) удовлетворяют условиям C.3 и C.4.

Поэтому имеет место следствие.

Следствие C.1. Пусть выполнены условия C.5 и C.6. Тогда справедли-
вы следующие утверждения.

(a) Оператор L(λ) : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q) фредгольмов и indL(λ) = 0

для всех λ ∈ C.

(b) Для любого 0 < ε < π/2m существует q = q(ε) > 0 такое, что
для всех

λ ∈ ωε,q = {λ ∈ ωε : |λ| > qε}
оператор L(λ) имеет ограниченный обратный L−1(λ) : W l(Q, ∂Q) →
W l+2m(Q).

(c) Для всех u ∈ W l+2m(Q) и λ ∈ ωε,q справедлива априорная оцен-
ка (C.22).

Теорема C.8 и следствие C.1 вытекают из теорем 4.1, 5.1 и 5.2 в [1, гл. 1].
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Введем неограниченный оператор A : D(A) ⊂ W l(Q) → W l(Q) по
формуле

Au =
∑

|α|62m

aα(x)Dαu(x) (u ∈ D(A)),

D(A) = {u ∈ W l+2m(Q) : B0
µu|∂Q = 0, µ = 1, . . . , m}, где aα ∈ C∞(Rn)—

вещественнозначные функции, а операторы A0 и B0
µ удовлетворяют усло-

виям C.5 и C.6.
Из следствия C.1 и теорем A.12 и A.1 мы получаем следствие.

Следствие C.2. Пусть выполняются условия C.5 и C.6. Тогда справед-
ливы следующие утверждения.

(a) Оператор A : D(A) ⊂ W l(Q) → W l(Q) фредгольмов, и indA = 0.

(b) Спектр σ(A) дискретный, и для η 6∈ σ(A) резольвента R(η,A) :

W l(Q) → W l(Q)— компактный оператор.

(c) Для любого 0 < δ < π все точки спектра σ(A), за исключением,
быть может, конечного их числа, принадлежат углу комплексной
плоскости | arg η| < δ.

Следствие C.2 вытекает из теоремы 23 и следствия 27 в [14, гл. 14, § 6].

Одномерный случай

Изучим систему обыкновенных дифференциальных уравнений с пара-
метром

A(t,Dt, λ)u(t) = f0(t) (t ∈ (d1, d2)) (C.23)

с краевыми условиями

Bρ(t,Dt, λ)u(t)|t=dρ
= fρ (ρ = 1, 2) (C.24)

относительно вектор-функции u = (u1, . . . , uN).
Здесь A(t,Dt, λ) и Bρ(t,Dt, λ)—матрицы порядков N ×N и mN ×N
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соответственно с элементами

Ajk(t,Dt, λ)uk(t) =
∑

α+β62m

ajkαβ(t)λ
βDα

t uk(t) (j, k = 1, . . . , N),

Bρµk(t,Dt, λ)uk(t) =
∑

α+β6mρµ

bρµkαβ(t)λ
βDα

t uk(t)

(ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),

ajkαβ, bρµkαβ ∈ C∞(R)—комплекснозначные функции; Dt = −i
d

dt
;

f0 = (f01, . . . , f0N), fρ = (fρ1, . . . , fρ,mN); m,mρµ —целые, m > 1, mµ > 0.
Пусть A0

jk(t,Dt, λ) и B0
ρµk(t,Dt, λ)— главные однородные части опе-

раторов Ajk(t,Dt, λ) и Bρµk(t, Dt, λ) соответственно. Обозначим через
A0(t, τ, λ) и B0

ρ(t, τ, λ) матрицы порядков N×N и mN×N с элементами

A0
jk(t, τ, λ) (j, k = 1, . . . , N),

B0
ρµk(t, τ, λ) (ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).

Предположим, что операторы A(t,Dt, λ) и Bρ(t,Dt, λ) удовлетворяют
следующим условиям.

Условие C.7. Существует ε, 0 < ε < π/2, такое, что полином detA0(t, τ, λ)

переменной τ имеет ровно mN корней τ+
1 (t, λ), . . . , τ+

mN(t, λ) с положи-
тельными мнимыми частями и mN корней с отрицательными мнимыми
частями для всех t ∈ [d1, d2] и 0 6= λ ∈ ωε.

Условие C.8. Строки матрицы

B0
ρ(t, τ, λ)A0(t, τ, λ)−1 detA0(t, τ, λ)

линейно независимы по модулю полинома
mN∏
µ=1

(
τ − τ+

µ (dρ, λ)
)
для всех

ρ = 1, 2 и 0 6= λ ∈ ωε.

Определим пространство вектор-функций

W k,N(d1, d2) =
N∏

j=1

W k(d1, d2)
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с нормой

‖u‖W k,N (d1,d2) =

(
N∑

j=1

‖uj‖2
W k(d1,d2)

)1/2

,

где k > 0—целое.
ПоложимW l,N [d1, d2] = W l,N(d1, d2)×CmN×CmN , где l > max{0,−2m+

mρµ + 1}.
Для каждого λ ∈ C определим линейный ограниченный оператор

L(λ) : W l+2m,N(d1, d2) →W l,N [d1, d2]

по формуле

L(λ)u = {A(t,Dt, λ)u,Bρ(t,Dt, λ)u|t=dρ
}.

Мы будем использовать нормы, зависящие от параметра λ 6= 0,

|||u|||W l,N (d1,d2) =

(∑

j

|||uj|||2W l(d1,d2)

)1/2

, (C.25)

|||uj|||W l(d1,d2) =
(
‖uj‖2

W l(d1,d2) + |λ|2l‖uj‖2
L2(d1,d2)

)1/2
, (C.26)

|||f |||W l,N [d1,d2] =

(
|||f0|||2W l,N (d1,d2) +

∑
ρ,µ

|λ|2(l+2m−mρµ−1/2)|fρµ|2
)1/2

,

(C.27)

где u = (u1, . . . , uN), f = {f0j, fρµ}. Для фиксированного λ 6= 0 эти
нормы эквивалентны нормам ‖u‖W l,N (d1,d2), ‖uj‖W l(d1,d2) и ‖f‖W l,N [d1,d2] со-
ответственно.

Замечание C.5. Пусть выполняются условия C.7 и C.8. Тогда анало-
гично теореме C.8 оператор L(λ) обладает следующими свойствами.

(a) Оператор L(λ) : W l+2m,N(d1, d2) →W l,N [d1, d2] фредгольмов и
indL(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Существует λ0 > 0 такое, что для λ ∈ ωε,λ0
оператор L(λ) имеет

ограниченный обратный L−1(λ) : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2).
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(c) Для любых u ∈ W l+2m,N(d1, d2) и λ ∈ ωε,λ0

c1|||L(λ)u|||W l,N [d1,d2] 6
6 ν|||W l+2m,N (d1,d2) 6 c2|||L(λ)u|||W l,N [d1,d2], (C.28)

где c1, c2 > 0 не зависят от λ и u.

Сделаем теперь некоторые замечания, касающиеся обыкновенного диф-
ференциального уравнения с граничными условиями Дирихле.

Введем линейный ограниченный оператор L(λ) : W 2(0, d) →W [0, d] =

L2(0, d)× C× C по формуле L(λ)u =
(
Au + λ2u, u(0), u(d)

)
, где

Au = −a0(t)u
′′(t) + a1(t)u

′(t) + a2(t)u(t),

ai ∈ C[0, d]— вещественнозначные функции (i = 0, 1, 2), a0(t) > k > 0

(t ∈ [0, d]), λ ∈ C.
Мы будем использовать нормы, зависящие от параметра λ,

|||u|||W 2(0,d)=
(
‖u‖2

W 2(0,d) + |λ|4‖u‖2
L2(0,d)

)1/2
,

|||f |||W[0,d] =
(
‖f0‖2

L2(0,d) + |λ|3(|f1|2 + |f2|2
))1/2

,

где f = (f0, f1, f2), λ 6= 0.

Замечание C.6. Замечание C.5 остается в силе для оператора L(λ) :

W 2(0, d) →W [0, d] с пространствами W 2(0, d) и W [0, d] вместо
W l+2m,N(d1, d2) и W l,N [d1, d2] соответственно.

Введем теперь неограниченный линейный оператор A : D(A) ⊂
L2(0, d) → L2(0, d) по формуле

Au = Au (u ∈ D(A)),

D(A) = {u ∈ W 2(0, d) : u(0) = u(d) = 0}.
Замечание C.7. Следствие C.2 остается справедливым для оператора

A : D(A) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d)

с пространством L2(0, d) вместо W l(Q).
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ОПИСАНИЕ КУРСА И ПРОГРАММА  

 

 

Название курса 

Нелокальные краевые задачи и их приложения к исследованию много-

мерных диффузионных процессов и процессов терморегуляции живых 

клеток. 

Цели и задачи курса 

− представленный в курсе материал относится к дифференциальным 

уравнениям (математика), 

− целью курса является знакомство и освоение основных методов новой 

области дифференциальных уравнений – теорией нелокальных краевых задач, 

а также приложениями к теории многомерных диффузионных процессов, 

− курс предназначен для магистерской программы обучения, 

− рекомендуется в качестве спецкурса по выбору для студентов физи-

ко-математических факультетов университетов и вузов, обучающихся по 

направлению "Математика", 

− курс рассчитан на 144 часа нагрузки (один семестр, 4 кредита), из ко-

торых 36 часов отводится на лекции, 36 часов на практические занятия и 

72 часа – на самостоятельную работу студентов. 

Инновационность курса 

1. По содержанию 

Представленный в курсе материал содержит основы новой теории не-

локальных краевых задач, развитие которой было ранее сформулировано в 

виде нерешенной проблемы в области дифференциальных уравнений. 

Большинство результатов, представленных в курсе принадлежат автору и 

его ученикам. 
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2. По методике преподавания 

Лекции и практические занятия по данному курсу будут проводиться в 

мультимедийном классе, что позволяет сочетать изложение новых матема-

тических результатов и современных вычислительных средств и средств 

визуализации для лучшего усвоения знаний студентами. 

3. По литературе 

В учебном пособии и соответствующем курсе впервые излагается мате-

риал, который раньше можно было найти лишь в научных статьях. Поэто-

му список обязательной литературы содержит 8 статей и лишь одну моно-

графию. Таким образом, знакомство с современной теорией нелокальных 

краевых задач до публикации данного учебного пособия было весьма за-

труднительным. 

4. По сочетанию теории и приложений 

В курсе излагаются актуальные вопросы, возникающие в приложениях 

(аналитическая теория многомерных диффузионных процессов и процессы 

терморегуляции живых клеток). 

5. По организации учебного процесса 

Реализация курса будет проходить в рамках кредитно-модульной системы. 

 

Структура курса 

Введение (лекции – 2 часа) 

Раздел 1. Весовые пространства (лекции – 6 часов, практические заня-

тия – 8 часов; самостоятельная работа – 16 часов; трудоемкость 1 раздела и 

введения – 1 кредит). 

Рассматриваются весовые пространства Кондратьева в бесконечных уг-

лах и в пространстве Rn, а затем и в ограниченных областях с конечным 

числом угловых точек или ребер. Изучаются основные свойства весовых 

пространств: эквивалентные нормы, существование операторов следа и 

поднятия, теоремы о компактности вложения, продолжение функций в 
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бóльшую область, интерполяционные неравенства. Эти результаты ис-

пользуются для исследования разрешимости нелокальных эллиптических 

задач в бесконечных углах и в ограниченной области в разделах 2 и 3. Ис-

следуются также весовые пространства с неоднородным весом в плоских 

углах. Результаты, полученные для этих пространств используются при 

изучении нелокальных эллиптических задач с параметром на единичной 

сфере в плоских углах, которые возникают в разделе 2 при исследовании 

нелокальных эллиптических задач в двугранных углах. 

Раздел 2. Модельные задачи в углах (лекции – 10 часов, практические 

занятия – 10 часов, самостоятельная работа – 20 часов, трудоемкость – 

1 кредит). 

Рассматриваются нелокальные эллиптические задачи в бесконечных уг-

лах и локальные задачи в пространстве Rn. Исследуются вопросы однознач-

ной разрешимости и асимптотическое поведение решений в плоских углах в 

зависимости от величины угла, коэффициентов при нелокальных членах, по-

казателя веса и показателя гладкости решения. Для пространственных нело-

кальных задач излагается метод сведения к нелокальным задачам в плоских 

углах с параметром на единичной сфере. Для локальных эллиптических задач 

в Rn доказано, что соответствующий оператор не может быть изоморфизмом 

ни при каких значениях весового параметра. Результаты раздела 2 применя-

ются в разделе 3 для исследования фредгольмовой разрешимости нелокаль-

ных эллиптических задач в ограниченных областях. 

Раздел 3. Разрешимость эллиптических задач в ограниченных областях 

с нелокальными условиями вблизи границы (лекции – 10 часов, практиче-

ские занятия – 10 часов, самостоятельна работа – 20 часов, трудоемкость − 

1 кредит). 

Рассматривая локальные и нелокальные эллиптические задачи в ограни-

ченных областях имеющих конечное число угловых точек или ребер. Для 

плоских областей получены необходимые и достаточные условия фредголь-
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мовой разрешимости. Доказано, что в случае, когда носители нелокальных 

членов не подходят к точкам сопряжения нелокальная и соответствующая 

локальная задачи в весовых пространствах фредгольмовы или нет одновре-

менно. В случае подхода нелокальных членов к точкам спряжения дополни-

тельно предлагается, что это подход – некасательный. В этом случае локаль-

ная задача может быть фредгольмовой, а нелокальная – нет. 

Раздел 4. Применение к теории многомерных диффузионных процессов 

(лекции – 8 часов, практические занятия – 8 часов, самостоятельная рабо-

та – 16 часов) 

Рассматриваются математические модели многомерных диффузионных 

процессов, возникающие при описании случайных блужданий частиц в 

биологических клетках, включая эффекты прыжков. Получены достаточ-

ные условия существования полугрупп Феллера как в трансверсальном 

случае, так и в наиболее трудном нетрансверсальном случае. Для доказа-

тельства используется сведение к нелокальным эллиптическим краевым 

задачам в ограниченных областях. Таким образом, результаты раздела 4 

опираются на методы раздела 3. 

Система контроля знаний 

включает 

− промежуточный контроль в форме письменной контрольной работы, 

− выполнение курсовой работы, 

− итоговый контроль в форме письменной контрольной работы. 

На письменную контрольную работу отводится одно практическое за-

нятие на 9-ой неделе семестра. Целью работы является проверка усвоения 

материала первой части курса, охватывающего весовые пространства (раз-

дел 1) и модельные задачи в углах (раздел 2). Работа выполняется каждым 

студентом в аудитории без обращения к конспектам по литературе и пред-

мету. Контрольная работа состоит из трех задач по разделам 1 и 2. Оцени-

вается как ход решения (достаточная аргументация, строгость рассужде-
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ний), так и правильность полученного ответа. Точное содержание кон-

трольной работы студентам заранее не известно. Примерные варианты 

приведены ниже. 

Вариант 1 

1. При каком λ  функция ϕλ sinln rr  принадлежит весовому пространст-

ву Кондратьева )(1
1 QH− ? Здесь }1    :R{ 2 <∈= xxQ , где r, ϕ − полярные коор-

динаты точки х, множество K в определении пространства 

),()( 1
1

1
1 KQHQH −− =  состоит из одной точки 0=x . 

Рассмотрим нелокальную эллиптическую задачу 

),()()( 0 θ∈=Δ xxfxu                        (1) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

>=

>=−

=

==

).0()(),(

),0()(),(),(

22

140

rrfru

rrfruru

                              

        

πϕ

πϕϕ

ϕ

ϕαϕ
      (2) 

Здесь ),()()(),(),,( 2
23

1
230

210 γγθγθα aaa HHHffff, ××=∈=∈ 0
aΗ    R  :{ 2R∈= xθ  

}.2:{},0:{},20 2
2

2
1 πϕγϕγπϕ =∈==∈=<<   R    R  xx  

2. Пусть .1−=α  При каких значениях а задача (1), (2) имеет единствен-

ное сильное решение и )(2 θaHu = ? 

3. Пусть ,0=α  т.е. задача (1), (2) является задачей Дирихле для уравне-

ния Пуассона (локальной). При каких значениях а задача (1), (2) имеет 

единственное сильное решение )(2 θaHu = ? Сравнить с ответом в задаче 2. 

Вариант 2 

1. При каком λ  функция ϕλ 2cos1+r  принадлежит пространству Соболева 

)(2 QW ? Здесь ϕ     R ,},1:{ 2 rxxQ <∈=  − полярные координаты точки х. 

Рассмотрим нелокальную эллиптическую задачу 

),(                        )()( 0 θ∈=Δ xxfxu        (1) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

>=−
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).0(      )(),(),(

),0(                               )(),(

22

10

rrfruru

rrfru

πϕπϕ
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Здесь R∈α , ),()()(),(),,( 2
23

1
2300

210 γγθγθ aaaa HHHffff ××=∈= H  :{ 2R∈= xθ  

},0 πϕ <<  }.:{},0:{ 2
2

2
1 πϕγϕγ =∈==∈=    R    R xx  

2. Пусть 3=α . При каких значениях а множество правых частей f, при 

которых задача (1), (2) разрешима в )(2 θaH , не является замкнутым в 

),(0 γθaH ? 

3. Пусть 0=α , т.е. задача (1), (2) является задачей Дирихле для уравне-

ния Пуассона (локальной). При каких значениях а множество правых час-

тей f, при которых задача (1), (2) разрешима в )(2 θaH , не является замкну-

тым в ),(0 γθaH ? Сравнить с ответом в задаче 2. 

Написание курсовой работы является самостоятельной внеаудиторной 

формой работы студентов. Распределение тем курсовых работ происходит 

в течение первой недели, а представление и защита курсовых работ – не 

позднее, чем за неделю до проведения итогового контроля. Целью написа-

ния курсовой работы является более глубокое самостоятельное освоение 

студентом изучаемого предмета, включая элементы научно-исследователь-

ской работы. Причем студент может сам выбирать либо более техниче-

скую тему, либо более творческую и более сложную. При оценке курсовой 

работы учитывается уровень самостоятельности студента, сложность те-

мы, а также строгость изложения полученных им результатов. 

При написании курсовой работы недопустимо включать в свою работу 

выдержки из других авторов без указания на это, пересказывать чужую ра-

боту близко к тексту без ссылок на нее, использовать чужие идеи без ука-

зания первоисточников (это касается и источников, найденных в Интерне-

те). Все случаи плагиата должны быть исключены. В конце работы дается 

исчерпывающий список всех используемых источников. Те же правила 

академической этики и соблюдения авторских прав относятся также к 

учебному пособию по данному курсу. 
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В конце обучения проводится итоговая письменная работа, охваты-

вающая весь материал курса. 

Задание к итоговой работе включают в себя три задачи. Первые две за-

дачи отражают тему 3, а последняя задача – тему 4. Однако, в первых двух 

задачах используются также материалы тем 1, 2. 

Время на выполнение итоговой работы – 2 академических часа. Ниже 

приведены возможные варианты заданий к итоговой работе. 

Вариант 1 

1. Рассматривается нелокальная эллиптическая задача 

),(                                  )()( 30 KQxxfxu ∈=Δ      (1) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∈=

∈=−

).()()(

),()())(()()(

2

1

2Г

1ГГ

Г

Г

2

11

xxfxu

xxfxuxbxu

                                

      ω
      (2) 

Здесь 2R⊂Q  − ограниченная область с угловыми точками ,, 21 Qgg ∂∈  

}{}{ 21 ggQ UUU 21 ГГ=∂ , iГ  − кривые класса )2,1(  =∞ iC , в некоторой окрестности 

точки ig  область Q  совпадает с углом раствора )3  ,2  ;2 ,1 (  21 πβπββ ===ii , 

ω  − ∞C -диффеоморфизм, 111 )(,)( ggQ =⊂ ωω    Г , в некоторой окрестности 

точки 1g  преобразование (.)ω  является поворотом на угол 4π , 12 )( Г∈gω  и в 

некоторой окрестности точки )( 2gω  кривая Г1 совпадает с прямой, 

)( 2R∞∈Cb . 

Пусть 1)( 1 == gbK   , K , а ),(),,( 0
210 Г Qffff aH∈= . Найти необходимые и 

достаточные условия для параметра а, при которых задача (1), (2) – фред-

гольмова в весовом пространстве Кондратьева )(2 θaH . 

2. Привести пример нелокальной эллиптической задачи в ограниченной 

области с ребром, которая в некоторой окрестности каждой точки ребра 

сводится к эллиптическому уравнению с нелокальными условиями в дву-

гранном угле. Записать указанную нелокальную эллиптическую задачу в 
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двугранном угле и соответствующее невырожденное гладкое преобразова-

ние переменных. 

3. Рассматривается неограниченный оператор )()()(  : QCQC BBBB →⊂ADA , 

где uuQCuQCQCu BBBB Δ=∈Δ∈= AAD     )},(:)()({)( 2 I  для ( ) )(, QCu BB   AD∈  − 

подпространство функций в )(QC , удовлетворяющих нелокальным услови-

ям (2), 1)(0),( 2 ≤≤∈ ∞ xbCb   R , преобразование ω удовлетворяет условиям за-

дачи 1, ∞∈∂ CQ , на поведение преобразования ω(.) в окрестности точки g1, 

кривой Г1 в окрестности точки ω(g2) и коэффициента b(x) в точке g1 не на-

кладываются дополнительные ограничения из задачи 1. Найти достаточ-

ные условия на коэффициент b(x), при которых замыкание оператора АВ в 

)(QCB  будет полугруппой Феллера в )(QCB . 

Вариант 2 

1. Рассматриваются нелокальная эллиптическая задача 

),()()( 0 Qxxfxu ∈=Δ                                         (1) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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),()())(()()(
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Г

Г

2
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xxfxu

xxfxuxbxu

                                

      ω
      (2) 

Здесь 2R⊂Q  − ограниченная область с угловыми точками ,, 21 Qgg ∂∈  

}{}{ 21 ggQ UUU 21 ГГ=∂ , iГ  − кривые класса )2,1(  =∞ iC , в некоторой окрестности 

точки ig  область Q  совпадает с углом раствора )23  ,3  ;2 ,1(   21 πβπββ ===ii , 

ω  − ∞C -диффеоморфизм, 111 )(,)( ggQ =⊂ ωω    Г , в некоторой окрестности 

точки 1g  преобразование (.)ω  является поворотом на угол 6π , 2Г∈)( 2gω  и 

в некоторой окрестности точки )( 2gω  кривая Г2 совпадает с прямой, 

)( 2R∞∈Cb . 

Пусть 2)( 11 == gbK   , K , а ),(),,( 0
210 Г Qffff aH∈= . Найти достаточные ус-

ловия для параметра а, при которых задача (1), (2) – фредгольмова в весо-

вом пространстве Кондратьева )(2 θaH . 
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2. Привести пример нелокальной эллиптической задачи в ограниченной 

области с ребром, которая в некоторой окрестности каждой точки ребра 

сводится к системе трех эллиптических уравнений с нелокальными усло-

виями в двугранном угле. 

3. Рассматривается неограниченный оператор )()()(: QCQC BBBB →⊂ADA   , 

где uuQCuQCQCu BBBB Δ=∈Δ∈= AAD     )},(:)()({)( 2 I  для ( ) )(, QCu BB   AD∈  − под-

пространство функций в )(QC , удовлетворяющих нелокальным условиям 

(2), 1)(0),( 2 ≤≤∈ ∞ xbCb   R , преобразование ω удовлетворяет условиям зада-

чи 1, ∞∈∂ CQ , на поведение преобразования ω(.) в окрестности точки g1, 

кривой Г2 в окрестности точки ω(g2) и коэффициента b(x) в точке g1 не на-

кладываются дополнительные ограничения из задачи 1. Найти достаточ-

ные условия на коэффициент b(x), при которых замыкание оператора АВ в 

)(QCB  будет полугруппой Феллера в )(QCB . 

Для оценки работы студента применяется бальная система. Наилучше-

му результату соответствуют 100 баллов, которые распределяются по ви-

дам контроля следующим образом: 

− промежуточная контрольная работа – от 0 до 15 баллов, 

− курсовая работа – от 0 до 20 баллов, 

− итоговая письменная контрольная работа – от 0 до 25 баллов, 

− устный экзамен – от 0 до 40 баллов. 

На экзамене билет состоит из двух теоретических вопросов и одной за-

дачи. Первый теоретический вопрос посвящен одной из лекций первой или 

второй темы, второй теоретический вопрос посвящен одной из лекций 

третьей или четвертой темы. Задача имеет уровень сложности одной из 

контрольных работ. 
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Соответствие суммарного количества набранных баллов итоговой 

оценке (по пятибалльной шкале и европейскому стандарту) показано в 

таблицах. 

Баллы 0-50 51-68 69-85 86-100 

Оценка неуд. удовл. хорошо отлично 

 

Баллы 0-30 31-50 51-62 63-73 74-83 84-92 93-100 

Оценка F FX E D B C A 

 

Методика выставления и шкала итоговых оценок отвечают принятым в 

РУДН для теоретических дисциплин. 
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Программа курса 

Аннотированное содержание курса 

Введение 

(лекция 1; 2 часа − лекции; 2 часа – самостоятельная работа) 

1. Рассматриваются постановки нелокальных эллиптических и парабо-

лических задач. Описываются математические модели многомерных диф-

фузионных процессов и процессов терморегуляции в живых клетках, при-

водящие к нелокальным эллиптическим и параболическим задачам. Изла-

гаются без доказательств новые свойства рассматриваемых нелокальных 

задач. Одним из таких свойств является нарушение гладкости обобщенных 

решений вблизи так называемого "множества точек сопряжения", принад-

лежащего границе области. Это связано с проявлением степенных особен-

ностей у решений. Поэтому решение таких задач естественно рассматри-

вать в весовых пространствах. Исследованию свойств весовых пространств 

посвящен первый раздел курса. 

Раздел 1 

Весовые пространства 

(лекции 2-4, практические занятия 1-4; 6 часов лекций; 8 часов – практиче-

ских занятий; 16 часов − самостоятельная работа; трудоемкость раздела 1 и 

введения – 1 кредит) 

Лекции 

2. Весовые пространства Кондратьева в углах в Rn. 

Определяются весовые пространства Кондратьева в бесконечных углах и 

в Rn. Вводится преобразование переменных, отображающее бесконечный 

угол в полосу. Доказываются теоремы об эквивалентных нормах в весовых 

пространствах Кондратьева. Изучаются свойства этих пространств в беско-

нечных углах и в Rn: существование операторов следа и поднятия, вложение 

весовых пространств с различными показателями дифференцируемости и ве-

са, интерполяционные неравенства. Полученные результаты для модельных 
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областей применяются с помощью разбиения единицы к исследованию 

свойств весовых пространств в ограниченной области в лекции 3. 

3. Функциональные пространства с неоднородным весом. 

Исследуются свойства функциональных пространств с неоднородным ве-

сом в плоских углах и в Rn. Доказывается существование операторов следа и 

поднятия, доказываются теоремы об эквивалентных нормах в пространствах 

следов, устанавливается связь с весовыми пространствами в двугранных уг-

лах. Полученные результаты применяются в лекции 7 при сведении нело-

кальных эллиптических краевых задач в двугранных углах к нелокальным 

эллиптическим задачам с параметром на единичной сфере в плоских углах. 

4. Весовые пространства Кондратьева в ограниченных областях. 

Доказываются теоремы о продолжении функций в весовых пространст-

вах и о существовании операторов следа и поднятия, устанавливаются ин-

терполяционные неравенства, доказываются существование операторов 

следа и поднятия и теорема о компактности вложения весовых про-

странств, устанавливается связь с пространствами Соболева. Результаты 

применяются в лекциях 10-14, посвященных априорным оценкам решений 

и построению правого регуляризатора локальных и нелокальных эллипти-

ческих задач в ограниченной области. 

Практические занятия 

1. Преобразование переменных, отображающее бесконечный угол в 

полосу. Эквивалентные нормы в весовых пространствах Кондратьева в 

бесконечных углах. 

Примеры посвящены указанному преобразованию переменных, позво-

ляющему перейти от угла к области с гладкой границей (полосе), а также 

различным способам введения эквивалентных норм в весовых пространствах. 
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2. Свойства весовых пространств Кондратьева в бесконечных углах. 

Операторы следа и поднятия. Интерполяционные неравенства. 

Примеры посвящены различным свойствам весовых пространств, в том 

числе свойствам оператора следа и поднятия и оценке норм с помощью 

интерполяционных неравенств. 

3. Функциональные пространства с неоднородным весом в плоских уг-

лах, их связь с весовыми пространствами в двугранных углах. 

Решаются примеры, связанные со свойствами функциональных про-

странств с неоднородным весом: эквивалентные нормы в следовых простран-

ствах, связь с весовыми пространствами Кондратьева в двугранных углах. 

4. Весовые пространства Кондратьева в ограниченных областях. Теорема 

о продолжении функций. Интерполяционные неравенства. Компактность 

оператора вложения. След функции. Связь с пространствами Соболева. 

Решаются примеры из перечисленных выше подразделов. При этом ис-

пользуются навыки практических занятий 1-3. 

Раздел 2 

Модельные задачи в углах 

(лекции 5-9, практические занятия 5-9; 10 часов – лекций; 10 часов − практи-

ческих занятий, 20 часов – самостоятельная работа; трудоемкость – 1 кредит) 

Лекции 

5. Нелокальные эллиптические задачи в плоских углах. 

Доказывается теорема о необходимых и достаточных условиях одно-

значной разрешимости нелокальной эллиптической краевой задачи в плос-

ком угле. Условия формулируются в терминах расположения собственных 

значений соответствующей оператор-функции относительно некоторой 

прямой на комплексной плоскости, параллельной вещественной оси. По-

лученный результат сравнивается с теоремой об однозначной разрешимо-

сти соответствующей локальной эллиптической задачи в плоском угле. Ре-

зультаты применяются в лекциях 10, 13 для доказательства фредгольмовой 
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разрешимости локальных и нелокальных эллиптических задач в плоских 

ограниченных областях. 

6. Асимптотическое поведение решений нелокальных эллиптических 

задач в плоских углах. 

Доказывается асимптотическая формула решений в весовых простран-

ствах Кондратьева нелокальных эллиптических задач в плоских углах. 

Ввод формулы основан на спектральных свойствах соответствующей опе-

ратор-функции. Проводится сравнение полученной формулы с асимптоти-

ческой формулой для решений локальных эллиптических задач. 

7. Нелокальные эллиптические задачи в двугранных углах. Сведение к 

нелокальным эллиптическим задачам с параметром в плоских углах. 

С помощью преобразования Фурье и замены переменных нелокальные 

эллиптические задачи в двугранных углах сводятся к нелокальным эллип-

тическим задачам с параметром на единичной сфере в плоских углах. До-

казано, что оператор, соответствующий первой задаче является изомор-

физмом в весовых пространствах Кондратьева тогда и только тогда, когда 

оператор, соответствующей второй задаче является изоморфизмом в функ-

циональных пространствах с неоднородным весом для всех значений па-

раметра на единичной сфере. Результаты применяются в лекции 14 для до-

казательства фредгольмовой разрешимости нелокальных эллиптических 

задач в пространственных ограниченных областях. 

8. Фредгольмова разрешимость нелокальных эллиптических задач с 

параметром в плоских углах. 

Получена априорная оценка решений и построен правый регуляризатор 

нелокальной эллиптической краевой задачи с параметром в плоском угле. 

Тем самым доказана фредгольмова разрешимость рассматриваемой задачи. 

Результаты применяются в лекции 14 для доказательства фредгольмовой 

разрешимости нелокальных эллиптических задач в пространственных ог-

раниченных областях. 
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9. Локальные эллиптические задачи в Rn. 

Доказываются результаты, аналогичные лекциям 8 в случае, когда вместо 

двугранного угла рассматривается все пространство Rn, а вместо плоского 

угла – пространство R2. Результаты, полученные для разрешимости эллипти-

ческого уравнения в R2\{0} в весовых пространствах Кондратьева, применя-

ются в лекциях 10-13 для доказательства теорем о фредгольмовой разреши-

мости локальных и нелокальных эллиптических краевых задач в плоских ог-

раниченных областях. А именно, с помощью этих результатов вводятся усло-

вия согласования для нелокальных эллиптических задач во внутренних точ-

ках области. В многомерном случае доказано, что оператор, соответствую-

щий эллиптической задаче с параметром на единичной сфере, не является 

изоморфизмом в функциональных пространствах с неоднородным весом ни 

для каких значений весового параметра. Это означает, что условия согласо-

вания в многомерном случае нельзя ввести за счет введения особенностей на 

(n−2)-мерных многообразиях, лежащих внутри области. 

Практические занятия 

5. Нелокальные эллиптические задачи в плоских углах. Необходимые и 

достаточные условия однозначной разрешимости в весовых пространствах 

Кондратьева. Сравнение с условиями разрешимости локальных эллиптиче-

ских задач. 

Решаются примеры на нахождение собственных значений оператор-

функций, соответствующих локальным и нелокальным эллиптическим за-

дачам в плоском угле. Исследуются однозначная разрешимость рассматри-

ваемых задач в зависимости от расположения комплексной плоскости. 

6. Асимптотическое поведение решений локальных и нелокальных эл-

липтических задач в плоских углах. Сравнение расположения собственных 

значений соответствующих оператор-функций. 

Решаются примеры на нахождение собственных значений, а также соб-

ственных и присоединенных функций, соответствующих локальным и не-
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локальным эллиптическим задачам в плоском угле. Строятся асимптотиче-

ские формулы решений в весовых пространствах. 

7. Связь нелокальных эллиптических задач с эллиптическими функ-

ционально-дифференциальными уравнениями. 

Решаются примеры на нахождение параметров нелокальной эллиптиче-

ской задачи в плоском угле, при которых рассматриваемая задача эквива-

лентна краевой задаче для сильного эллиптического функционально-

дифференциального оператора. Тем самым доказывается однозначная разре-

шимость нелокальной эллиптической задачи с параметром в плоском угле. 

8. Нелокальные эллиптические задачи в двугранных углах. Сведение к 

нелокальным эллиптическим задачам с параметром в плоских углах. 

Решаются примеры, использующие метод сведения, основанный на 

преобразовании Фурье и замене переменных. 

Фредгольмова и однозначная разрешимость эллиптических задач с па-

раметром в плоских углах. 

Решаются примеры на нахождение параметров задачи, при которых рас-

сматриваемая нелокальная эллиптическая задача в плоском угле с пара-

метром на единичной сфере будет однозначно разрешимой. 

9. Контрольная работа. 

Раздел 3 

Разрешимость эллиптических задач в ограниченных областях 

с нелокальными условиями вблизи границы 

(лекции 10-14, практические занятия 10-14; 10 часов – лекций, 10 часов – прак-

тических занятий, 20 часов – самостоятельная работа; трудоемкость – 1 кредит) 

Лекции 

10. Локальные эллиптические задачи в ограниченной области с конеч-

ным числом угловых точек или ребер. 

Вводится априорная оценка решений и строится правый регуляризатор 

для локальных эллиптических задач в ограниченной области в весовых 
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пространствах. Тем самым доказывается фредгольмовость соответствую-

щего оператора. В отличие от традиционной постановки эллиптической 

задачи в ограниченной области с угловыми точками или ребрами, допус-

каются особенности решения на некотором множестве. Введение этого 

множества соответствует условиям согласования для нелокальных эллип-

тических задач. Результаты лекции применяются в лекциях 11, 12 для до-

казательства фредгольмовой разрешимости нелокальных эллиптических 

задач с носителями нелокальных членов вне точек сопряжения. 

11. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной облас-

ти с носителями нелокальных членов вне точек сопряжения. Априорные 

оценки решений в весовых пространствах Кондратьева. 

Выводится априорная оценка решений нелокальных эллиптических за-

дач в ограниченной области в весовых пространствах, что позволяет в лек-

ции 12 доказать фредгольмовость соответствующего оператора. при этом 

подход к границе носителей нелокальных членов может быть произволь-

ным, в частности, касательным. 

12. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной облас-

ти с носителями нелокальных членов вне точек сопряжения. Построение 

правого регуляризатора в весовых пространствах Кондратьева. Фредголь-

мова разрешимость. 

Строится правый регуляризатор оператора, соответствующего рассмат-

риваемой задаче. Отсюда и из лекции 11 следует фредгольмовость опера-

тора в случае отсутствия на некоторой прямой параллельной вещественной 

оси собственных значений оператор-функции для локальной задачи. Дока-

зывается, что это достаточное условие фредгольмовой разрешимости явля-

ется необходимым. Другими словами, в случае подхода носителей нело-

кальных членов к границе вне точек сопряжения нелокальная задача фред-

гольмова тогда и только тогда, когда соответствующая локальная задача – 

фредгольмова. 
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13. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной облас-

ти с носителями нелокальных членов вблизи точек сопряжения. Необхо-

димые и достаточные условия фредгольмовой разрешимости. 

Для рассматриваемых нелокальных эллиптических задач получены не-

обходимые и достаточные условия фредгольмовой разрешимости на носи-

тель нелокальных членов накладывается ограничение некасательного под-

хода к границе. Показано, что локальная задача может быть фредгольмо-

вой, а нелокальная – нет и, наоборот, нелокальная задача может быть 

фредгольмовой, а локальная – нет. Применяются два способа построения 

расширенного множества точек сопряжения, которое используется для 

учета нелокальных членов. В первом способе к множеству точек сопряже-

ния добавляются полученные при применении к ним преобразований пе-

ременных в нелокальных членов. Во втором способе показатель веса вы-

бирается достаточно большим. 

14. Нелокальные эллиптические задачи в многомерных ограниченных 

областях. Условие Карлемана. 

Рассматриваются нелокальные эллиптические задачи в n-мерных огра-

ниченных областях. Предполагается, что на (n−2)-мерных многообразиях, 

составляющих множество точек сопряжения, невырожденные гладкие пре-

образования переменных в нелокальных членах удовлетворяют условию 

Карлемана, а подход нелокальных членов к границе в точках сопряжения – 

некасательный. Эти предположения позволяют свести в окрестности мно-

жества точек сопряжения рассматриваемую нелокальную задачу к системе 

эллиптических уравнений с нелокальными краевыми условиями в дву-

гранных углах, а затем применить результаты лекций 7, 8. 

Практические занятия 

10. Локальные эллиптические задачи в ограниченной области с конеч-

ным числом угловых точек или ребер. 
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Решаются примеры на нахождение весового параметра, при котором 

рассматриваемая локальная задача будет фредгольмовой. 

11. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной облас-

ти с носителями нелокальных членов вне точек сопряжения. Необходимые 

и достаточные условия фредгольмовой разрешимости. Сравнение с ло-

кальными эллиптическими задачами. 

Решаются примеры на нахождение весового параметра, при котором 

рассматриваемая нелокальная задача и соответствующая локальная задача 

будут фредгольмовыми. Проводится анализ влияния на фредгольмову раз-

решимость расширенного множества точек сопряжения по сравнению с 

исходным множеством точек сопряжения. 

12. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной облас-

ти с носителями нелокальных членов вблизи точек сопряжения. Необхо-

димые и достаточные условия фредгольмовой разрешимости. Сравнение с 

локальными эллиптическими задачами 

Решаются примеры на нахождение весового параметра, при котором 

рассматриваемая нелокальная задача будет фредгольмовой. Проводится 

сравнительный анализ с соответствующей локальной задачей. 

13. Нелокальные эллиптические задачи в многомерных ограниченных об-

ластях в различных случаях подхода носителей нелокальных членов к границе. 

Решаются примеры сведения рассматриваемых задач к системам эллип-

тических дифференциальных уравнений в двугранных углах. Для получе-

ния достаточных условий фредгольмовой разрешимости примеров нело-

кальных эллиптических задач в ограниченной области применяются эти 

решенные примеры и примеры занятий 7-9. 

14. Гладкость обобщенных решений нелокальных эллиптических задач. 

Сравнение с локальными эллиптическими задачами. 

Решаются примеры на нахождение соотношений между значениями ве-

сового параметра и угла, при которых гладкость обобщенных решений со-
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храняется. Проводится сравнение полученных результатов с соответст-

вующими результатами для локальных эллиптических задач. Методы ре-

шения основаны на результатах лекций 4 и 6. 

Раздел 4 

Применение к теории многомерных диффузионных процессов 

(лекции 15-18, практические занятия 15-18; 8 часов – лекций; 8 часов – прак-

тических занятий; 16 часов – самостоятельная работа; трудоемкость − 1 кредит) 

Лекции 

15. Многомерные диффузионные процессы и полугруппы Феллера. 

Рассматриваются математические модели случайных блужданий частиц 

в живых клетках с учетом эффекта скачков. Устанавливается связь с полу-

группами Феллера. Формулируются необходимые условия на граничные 

операторы, описывающие область определения эллиптического оператора, 

который является генератором полугруппы Феллера. Как следствие из тео-

ремы Хилле-Иосиды оказываются достаточные условия существования 

полугрупп Феллера для абстрактных операторов. Результаты применяются 

для доказательства конструктивных достаточных условий существования 

полугрупп Феллера, генератором которых является эллиптический опера-

тор второго порядка с нелокальными краевыми условиями в лекции 17. 

16. Достаточные условия существования полугрупп Феллера в не-

трансверсальном случае. Разрешимость нелокальных эллиптических задач 

с параметром в пространствах Гёльдера. 

В силу результатов, полученных в лекции 15, для доказательства того, 

что эллиптический оператор второго порядка с нелокальными краевыми 

условиями является генератором полугруппы Феллера, достаточно пока-

зать, что соответствующая нелокальная эллиптическая задача с парамет-

ром однозначно разрешима в пространствах Гёльдера для положительных 

значений параметра, а область определения оператора всюду плотна в 

подпространстве пространства непрерывных функций с нелокальными 
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краевыми условиями. Таким образом, мы должны использовать методы, 

развитые в предыдущих лекциях. Доказательство однозначной разрешимо-

сти указанной нелокальной задачи проводится для наиболее трудного не-

трансверсального случая, т.е. когда порядок нелокальных членов совпадает 

с порядком граничных операторов. 

17. Плотность области определения эллиптического оператора с нело-

кальными условиями в подпространстве непрерывных функций. 

В нетрансверсальном случае доказывается плотность области опреде-

ления указанного оператора. Наряду с результатами лекций 17, 18 это по-

зволяет доказать, что оператор является генератором полугруппы Феллера. 

Рассматриваются контрпримеры нелокальных краевых условий, когда со-

ответствующий оператор не является генератором полугруппы Феллера. 

18. Достаточные условия существования полугрупп Феллера в транс-

версальном случае. 

Для доказательства существования полугрупп Феллера применяются 

результаты работы [29] и методы лекций 16, 17. 

Практические занятия 

15. Полугруппы Феллера и нелокальные эллиптические задачи с пара-

метром. 

Решаются примеры сведения нелокальных краевых условий (в том чис-

ле с атомарной мерой) к условиям Вентцеля. 

16. Достаточные условия существования полугрупп Феллера для ато-

марной меры в нелокальных членах (нетрансверсальный случай). 

Решаются примеры на определение коэффициентов в нелокальных чле-

нах, которые удовлетворяют достаточным условиям существования полу-

группы Феллера. 

17. Достаточные условия существования полугруппы Феллера в транс-

версальном случае для примеров атомарно меры в нелокальных членах. 
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Решаются примеры на определение коэффициентов в нелокальных чле-

нах, которые удовлетворяют достаточным условиям существования полу-

группы Феллера. 

Итоговая контрольная работа. 
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Темы курсовых работ 

I. Типовые темы: 

1. Получить интерполяционные неравенства для весовых пространств 

Кондратьева, состоящих из функций, интегрируемых со степенью, не рав-

ной 2, т.е. негильбертовых. 

2. Исследовать задачу на собственные функции и собственные значе-

ния оператор-функции, соответствующей нелокальной краевой задаче для 

обыкновенного дифференциального уравнения на конечном интервале. 

3. Доказать однозначную разрешимость в весовых пространствах 

Кондратьева нелокальной эллиптической задачи в бесконечном конусе в 

случае носителя нелокальных членов во внутреннем конусе. 

4. Получить асимптотическую формулу для решений нелокальной 

эллиптической задачи в бесконечном конусе в случае носителя нелокаль-

ных членов во внутреннем конусе. 

5. Построить левый регуляризатор оператора соответствующий нело-

кальной эллиптической краевой задаче в ограниченной области в случае 

некасательного носителя нелокальных членов к точкам сопряжения. 

6. Получить априорную оценку решений в весовых пространствах 

Кондратьева нелокальной эллиптической краевой задачи в многомерной 
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ограниченной области в случае конической структуры носителя нелокаль-

ных членов. 

7. Построить правый (левый) регуляризаторы оператора, соответствую-

щего нелокальной эллиптической краевой задаче в многомерной ограничен-

ной области в случае конической структуры носителя нелокальных членов. 

8. Исследовать гладкость обобщенных решений нелокальных эллип-

тических краевых задач в зависимости от коэффициентов в нелокальных 

членах и величине угла в точке сопряжения. 

9. Исследовать вопрос о существовании полугруппы Феллера для 

оператора Лапласа с атомарной мерой в нелокальных членах при заданных 

коэффициентах и носителе меры. 

10. Решить численно (без обоснования) нелокальную эллиптическую 

краевую задачу в случае подхода носителя нелокальных членов к границе 

для двумерной ограниченной области. 

11. Решить численно (без обоснования) задачу о терморегуляции жи-

вой клетки (термоконтроля химического реактора) в случае, когда нагрева-

тельные элементы занимают лишь часть мембраны (границы реактора). 

12. Найти численно (без обоснования) периодические по времени темпе-

ратурные режимы в живой клетке (химическом реакторе) в случае, когда на-

гревательные элементы занимают лишь часть мембраны (границы реактора). 

II. Темы повышенной сложности, дальнейшее развитие 

которых может привести к написанию кандидатских  

и докторских диссертаций 

1. Исследовать разрешимость и поведение решений нелокальных эл-

липтических краевых задач вблизи точек сопряжения в случае касательно-

го подхода к границе носителей нелокальных членов. 

2. Исследовать вопрос о существенности условий тривиальности ядра 

и коядра модельного оператора с параметром на единичной сфере, соот-
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ветствующего нелокальной эллиптической задаче в многомерной ограни-

ченной области, для фредгольмовой разрешимости этой задачи. 

3. Исследовать влияние больших коэффициентов в нелокальных чле-

нах на повышение гладкости обобщенных решений нелокальных эллипти-

ческих краевых задач. 

4. Исследовать разрешимость и поведение решений в близи точек со-

пряжения нелокальных эллиптических краевых задач в ограниченной мно-

гомерной области в случае, когда нарушается условие Карлемана. 

5. Исследовать разрешимость и поведение решений вблизи точек со-

пряжения нелокальных эллиптических краевых задач в ограниченной мно-

гомерной области в случае, когда граница многообразия, на котором зада-

ются граничные краевые условия пересекается, но не совпадает с границей 

многообразия, на котором задаются нелокальные члены. 

6. Исследовать разрешимость и асимптотическое поведение решений 

вблизи точек сопряжения нелокальных эллиптических краевых задач в ве-

совых пространствах Гёльдера. 

7. Исследовать существование полугрупп Феллера для диффузионно-

го процесса в живой клетке в нетрансверсальном случае для распределен-

ных нелокальных членов вблизи точек сопряжения. 

8. Создать численные методы (с обоснованием сходимости, устойчи-

вости и т.д.) исследования диффузионных процессов в живой клетке с уче-

том эффекта скачков. 

9. Доказать однозначную разрешимость смешанных задач для модели 

автоматической терморегуляции в живой клетке (химическом реакторе) в 

случае, когда нагревательные элементы занимают лишь часть мембраны 

(границы ректора). 

10. Получить конструктивные достаточные условия существования 

периодических решений и аттракторов для математической модели авто-

матической терморегуляции в живой клетке (химическом реакторе) в слу-
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чае, когда нагревательные элементы занимают лишь часть мембраны (гра-

ницы реактора). 

11. Создать численные методы (с обоснованием сходимости, устойчи-

вости и т.д.) исследования математической модели автоматической термо-

регуляции в живой клетке (химическом реакторе) в случае, когда нагрева-

тельные элементы занимают лишь часть мембраны (границы реактора). 

III. Комментарии к темам курсовых работ 

Типовые темы курсовых работ составлены так, что каждая тема до-

пускает формулировку нескольких курсовых работ. Содержание этих ра-

бот требует знания материала курса, но не допускает механического копи-

рования других даже однотипных заданий. Например, первое задание до-

пускает следующие варианты: а) интерполяционное неравенство для весо-

вых пространств в двугранном или плоском угле; б) интерполяционное не-

равенство для весовых пространств в конусе; в) интерполяционное про-

странство в ограниченной области с конечным числом угловых точек или 

ребер; г) интерполяционное неравенство для следов функций и т.д. В ряде 

заданий выдача различных параметров может привести к принципиально 

разным результатам. Причем студент должен обосновать это различие тео-

ретически. Например, "типичным" свойством нелокальных эллиптических 

краевых задач является то, что собственные значения соответствующие 

оператор функции являются комплексными. Однако, при некоторых зна-

чениях коэффициентов при нелокальных членах во втором типовом зада-

нии оператор-функция может иметь вещественный спектр. Это связано с 

тем, что рассматриваемая задача может быть сведена к самосопряженному 

положительно определенному дифференциально-разностному оператору 

(см. [30], c. 96-108, c. 147-159, c. 230-247). 

Для студентов с глубокой подготовкой, желающих продолжить заня-

тия научной работой (в том числе в прикладной области) предусмотрены 

темы повышенной сложности, которые могут перерасти в кандидатские, а 
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затем в докторские диссертации. В качестве курсовых работ предлагаются 

решения некоторых частных случаев сформулированных проблем. Среди 

этих работ предусмотрены как теоретические, так и прикладные задачи. 

Укажем на некоторые трудности в решении сформулированных задач. 

1. В случае некасательного подхода к границе носителей нелокаль-

ных членов преобразование переменных, переводящее бесконечный угол в 

полосу, одновременно отделяет нелокальные члены от границы. В случае 

касательного подхода к границе этот метод непригоден. 

2. Данная задача не является до конца исследованной даже в случае 

локальных эллиптических задач в областях с ребрами. Трудности в ее ис-

следовании связаны с некомпактностью резольвенты для эллиптических 

операторов в неограниченных областях. 

3. Решение данной задачи связано с расположением собственных 

значений оператор-функции, соответствующей нелокальной эллиптиче-

ской краевой задаче, в некоторой полосе комплексной плоскости. Однако, 

даже для классических оператор-функций обычно изучаются лишь методы 

исследования асимптотики собственных значений на бесконечности. 

4. В этом случае формальное перенесение известных методов сводит 

рассматриваемую нелокальную задачу в ограниченной области к беско-

нечной системе эллиптических уравнений с нелокальными условиями в 

двугранных углах. 

5. В этом случае при некоторых дополнительных условиях задача 

сводится к нелокальной эллиптической задаче в полиэдре. Однако, даже 

для локальных эллиптических задач в полиэдре общая пока не создана, а 

результаты часто являются неконструктивными, хотя в этом направлении 

имеется целый ряд глубоких работ (обзор см. в [17], c.56-58). 

6. По-видимому, трудности будут в основном технического характе-

ра. Однако, возможны принципиальные затруднения связанные с тем, что 

пространства Гёльдера не являются гильбертовыми и несепарабельны. 
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7. Эту задачу естественно решать с помощью методов, разработан-

ных в [2, 20, 30], а также [22] о разрешимости нелокальных эллиптических 

задач с распределенными носителями нелокальных членов. Однако, этот 

подход может привести к неконструктивным результатам. Возможно, про-

гресс в этом направлении связан с применением весовых пространств 

Гёльдера, см. п.6. 

8. Трудности создания численных методов исследования аналитиче-

ских моделей диффузионных процессов связаны с возникновением осо-

бенностей решений соответствующих эллиптических и параболических 

задач вблизи точек сопряжения. Поэтому, например, в случае применения 

конечноразностных методов сетка должна быть неравномерной. 

9-11. Трудности в исследовании указанных задач связаны с тем, что в 

реальных задачах (процессы терморегуляции в живых клетках, термокон-

троль химических реакторов и жилых помещений, термоконтроль сталели-

тейного конвертора) нагревательные устройства занимают не всю границу 

области, а лишь некоторые ее части. В связи с этим решение рассматри-

ваемых задач могут обладать степенными особенностями в точках сопря-

жения. Поэтому при исследовании указанных задач применимы методы 

данного УМК. Однако, при этом возникают дополнительные трудности, 

связанные с тем, что рассматриваемые прикладные задачи имеют нели-

нейность гистерезисного типа, т.е. являются существенно нелинейными. 
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Учебный тематический план курса 

(календарный план) 

Объем аудиторной работы: − 72 часа: 

лекций – 36 часов 

практических занятий – 36 часов 

 

 

№ 

недели 
Темы лекций 

1. Введение. Нелокальные эллиптические и параболические задачи. 

Математические модели многомерных диффузионных процессов и 

процессов терморегуляции в живых клетках. 

2. Весовые пространства Кондратьева в углах и в ℝn. 

3. Функциональные пространства с неоднородным весом. 

4. Весовые пространства Кондратьева в ограниченных областях. 

5. Нелокальные эллиптические задачи в плоских углах 

6. Асимптотическое поведение решений нелокальных эллиптических 

задач в плоских углах. 

7. Нелокальные эллиптические задачи в двугранных углах. Сведение 

к нелокальным эллиптическим задачам с параметром в плоских 

углах. 

8. Фредгольмова разрешимость нелокальных эллиптических задач с 

параметром в плоских углах. 

9. Локальные эллиптические задачи в ℝn. 

10. Локальные эллиптические задачи в ограниченной области с 

конечным числом угловых точек или ребер. 

11. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной области 
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№ 

недели 
Темы лекций 

с носителями нелокальных членов вне точек сопряжения. Априор-

ные оценки решений в весовых пространствах Кондратьева. 

12. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной об-

ласти с носителями нелокальных членов вне точек сопряжения. 

Построение правого регуляризатора в весовых пространствах Кон-

дратьева. Фредгольмова разрешимость. 

13. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной области 

с носителями нелокальных членов вблизи точек сопряжения. Необ-

ходимые и достаточные условия фредгольмовой разрешимости. 

14. Нелокальные эллиптические задачи в многомерных ограниченных 

областях. Условие Карлемана. 

15. Многомерные диффузионные процессы и полугруппы Феллера. 

16. Достаточные условия существования полугрупп Феллера в не-

трансверсальном случае. Разрешимость нелокальных эллиптиче-

ских задач с параметром в пространстве Гёльдера. 

17. Плоскость области определения эллиптического оператора с нело-

кальными условиями в подпространстве непрерывных функций. 

18. Достаточные условия существования полугрупп Феллера в транс-

версальном случае. 
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№ 

недели 
Темы практических занятий 

1. Преобразование переменных, отображающее бесконечный угол в 

полоску. Эквивалентные нормы в весовых пространствах Конд-

ратьева в бесконечных углах. 

2. Свойства весовых пространств Кондратьева в бесконечных углах. 

Операторы следа и поднятия. Интерполяционные неравенства. 

3. Функциональные пространства с неоднородным весом в плоских 

углах, их связь с весовыми пространствами в двугранных углах. 

4. Весовые пространства Кондратьева в ограниченных областях. Тео-

рема о продолжении функций. Интерполяционные неравенства. 

Компактность оператора вложения. След функции. Связь с про-

странствами Соболева. 

5. Нелокальные эллиптические задачи в плоских углах. Необходимые 

и достаточные условия однозначной разрешимости в весовых про-

странствах Кондратьева. Сравнение с условиями разрешимости 

для локальных эллиптических задач. 

6. Асимптотическое поведение решений локальных и нелокальных 

эллиптических задач в плоских углах. Сравнение расположения 

собственных значений соответствующих оператор-функций. 

7. Связь нелокальных эллиптических задач с эллиптическими 

функционально-дифференциальными уравнениями. 

8. Нелокальные эллиптические задачи в двугранных углах. Сведение 

к нелокальным эллиптическим задачам с параметром в плоских уг-

лах. Фредгольмова и однозначная разрешимость эллиптических 

задач с параметром в плоских углах. 

9. Контрольная работа. 
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№ 

недели 
Темы практических занятий 

10. Локальные и эллиптические задачи в ограниченной области с ко-

нечным числом угловых точек или ребер. 

11. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной об-

ласти с носителями нелокальных членов вне точек сопряжения. 

Необходимые и достаточные условия фредгольмовой разрешимо-

сти. Сравнение с локальными эллиптическими задачами. 

12. Нелокальные эллиптические задачи в плоской ограниченной об-

ласти с носителями нелокальных членов вблизи точек сопряжения. 

Необходимые и достаточные условия фредгольмовой разрешимо-

сти. Сравнение с локальными эллиптическими задачами. 

13. Нелокальные эллиптические задачи в многомерных ограниченных 

областях в различных случаях подхода носителей нелокальных 

членов к границе. 

14. Гладкость обобщенных решений нелокальных эллиптических за-

дач. Сравнение с локальными эллиптическими задачами. 

15. Полугруппы Феллера и нелокальные эллиптические задачи с пара-

метром. 

16. Достаточные условия существования полугрупп Феллера для ато-

марной меры в нелокальных членах (нетрансверсальный случай). 

17. Достаточные условия существования полугрупп Феллера в трансвер-

сальном случае для примеров атомарной меры в нелокальных членах. 

18. Итоговая контрольная работа 
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