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4 Обозначения

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

Rn — n-мерное вещественное евклидово пространство;
Rn

+ = {x = (x′, xn) : x ∈ Rn, xn > 0} — полупространство в Rn;
Sn = {x : x ∈ Rn, |x| = 1}- единичная сфера в Rn;
A×B — прямое (декартово) произведение множеств A и B;
A — замыкание множества A;
IntA — подмножество всех внутренних точек множества A;
∂A — множество всех граничных точек множества A;
Ω — область в Rn (т. е. открытое связное множество в Rn);
QT = Ω× (0, T ) — цилиндр в Rn+1, где Ω — область в Rn, T > 0.
X∗ — банахово пространство, сопряженное к банахову пространству X;
X⊥ ⊂ Y — аннулятор подпространства X ⊂ Y банахова пространства Y ;
X × Y — пространство упорядоченных пар {u, v}, u ∈ X, v ∈ Y с поком-
понентным сложением и умножением на скаляры;
X + Y = {u+ v : u ∈ X, v ∈ Y } — сумма подпространств X и Y ;
X ⊕ Y — прямая сумма замкнутых подпространств X и Y ;
X(Ω) — пространство функций f : Ω → R1 с нормой (полунормой) ‖f‖X(Ω);
X(Ω; Rn) — пространство векторных полей v = (v1, . . . , vn) : Ω → Rn с нор-

мой (полунормой) ‖f‖X(Ω;Rn) =
n∑

j=1

‖vj‖X(Ω), при этом X(Ω; R1) = X(Ω);

X
(
(0, T );Y ) — банахово пространство функций u : (0, T ) → Y , принимаю-

щих значения в банаховом пространстве Y и измеримых по Бохнеру;
C l(Ω) — пространство l раз непрерывно дифференцируемых в Ω ⊂ Rn

функций;
◦
Cm(Ω) — пространство m раз непрерывно дифференцируемых функций,
финитных в области Ω ⊂ Rn;
W l

p(Ω) — пространство Соболева с нормой ‖f‖W l
p(Ω) =

∑
|α|6l

‖Dα
xf(x)‖Lp(Ω);

◦
W l

p(Ω) — замыкание в W l
p(Ω) его подпространства

◦
C∞(Ω);

W−1
p (Ω) — банахово пространство линейных непрерывных функционалов

на пространстве Соболева
◦
W 1

p ′(Ω), p ′= p/(p− 1), 1 < p <∞;
W−1

p (Ω; Rn) — банахово пространство линейных непрерывных функциона-

лов на пространстве Соболева
◦
W 1

p ′(Ω; Rn), p ′= p/(p− 1), 1 < p <∞;
◦
J∞(Ω) = {v ∈

◦
C∞(Ω; Rn) : div v = 0} — подпространство соленоидальных

векторных полей в
◦
C∞(Ω; Rn);

◦
Jp(Ω) — замыкание в Lp(Ω; Rn) его подпространства

◦
J∞(Ω).



Предисловие

Основной целью учебно-методического комплекса «Аналитико-численные
методы для уравнений Навье–Стокса» является обучение студентов совре-
менным методам решения краевых и начально-краевых задач динамики
вязкой несжимаемой жидкости, которые описываются нелинейной систе-
мой уравнений Навье–Стокса. Наибольшие возможности для исследова-
ния трудных вопросов разрешимости, гладкости и аппроксимации реше-
ний краевых и начально-краевых задач для стационарной и нестационар-
ной нелинейной системы Навье–Стокса предоставляет Lp-теория. В связи
с этим задачей учебно-методического комплекса является систематизиро-
ванное изложение основ Lp-теории краевых и начально-краевых задач для
стационарной и нестационарной линейной системы Стокса. Задача курса
состоит в том, чтобы продемонстрировать высокую эффективность новых
аналитико-численных методов решения краевых и начально-краевых задач
для стационарных и нестационарных уравнений Навье–Стокса. Основные
идеи курса реализованы в виде новых подходов к применению метода Нью-
тона, включая новые подходы к построению начального приближения и к
обращению производной Фреше соответствующего нелинейного отображе-
ния.

Курс состоит из четырех глав. В первой главе строится Lp-теория опе-
ратора div с краевыми условиями Дирихле. Дается вывод явного представ-
ления для правого обратного оператора и устанавливаются коэрцитивные
Lp-оценки. Эта краевая задача хотя и носит вспомогательный характер,
в математической гидродинамике встречается буквально на каждом ша-
гу. В частности, на использовании разрешающего оператора этой задачи
строится самая простая схема локализации для линейной системы Стокса.

Во второй главе в рамках Lp-теории изучаются сильные и слабые ре-
шения стационарной задачи Стокса. Первый параграф посвящен разло-
жению пространства Lp векторных полей в прямую сумму двух замкну-
тых подпространств соленоидальных и потенциальных векторных полей.
При p = 2 такое разложение часто называют ортогональным разложе-
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6 Предисловие

нием Вейля–Соболева, а при p 6= 2 — разложением Гельмгольца. Важ-
ность этого разложения для уравнений Навье–Стокса подчеркивает тот
факт, что наличие разложения служит критерием однозначной разреши-
мости начально-краевой задачи для линейной системы Стокса в областях
с гладкими границами. Это разложение естественным образом связано с
системой первого порядка, эллиптической по Дуглису–Ниренбергу. Второй
параграф посвящен построению Lp-теории стационарной системы Стокса,
которая является системой второго порядка, эллиптической по Дуглису–
Ниренбергу. Подробно разбирается метод локализации для стационарной
системы Стокса. С помощью метода локализации устанавливаются апри-
орные оценки сильных решений, т. е. оцениваются Lp-нормы вторых произ-
водных. С помощью той же локализации устанавливается существование
вторых производных у слабого решения, если правая часть системы Стокса
из Lp. Метод локализации для стационарной задачи Стокса существенно
опирается на Lp-теорию оператора div с краевыми условиями Дирихле,
построенную в предыдущей главе.

Третья глава посвящена решению начально-краевых задач для нестаци-
онарных систем Стокса и Навье–Стокса. В первом параграфе разбирается
метод Галеркина для нелинейной нестационарной системы Навье–Стокса.
Поскольку метод Галеркина для уравнений Навье–Стокса как-то затра-
гивается во всех (немногочисленных) монографиях и учебных пособиях
по уравнениям Навье–Стокса, то в первом параграфе основное внимание
уделяется вопросам, недостаточно глубоко разработанным в научных ис-
следованиях и уж тем более в учебной литературе. К этим вопросам отно-
сятся гладкость слабого решения по времени, краевые условия, отличные
от преобладающих в литературе краевых условий прилипания, а также
негладкость зависимости краевых условий от времени. Все эти проблемные
вопросы входят в постановку начально-краевой задачи для нелинейной си-
стемы Навье–Стокса, которая представляет собой математическую макро-
модель урагана. В макромоделях динамики сплошных сред характерные
особенности моделируемых процессов описываются через краевые усло-
вия. Второй параграф посвящен построению Lp-теории начально-краевых
задач для линейной нестационарной системы Стокса. Подробно разбира-
ется метод локализации, с помощью которого повышается гладкость сла-
бого решения при наличии достаточной гладкости данных задачи. Для
неограниченных областей с гладкими границами разработан метод получе-
ния оценок, позволивший установить критерий однозначной разрешимости
начально-краевой задачи в классе сильных решений. Третий параграф по-
священ построению Lp-теории локальной разрешимости начально-краевой
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задачи для нелинейной системы Навье–Стокса в том числе и в неограни-
ченной области. Благодаря точным Lp-оценкам нелинейности установлены
все известные виды локальной разрешимости для нелинейной нестацио-
нарной системы Навье–Стокса.

Четвертая глава посвящена методам численного решения краевых и
начально-краевых задач для нелинейной нестационарной системы Навье–
Стокса. Для решения нелинейной задачи наиболее эффективным оказы-
вается итерационный метод Ньютона, известный своей сверхсходимостью.
Практическое применение метода Ньютона наталкивается на две серьез-
ные проблемы: обращение производной Фреше нелинейного отображения и
выбор начального приближения. В первом параграфе разработан на диф-
ференциальном уровне эффективный метод обращения производной Фре-
ше нелинейного отображения, соответствующего 1-ой начально-краевой за-
даче для нестационарной системы Навье–Стокса. При этом решение соот-
ветствующей линейной начально-краевой задачи с переменными коэффи-
циентами выписывается в виде ряда, члены которого образуют рекуррент-
ную последовательность, строящуюся с помощью разрешающего операто-
ра линейной начально-краевой задачи Стокса без конвективных членов.
Установлена сходимость такого ряда со скоростью геометрической про-
грессии в норме сильного решения. Метод перспективен для разработки
практической численной реализации метода Ньютона для нестационарных
уравнений Навье–Стокса. Кроме того, в первом параграфе разработан но-
вый подход к построению начального приближения для метода Ньютона
при решении начально-краевой задачи для системы Навье–Стокса. Под-
ход позволяет построить начальное приближение в гарантированно малой
окрестности искомого сильного решения и основан на использовании из-
вестной регуляризации Варнхорна уравнений Навье–Стокса с параметром
регуляризации, представляющим собой величину запаздывания по време-
ни в конвективном члене. Регуляризованное решение, отвечающее любому
ненулевому значению параметра регуляризации, выписывается в виде ря-
да, члены которого образуют рекуррентную последовательность и строят-
ся с помощью разрешающего оператора линейной начально-краевой задачи
Стокса без конвективных членов. Установлена сходимость такого ряда со
скоростью геометрической прогрессии в норме сильного решения. Таким
образом, в первом параграфе проблема разработки высокоэффективных и
высокоточных алгоритмов численного решения начально-краевой задачи
для нелинейной системы Навье–Стокса сводится к созданию таких алго-
ритмов для линейной системы Стокса без конвективных членов. Во втором
параграфе рассматриваются методы численного решения линейных крае-
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вых и начально-краевых задач, в основе которых лежит аппроксимация
решениями. При этом решение ищется в виде линейной комбинации по
заранее построенной базисной системе решений. Неизвестными являются
коэффициенты линейных комбинаций, которые определяются из условия
минимизации невязки краевых и начальных данных. При таком подхо-
де первостепенную важность приобретают вопросы построения базисных
систем решений. Эти вопросы и рассматриваются во втором параграфе в
первую очередь на примере более простых эллиптических краевых задач. В
третьем параграфе подробно разбирается упрощенное для студентов дока-
зательство теоремы Браудера об аппроксимации решений эллиптического
уравнения решениями того же уравнения в более широкой области. Теоре-
ма Браудера играет очень важную роль при построении базисных систем
решений и легко переносится как на стационарную, так и нестационарную
системы Стокса.



Глава 1

Оператор div с краевыми
условиями Дирихле

Первая глава посвящена построению Lp-теории оператора div с краевы-
ми условиями Дирихле. Дается вывод явного представления для право-
го обратного оператора и устанавливаются коэрцитивные Lp-оценки. Эта
краевая задача хотя и носит вспомогательный характер, в математической
гидродинамике встречается буквально на каждом шагу. В частности, на
использовании разрешающего оператора этой задачи строится самая про-
стая схема локализации для линейной системы Стокса.

1.1. Правый обратный для оператора div

В этом разделе для ограниченной области Ω ∈ Rn рассматривается задача
Дирихле

div v = f(x), x ∈ Ω, (1.1.1)
v|∂Ω = 0. (1.1.2)

Решение задачи (1.1.1)–(1.1.2) ищется в классе v ∈
◦
W 1

p (Ω; Rn) при произ-
вольной заданной функции f ∈ Lp(Ω), удовлетворяющей необходимому
для ограниченных областей условию согласования∫

Ω

f(x) dx = 0. (1.1.3)

9



10 Глава 1. Оператор div с краевыми условиями Дирихле

Требуется также, чтобы решение удовлетворяло неравенству∑
|α|=1

‖Dα
xv‖Lp(Ω;Rn) 6 C‖f‖Lp(Ω) (1.1.4)

о постоянной C > 0, не зависящей от f . Результаты этой главы опубли-
кованы в работах автора [6, 7]. До работ [6, 7] задача (1.1.1)–(1.1.2) рас-
сматривалась, например, в [23, 25]. Путь решения задачи (1.1.1)–(1.1.2),
предложенный в [23], не позволяет получить решение, удовлетворяющее
неравенству (1.1.4). В [25] приводится доказательство существования реше-
ния задачи (1.1.1)–(1.1.2), удовлетворяющего неравенству (1.1.4), но только
для случая p = 2. Преимуществом нашего подхода является явная кон-
струкция решения задачи (1.1.1)–(1.1.2), охватывающая сразу все случаи
n > 2 и 1 < p < ∞. Наличие явной конструкции решения позволяет лег-
ко устанавливать зависимость гладкости решения v задачи (1.1.1)–(1.1.2)
от гладкости правой части f . Наличие явной конструкции решения зада-
чи (1.1.1)–(1.1.2) сыграет также важную роль в следующих главах при
получении априорных оценок для стационарной и нестационарной систем
Стокса в произвольной ограниченной области с гладкой границей.

Задача (1.1.1)–(1.1.2) с условием (1.1.3) разрешима в
◦
W 1

p (Ω; Rn) нe для
всякой ограниченной области Ω ⊂ Rn. Все зависит от гладкости границы
∂Ω ⊂ Rn. Мы будем предполагать, что область Ω удовлетворяет условию
конуса. Это — минимальная гладкость границы ∂Ω, обеспечивающая су-

ществование в
◦
W 1

p (Ω; Rn) решений задачи (1.1.1)–(1.1.2) для ограниченной
области Ω при любых f ∈ Lp(Ω), удовлетворяющих условию (3). Напом-
ним, что область Ω ⊂ Rn удовлетворяет условию конуса, если (см. [50])
существует конечный открытый выпуклый конус C такой, что каждая точ-
ка x ∈ Ω является вершиной некоторого конуса Cx, содержащегося в Ω и
конгруэнтного конусу C.

Уточним сначала, в чем именно состоит проблема разрешимости задачи
(1.1.1)–(1.1.2) для ограниченной области Ω. Обозначим

L̃p(Ω) = {f(x) ∈ Lp(Ω) :

∫
Ω

f(x) dx = 0} (1.1.5)

и заметим, что область значений R(div) оператора

div :
◦
W 1

p (Ω; Rn)→ L̃p(Ω) (1.1.6)
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всюду плотна в L̃p(Ω) при 1 < p < ∞. Действительно, оператором, сопря-
женным к (1.1.6), будет линейный дифференциальный оператор

grad: L̃p ′(Ω) → W−1
p ′ (Ω; Rn) (1.1.7)

посколькуR(div) ⊂ L̃p(Ω) и
(
L̃p(Ω)

)∗
= L̃p ′(Ω), где p ′= p/(p−1), 1 < p <∞.

Но оператор (1.1.7) имеет тривиальное ядро, откуда и следует, что область
значений R(div) оператора (1.1.6) всюду плотна в пространстве L̃p(Ω).

Таким образом, разрешимость в
◦
W 1

p (Ω; Rn) задачи (1.1.1)–(1.1.2) экви-
валентна замкнутости области значений оператора (1.1.6) в L̃p(Ω) или, что
то же самое, в Lp(Ω). Однако область значений оператора (1.1.6) замкнута
в Lp(Ω) не для всякой ограниченной области Ω ⊂ Rn. В частности, область
значений R(div) оператора (1.1.6) не будет замкнута в Lp(Ω), если Ω не
удовлетворяет условию конуса.

Из леммы Гальярдо (см. [50], с. 93) следует, что всякую ограничен-
ную область, удовлетворяющую условию конуса, можно представить в виде
объединения конечного числа ограниченных областей, каждая из которых
звездна относительно некоторого содержащегося в ней шара. Таким обра-
зом, для всякой ограниченной области Ω ⊂ Rn, удовлетворяющей условию
конуса, найдется конечный набор ограниченных областей {Ωj}N

j=1 такой,
что Ω представима в виде

Ω =
N⋃

j=1

Ωj , (1.1.8)

где каждая из областей Ωj, j = 1, . . . , N звездна относительно некоторого
открытого шара Kj, Kj ⊂ Ωj. В связи с этим задачу (1.1.1)–(1.1.2) ре-
шим сначала для ограниченной области Ω ⊂ Rn, звездной относительно
открытого шара K, K ⊂ Ωj.

Пусть q — любая функция из
◦
C∞(Rn) такая, что supp q ⊂ K и∫

K

q(x) dx = 1.

Рассмотрим векторное поле

v(x) =

∫
Ω

f(y)
{ x− y

|x− y|n

∞∫
|x−y|

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy. (1.1.9)
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Теорема 1.1.1. Пусть Ω ⊂ Rn — любая ограниченная область, звездная
относительно открытого шара K, K ⊂ Ωj, n > 2, 1 < p <∞, и f — про-
извольная функция из Lp(Ω). Тогда векторное поле (1.1.9) принадлежит
◦
W 1

p (Ω; Rn), удовлетворяет неравенству (1.1.4) о постоянной C > 0, зави-
сящей только от n,p и отношения диаметров Ω и K. Если при этом для
f выполняется условие (1.1.3), то векторное поле (1.1.9) удовлетворяет
почти всюду в Ω уравнению (1.1.1).

Доказательство. Покажем, что векторное поле (1.1.9) принадлежит про-

странству Соболева
◦
W 1

p (Ω; Rn), если 1 < p < ∞. Для этого продолжим f
нулем на все Rn, сохранив для продолжения прежнее обозначение. При
этом область интегрирования Ω в (1.1.9) можно заменить на Rn. Тогда для
k = 1, . . . , n имеем

∂v

∂xk

(x) = f(x)

∫
Rn

q(x+ y)
yyk

|y|2
dy + Vk(x), (1.1.10)

где Vk — векторные поля вида

Vk(x) = V.p.

∫
Rn

f(y)
∂

∂xk

{ x− y

|x− y|n

∞∫
|x−y|

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy.

Чтобы получить (1.1.10), мы заменили в (1.1.9) переменную интегрирова-
ния y на x− y. Затем, после дифференцирования, произвели интегрирова-
ние по частям и сделали обратную замену x− y на y.

Обозначим

Q(x, y, ξ) = q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
− q
(
x+ ξ

x− y

|x− y|

)
.

Тогда векторные поля Vk можно представить в виде

Vk(x) =
3∑

m=1

Vk,m(x), (1.1.11)
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где векторные поля Vk,m имеют вид

Vk,1(x) = −
∫
Rn

f(y)
∂

∂xk

{ x− y

|x− y|n

|x−y|∫
0

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

Vk,2(x) =

∫
Rn

f(y)
∂

∂xk

{ x− y

|x− y|n

∞∫
0

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

Vk,3(x) = V.p.

∫
Rn

f(y)
∂

∂xk

{ x− y

|x− y|n

∞∫
0

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy

с индексами k = 1, . . . , n.
Функции f и q имеют компактные в Rn носители, вследствие чего инте-

гралы, представляющие Vk,1(x) и Vk,2(x), сходятся почти для всех x ∈ KR,
где KR — какой-либо открытый шар радиуса R > 0, центр которого сов-
падает с центром шара K, и такой, что Ω ⊂ KR. Что же касается инте-
грала, представляющего Vk,3(x), то ниже будет показано, что из теоремы
Зигмунда–Кальдерона [57] следует сходимость в смысле главного значения
интеграла, представляющего Vk,3(x), почти для всех x ∈ KR.

Для всех y, z ∈ Rn имеем

n∑
k=1

∣∣∣ ∂
∂zk

{ z

|z|n

|z|∫
0

q
(
y + ξ

z

|z|

)
ξn−1 dξ

}∣∣∣ 6 C1‖q‖C1(K), (1.1.12)

где C l(K) — банахово пространство l раз непрерывно дифференцируемых
на K функций с sup-нормой, а постоянная C1 зависит лишь от n.

Не ограничивая общности, можно считать, что центр шара K совпадает
с началом координат. В таком случае с началом координат будет совпадать
и центр шара KR.

Выберем и зафиксируем какую-либо функцию q0 из
◦
C∞(Rn) с носите-

лем в шаре {x : x ∈ Rn} такую, что∫
K

q0(x) dx = 1.

Функцию q возьмем в виде q(x) = r−nq0(x/r), где r > 0 — радиус шара K.
Тогда в силу (1.1.12) будем иметь

n∑
k=1

∥∥Vk,1

∥∥
Lp(KR;Rn)

6 C ′
1‖f‖Lp(Ω), (1.1.13)
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где постоянная C ′
1 зависит лишь от n, p,R и r.

Поскольку supp f ⊂ KR и supp q ⊂ K, то для всех x ∈ KR выполняется
неравенство

∣∣Vk,2(x)
∣∣ 6 ∫

Rn

|f(y)|·
∣∣∣ ∂
∂xk

{ x− y

|x− y|n

R+r∫
0

Q(x, y, ξ)ξn−1 dξ
}∣∣∣ dy

при k = 1, . . . , n. Очевидно, для всех x, y ∈ Rn и ξ ∈ R1

|Q(x, y, ξ)| 6 |x− y|·‖q‖C1(K),

|∇xQ(x, y, ξ)| 6 C2|ξ|·‖q‖C2(K) + ‖q‖C1(K),

где постоянная C2 > 0 зависит только от n. Поэтому для всех x ∈ KR

имеем
n∑

k=1

∣∣Vk,2(x)
∣∣ 6 C ′

2

∫
Rn

|f(y)|
|x− y|n

dy, (1.1.14)

где C ′
2 зависит только от n,R и r.

Так как f имеет компактный в носитель, то из (1.1.14) следует, что для
1 < p <∞ выполняется неравенство

n∑
k=1

∥∥Vk,2

∥∥
Lp(KR;Rn)

6 C ′′
2 ‖f‖Lp(Ω) (1.1.15)

где постоянная C ′′
2 зависит лишь от n, p,R и r.

Рассмотрим теперь векторное поле Vk,3. Удобно представить Vk,3 в виде

Vk,3(x) = Uk,1(x) + Uk,2(x), k = 1, . . . , n, (1.1.16)

где векторные поля Uk,1 и Uk,2 имеют вид

Uk,1(x) =

∫
Rn

f(y)
{ x− y

|x− y|n

∞∫
0

∂q

∂xk

(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

Uk,2(x) = V.p.

∫
Rn

f(y)Nk(x, x− y)dy,

а через Nk, k = 1, . . . , n, обозначены ядра

Nk(x, z) =
∂

∂zk

{ z

|z|n

∞∫
0

q
(
y + ξ

z

|z|

)
ξn−1 dξ

}
, z ∈ Rn.



§1. Правый обратный для оператора div 15

Для Uk,1 , k = 1, . . . , n сразу же получаем оценку вида (1.1.14), из кото-
рой с учетом компактности в Rn носителя f следует оценка

n∑
k=1

∥∥Uk,1

∥∥
Lp(KR;Rn)

6 C3‖f‖Lp(Ω) (1.1.17)

при 1 < p < ∞ с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p,R и r.
Поскольку Uk,2, k = 1, . . . , n, нужно оценить только в шареKR, рассмотрим
U

(R)
k,2 (x) = Uk,2(x)χR

(x), k = 1, . . . , n, где χ
R

— характеристическая функция
шара KR. Очевидно, вектор-функцию U

(R)
k,2 можно представить в виде

U
(R)
k,2 (x) = V.p.

∫
Rn

f(y)N
(R)
k (x, x− y)dy, k = 1, . . . , n, (1.1.18)

где ядра

N
(R)
k (x, z) = χ

R
(x)Nk(x, z), z ∈ Rn, k = 1, . . . , n. (1.1.19)

К сингулярным интегралам (1.1.18) с переменными ядрами (1.1.19) мы
собираемся применить теорему Зигмунда–Кальдерона [57]. Для это необ-
ходимо проверить, что все требования теоремы [57] выполнены.

Представим ядра (1.1.19) в виде

N
(R)
k (x, z) = |z|−nΩ

(R)
k

(
x,

z

|z|

)
, z ∈ Rn, k = 1, . . . , n.

Выписав явное представление для угловых вектор-функций Ω
(R)
k , нетрудно

убедиться, что для любого γ > 1 выполнено неравенство

sup
x∈Rn

n∑
k=1

∫
S

∣∣Ω(R)
k

(
x, z)

)∣∣γdsz < A,

где S = {z ∈ Rn : |z| = 1} — единичная сфера в Rn, A — постоянная,
зависящая только от N , γ, R и r.

Заметим теперь, что ядра N (R)
k можно представить также и в виде

N
(R)
k (x, z) = χ

R
(x)

∂

∂zk

{
|z|−n+1Ω

(R)
0

(
x,

z

|z|

)}
, z ∈ Rn, k = 1, . . . , n,

где через Ω
(R)
0 обозначена угловая вектор-функция

Ω
(R)
0

(
x,

z

|z|

)
=

∞∫
0

q
(
y + ξ

z

|z|

)
ξn−1 dξ.
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Очевидно, ядро Ω
(R)
0

(
x,

z

|z|

)
бесконечно дифференцируемо по x и z при

z 6= 0, а переходя к сферическим координатам, нетрудно убедиться, что∫
S

∂

∂zk

{
|z|−n+1Ω

(R)
0

(
x,

z

|z|

)}
dsz = 0, k = 1, . . . , n,

для всех x ∈ Rn, откуда получаем∫
S

Ω
(R)
k

(
x, z)

)
dsz = 0, k = 1, . . . , n,

для всех x ∈ Rn.
Таким образом, ядра (1.1.19) удовлетворяют всем требованиям теоре-

мы Зигмунда–Кальдерона (см. теорему 2 в [57]), из которой следует схо-
димость интегралов (1.1.18) в смысле главного значения почти для всех
x ∈ Rn, а также оценка

n∑
k=1

∥∥Uk,2

∥∥
Lp(KR;Rn)

=
n∑

k=1

∥∥U (R)
k,2

∥∥
Lp(Rn;Rn)

6 C4‖f‖Lp(Ω) (1.1.20)

при 1 < p < ∞ с постоянной C4 > 0, зависящей только от n, p,R и r. В
результате из (1.1.10),(1.1.11),(1.1.13),(1.1.15)–(1.1.17), (1.1.20) получаем

n∑
k=1

∥∥∥ ∂v
∂xk

∥∥∥
Lp(KR;Rn)

6 C5‖f‖Lp(Ω) (1.1.21)

при 1 < p <∞ с постоянной C5 > 0, зависящей только от n, p,R и r. А так
как R > 0 — любое число, для которого Ω ⊂ KR, то из (1.1.21) следует, что
векторное поле (1.1.9) принадлежит пространству W 1

p,loc(Rn; Rn).
Поскольку область Ω звездна относительно содержащегося в ней шара,

то векторное поле v(x) вида (1.1.9) будет принадлежать
◦
W 1

p (Ω; Rn) тогда и
только тогда, когда supp |v| ⊂ Ω. Покажем теперь, что supp |v| ⊂ Ω.

Заметим, что для любого x /∈ K носитель интеграла

w(x, y) =

∞∫
|x−y|

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ (1.1.22)

как функции переменной y при каждом фиксированном x /∈ K содержится
внутри полной конической поверхности с вершиной в точке x, описанной
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вокруг шара K, и причем в той из двух ее полостей, которая не содержит
шара K. Действительно, если x /∈ K а y не содержится внутри указанной
полости полной конической поверхности, то y + ξ

x− y

|x− y|
/∈ K для любых

ξ > |x− y|, так как supp q ⊂ K. Поэтому для любых ξ > |x− y| имеем

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
= 0,

если x /∈ K и y не содержится внутри указанной полости полной кониче-
ской поверхности, откуда следует, что для тех же значений x и y интеграл
(1.1.22) равен нулю. По этой причине

suppw(x, y) ∩ supp f(y) = ∅

для каждого фиксированного x /∈ Ω. А тогда из (1.1.9) следует, что v(x) = 0
для всех x /∈ K, т. е. supp |v| ⊂ Ω . Это означает, что векторное поле v(x)

вида (1.1.9) принадлежит
◦
W 1

p (Ω; Rn).
Остается проверить, что векторное поле (1.1.9) удовлетворяет почти

всюду в Ω уравнению (1.1.1), если выполнено условие (1.1.3). Согласно
(1.1.10) почти для всех x ∈ Rn имеем

div v(x) = f(x)

∫
Rn

q(y)dy+

+ V.p.

∫
Rn

f(y) divx

{ x− y

|x− y|n

∞∫
0

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy

А учитывая, что для всех x, y ∈ Rn таких, что x 6= y,

divx

{ x− y

|x− y|n

∞∫
0

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
= −q(x),

и используя (1.1.8), получаем

divx v(x) = f(x)− q(x)

∫
Ω

f(y)dy

почти для всех x ∈ Rn. Стало быть, векторное поле (1.1.9) удовлетворяет
почти всюду в Ω уравнению (1.1.1), если выполнено условие (1.1.3).
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В силу (20) для векторного поля v(x) вида (1.1.9) справедлива оцен-
ка (1.1.4) с постоянной C = C5. Уточним зависимость постоянной C от
диаметров Ω и K.

Пусть δ > 0 — диаметр области Ω. По предположению, функция q(x) =
r−nq0(x/r), где r > 0 — радиус шара K. Перепишем представление (1.1.9)
в виде

v(x) = r−n

∫
|y|<δ

f(y)
{ x− y

|x− y|n

∞∫
|x−y|

q0

(y
r

+
ξ

r
· x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

где f(x) = 0 при x ∈ Rn. С помощью замен переменных интегрирования v
можно представить теперь в виде v(x) = δv0(x/δ), где

v0(x) =
(δ
r

)−n
∫

|y|<1

f(δy)
{ x− y

|x− y|n

∞∫
|x−y|

q0

(
y · δ

r
+ ξ · δ

r
· x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy.

К векторному полю v0(x) применима оценка (1.1.21), согласно которой∑
|α|=1

( ∫
|x|<1

|Dα
xv(x)|pdx

)1/p

6 C
( ∫
|x|<1

|f(x)|pdx
)1/p

с некоторой постоянной C > 0, зависящей только от n, p и отношения δ/r,
откуда для v(x) = δv0(x/δ) с помощью замен переменных интегрирования
получим оценку (1.1.4) с той же самой постоянной C. Таким образом, по-
стоянная C в оценке (1.1.4) для векторного поля (1.1.9) зависит только
от n, p и отношения диаметра области Ω к диаметру шара K. Тем самым
теорема 1 доказана.

Отметим, что представление (1.1.9) решения задачи (1.1.1)–(1.1.2) напо-
минает хорошо известное интегральное представление С.Л. Соболева для
дифференцируемой функции через ее производные первого порядка (см.,
например, [50,56]).

Следствие 1.1.1. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, звездная отно-
сительно открытого шара K, K ⊂ Ω, n > 2, 1 < p < ∞. Тогда для любой
ψ ∈ L̃p(Ω) выполняется неравенство

‖ψ‖Lp(Ω) 6 2C‖∇ψ‖W−1
p (Ω;Rn) , (1.1.23)

где C — постоянная из неравенства (1.1.4).
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Доказательство. Заметим, что

‖ψ‖p
Lp(Ω) =

∫
Ω

ψ(x)f(x) dx, (1.1.24)

где функция f имеет вид

f(x) = ψ(x)|ψ(x)|p−2 − 1

mes Ω

∫
Ω

ψ(y)|ψ(y)|p−2 dy,

т. е. функция f удовлетворяет условию (1.1.3). При этом f ∈ Lp ′(Ω) с
показателем p ′= p/(p− 1) и

‖ψ‖Lp ′(Ω) 6 2‖ψ‖p−1
Lp(Ω) (1.1.25)

при 1 < p <∞. Из теоремы 1.1.1 следует, что f можно представить в виде
f(x) = div v(x), где векторное поле v ∈ W 1

p ′(Ω; Rn) и имеет вид (1.1.9). А
тогда из (1.1.24) находим

‖ψ‖p
Lp(Ω) =

∫
Ω

ψ(x)div v(x) dx = −〈∇ψ, v〉,

откуда, пользуясь (1.1.4) и (1.1.25), получаем неравенство (1.1.23). Таким
образом, следствие из теоремы 1.1.1 доказано.

В более общем случае справедлива

Теорема 1.1.2. Пусть Ω ⊂ Rn — любая ограниченная область, удовле-
творяющая условию конуса, n > 2, 1 < p < ∞. Тогда найдется посто-
янная CΩ > 0, зависящая только от n, p и Ω, такая, что для любой

f ∈ L̃p(Ω) существует векторное поле v ∈
◦
W 1

p (Ω; Rn), удовлетворяющее
почти всюду в Ω уравнению (1.1.1), и для которого выполняется неравен-
ство

‖v‖W 1
p (Ω;Rn) 6 CΩ‖f‖Lp(Ω) . (1.1.26)

Доказательство. Как уже было сказано, всякую ограниченную область
Ω ⊂ Rn, удовлетворяющую условию конуса, можно представить в виде
(1.1.8). Заметим, что любую функцию f ∈ Lp(Ω), удовлетворяющую усло-
вию (1.1.3), можно представить в виде

f(x) =
N∑

j=1

fj(x), x ∈ Ω, (1.1.27)
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где fj ∈ Lp(Ω) и удовлетворяет условию (1.1.3), a supp fj ⊂ Ωj, j = 1, . . . , N .
При этом каждая из областей (1.1.3) звездна относительно некоторого ша-
ра Kj, Kj ⊂ Ωj, j = 1, . . . , N , и выполнено неравенство

N∑
j=1

‖fj‖Lp(Ω) 6 C ′‖f‖Lp(Ω) (1.1.28)

с постоянной C ′ > 0, зависящей только от n, p и Ω (см. [7]). Согласно
теореме 1.1.1, найдутся векторные поля {vj}N

j=1 такие, что для каждого

j = 1, . . . , N векторное поле vj ∈
◦
W 1

p (Ωj; Rn), удовлетворяет почти всюду в
Ωj уравнению div vj = fj(x), а также удовлетворяет неравенству

‖vj‖W 1
p (Ω;Rn) 6 C ′

j‖fj‖Lp(Ωj) , (1.1.29)

где для каждого j = 1, . . . , N постоянная C ′
j зависит только от n, p и отно-

шения диаметров Ωj и Kj.
Доопределим векторные поля vj, j = 1, . . . , N , нулем на Rn\Ω и поло-

жим по определению

v(x) =
N∑

j=1

vj(x), x ∈ Ω. (1.1.30)

Очевидно, что такое v ∈
◦
W 1

p (Ω; Rn), а из оценок (1.1.28),(1.1.29) следует
оценка (1.1.26) с постоянной CΩ > 0, зависящей только от n, p и Ω. Кроме
того, в силу (1.1.27) векторное поле v вида (1.1.30) удовлетворяет почти
всюду в Ω уравнению div v = f(x). Таким образом, теорема доказана.

Чтобы получить явную конструкцию решения задачи (1.1.1)–(1.1.2) для
какой-либо конкретной ограниченной области Ω ⊂ Rn, удовлетворяющей
условию конуса, достаточно представить эту область Ω в виде (1.1.8), что
всегда возможно.

1.2. Коэрцитивные Lp-оценки явного решения

Возникает естественный вопрос: будет ли повышаться гладкость решений
задачи (1.1.1)–(1.1.2) с повышением гладкости правой части? Ответ на этот
вопрос нам будет достаточно получить только для ограниченной области
Ω ⊂ Rn, звездной относительно некоторого содержащегося в ней шара. С
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этой целью рассмотрим интегральный оператор T , который определим с
помощью равенства

Tf(x) =

∫
Ω

f(y)
{ x− y

|x− y|n

∞∫
|x−y|

q
(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy, x ∈ Ω,

где q — функция из (1.1.9). Справедлива

Теорема 1.2.1. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, звездная отно-
сительно открытого шара K, K ⊂ Ω, n > 2, 1 < p < ∞ и l > 1 — целое

число. Тогда T :
◦
W l

p(Ω)→
◦
W l+1

p (Ω; Rn) и имеет место оценка∑
|α|=l+1

||Dα
xv||Lp(Ω;Rn) 6 C

∑
|α|=l

||Dα
xf ||Lp(Ω;Rn) (1.2.1)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p, l и отношения диаметров
Ω и K.

Доказательство. Обозначим v(x) = Tf(x), т. е. v имеет вид (1.1.9).

Функцию f доопределим нулем на Rn\Ω. Тогда f ∈
◦
W l

p(Ω), a (1.1.9) можно
переписать в виде

v(x) =

∫
Rn

f(x− y)
{ y

|y|n

∞∫
|y|

q
(
x− y + ξ

y

|y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

откуда и из формулы Лейбница находим

Dα
xv(x) =

∑
β6α

(
α

β

)∫
Rn

Dβ
xf(x− y)

{ y

|y|n

∞∫
|y|

q
(
x− y + ξ

y

|y|

)
ξn−1 dξ

}
dy, (1.2.2)

где α, β — мультииндексы, причем |α| 6 l, a(
α

β

)
=

n∏
j=1

αj!

βj!(αj − βj)!

— биномиальные коэффициенты.
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Дифференцируя равенство (1.2.2) по xk, интегрируя по частям и делая
замену переменной y на x− y, получим

∂

∂xk

Dα
xv(x) =

∑
β6α

(
α

β

)
Dβ

xf(x)

∫
Rn

qα,β(x+ y)
yyk

|y|2
dy + Vk(x), (1.2.3)

где |α| 6 l, qα,β(x) = Dα−β
x q(x) и векторные поля Vk имеют вид

Vk(x) =
∑
β6α

(
α

β

)
V.p.

∫
Rn

Dβ
xf(y)

∂

∂xk

{ x− y

|x− y|n
×

×
∞∫

|y|

qα,β

(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

(1.2.4)

k = 1, . . . , n. Так как β 6 α и |α| 6 l, то β 6 l, т. е. в правую часть (1.2.3)
входят производные от f порядка не выше l.

Векторные поля (1.2.4) оцениваются тем же путем, что и в теореме 1.1.1,
откуда и из (1.2.3) следует оценка∑

|α|=l+1

||Dα
xv||Lp(KR;Rn) 6 C ′

∑
|α|=l

||Dα
xf ||Lp(Ω;Rn) , (1.2.5)

гдеKR — шар из доказательства теоремы 1.1.1, а постоянная C ′ > 0 зависит
только от n, p, l,Ω и R.

Так как R > 0 — любое число, для которого Ω ⊂ KR, то на осно-
вании (1.2.5) заключаем, что v ∈ W l+1

p,loc(Rn; Rn). А используя те же, что
и в доказательстве теоремы 1.1.1, рассуждения, нетрудно убедиться, что
носители векторных полей (1.2.5) принадлежат Ω при |α| 6 l. Поэтому

v ∈
◦
W l+1

p (Ω; Rn), так как Ω эвездна относительно содержащегося в ней ша-
ра. Из оценки (1.2.5) следует оценка (1.2.1). Зависимость постоянной C в
(1.2.1) только от n, p, l и отношения диаметров Ω и K устанавливается тем
же путем, что и в теореме 1.1.1. Теорема доказана.

Через [T, L] обозначим коммутатор линейных операторов T и L, т. е.
[T, L] = TL− LT . В силу теорем 1.1.1,1.2.1 оператор

[T,Dα
x ] :

◦
W 1

p (Ω) ∩W 2
p (Ω) → Lp(Ω; Rn),

если |α| = 2 и область Ω звездна относительно содержащегося в ней шара.
Справедлива
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Теорема 1.2.2. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, звездная отно-
сительно открытого шара K, K ⊂ Ω, n > 2, 1 < p < ∞. И пусть α —
любой мультииндекс такой, что |α| = 2. Тогда существует постоянная
C > 0, зависящая только от n, p и диаметров Ω и K, такая, что

‖[T,Dα
x ]f‖Lp(Ω;Rn) 6 C

(
‖∇f‖Lp(∂Ω;Rn) + ‖f‖Lp(Ω;Rn)

)
(1.2.6)

для всех f ∈
◦
W 1

p (Ω) ∩W 2
p (Ω).

Доказательство. Через T ∗ обозначим линейный интегральный опера-
тор, который определим с помощью равенства

T ∗w(x) = −
∫
Ω

(
w(y),

x− y

|x− y|n
){ ∞∫

|x−y|

q
(
x− ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy (1.2.7)

для всех w ∈
◦
C∞(Ω; Rn), где q — функция из представления (1.1.9). Оче-

видно, равенство (1.2.7) можно переписать в виде

T ∗w(x) = −
∫
Rn

(
w(x− y),

y

|y|n
){ ∞∫

|x−y|

q
(
x− ξ

y

|y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

доопределив w нулем Ω. В таком случае w ∈
◦
C∞(Rn; Rn) и

Dα
xT

∗w(x) = −
∑
β6α

(
α

β

)∫
Rn

(
Dβ

xw(x− y),
y

|y|n
)
×

×
{ ∞∫
|y|

Dα−β
x q

(
x− ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy,

(1.2.8)

в силу формулы Лейбница.
Поскольку |α| = 2, то, интегрируя в (1.2.8) по частям и пользуясь тео-

ремой Зигмунда–Кальдерона [57], получим

‖Dα
xT

∗w − T ∗Dα
xw‖Lp(KR) 6 C1‖w‖Lp(Ω;Rn) , (1.2.9)

где KR — шар из доказательства теоремы 1.1.1, а постоянная C1 > 0 зави-
сит только от n, p,R и диаметра K. Из теоремы Зигмунда–Кальдерона [57]
следует также оценка

‖T ∗w‖W 1
p (KR) 6 C2‖w‖Lp(Ω;Rn) (1.2.10)
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с постоянной C2 > 0, зависящей только от n, p,R и диаметра K.
Заметим, что область Ω имеет липшицеву границу (см. [77]) в смысле

определения в [50] на с. 83. Все параметры липшицевой границы ∂Ω из
определения [50] можно выразить через диаметры Ω иK (см. [77]). Поэтому
из (1.2.10) следует, что

‖T ∗w‖Lp(∂Ω) 6 C3‖w‖Lp(Ω;Rn) (1.2.11)

с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p,R и диаметров Ω и K. Для

всех f ∈
◦
W 1

p (Ω) ∩W 2
p (Ω) имеем∫

Ω

(
[T,Dα

x ]f(x), w(x)
)
dx =

∫
Ω

Dα
xf(x)T ∗w(x) dx−

∫
Ω

f(x)T ∗Dα
xw dx,

откуда, интегрируя по частям, находим∣∣∣∫
Ω

(
[T,Dα

x ]f(x), w(x)
)
dx
∣∣∣ 6 ∫

Ω

|∇f(x)| · |T ∗w(x)| ds+

+

∫
Ω

|f(x)| · |Dα
xT

∗w(x)− T ∗Dα
xw(x)| dx.

А тогда из неравенства Гельдера и оценок (1.2.9),(1.2.11) следует, что для

всех f ∈
◦
W 1

p (Ω) ∩W 2
p (Ω) и w ∈

◦
C∞(Ω; Rn) справедлива оценка∣∣∣∫

Ω

(
[T,Dα

x ]f(x), w(x)
)
dx
∣∣∣ 6 C

{
‖∇f‖Lp(∂Ω;Rn) + ‖f‖Lp(Ω;Rn)

}
· ‖w‖Lp(Ω;Rn)

(1.2.12)
c постоянной C > 0, зависящей только от n, p и диаметров Ω и K, где
p ′= p/(p− 1), 1 < p <∞. Но при 1 < p <∞ имеем

‖v‖Lp(Ω;Rn) = sup

w∈
◦

C∞(Ω;Rn)\{0}

∣∣∣∫
Ω

(
v(x), w(x)

)
dx
∣∣∣

‖w‖Lp ′(Ω;Rn)

(1.2.13)

для всех v ∈ Lp(Ω; Rn). Поэтому из (1.2.12) следует (1.2.6). Теорема дока-
зана.

Отметим, что теоремы 1.2.1,1.2.2 будут справедливы и для любой огра-
ниченной области Ω c липшицевой границей, если соответствующим обра-
зом определить оператор T (см. [7]).
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Теорема 1.2.3. ПустьΩ ⊂ Rn — ограниченная область, звездная относи-
тельно открытого шара K, K ⊂ Ω, n > 2, 1 < p <∞. Тогда существует
постоянная C > 0, зависящая только от n, p и отношения диаметров Ω
и K, такая, что для любого векторного поля F ∈ W 1

p (Ω; Rn), удовлетво-
ряющего условию

F
∣∣
∂Ω

= 0, (1.2.14)

где ν — нормаль к ∂Ω, справедливо неравенство

‖T divF‖Lp(Ω;Rn) 6 C‖F‖Lp(Ω;Rn). (1.2.15)

Доказательство. Для любого w ∈
◦
C∞(Ω; Rn) имеем∫

Ω

(T divF (x), w(x)
)
dx =

∫
Ω

divF (x)T ∗w(x) dx, (1.2.16)

где оператор T ∗ определен равенством (1.2.7). Интегрируя в (1.2.16) по
частям, получим, пользуясь неравенством Гельдера и (1.2.14),∣∣∣∫

Ω

(T divF (x), w(x)
)
dx
∣∣∣ 6 ‖F‖Lp(Ω;Rn)‖∇T ∗w‖Lp ′(Ω;Rn) . (1.2.17)

А из (1.2.10) следует, что

‖∇T ∗w‖Lp ′(Ω;Rn) 6 C‖w‖Lp ′(Ω;Rn) (1.2.18)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и диаметров Ω и K. Ис-
пользуя растяжения, тем же путем, что и в доказательстве теоремы 1.1.1,
нетрудно убедиться, что наилучшая постоянная C в (1.2.18) зависит толь-
ко от n, p и отношения диаметров Ω и K. Из (1.2.17),(1.2.18) в силу (1.2.13)
следует неравенство (1.2.15) с постоянной C > 0, зависящей только от n, p
и отношения диаметров Ω и K. Теорема доказана.

Результаты этой главы играют очень важную роль при получении апри-
орных Lp-оценок решений начально-краевой задачи для линеаризованной
системы Навье–Стокса без конвективных членов, которую обычно назы-
вают системой Стокса. Использование построенного в этой главе правого
обратного для оператора div существенно упрощает вывод локальных Lp-
оценок для системы Стокса. Дело в том, что локализация нарушает солено-
идальность решения. Для стационарной системы Стокса простое решение
проблемы локализации, найденное Л. Каттабригой в его знаменитой ста-
тье [58], сводится к замене однородного уравнения div v = 0 на неоднород-
ное div v = g. Для нестационарной системы Стокса такое простое решение
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уже не годится, так как оператор div уменьшает порядок гладкости v на
единицу по пространственным переменным, что равносильно уменьшению
гладкости v на 1/2 по времени. При этом никакой правый обратный для
оператора div не сможет повысить гладкость правой части g по времени,
ввиду независимости оператора div от времени. Поэтому от правой части
g в нестационарном случае требуется, вообще говоря, гладкость больше
индуцированной уравнением div v = g, что исключает использование лока-
лизации по Каттабриге в нестационарном случае. При выводе априорных
Lp-оценок для нестационарной системы Стокса решение проблемы локали-
зации возможно только при использовании такого правого обратного для
оператора div, для которого справедлива оценка коммутатора типа (1.2.6)
— подробности см. ниже в главе 3.

Отметим, что результаты этой главы служат не только основой метода
локализации, но имеют еще и многочисленные приложения к широкому
кругу важных задач математической гидродинамики и теории упругости.
Так например, использование построенного в этой главе правого обратного
для оператора div существенно упрощает вывод Lp-неравенств Корна для
ограниченных областей в Rn, удовлетвлоряющих условию конуса. По срав-
нению с известными доказательствами [22,32], такой вывод Lp-неравенств
Корна больше похож на несложное упражнение для студента магистрату-
ры. Разумеется, при этом все трудности вывода Lp-неравенств Корна пере-
носятся на Lp-оценки правого обратного для оператора div, установленные
в этой главе.



Глава 2

Стационарная система Стокса

Во второй главе в рамках Lp-теории изучаются сильные и слабые реше-
ния стационарной задачи Стокса. Первый параграф посвящен разложению
пространства Lp векторных полей в прямую сумму двух замкнутых под-
пространств соленоидальных и потенциальных векторных полей. При p =
2 такое разложение часто называют ортогональным разложением Вейля–
Соболева, а при p 6= 2 — разложением Гельмгольца. Важность этого раз-
ложения для уравнений Навье–Стокса подчеркивает тот факт, что нали-
чие разложения служит критерием однозначной разрешимости начально-
краевой задачи для линейной системы Стокса в областях с гладкими гра-
ницами. Это разложение естественным образом связано с системой первого
порядка, эллиптической по Дуглису–Ниренбергу. Второй параграф посвя-
щен построению Lp-теории стационарной системы Стокса, которая являет-
ся системой второго порядка, эллиптической по Дуглису–Ниренбергу. По-
дробно разбирается метод локализации для стационарной системы Сток-
са. С помощью метода локализации устанавливаются априорные оценки
сильных решений, т. е. оцениваются Lp-нормы вторых производных. С по-
мощью той же локализации устанавливается существование вторых произ-
водных у слабого решения, если правая часть системы Стокса из Lp. Метод
локализации для стационарной задачи Стокса существенно опирается на
Lp-теорию оператора div с краевыми условиями Дирихле, построенную в
предыдущей главе.

2.1. Lp-разложение Гельмгольца
Все методы решения стационарной и нестационарной задач Стокса с кра-
евыми условиями прилипания явно или неявно связаны с решением вспо-

27
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могательной задачи Неймана для уравнения Пуассона∆q = divF (x), x ∈ Ω,
∂q

∂ν0

∣∣∣
∂Ω

= 0,
(2.1.1)

где ν0 — единичная внешняя нормаль к гладкой границе ∂Ω ∈ C2 об-
ласти Ω ⊂ Rn, n > 2. Краевую задачу (2.1.1) будем решать в классе

∇q ∈ W 1
p (Ω; Rn), задавая векторное поле F ∈

◦
W 1

p (Ω; Rn), 1 < p <∞.
Решение краевой задачи (2.1.1) сводится к получению разложения про-

странства Лебега Lp(Ω; Rn) в прямую сумму

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω) (2.1.2)

двух замкнутых подпространств в Lp(Ω; Rn), которые определяются сле-
дующим образом:

◦
Jp(Ω) = замыкание в Lp(Ω; Rn) подпространства

◦
J∞(Ω),

Ĝp(Ω) = {u ∈ Lp(Ω; Rn) : u = ∇ψ, ψ ∈ W 1
p,loc(Ω)}.

Для ограниченной области с гладкой границей разложение (2.1.2) при p = 2
впервые было получено в [85] и [39]. При p = 2 разложение (2.1.2) является
ортогональным и его часто называют разложением Вейля–Соболева. При
1 < p <∞ для ограниченной области Ω ⊂ Rn с гладкой границей разложе-
ние (2.1.2) фактически была получено в [1,52], так как задача о разложении
(2.1.2) формулируется как краевая задача для системы первого порядка{

v +∇q = F (x), x ∈ Ω,

div v = 0, (v, ν0)|∂Ω = 0,
(2.1.3)

эллиптической по Дуглису–Ниренбергу. Для ограниченной области Ω ⊂ Rn

с гладкой границей явно сформулировано при 1 < p < ∞ и подробно до-
казано разложение (2.1.2) было впервые в работе [61]. При p 6= 2 разложе-
ние (2.1.2) часто называют разложением Гельмгольца. Для неограничен-
ной области Ω ⊂ R3 с гладкой компактной границей разложение (2.1.2)
при 1 < p <∞ было получено в [42].

При получении разложения (2.1.2) мы будем предполагать, что граница
∂Ω ∈ C1, а при решении задачи (2.1.1) будем требовать, чтобы ∂Ω ∈ C2.
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Принадлежность границы к классу Cm понимается здесь в смысле опреде-
ления в [50] на с. 84. Рассмотрим обобщенную постановку задачи Неймана
(2.1.1), т. е. интегральное тождество∫

Ω

(∇q,∇ψ) dx =

∫
Ω

(F,∇ψ) dx ∀∇ψ ∈ Ĝp ′(Ω), (2.1.4)

где ∇q ∈ Ĝp(Ω) при F ∈
◦
W 1

p (Ω; Rn), p ′ = p/(p − 1), 1 < p < ∞. Следует
обратить внимание на то, что круглыми скобками (. , .) в (2.1.4) и далее,
если не оговорено иное, обозначается скалярное произведение в Rn.

Символом X⊥ обозначим, как обычно, аннулятор подпространства X
банахова пространства — подробнее об аннуляторах см. [36]. Пусть Ω ⊂ Rn

— любая область, 1 < p < ∞, p ′ = p/(p − 1), n > 2. Тогда по теореме
двойственности де Рама [35] имеем

◦
Jp(Ω)⊥ = Ĝp ′(Ω),

Ĝp(Ω)⊥ =
◦
Jp ′(Ω).

(2.1.5)

Подходящий для студентов существенно упрощенный вариант теоремы де
Рама с доказательством можно найти в конце статьи [7]. Подчеркнем, что
соотношения (2.1.5) выполнены для любого открытого связного множества
в Rn без каких бы то ни было ограничений нa ∂Ω. В силу соотношений
(2.1.5) для любого F ∈ Lp(Ω; Rn) решение ∇q ∈ Ĝp(Ω) задачи (2.1.4) су-
ществует и единственно тогда и только тогда, когда для области Ω имеет
место разложение (2.1.2).

В этом параграфе разложение (2.1.2) будет установлено при 1 < p <∞,
n > 2 для ограниченной области, а затем и для неограниченной области
с компактной границей. Будет построен пример неограниченной области
с некомпактной границей, для которой разложение (2.1.2) справедливо не
для всех значений показателя p ∈ (1,∞). Начнем с общих свойств разло-
жений (2.1.2).

Лемма 2.1.1. Пусть Ω — любая область в Rn, 1 < p <∞, p ′= p/(p− 1),
n > 2. Тогда

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω) ⇐⇒ Lp ′(Ω; Rn) =

◦
Jp ′(Ω)⊕ Ĝp ′(Ω). (2.1.6)

Доказательство. Достаточно показать, что

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω) =⇒ Lp ′(Ω; Rn) =

◦
Jp ′(Ω)⊕ Ĝp ′(Ω). (2.1.7)
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Из предположения о справедливости разложения (2.1.2) и определения
прямой суммы следует, что

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω) + Ĝp(Ω),

◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0},

а в силу теоремы Банаха об открытом отображении алгебраическая прямая
сумма (2.1.2) является топологической, т. е. найдется такая постоянная
Cp > 0, что

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 Cp‖v +∇q‖Lp(Ω;Rn)

для всех {v,∇q} ∈
◦
Jp ′(Ω)× Ĝp ′(Ω).

Из соотношений (2.1.5) находим( ◦
Jp(Ω) + Ĝp(Ω)

)⊥
=

◦
Jp ′(Ω) ∩ Ĝp ′(Ω),

( ◦
Jp ′(Ω) + Ĝp ′(Ω)

)⊥
=

◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω),

Поэтому
◦
Jp ′(Ω) ∩ Ĝp ′(Ω) = {0} и подпространство

◦
Jp ′(Ω) + Ĝp ′(Ω) всюду

плотно в Lp ′(Ω; Rn). Импликация (2.1.7) будет доказана, если установить

замкнутость подпространства
◦
Jp ′ (Ω) + Ĝp ′(Ω) в Lp ′(Ω; Rn). А для этого

достаточно установить справедливость оценки

‖u‖Lp ′(Ω;Rn) 6 Cp ′‖u+∇ψ‖Lp ′(Ω;Rn) ∀ {v,∇q} ∈
◦
Jp ′(Ω)× Ĝp ′(Ω) (2.1.8)

с постоянной Cp ′ > 0, не зависящей от u и ∇ψ.
Чтобы оценить норму u в Lp ′(Ω; Rn), заметим, что

‖u‖p ′

Lp ′(Ω;Rn) =

∫
Ω

|u|p ′dx =

∫
Ω

(u, u|u|p ′−2) dx.

Поскольку F = u|u|p ′−2 ∈ Lp(Ω; Rn), то из справедливости разложения
(2.1.2) следует, что F = v +∇q с оценкой

‖v‖Lp(Ω;Rn) 6 Cp‖F‖Lp(Ω;Rn) = Cp‖u‖p ′−1
Lp ′(Ω;Rn) . (2.1.9)

Поэтому, пользуясь соотношениями (2.1.5), получаем

‖u‖p ′

Lp ′(Ω;Rn) =

∫
Ω

(u, F ) dx =

∫
Ω

(u, v +∇q) dx =

=

∫
Ω

(u, v) dx =

∫
Ω

(u+∇ψ, v) dx,
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откуда и из (2.1.9) находим

‖u‖p ′

Lp ′(Ω;Rn) 6 ‖u+∇ψ‖Lp ′(Ω;Rn)‖v‖Lp(Ω;Rn) 6

6 Cp‖u+∇ψ‖Lp ′(Ω;Rn)‖u‖p ′−1
Lp ′(Ω;Rn) ,

что завершает доказательство неравенства (2.1.8) с постоянной Cp ′ = Cp .
Импликация (2.1.7) доказана, а с ней доказана и лемма.

Лемма 2.1.2. Пусть Ω ⊂ Rn — любая область с границей ∂Ω ∈ C1,
1 < p <∞, 1 6 s < p, n > 2. И пусть ∇q ∈ Ĝs(Ω) — обобщенное решение
задачи Неймана (2.1.4) с правой частью F ∈ Ls(Ω; Rn) ∩ Lp(Ω; Rn). Тогда
∇q ∈ Ĝs(Ω) ∩ Ĝp(Ω) и имеет место оценка

‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C
[
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Ls(Ω;Rn)

]
(2.1.10)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и Ω.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай ограниченной области Ω.
Вычитая из q константу, обозначим

q̃(x) = q(x)− 1

mes Ω

∫
Ω

q(y) dy, x ∈ Ω, (2.1.11)

и заметим, что {
v +∇q̃ = F (x), x ∈ Ω,

div v = 0, (v, ν0)|∂Ω = 0.
(2.1.12)

Из оценок [52] для системы первого порядка (2.1.12) следует, что q̃ ∈ W 1
p (Ω)

и выполняется неравенство

‖q̃‖W 1
p (Ω) 6 C1

(
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖q̃‖Ls(Ω;Rn)

)
(2.1.13)

при 1 6 s 6 p с постоянной C1 > 0, зависящей только от n, p и Ω. Из
оценки (2.1.13) и неравенства Пуанкаре находим

‖∇q̃‖Lp(Ω;Rn) 6 C
(
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q̃‖Ls(Ω;Rn)

)
(2.1.14)

при 1 6 s < p с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и Ω. А так как
∇q̃ = ∇q, то (2.1.14) совпадает с (2.1.10), что завершает доказательство
леммы для случая ограниченной области Ω.

Прежде чем перейти к случаю неограниченной области, необходимо
сделать методическое отступление для студентов, касающееся ссылки на
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априорные Lp-оценки знаменитой статьи [52]. Дело в том, что оценки [52]
сформулированы и доказаны в упрощенной форме так, что от решений
априори требуется конечность оцениваемых норм. Для доказываемой лем-
мы такая упрощенная форма хотя и неудобна, но тем не менее приемлема.
Следует только четко придерживаться какой-либо одной из имеющихся
схем применения оценок [52]. Остановимся подробнее на стандартной схе-
ме, наиболее удобной с точки зрения идей и методов, на которые опирается
это учебное пособие. А именно, при ссылке на Lp-оценки статьи [52] у нас
речь идет только о том, что для эллиптической по Дуглису–Ниренбергу
системы первого порядка (2.1.12) для ограниченной области Ω ⊂ Rn с гра-
ницей ∂Ω ∈ C1 справедлива оценка вида

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖q̃‖W 1
p (Ω) 6 C1

(
‖v +∇q̃‖Lp(Ω;Rn) + ‖q̃‖Ls(Ω;Rn)

)
(2.1.15)

для всех гладких v ∈
◦
J∞ (Ω) и q̃ ∈ C∞(Ω). Пользуясь теперь тем, что по

определению

◦
Jp(Ω) = замыкание вLp(Ω; Rn) подпространства

◦
J∞(Ω), (2.1.16)

а для ограниченной области Ω ⊂ Rn с липшицевой границей подпростран-
ство C∞(Ω) всюду плотно в W 1

p (Ω), заключаем, что оценка (2.1.15) спра-

ведлива для всех v ∈
◦
Jp(Ω) и q̃ ∈ W 1

p (Ω).
Рассмотрим теперь случай неограниченной области Ω. Пусть

B1 = {x ∈ Rn : |x− a| < d} ⊂ B2 = {x ∈ Rn : |x− a| < 2d} ⊂ Rn

— открытые шары с общим центром a ∈ Rn, имеющие диаметры d и 2d
соответственно. Предполагается, что a ∈ ∂Ω, если B2 ∩ ∂Ω 6= ∅. Выбор
достаточно малого значения d > 0 определяется параметрами гладкости
границы ∂Ω ∈ C1 (см. [50], с. 84). Обозначим Ωj = Ω ∩ Bj, j = 1, 2, и
заметим, что Ωj = Bj, если B2 ∩ ∂Ω = ∅, j = 1, 2. Выберем и зафиксируем

срезающую функцию η0 ∈
◦
C∞(Rn) так, чтобы 1 6 η0 6 1 и

η0(x) =

{
1, |x| 6 d,

0, |x| > 3d/2.

Полагая η(x) = η0(x− a), заметим, что

η|Ω1 = 1, supp η ⊂ Ω2 .
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В случае B2 ∩ ∂Ω 6= ∅ найдется подобласть ω ⊂ Ω2, такая, что Ω1 ⊂ ω
и ∂ω ∈ C1. Параметры гладкости границы ∂ω определяются значением
диаметра d и параметрами гладкости ∂Ω ∈ C1 — подробности см. в [50] на
с. 84. В случае B2 ∩ ∂Ω = ∅ выберем ω = B2 = Ω2.

Умножая (2.1.12) на срезающую функцию η, получим{
ηv +∇(ηq̃) = ηF + q̃∇η, x ∈ Ω,

div(ηv) = (∇η, v), (ηv, ν0)|∂Ω = 0.
(2.1.17)

Линейный оператор T : L̃s(ω) →
◦
W 1

s (ω; Rn) определим как построенный в

главе 1 правый обратный для оператора div :
◦
W 1

s (ω; Rn)→ L̃s(ω), где L̃s

— подпространство в Ls , определение которого дается на с. 10. Нетрудно
убедиться, что (∇η, v) ∈ L̃s(ω), поэтому в силу теоремы 1.1.1 имеем

div T (∇η, v) = (∇η, v), T (∇η, v) ∈
◦
W 1

s (ω; Rn),

с оценкой
‖T (∇η, v)‖W 1

s (ω;Rn) 6 C2‖(∇η, v)‖Ls(ω) ,

где постоянная C2 > 0 зависит только от n, p, d и Ω.
Обозначим u = ηv − T (∇η, v) и рассмотрим краевую задачу в ограни-

ченной области ω для системы{
u+∇(ηq̃) = G, x ∈ ω,
div u = 0, (ηu, ν0)|∂ω = 0,

(2.1.18)

с правой частью

G = ηF + q̃∇η − T (∇η, F ) + T (∇η,∇q̃).

Поскольку оператор T : L̃s(ω) →
◦
W 1

s (ω; Rn) непрерывен, то в силу теоремы
вложения W 1

s (ω; Rn) ↪→ Lr(ω) и неравенства Пуанкаре имеем

‖G‖Lr(ω;Rn) 6 C3

(
‖F‖Lr(ω;Rn) + ‖∇q̃‖Ls(ω;Rn)

)
с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p, d и Ω, где 1 6 s < r 6 p и
значение показателя r определяется значениями n, s в теореме вложения
W 1

s (ω; Rn) ↪→ Lr(ω), если ее предельный показатель r < p. Если окажется,
что предельный показатель этой теоремы вложения r = ∞ или r > p, то
без ограничения общности выберем r = p.
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Пользуясь тем, что для ограниченной области утверждение леммы уже
доказано, заключаем, что ∇q̃ ∈ Lr(ω; Rn) и выполнено неравенство

‖∇(ηq̃)‖Lr(ω;Rn) 6 C4

[
‖F‖Lr(ω;Rn) + ‖∇q̃‖Ls(ω;Rn)

]
с постоянной C4 > 0, зависящей только от n, p, d и Ω, где 1 6 s < r 6 p.
Из определения срезающей функции η следует тогда

‖∇q̃‖Lr(Ω1;Rn) 6 C4

[
‖F‖Lr(Ω2;Rn) + ‖∇q̃‖Ls(Ω2;Rn)

]
,

откуда с учетом равенства ∇q̃ = ∇q находим

‖∇q‖Lr(Ω1;Rn) 6 C4

[
‖F‖Lr(Ω2;Rn) + ‖∇q‖Ls(Ω2;Rn)

]
. (2.1.19)

Выбрав подходящее открытое покрытие Ω открытыми шарами радиуса d
c равномерно ограниченной кратностью покрытия, возводя неравенство
(2.1.19) в степень r и суммируя по всем элементам покрытия, получим
неравенство

‖∇q‖Lr(Ω;Rn) 6 C5

[
‖F‖Lr(Ω;Rn) + ‖∇q‖Ls(Ω;Rn)

]
(2.1.20)

с постоянной C5 > 0, зависящей только от n, p, d и Ω, где 1 6 s < r 6 p.
В зависимости от значений n, p и s может оказаться, что в неравенстве

(2.1.20) показатель r < p. Пользуясь в таком случае еще раз неравенством
(2.1.20), но уже с показателями r̃ > r вместо r > s, получим

‖∇q‖Ler(Ω;Rn) 6 C6

[
‖F‖Ler(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lr(Ω;Rn)

]
(2.1.21)

с постоянной C6 > 0, зависящей только от n, p, d и Ω, где r < r̃ 6 p.
Eсли окажется, что r̃ < p, то повторяем процедуру еще раз. До любого
показателя p, включая = ∞, можно добраться не более чем за n итераций
указанной процедуры. Лемма доказана.

Из леммы 2.1.2 и (2.1.5) вытекает

Следствие 2.1.1. Пусть Ω ⊂ Rn — любая область с границей ∂Ω ∈ C1,
1 < p <∞, 1 6 s < p, n > 2. И пусть для v ∈

◦
Js(Ω), ∇q ∈ Ĝs(Ω) выполнено

условие v +∇q ∈ Lp(Ω; Rn). Тогда

v ∈
◦
Js(Ω)∩

◦
Jp(Ω), ∇q ∈ Ĝs(Ω) ∩ Ĝp(Ω)

и имеет место оценка

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C ′[‖v +∇q‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Ls(Ω;Rn)

]
с постоянной C ′ > 0, зависящей только от n, p и Ω.
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Из леммы 2.1.2 и (2.1.5) вытекает также

Следствие 2.1.2. Пусть Ω ⊂ Rn — любая область с границей ∂Ω ∈ C1,
1 < p 6 2, n > 2. Тогда

◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0}.

Доказательство. Обозначим

Ĝ∞
p (Ω) = {v : v = ∇ψ ∈ W l

p(Ω; Rn) ∀ l > 0, ψ ∈ L∞(Ω)}. (2.1.22)

В силу теоремы 3 из [31] замыкание в Lp(Ω; Rn) его подпространства Ĝ∞
p (Ω)

совпадает с Ĝp(Ω) при 1 < p < ∞, n > 2. Пусть v ∈
◦
Jp(Ω), ∇q ∈ Ĝp(Ω) и

v = ∇q при 1 < p 6 2. Тогда в силу (2.1.5) имеем∫
Ω

(∇q,∇ψ) dx = 0 ∀∇ψ ∈ Ĝp ′(Ω).

Поэтому ∇q ∈ Ĝ2(Ω) согласно лемме 2.1.2. Но Ĝ∞
2 (Ω) ⊂ Ĝp ′(Ω) в силу

теоремы вложения, так как p ′> 2. Поэтому∫
Ω

(∇q,∇ψ) dx = 0 ∀∇ψ ∈ Ĝ∞
2 (Ω),

откуда следует, что ∇q(x) = 0 почти всюду в Ω, поскольку ∇q ∈ Ĝ2(Ω) и
подпространство Ĝ∞

2 (Ω) всюду плотно в Ĝ2(Ω). Следствие доказано.
Из следствия 2.1.2 и (2.1.5) вытекает очевидное

Следствие 2.1.3. Пусть Ω ⊂ Rn — любая область с границей ∂Ω ∈ C1,
2 6 p < ∞, n > 2. Тогда подпространство

◦
Jp(Ω) + Ĝp(Ω) всюду плотно в

пространстве Лебега Lp(Ω; Rn).

Замечание 2.1.1. В силу (2.1.5) для любой области Ω ⊂ Rn, n > 2, спра-
ведливо ортогональное разложение Вейля–Соболева

L2(Ω; Rn) =
◦
J2(Ω)⊕ Ĝ2(Ω). (2.1.23)

Теорема 2.1.1. Пусть Ω ⊂ Rn — любая ограниченная область с границей
∂Ω ∈ C1, 1 < p <∞, n > 2. Тогда справедливо разложение (2.1.2).
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Доказательство. При p = 2 справедливо разложение (2.1.23), поэтому
◦
J2(Ω) ∩ Ĝ2(Ω) = {0}. В силу ограниченности области Ω имеем включения

◦
Jp(Ω) ⊂

◦
J2(Ω), Ĝp(Ω) ⊂ Ĝ2(Ω) ∀ p > 2,

откуда сразу же находим
◦
Jp (Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0} при p > 2. А с учетом

следствия 2.1.2 получим
◦
Jp (Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0} при 1 < p < ∞. Тогда на

основании соотношений (2.1.5) заключаем, что подпространство
◦
Jp (Ω) +

Ĝp(Ω) всюду плотно в Lp(Ω; Rn) при 1 < p <∞. Используя оценки [52] для
системы первого порядка (2.1.12), эллиптической по Дуглису–Ниренбергу,
получаем неравенство

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C
[
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖q̃‖Lp(Ω;Rn)

]
(2.1.24)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и Ω, где q̃ имеет вид (2.1.11).
Без ограничения общности можно считать, что∫

Ω

q(x) dx = 0, (2.1.25)

откуда и из (2.1.24) находим

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C
[
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖q‖Lp(Ω;Rn)

]
. (2.1.26)

Покажем теперь, что найдется такая постоянная C0 > 0, что

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C‖v +∇q‖Lp(Ω;Rn) (2.1.27)

для всех {v,∇q} ∈
◦
Jp(Ω)× Ĝp(Ω). Предположим противное, т. е. пусть для

любого k > 0 найдется пара {vk,∇qk} ∈
◦
Jp(Ω)× Ĝp(Ω), такая, что

‖vk‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇qk‖Lp(Ω;Rn) > k‖vk +∇qk‖Lp(Ω;Rn). (2.1.28)

Заметим,что ‖vk‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇qk‖Lp(Ω;Rn) 6= 0 и обозначим

{V k,∇Qk} =
{vk,∇qk}

‖vk‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇qk‖Lp(Ω;Rn)

.

Тогда для всех k > 0 имеем

‖V k‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇Qk‖Lp(Ω;Rn) = 1, ‖V k +∇Qk‖Lp(Ω;Rn) < 1/k ,



§1. Lp-разложение Гельмгольца 37

где без ограничения общности будем считать, что∫
Ω

Qkdx = 0 ∀ k > 0. (2.1.29)

Ввиду рефлексивности пространства Лебега Lp(Ω; Rn) при 1 < p < ∞
найдутся такая пара {V,∇Q} ∈

◦
Jp(Ω)× Ĝp(Ω) и такая числовая последова-

тельность kj →∞, что

V kj → V, ∇Qkj → ∇Q

слабо в Lp(Ω; Rn) при kj →∞. А так как

V kj → 0, ∇Qkj → 0

сильно в Lp(Ω; Rn) при kj → ∞, то V + ∇Q = 0. Из уже установленной

тривиальности пересечения
◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0} при 1 < p < ∞ следует

тогда, что V = ∇Q = 0, причем ввиду условия (2.1.29) последовательность
Qkj → 0 слабо в W̃ 1

p (Ω) при kj →∞, где

W̃ 1
p (Ω) = {ϕ ∈ W 1

p (Ω) :

∫
Ω

ϕdx = 0}

И таким образом,
V kj → 0, ∇Qkj → 0

слабо в Lp(Ω; Rn) при kj →∞.
Ввиду компактности вложения W̃ 1

p (Ω) ↪→ Lp(Ω; R2) последовательность
Qkj → 0 сильно в Lp(Ω; Rn) при kj → ∞. Но из оценки (2.1.26) следует
тогда, что

lim
kj→∞

(
‖V kj‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇Qkj‖Lp(Ω;Rn)

)
= 0.

В то же время имеем

‖V k‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇Qk‖Lp(Ω;Rn) = 1 ∀ k = kj .

На основании полученного противоречия заключаем, что (2.1.28) выпол-
няться не может. Следовательно, выполняется (2.1.27).

Из оценки (2.1.27) вытекает замкнутость в Lp(Ω; Rn) при 1 < p < ∞
всюду плотного подпространства

◦
Jp(Ω)+ Ĝp(Ω). А это означает совпадение

◦
Jp(Ω) + Ĝp(Ω) = Lp(Ω; Rn). Теорема доказана.
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Лемма 2.1.3. Пусть Ω ⊂ Rn — любая область с границей ∂Ω ∈ C2,
1 < p < ∞, n > 2. Если для области Ω справедливо разложение (2.1.2),
то любое векторное поле F ∈ W 1

p (Ω; Rn) однозначно представимо в виде

F = v + ∇q, где v ∈
◦
Jp (Ω) ∩ W 1

p (Ω; Rn), ∇q ∈ W 1
p (Ω; Rn) и выполняется

неравенство

‖v‖W 1
p (Ω;Rn) + ‖∇q‖W 1

p (Ω;Rn) 6 C‖F‖W 1
p (Ω;Rn) (2.1.30)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и Ω.

Доказательство. По предположению, для области Ω справедливо раз-
ложение (2.1.2). Поэтому любое векторное поле F ∈ W 1

p (Ω; Rn) однозначно

представимо в виде F = v+∇q, где v ∈
◦
Jp(Ω),∇q ∈ Lp(Ω; Rn) и выполняется

неравенство
‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C0‖F‖Lp(Ω;Rn) (2.1.31)

с постоянной C0 > 0, зависящей только от n, p и Ω. При этом пара вектор-
ных полей является решением краевой задачи

v +∇q = F (x),

div v = 0, x ∈ Ω,

(v, ν0)|∂Ω = 0

(2.1.32)

для системы первого порядка, эллиптической по Дуглису–Ниренбергу.
Воспользуемся стандартной схемой, подробно представленной в следу-

ющем параграфе для более сложного случая стационарной системы Сток-
са, т. е. системы второго порядка, эллиптической по Дуглису–Ниренбергу.
Для значительно более простой системы первого порядка (2.1.32) остано-
вимся лишь на основных моментах применения стандартной схемы, от-
сылая читателя за техническими подробностями в следующий параграф.
Выберем подходящее открытое покрытие области Ω. Для ограниченной Ω
покрытие будет конечным. Для неограниченной Ω покрытие будет счет-
ным, локально конечным с равномерно ограниченной кратностью. С каж-
дым элементом покрытия свяжем две ограниченные подобласти ω и ω̃,
ω ⊂ ω̃ ⊂ Ω. При этом ∂ω̃ ∈ C2. Обозначим

q̃(x) = q(x)− 1

mes ω̃

∫
eω
q(x) dx.



§1. Lp-разложение Гельмгольца 39

Тогда F = v +∇q̃, причем ∫
eω
q̃(x) dx = 0. (2.1.33)

А так как F ∈ W 1
p (Ω; Rn), то из локальных Lp-оценок [52] для решений

краевой задачи (2.1.32) следует, что v ∈ W 1
p (ω; Rn), ∇q ∈ W 1

p (ω; Rn) и
выполняется неравенство

‖v‖W 1
p (ω;Rn) + ‖∇q̃‖W 1

p (ω;Rn) 6 C1

[
‖F‖W 1

p (eω;Rn) + ‖q̃‖Lp(eω)

]
(2.1.34)

с постоянной C1 > 0, зависящей только от n, p и подобластей ω, ω̃. Ввиду
(2.1.33) из неравенства Пуанкаре и (2.1.34) находим

‖v‖W 1
p (ω;Rn) + ‖∇q̃‖W 1

p (ω;Rn) 6 C2

[
‖F‖W 1

p (eω;Rn) + ‖∇q̃‖Lp(eω;Rn)

]
(2.1.35)

с постоянной C2 > 0, зависящей только от n, p и подобластей ω, ω̃. Учиты-
вая, что q̃ и q отличаются на константу, перепишем (2.1.35) в виде

‖v‖W 1
p (ω;Rn) + ‖∇q‖W 1

p (ω;Rn) 6 C2

[
‖F‖W 1

p (eω;Rn) + ‖∇q‖Lp(eω;Rn)

]
(2.1.36)

с той же постоянной C2 > 0.
Гладкость границы ∂Ω ∈ C2 позволяет выбрать покрытие области Ω та-

ким образом, чтобы множество всех постоянных C2 имело конечную верх-
нюю грань. Поэтому, возводя (2.1.35) в степень p и суммируя по всем эле-
ментам покрытия, получим неравенство

‖v‖W 1
p (Ω;Rn) + ‖∇q‖W 1

p (Ω;Rn) 6 C3

[
‖F‖W 1

p (Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn)

]
(2.1.37)

с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p и Ω. Из оценок (2.1.31) и
(2.1.37), получим (2.1.30). Лемма доказана.

Теорема 2.1.2. Пусть Ω = Rn, 1 < p < ∞, n > 2. Тогда справедливо
разложение (2.1.2).

Доказательство. При p = 2 разложение (2.1.23) справедливо для любой
области Ω ⊂ Rn без каких бы то ни было ограничений на Ω. В частно-
сти, при p = 2 разложение (2.1.23) справедливо для Ω = Rn. При p 6= 2
справедливость разложения (2.1.2) для всего пространства Rn проще все-
го устанавливается решением задачи во всем Rn для эллиптической по
Дуглису–Ниренбергу системы первого порядка{

v +∇q = F (x),

div v = 0, x ∈ Rn,
(2.1.38)
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с правой частью F ∈ Lp(Rn; Rn). Задача (2.1.38) решается в явном виде
с помощью преобразования Фурье. Оценки решения устанавливаются с
помощью теоремы об Lp-мультипликаторах преобразования Фурье.

Обозначим через f̂(ξ) = F[f(x)] преобразование Фурье в Rn. При 1 <
p < 2 для любой f ∈ Lp(Rn) преобразование Фурье f̂ будет обычной функ-
цией из Lp ′(Rn) с сопряженным показателем p ′= p/(p− 1). При 2 < p <∞
преобразование Фурье f̂ будет, вообще говоря, обобщенной функцией, с ко-
торой надлежит обращаться как с элементом пространства Шварца S ′(Rn)
обобщенных функций медленного роста. При этом в явное представление
решения задачи (2.1.38) будут входить мультипликаторы вида

mjk(ξ) =
ξjξk
|ξ|2

, ξ ∈ Rn, j, k = 1, . . . , n. (2.1.39)

Использование негладких функций mjk в качестве мультипликаторов на
S ′(Rn) требует некоторой осторожности и предварительной подготовки.

Для доказательства теоремы имеется более легкий для студентов путь,
не требующий привлечения теории обобщенных функций. А именно, для
доказательства теоремы достаточно будет построить разрешающий опера-
тор, определив его сначала на всюду плотном в Lp(Rn; Rn) подпространстве
◦
C∞(Rn; Rn) и установив его ограниченность из Lp(Rn; Rn) в Lp(Rn; Rn). За-
тем разрешающий оператор можно будет доопределить по непрерывности
на всем Lp(Rn; Rn).

Рассмотрим эллиптическую по Дуглису–Ниренбергу систему первого
порядка (2.1.38), предполагая, что ее правая часть F ∈

◦
C∞(Rn; Rn). Фор-

мальное применение к системе (2.1.38) преобразования Фурье превращает
ее в алгебраическую систему{

v̂ + iξq̂ = F̂ (ξ),

(iξ, v̂) = 0, ξ ∈ Rn,
(2.1.40)

где круглыми скобками (. , .) обозначена билинейная форма

(a, b) =
n∑

k=1

ak · bk ∀ a, b ∈ Cn.

Решая линейную алгебраическую систему (2.1.40), находим

v̂(ξ) = F̂ (ξ) +
iξ
(
iξ, F̂ (ξ)

)
|ξ|2

, iξq̂(ξ) = −
iξ
(
iξ, F̂ (ξ)

)
|ξ|2

, ξ ∈ Rn. (2.1.41)
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Напомним, что интегральное преобразование вида

Rjf = F−1
[ iξj
|ξ|
f̂(ξ)

]
, j = 1, . . . , n,

называют преобразованием Рисса. Это преобразование записывается так-
же в виде сингулярного интеграла с ядром Зигмунда–Кальдерона

Rjf(x) =
2

σn+1

lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

xj − yj

|x− y|n+1
f(y) dy, j = 1, . . . , n,

где σn — площадь поверхности единичной сферы в Rn. Подробное изложе-
ние Lp-теории преобразования Рисса содержится в монографии [43].

Используя преобразование Рисса, решение системы (2.1.38) с правой

частью F ∈
◦
C∞(Rn; Rn) можно представить в виде

vk = Fk +Rk

n∑
j=1

RjFj ,

∂q

∂xk

= −Rk

n∑
j=1

RjFj ,
(2.1.42)

k=1,. . . ,n. Как установлено в [43], при 1 < p < ∞ и n > 2 выполняются
неравенства

‖Rjf‖Lp(Rn) 6 C‖f‖Lp(Rn) ∀ f ∈
◦
C∞(Rn)}, j = 1, . . . , n, (2.1.43)

с постоянной C > 0, зависящей только от p и n, т. е. преобразования Рисса
Rj непрерывны на всюду плотном в Lp(Rn) подпространстве

◦
C∞(Rn). До-

определяя преобразования Рисса по непрерывности на всем Lp(Rn), полу-
чим линейные непрерывные операторы

Rj : Lp(Rn) → Lp(Rn), j = 1, . . . , n.

Заметим (см. [40]), что при 1 < p <∞ и n > 2 подпространство

◦
G∞(Rn) = {u = ∇ϕ : ϕ ∈

◦
C∞(Rn)}

всюду плотно в Ĝp(Rn) — подробности см. в [31]. Поэтому для любого
векторного поля F ∈ Lp(Rn; Rn) равенства (2.1.42) в силу соотношений
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(2.1.5) определяют решение {v,∇q} ∈
◦
Jp(Rn) × Ĝp(Rn) системы (2.1.38) во

всем Rn, а из (2.1.43) следует оценка

‖v‖Lp(Rn;Rn) + ‖∇q‖Lp(Rn;Rn) 6 C0‖F‖Lp(Rn;Rn) (2.1.44)

с постоянной C0 > 0, зависящей только от p и n.
Таким образом, установлено, что

Lp(Rn; Rn) =
◦
Jp(Rn) + Ĝp(Rn)

при 1 < p <∞ и n > 2, откуда и из соотношений (2.1.5) получаем

◦
Jp(Rn) ∩ Ĝp(Rn) =

( ◦
Jp ′(Rn) + Ĝp ′(Rn)

)⊥
= {0}

при 1 < p < ∞ и n > 2, где p ′ = p/(p − 1). Тем самым установлена
справедливость разложения в прямую сумму

Lp(Rn; Rn) =
◦
Jp(Rn)⊕ Ĝp(Rn) (2.1.45)

при 1 < p <∞ и n > 2. Теорема доказана.
Из теоремы 2.1.2 вытекает

Следствие 2.1.4. Пусть 1 < p < ∞, n > 2. Если для какой-либо пары
векторных полей {v,∇q} ∈

◦
J2(Rn)× Ĝ2(Rn) их сумма v+∇q ∈ Lp(Rn; Rn) с

показателем p 6= 2, то v ∈
◦
J2(Rn)∩

◦
Jp(Rn) и ∇q ∈ Ĝ2(Rn) ∩ Ĝp(Rn).

Доказательство. Введем обозначение для суммы v +∇q = F . По пред-
положению, имеем F ∈ L2(Rn; Rn) ∩ Lp(Rn; Rn). Аппроксимируя F в нор-
ме пересечения L2(Rn; Rn) ∩ Lp(Rn; Rn) последовательностью {F k}∞k=1 из
◦
C∞(Rn; Rn), пользуясь следствием 2.1.4 и переходя к пределу при k →∞,
получим пару векторных полей {u,∇ψ} таких, что F = u+∇ψ, причем

u ∈
◦
J2(Rn)∩

◦
Jp(Rn), ∇ψ ∈ Ĝ2(Rn) ∩ Ĝp(Rn).

Очевидно, v − u + ∇(q − ψ) = 0, где векторные поля v − u ∈
◦
J2(Rn) и

∇(q − ψ) ∈ Ĝ2(Rn). А так как при p = 2 справедливо разложение (2.1.23),

означающее тривиальность пересечения
◦
J2 (Ω) ∩ Ĝ2(Ω) = {0}}, то имеем

v − u = ∇(q − ψ) = 0. Следствие доказано.
Из теоремы 2.1.2 также вытекает
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Следствие 2.1.5. Пусть Ω = Rn
+ , 1 < p < ∞, n > 2. Тогда справедливо

разложение (2.1.2).

Доказательство. Заметим, что решение краевой задачи для полупро-
странства 

v +∇q = F (x),

div v = 0, x ∈ Rn
+,

vn|xn=0 = 0, x′ ∈ Rn−1

(2.1.46)

получается из решения задачи (2.1.38) для всего пространства методом

зеркальных отражений. А именно, векторное поле F ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn) про-
должим с Rn

+ на Rn так, чтобы компоненты Fk = Fk(x
′, xn), k = 1, . . . , n−1,

были четными по xn, а последняя компонента Fn = Fn(x′, xn) — нечетной по
xn . Используя явное представление решения (2.1.42) для всего простран-
ства Rn, получим решение с гладкостью

vk ∈ W l
p(Rn),

∂q

∂xk

∈ W l
p(Rn), k = 1, . . . , n,

для всех натуральных l > 1. В силу конструкции (2.1.42) векторное поле
v = v(x′, xn) будет иметь ту же четность, что и F = F (x′, xn). В частности,
компонента vn = vn(x′, xn) будет нечетной по xn . Ввиду гладкости ком-
поненты vn = vn(x′, xn), это означает, что vn|xn=0 = 0 для всех x′ ∈ Rn−1.
Сужение v на Rn

+ дает искомое решение краевой задачи (2.1.46). Из оценки
(2.1.44) получим неравенство

‖v‖Lp(Rn
+;Rn) + ‖∇q‖Lp(Rn

+;Rn) 6 C0‖F‖Lp(Rn
+;Rn) (2.1.47)

с той же, что и в (2.1.44), постоянной C0 .
С помощью четных продолжений с Rn

+ на Rn нетрудно убедиться, что

сужения на Rn
+ всех векторных полей из

◦
G∞(Rn) образуют всюду плотное

подпространство в Ĝp(Rn
+) при 1 < p < ∞, n > 2. Поэтому в силу оценки

(2.1.47) и соотношений (2.1.5) для любого векторного поля F ∈ Lp(Rn
+; Rn)

существует решение {v,∇q} ∈
◦
Jp (Rn

+) × Ĝp(Rn
+) краевой задачи (2.1.46).

Таким образом, установлено, что

Lp(Rn
+; Rn) =

◦
Jp(Rn

+) + Ĝp(Rn
+)

при 1 < p <∞ и n > 2, откуда и из соотношений (2.1.5) получаем
◦
Jp(Rn

+) ∩ Ĝp(Rn
+) =

( ◦
Jp ′(Rn

+) + Ĝp ′(Rn
+)
)⊥

= {0}
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при 1 < p < ∞ и n > 2, где p ′ = p/(p − 1). Тем самым установлена
справедливость разложения в прямую сумму

Lp(Rn
+; Rn) =

◦
Jp(Rn

+)⊕ Ĝp(Rn
+) (2.1.48)

при 1 < p <∞ и n > 2. Следствие доказано.
Займемся теперь неограниченной областью с гладкой компактной гра-

ницей.

Теорема 2.1.3. Пусть Ω ⊂ Rn — любая неограниченная область с ком-
пактной границей ∂Ω ∈ C1, 1 < p < ∞, n > 2. Тогда справедливо разло-
жение (2.1.2).

Доказательство. Выберем и зафиксируем такое число R > 0, что

∂Ω ⊂ BR = {x ∈ Rn : |x| < R}

и обозначим

ΩR = {x ∈ Ω: |x| < R + 1}, Ω̃R = {x ∈ Ω: |x| < R + 2}.

Выберем и зафиксируем срезающую функцию η ∈ C∞(Rn) так, чтобы

η(x) =

{
1, |x| > R + 1,

0, |x| 6 R.

Введем обозначение

q̃(x) = q(x)− 1

mes Ω̃R

∫
eΩR

q(y) dy, x ∈ Ω, (2.1.49)

и заметим, что {
v +∇q̃ = F (x), x ∈ Ω,

div v = 0, (v, ν0)|∂Ω = 0.
(2.1.50)

Умножая (2.1.50) на срезающую функцию η и доопределяя v и q̃ нулем
вне Ω, получим {

ηv +∇(ηq̃) = ηF + q̃∇η,
div(ηv) = (∇η, v), x ∈ Rn.

(2.1.51)

Линейный оператор T : L̃p(ΩR) →
◦

W 1
p (ΩR; Rn) определим как построенный

в главе 1 правый обратный для оператора div :
◦

W 1
p (ΩR; Rn)→ L̃p(ΩR), где
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L̃p — подпространство в Lp , определение которого дается на с. 10. Нетрудно
убедиться, что (∇η, v) ∈ L̃p(ΩR), поэтому в силу теоремы 1.1.2 имеем

div T (∇η, v) = (∇η, v), T (∇η, v) ∈
◦

W 1
p (ΩR; Rn),

с оператором T , не зависящим от показателя p ∈ (1,∞), с оценкой

‖T (∇η, v)‖W 1
p (ΩR;Rn) 6 C2‖(∇η, v)‖Lp(ΩR) ,

где постоянная C2 > 0 зависит только от n, p, R и Ω.
Обозначим u = ηv−T (∇η, v), доопределим u нулем вне Ω и рассмотрим

задачу во всем Rn для системы{
u+∇(ηq̃) = G,

div u = 0, x ∈ Rn
(2.1.52)

с правой частью

G = ηF + q̃∇η − T (∇η, F ) + T (∇η,∇q̃). (2.1.53)

Поскольку оператор T : L̃p(ΩR) →
◦

W 1
p (ΩR; Rn) непрерывен, то в силу нера-

венства Пуанкаре при любых p ∈ (1,∞) имеем

‖G‖Lp(Rn;Rn) 6 C3

(
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q̃‖Lp(ΩR;Rn)

)
(2.1.54)

с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p, R и Ω.
Рассмотрим сначала случай F ∈

◦
C∞(Ω; Rn). Так как при p = 2 спра-

ведливо разложение (2.1.23), то существует единственная пара векторных

полей {v,∇q} ∈
◦
J2(Ω)×Ĝ2(Ω) такая, что F = v+∇q. Поэтому участвующая

в системе (2.1.52) пара векторных полей

{u,∇(ηq̃)} ∈
◦
J2(Rn)× Ĝ2(Rn),

а на основании оценки (2.1.54) заключаем, что в системе (2.1.52) правая
часть G ∈ L2(Ω; Rn)∩Lp(Ω; Rn) при любых p ∈ (1, 2). Тогда согласно след-
ствию 2.1.4 при любых p ∈ (1, 2) имеем

{u,∇(ηq̃)} ∈
◦
Jp(Rn)× Ĝp(Rn),

откуда с учетом конструкции {u,∇(ηq̃)} следует, что

{v,∇q)} ∈
◦
Jp(Ω)× Ĝp(Ω) ∀ p ∈ (1, 2).
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Это означает всюду плотность в Lp(Ω; Rn) подпространства
◦
Jp(Ω) + Ĝp(Ω)

при любых p ∈ (1, 2). А тогда ввиду соотношений (2.1.5) имеем

◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0} ∀ p ∈ (1, 2).

Таким образом, с учетом следствий 2.1.2 и 2.1.3 заключаем, что при любых
p ∈ (1,∞) подпространство

◦
Jp (Ω) + Ĝp(Ω) всюду плотно в Lp(Ω; Rn) и

тривиально пересечение
◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0}.

Напомним, что в силу в силу теоремы 3 из [31] замыкание в Lp(Ω; Rn)
его подпространства

Ĝ∞
p (Ω) = {v : v = ∇ψ ∈ W l

p(Ω; Rn) ∀ l > 0, ψ ∈ L∞(Ω)}

совпадает с Ĝp(Ω) при 1 < p <∞, n > 2. Поэтому теорема будет доказана,
если установить справедливость оценки

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C‖v +∇q‖Lp(Ω;Rn) (2.1.55)

для всех {v,∇q} ∈
◦
J∞ (Ω) × Ĝ∞

p (Ω) при 1 < p < ∞, n > 2 с постоянной
C > 0, не зависящей от v и ∇q.

Обозначим cумму v + ∇q = F , где v ∈
◦
J∞(Ω) и ∇q ∈ Ĝ∞

p (Ω). Возвра-
щаясь к системе (2.1.52) и сохранив все построения, использованные при
выводе этой системы, вернемся к оценке (2.1.54) для векторного поля G
вида (2.1.53). Согласно теореме 2.1.2 решение

{u,∇(ηq̃)} ∈
◦
Jp(Rn)× Ĝp(Rn)

системы (2.1.52) удовлетворяет неравенству

‖u‖Lp(Rn;Rn) + ‖∇(ηq̃)‖Lp(Rn;Rn) 6 C0‖G‖Lp(Rn;Rn) , (2.1.56)

откуда и из (2.1.54) c помощью разбиения единицы 1 = 1− η + η находим

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q̃‖Lp(Ω;Rn) 6 C4

[
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q̃‖Lp(ΩR;Rn)

]
(2.1.57)

с постоянной C4 > 0, зависящей только от n, p, R и Ω.
Используя локальные Lp-оценки [52] для краевой задачи (2.1.50), полу-

чим
‖∇q̃‖Lp(ΩR;Rn) 6 C5

[
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖q̃‖Lp(eΩR;Rn)

]
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с постоянной C5 > 0, зависящей только от n, p, R и Ω, откуда и из (2.1.57)
при 1 < p <∞, n > 2 находим

‖v‖Lp(Ω;Rn) + ‖∇q̃‖Lp(Ω;Rn) 6 C6

[
‖F‖Lp(Ω;Rn) + ‖q̃‖Lp(eΩR;Rn)

]
(2.1.58)

с постоянной C6 > 0, зависящей только от n, p, R и Ω. Замечая, что∫
eΩR

q̃(x) dx = 0,

и повторяя рассуждения от противного из доказательства теоремы 2.1.1
на с. 36, получим оценку (2.1.55) при 1 < p <∞, n > 2. Теорема доказана.

Нам понадобится следующее полезное обобщение хорошо известной тео-
ремы К. Неймана (см., например, [16], с. 105).

Лемма 2.1.4. Пусть X, Y — банаховы пространства и Tj : X → Y ,
j = 1, 2, — линейные непрерывные операторы, причем оператор T1 имеет
непрерывный обратный и отображает X на Y . Если норма оператора T2

удовлетворяет условию
‖T2‖ < ‖T−1

1 ‖−1, (2.1.59)

то оператор T = T1 + T2 также имеет непрерывный обратный и отоб-
ражает X на Y .

Доказательство. В силу (2.1.59) ядро оператора T = T1+T2 тривиально.
Пусть f ∈ Y — произвольный элемент, а {uk}∞k=1 — такая последователь-
ность элементов из X, что

T1u0 = f, T1uk = −kT2uk−1 , k = 1, . . . . (2.1.60)

В силу (2.1.59) сходится ряд
∞∑

k=0

(
‖T2‖·‖T−1

1 ‖−1
)k
<∞,

а из (2.1.60) находим

‖uk‖X 6 k!‖T2‖k‖T−1
1 ‖k+1‖f‖Y ,

откуда следует сходимость в X ряда

u =
∞∑

k=0

uk

k!
. (2.1.61)
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Таким образом, u ∈ X и, как нетрудно убедиться, T1u + T2u = f в силу
(2.1.60),(2.1.61), т. е. область значений оператора T = T1 + T2 совпадает с
Y . Оценивая ряд (2.1.61), получим

‖T−1‖ 6 ‖T−1
1 ‖·

(
1− ‖T−1

1 ‖·‖T2‖
)−1

,

т. е. оператор T−1 непрерывен. Лемма доказана.

Замечание 2.1.2. В часто встречающихся вариантах формулировки лем-
мы 2.1.4 отсутствует наиболее важное для нас свойство оператора T , а
именно то, что оператор T отображает X на Y .

Теорема 2.1.4. Пусть Ω1 Ω2 — неограниченные области в Rn, границы
которых из класса C1, n > 2, 1 < p <∞. И пусть существует диффеомор-
физм Φ области Ω1 на область Ω2 с матрицей Якоби JΦ =

{
∂Φi

∂xj
(x)
}n

i,j=1

такой, что для всех x ∈ Ω1

α < | det JΦ| < β ∀x ∈ Ω1 , (2.1.62)

где α, β — какие-либо положительные постоянные, причем

lim
|x|→∞
x∈Ω1

n∑
i,j=1

∣∣∣∂Φi

∂xj

(x)− δi,j

∣∣∣ = 0, (2.1.63)

где δi,j — символ Кронекера. Тогда для справедливости разложения

Lp(Ω1; Rn) =
◦
Jp(Ω1)⊕ Ĝp(Ω1)

необходимо и достаточно, чтобы имело место разложение

Lp(Ω2; Rn) =
◦
Jp(Ω2)⊕ Ĝp(Ω2) .

Доказательство. Согласно лемме 2.1.1 имеем

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω) ⇐⇒ Lp ′(Ω; Rn) =

◦
Jp ′(Ω)⊕ Ĝp ′(Ω) (2.1.64)

для любой области Ω ⊂ Rn при 1 < p < ∞, n > 2, где p ′ = p/(p − 1).
Установим сначала, что из справедливости разложения

Lp(Ω1; Rn) =
◦
Jp(Ω1)⊕ Ĝp(Ω1) (2.1.65)
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следует справедливость разложения

Lp(Ω2; Rn) =
◦
Jp(Ω2)⊕ Ĝp(Ω2). (2.1.66)

Ввиду (2.1.64) достаточно будет убедиться, что (2.1.66) следует из (2.1.65)
при 1 < p < 2. В случае p = 2 утверждение теоремы 2.1.4 лишено смысла,
так как разложение (2.1.23) справедливо для любой Ω ⊂ Rn.

Поскольку Φ — диффеоморфизм, т. е. по определению Φ — взаимно
однозначное и непрерывно дифференцируемое в Ω1 отображение области
Ω1 на область Ω2, обратное к которому непрерывно дифференцируемо в
Ω2, то существует непрерывно дифференцируемое в Ω2 отображение Φ−1,
обратное к отображению Φ. Пусть JΦ−1 — матрица Якоби отображения
x = Φ−1(y). Очевидно, JΦ−1 = J−1

Φ при y = Φ(x).
В силу следствия 2.1.2 из леммы 2.1.3 для доказательства (2.1.66) доста-

точно убедиться, что при 1 < p < 2 найдется постоянная C ′ > 0, зависящая
только от n, p , Φ и Ω1, Ω2, такая, что всякое векторное поле F ∈

◦
C∞(Ω2; Rn)

можно представить в виде

F (y) = v(y) +∇q(y), y ∈ Ω2 , (2.1.67)

где v ∈
◦
Jp(Ω2) и ∇q ∈ Ĝp(Ω2) удовлетворяют неравенству

‖v‖Lp(Ω2;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω2;Rn) 6 C ′‖F‖Lp(Ω2;Rn) . (2.1.68)

Согласно (2.1.23) всякое векторное поле F ∈
◦
C∞(Ω2; Rn) можно предста-

вить в виде (2.1.67), где v ∈
◦
J2(Ω2) и ∇q ∈ Ĝ2(Ω2). Покажем, что в действи-

тельности v ∈
◦
Jp(Ω2) и ∇q ∈ Ĝp(Ω2) при 1 < p < 2. Для этого перепишем

(2.1.67) в виде

v
(
Φ(x)

)
+∇y q(Φ(x)

)
= F (Φ(x)

)
, x ∈ Ω1 ,

откуда получим

J∗Φv
(
Φ(x)

)
+∇x q(Φ(x)

)
= J∗ΦF (Φ(x)

)
, x ∈ Ω1 , (2.1.69)

где J∗Φ — транспонированная матрица Якоби.
Вводя обозначения

u(x) = | det JΦ| · J−1
Φ v
(
Φ(x)

)
, ψ(x) = q

(
Φ(x)

)
f(x) = J∗ΦF

(
Φ(x)

)
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и полагая T0 = | det J−1
Φ | · J∗ΦJΦ, запишем (2.1.67) в виде

u(x) +∇ψ(x) = f(x) + (I − T0)u(x), x ∈ Ω1 ,

где I — тождественное отображение в Rn. Нетрудно убедиться, что

u ∈
◦
J2(Ω1), ∇ψ ∈ Ĝ2(Ω1), f ∈

◦
C1(Ω1; Rn),

т. е. f — финитное в Ω1 непрерывно дифференцируемое векторное поле.
При этом элементы матрицы T0 непрерывны в Ω1.

Не ограничивая общности, будем считать, что область Ω1 содержит на-
чало координат. Функцию η ∈

◦
C∞(Ω; Rn) выберем и зафиксируем таким

образом, чтобы

η(x) =

{
1, |x| 6 1,

0, |x| > 2.

Тогда для x ∈ Ω1 будем иметь[
I −

(
1− η

( x
R

))
(I −T0)

]
u(x)+∇ψ(x) = f(x)+ η

( x
R

)
(I −T0)u(x), (2.1.70)

где R — любое положительное число.
Теперь применим лемму 2.1.4. Пусть

Xp =
( ◦
Jp(Ω1)× Ĝp(Ω1)

)⋂( ◦
J2(Ω1)× Ĝ2(Ω1)

)
— банахово пространство упорядоченных пар {w,∇ϕ}:

w ∈
◦
Jp(Ω1)∩

◦
J2(Ω1), ∇ϕ ∈ Ĝp(Ω1) ∩ Ĝ2(Ω1)

при 1 < p < 2 с нормой

‖{w,∇ϕ}‖Xp = ‖w‖Lp(Ω1;Rn) + ‖w‖L2(Ω1;Rn) + ‖∇ϕ‖Lp(Ω1;Rn) + ‖∇ϕ‖L2(Ω1;Rn) .

В качестве Yp возьмем банахово пространство Lp(Ω1; Rn) ∩ L2(Ω1; Rn) при
1 < p < 2 с нормой

‖f‖Yp = ‖f‖Lp(Ω1;Rn) + ‖f‖L2(Ω1;Rn) .

Норму линейного непрерывного оператора T : Xp → Yp будем обозначать
через ‖T‖p . Норму обратного оператора T−1 : Yp → Xp, если он существует,
также будем обозначать через ‖T−1‖p.



§1. Lp-разложение Гельмгольца 51

Оператор T1 : Xp → Yp определим следующим образом:

T1{w,∇ϕ} = w +∇ϕ ∀ {w,∇ϕ} ∈ Xp .

Согласно предположению (2.1.65) и лемме 2.1.2, область значений опера-
тора T1 совпадает с Yp, поэтому оператор T1 имеет непрерывный обратный
T−1

1 : Xp → Yp . Линейный непрерывный оператор T2,R : Xp → Yp , завися-
щий от параметра R > 0, определим с помощью равенства

T2,R{w,∇ϕ} = −
(
1− η

( x
R

))
(I − T0)w ∀ {w,∇ϕ} ∈ Xp .

При этом в силу условия (2.1.63) будем иметь

lim
R→∞

‖T2,R‖p = 0 (2.1.71)

для каждого фиксированного p, 1 < p < 2. И наконец, введем оператор
T = T1 + T2,R. Очевидно, T : Xp → Yp — линейный непрерывный оператор.
Замечая, что правая часть (2.1.70) принадлежит Yp, для любого R > 0,
перепишем (2.1.70) в виде

T{u,∇ψ} = f + η
( x
R

)
(I − T0)u. (2.1.72)

При этом число R > 0 выберем и зафиксируем таким образом, чтобы

‖T2,R‖p < ‖T−1
1 ‖−1

p , sup
x∈Ω1
|x|>R

n∑
i,j=1

∣∣∣∂Φi

∂xj

(x)− δij

∣∣∣ < 1

2
, (2.1.73)

что возможно в силу (2.1.71) и (2.1.63). Выбранное таким образом число
R зависит от p, но p — фиксированное число, 1 < p < 2.

Поскольку правая часть (2.1.72) является элементом Yp, то согласно
лемме 2.1.4 найдется такой элемент {w,∇ϕ} ∈ Xp , что

T{w,∇ϕ} = f + η
( x
R

)
(I − T0)u. (2.1.74)

Покажем, что в действительности, w = u и ∇ϕ = ∇ψ. Вычитая (2.1.74) из
(2.1.72), получим

T{U,∇Ψ} = 0, (2.1.75)

где U = w − u и Ψ = ϕ− ψ, причем U ∈
◦
J2(Ω1) и ∇Ψ ∈ Ĝ2(Ω1). Но (2.1.75)

эквивалентно равенству[
I −

(
1− η

( x
R

))
(I − T0)

]
U +∇Ψ = 0, (2.1.76)
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из которого следует, что∫
Ω1

∣∣U(x)
∣∣2dx =

∫
Ω1

(
1− η

( x
R

))(
(I − T0)U(x), U(x)

)
dx.

А тогда из (2.1.73) находим

‖U‖2
L2(Ω1;Rn) <

1

2
‖U‖2

L2(Ω1;Rn) .

Последнее означает, что U(x) = 0 в Ω1. При этом ∇Ψ(x) = 0 в Ω1 согласно
(2.1.76). Таким образом, имеем w(x) = u(x) и ∇ϕ(x) = ∇ψ(x) в Ω1 , т. е.

u ∈
◦
Jp(Ω1) и ∇ψ ∈ Ĝp(Ω1). Поэтому v ∈

◦
Jp(Ω2) и ∇q ∈ Ĝp(Ω2) в силу (2.1.62).

Следовательно, для любого F ∈
◦
C∞(Ω2; Rn) существуют векторные поля

v ∈
◦
Jp(Ω2) и ∇q ∈ Ĝp(Ω2), удовлетворяющие равенству(2.1.67).
Осталось доказать неравенство (2.1.68). Обозначим через X̃p банахово

пространство
◦
Jp(Ω1)× Ĝp(Ω1) упорядоченных пар {w,∇ϕ} c нормой

‖{w,∇ϕ}‖ eXp
= ‖w‖Lp(Ω1;Rn) + ‖∇ϕ‖Lp(Ω1;Rn) ,

а через Ỹp обозначим Lp(Ω1; Rn). Будем считать, что определенные выше
операторы T1, T2,R и T действуют теперь из X̃p в Ỹp. Для норм этих опе-
раторов сохраним прежние обозначения.

Увеличивая, если это необходимо, число R так, чтобы условие (2.1.73)
выполнялось и для операторов T1, T2,R , действующих из X̃p в Ỹp, применим
к (2.1.72) лемму 2.1.4. В результате получим

‖u‖Lp(Ω1;Rn) + ‖∇ψ‖Lp(Ω1;Rn) 6

6 C0

[
‖f‖Lp(Ω1;Rn) +

∥∥η( x
R

)
u
∥∥

Lp(Ω1;Rn)

] (2.1.77)

с постоянной C0 > 0, зависящей только от n, p и Ω1 , Ω2 , Φ. А из (2.1.77) и
(2.1.62) находим

‖v‖Lp(Ω2;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω2;Rn) 6 C ′
0

[
‖F‖Lp(Ω2;Rn) + ‖v‖Lp(Ω2,ρ;Rn)

]
с постоянной C ′

0 > 0, зависящей только от n, p и Ω1 , Ω2 , Φ, где подобласть
Ω2,ρ = {y ∈ Ω2 : |y| < ρ} для некоторого фиксированного числа ρ > 0,
зависящего только от R и отображения Φ.
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Используя локальные Lp-оценки из [52], находим

‖∇q‖Lp(Ω2,ρ;Rn) 6 C ′′
0

[
‖F‖Lp(Ω2;Rn) +

∥∥q −Qρ

∥∥
Lp(Ω′2,ρ)

]
с постоянной C ′′

0 > 0, зависящей только от n, p, ρ и Ω1 , Ω2 , Φ, где Ω′
2,ρ

— ограниченная подобласть в Ω2, причем Ω2,ρ ⊂ Ω′
2,ρ и Ω′

2,ρ имеет границу
класса C1, а через Qρ обозначена аддитивная постоянная

Qρ =
1

mes Ω′
2,ρ

∫
Ω′2,ρ

q(x) dx.

Поэтому получаем оценку

‖v‖Lp(Ω2;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω2;Rn) 6 C̃0

[
‖F‖Lp(Ω2;Rn) +

∥∥q −Qρ

∥∥
Lp(Ω′2,ρ)

]
с постоянной C̃0 > 0, зависящей только от n, p, ρ и Ω1 , Ω2 , Φ. Из последней
оценки, используя рассуждения от противного и компактность вложения
W 1

p (Ω′
2,ρ) ↪→ Lp(Ω

′
2,ρ), получим оценку (2.1.68). Подробности стандартной

схемы рассуждений от противного, позволяющих исключить норму q−Qρ

из правой части последнего неравенства, можно найти выше на с. 36.
Тем самым установлено, что из справедливости разложения (2.1.65) сле-

дует (2.1.66). Точно таким же образом устанавливается и обратная импли-
кация, т. е. из справедливости (2.1.66) следует (2.1.65). Теорема доказана.

Рассмотрим неограниченную область Ω ⊂ Rn вида

Ω = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕ(x′)}, (2.1.78)

где функция ϕ ∈ C1(Rn−1) удовлетворяет условию

lim
|x′|→∞

|∇ϕ(x′)| = 0. (2.1.79)

Теорема 2.1.5. Пусть Ω ⊂ Rn — область вида (2.1.78), удовлетворяю-
щая условию (2.1.79), 1 < p < ∞, n > 2. Тогда справедливо разложение

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω).

Доказательство. Согласно следствию 2.1.5 имеем

Lp(Rn
+; Rn) =

◦
Jp(Rn

+)⊕ Ĝp(Rn
+) (2.1.80)
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для полупространства Rn
+ при 1 < p <∞, n > 2. По предположению, функ-

ция ϕ непрерывно дифференцируема и удовлетворяет условию (2.1.79).
Отображение y = Φ(x) определим следующим образом:

y′ = x′, yn = xn − ϕ(x′).

Очевидно, Φ: Ω → Rn
+ — диффеоморфизм Ω на Rn

+ (в дальнейшем этот
факт будет неоднократно использоваться ). Очевидно также, что det JΦ =
1. В силу (2.1.79) диффеоморфизм Φ удовлетворяет условию (2.1.63). Ссыл-
ка на разложение (2.1.80) и теорему 2.1.4 завершает доказательство теоре-
мы 2.1.5.

Замечание 2.1.3. Ослабить условие (2.1.79) в теореме 2.1.5, вообще говоря,
нельзя. Точность условия (2.1.79) проиллюстрируем примером. Для про-
стоты ограничимся двумерным случаем. А именно, пусть область Ω ⊂ R2

имеет сколь угодно гладкую границу и представима в виде Ω = Ω0∪Γα, где
Ω0 — ограниченная область, а Γα — угол с раствором α ∈ (π, 2π), то раз-

ложение Lp(Ω; R2) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω) не имеет места при 1 < p < 2/(1 + π/α)

и при 2/(1− π/α) < p <∞. Такую область Ω при надлежащем выборе Ω0

можно представить в виде (2.1.78) со сколь угодно гладкой функцией ϕ,
которая не будет удовлетворять условию (2.1.79).

Доказательство. Пусть (r, θ) — полярные координаты в R2. Не теряя
общности, можно считать, что Ω0 ⊂ K1, где K1 = {x ∈ R2 : |x| < 1}, и угол

Γα = {(r, θ) : r > 0, 0 < θ < α}, π < α < 2π.

Функцию u0 = u0(x) определим в Γα\{0} с помощью равенства

u0(r cos θ, r sin θ) = r
π
α cos

(πθ
α

)
, r > 0, 0 < θ < α.

Очевидно, u0 ∈ C∞(Γα\{0}) и ∆u0(x) = 0 в Γα\{0}, причем

∂u0

∂γ

∣∣∣
Γα\{0}

= 0,

где γ — нормаль к Γα\{0}. Срезающую функцию η ∈ C∞(R) выберем таким
образом, чтобы

η(s) =

{
0, s 6 1,

1, s > 2.
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Заметим, что η(|x|) ∈ C∞(R2) и

∂

∂ν0

η(|x|)
∣∣∣
∂Ω

= 0.

где ν0 — нормаль к ∂Ω. Функцию u1 = u1(x) определим с помощью равен-
ства u1(x) = u0(x)η(|x|). Очевидно, U1 ∈ C∞(Ω) и

∂u1

∂ν0

∣∣∣
∂Ω

= 0.

В области Ω рассмотрим функцию

f(x) = 2
(
∇u0(x),∇x η(|x|)

)
+ u0(x)∆xη(|x|), x ∈ Ω.

Нетрудно убедиться, что f ∈ C∞(Ω), причем supp f ⊂ (K2\K1) ∩ Γα, где
K2 = {x ∈ R2 : |x| < 2}, и область (K2\K1) ∩ Γα удовлетворяет условию
конуса (определение см. на с. 10). Кроме того,∫

(K2\K1)∩Γα

f(x) dx = 0.

Поэтому в силу теоремы 1.1.2 найдется векторное поле v ∈
◦
W 1

p (Ω; R2) при
любых p ∈ (1,∞), причем div v(x) = f(x) в Ω, а supp |v| ⊂ (K2\K1) ∩ Γα.

Таким образом, имеем ∆u1(x) = div v(x) в Ω. А так как, в частности,

v ∈
◦
W 1

2 (Ω; R2), то в силу теоремы Рисса об общем виде линейного непрерыв-
ного функционала на гильбертовом пространстве существует единственное
векторное поле ∇u2 ∈ Ĝ2(Ω), удовлетворяющее интегральному тождеству∫

Ω

(∇u2 ,∇ψ) dx =

∫
Ω

(v,∇ψ) dx ∀∇ψ ∈ Ĝ2(Ω).

На основании леммы 2.1.3 заключаем, что ∇u2 ∈ W 1
2 (Ω; Rn). А тогда

∆u2(x) = div v(x) в Ω и
∂u2

∂ν0

∣∣∣
∂Ω

= 0.

Рассмотрим теперь функцию q(x) = u1(x)− u2(x), x ∈ Ω. Из конструк-
ции q видно, что ∆q(x) = ∆u1(x)−∆u2(x) = 0 в Ω и

∂q

∂ν0

∣∣∣
∂Ω

= 0.
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Но ∇u2 ∈ Ĝp(Ω) при любых значениях p > 2 в силу леммы 2.1.3, посколь-

ку v ∈
◦
W 1

p (Ω; R2) при любых p ∈ (1,∞). Если 2/(1 − π/α) < p < ∞, то
∇u2 ∈ Ĝp(Ω). Поэтому ∇q ∈ Ĝp(Ω) при условии, что 2/(1− π/α) < p <∞.
Остается проверить, что ∇q(x) не будет тождественно равняться нулю в
Ω. Предположим противное, т. е. пусть ∇q(x) = 0 почти всюду в Ω. Тогда
∇u1(x) = ∇u2(x) почти всюду в Ω. Но ∇u2 ∈ Ĝ2(Ω), а ∇u2 /∈ Ĝ2(Ω) из-
за недостаточно быстрого стремления |∇u1(x)| к нулю на бесконечности.
Следовательно, ∇q(x) не может равняться нулю почти всюду в Ω.

Таким образом, при 2/(1 − π/α) < p < ∞ построено нетривиальное
решение ∇q ∈ Ĝp(Ω) однородной задачи Неймана∆q = 0, x ∈ Ω,

∂q

∂ν0

∣∣∣
∂Ω

= 0.

Обозначим G∞(Ω) = {w : w = ∇ψ|Ω , ψ ∈
◦
C∞(R2)}. Тогда∫

Ω

(∇q ,∇ψ) dx = 0 ∀∇ψ ∈ G∞(Ω).

Но для рассматриваемой области Ω в силу теоремы 6 из [31] и соотноше-
ний (2.1.5) замыкание в Lp(Ω; R2) eгo подпространства G∞(Ω) совпадает с
Ĝp(Ω) при любых p ∈ (1,∞). Поэтому∫

Ω

(∇q ,∇ψ) dx = 0 ∀∇ψ ∈ Ĝp ′(Ω),

откуда и из (2.1.5) следует, что ∇q ∈
◦
Jp(Ω), причем |∇q(x)| 6≡ 0. Это озна-

чает, что размерность dim
◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) > 1, если 2/(1− π/α) < p <∞.

Следовательно, разложение Lp(Ω; R2) =
◦
Jp (Ω) ⊕ Ĝp(Ω) не имеет места

при 2/(1−π/α) < p <∞ хотя бы по той причине, что
◦
Jp(Ω)∩ Ĝp(Ω) 6= {0}.

Заметим, что 1 < p ′ < 2/(1 + π/α), если 2/(1 − π/α) < p < ∞. Поэтому

замыкание в Lp ′(Ω; R2) подпространства
◦
Jp ′(Ω)+ Ĝp ′(Ω) не будет совпадать

с Lp ′(Ω; R2), т. е. разложение Lp ′(Ω; R2) =
◦
Jp ′(Ω) ⊕ Ĝp ′(Ω) не будет иметь

место при 1 < p ′< 2/(1 + π/α).
Таким образом, для области Ω = Ω0 ∪ Γα, имеющей сколь угодно глад-

кую границу, разложение Lp(Ω; R2) =
◦
Jp (Ω) ⊕ Ĝp(Ω) не имеет места при
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1 < p < 2/(1 + π/α) и 2/(1 − π/α) < p < ∞, если π < p < 2π, что и
требовалось доказать.
Замечание 2.1.4. Как установлено в работе [70], для области Ω = R2 из

замечания 2.1.3 при p = 2/(1 ± π/α) пересечение
◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0} —

тривиально, а сумма
◦
Jp(Ω)+Ĝp(Ω) образует всюду плотное, но незамкнутое

подпространство в Lp(Ω; R2).

2.2. Lp-теория стационарной системы Стокса
В ограниченной области Ω ⊂ Rn рассмотрим стационарную задачу Стокса{

−ν∆ v +∇q = f(x),

div v = 0, x ∈ Ω,
(2.2.1)

с однородными краевыми условиями

v
∣∣
∂Ω

= 0, (2.2.2)

Предполагается, что ∂Ω ∈ C2, n > 2.
Рассмотрим вспомогательную стационарную задачу{

v − ν∆v +∇q = f(x),

div v = 0, x ∈ Ω,
(2.2.3)

с однородными краевыми условиями

v
∣∣
∂Ω

= 0. (2.2.4)

Сильным решением линейной краевой задачи (2.2.3)–(2.2.4) с правой
частью f ∈ Lp(Ω; Rn) естественно называть пару векторных полей

{v,∇q} ∈ W 2
p (Ω; Rn)∩

◦
J1

p(Ω)×Gp(Ω),

для которых система (2.2.3) выполняется почти всюду в Ω, а краевые усло-
вия (2.2.4) выполняются в смысле равенства соответствующих следов.

Для полупространства Ω = Rn
+ справедлива следующая

Лемма 2.2.1. Найдется постоянная C0 > 0, зависящая только от n, p и
ν, такая, что при 1 < p <∞, n > 2, ν > 0 для любого f ∈ Lp(Rn

+; Rn) су-
ществует единственное сильное решение {v,∇q} краевой задачи (2.2.3)–

(2.2.4), v ∈ W 2
p (Rn

+; Rn)∩
◦
J1

p(Rn
+), ∇q ∈ Gp(Rn

+), удовлетворяющее неравен-
ству

‖v‖W 2
p (Rn

+;Rn) + ‖∇q‖Lp(Rn
+;Rn) 6 C0‖f‖Lp(Rn

+;Rn) .
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Доказательство. В случае Ω = Rn
+ при любых n > 2 и 1 < p < ∞

пространство Lp(Ω; Rn) раскладывается в прямую сумму

Lp(Rn
+; Rn) =

◦
Jp(Rn

+)⊕Gp(Rn
+)

замкнутых подпространств соленоидальных и потенциальных векторных
полей (см. Упр.). Поэтому утверждение леммы достаточно доказать только

для правых частей f ∈
◦
Jp(Rn

+). Полагая без ограничения общности ν = 1 и
применяя к (2.2.3)–(2.2.4) преобразование Фурье относительно переменных
x′ = (x1, . . . , xn−1), получим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений

(1 + |ξ′|2)v̂k −
∂2v̂k

∂x2
n

+ iξkq̂ = f̂k(ξ
′, xn), k = 1, . . . , n− 1,

(1 + |ξ′|2)v̂n −
∂2v̂n

∂x2
n

+
∂q̂

∂xn

= f̂n(ξ′, xn),

n−1∑
k=1

iξkv̂k +
∂v̂n

∂xn

= 0, xn > 0,

(2.2.5)

с краевыми условиями

v̂|xn=0 = 0, lim
xn→+∞

v̂n = 0. (2.2.6)

Воспользуемся доказательством леммы 3.2.1, заменив iξ0 в (3.2.22) и
(3.2.23) на единицу. При этом находим

iξ′q̂(ξ′, xn) = − iξ′

|ξ′|
· ϕ̂(ξ′, xn),

∂q̂

∂xn

= ϕ̂(ξ′, xn), (2.2.7)

где функция ϕ определяется через свое преобразование Фурье

ϕ̂(ξ′, xn) = |ξ′| · e−xn|ξ′|

∞∫
0

e−yn

√
1+|ξ′|2F̂ (ξ′, xn) dyn, xn > 0, (2.2.8)

и функция F (x) тоже определяется через свое преобразование Фурье

F̂ (ξ′, xn) = f̂(ξ′, xn)−
n−1∑
k=1

iξk
|ξ′|

· f̂k(ξ
′, xn), xn > 0, ξ′ ∈ Rn−1. (2.2.9)

Дальнейший ход доказательства почти буквально повторяет ход дока-
зательства леммы 3.2.1. Лемма доказана.
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Определение 2.2.1. Векторное поле v ∈
◦
Jp(Ω) будем называть слабым ре-

шением задачи (2.2.3)–(2.2.4) класса
◦
Jp(Ω), если выполняется интегральное

тождество∫
Ω

(v, u− ν∆u) dx =

∫
Ω

(f, u) dx ∀u ∈
◦
W 1

p ′(Ω; Rn) ∩
◦
J1

p ′(Ω)

при условии, что правая часть f ∈ Lp(Rn
+; Rn).

Из леммы 2.2.1 вытекает

Следствие 2.2.1. В случае Ω = Rn
+ при любых n > 2 и 1 < p <∞ слабое

решение v ∈
◦
Jp(Rn

+) задачи (2.2.3)–(2.2.4) единственно.

Доказательство. Пусть v ∈
◦
Jp(Rn

+) удовлетворяет тождеству∫
Rn

+

(v, u− ν∆u) dx = 0 ∀u ∈ W 2
p ′(Rn

+; Rn)∩
◦
J1

p ′(Rn
+).

В силу леммы 2.2.1 это означает, что∫
Rn

+

(v, f) dx = 0 ∀ f ∈ Lp(Rn
+; Rn),

откуда сразу же следует равенство v = 0 почти всюду в Rn
+, что и требо-

валось доказать.

Напомним, что пространство Соболева
◦
W 1

p (Ω; Rn) определено у нас как

замыкание в пространстве W 1
p (Ω; Rn) его подпространства

◦
C∞(Ω; Rn). Для

показателя p ′, сопряженного к p, через W−1
p ′ (Ω; Rn) естественно обозначить

пространство всех линейных непрерывных функционалов на пространстве

Соболева
◦
W 1

p (Ω; Rn). Элементы W−1
p ′ (Ω; Rn) удобно назвать «обобщенны-

ми векторными полями». Через G−1
p ′ (Ω) обозначим подпространство всех

потенциальных «обобщенных векторных полей» в W−1
p ′ (Ω; Rn).

Для любой области Ω ⊂ Rn, n > 2, без каких бы то ни было ограничений
на границу ∂Ω согласно теореме де Рама [35] имеем

◦
J1

p(Ω)⊥ = G−1
p ′ (Ω), p ′= p/(p− 1), 1 < p <∞, (2.2.10)
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где используется стандартное обозначение X⊥ для аннулятора подпро-
странства X ⊂ B банахова пространства B. Напомним, что подпростран-
ство X⊥ ⊂ B∗ замкнуто в банаховом пространстве B∗ линейных непрерыв-
ных функционалов на B.

Определение 2.2.2. Пару векторных полей {v,∇q} будем называть сла-

бым решением задачи (2.2.3)–(2.2.4) класса
◦
J1

p (Ω) × G−1
p (Ω), если эти век-

торные поля удовлетворяют системе (2.2.3) в смысле D′(Ω; Rn) при условии,
что правая часть f ∈ W−1

p (Ω; Rn).

Говоря о слабом решении задачи (2.2.3)–(2.2.4), мы всегда будем ука-
зывать, к какому классу принадлежит это решение, из чего будет видно
в смысле какого из двух определений решение является слабым. Отметим
также, что из определения 2.2.1 в силу теоремы де Рама [35] вытекает
существование потенциального векторного поля ∇q ∈ W−2

p (Ω; Rn) такого,

что v ∈
◦
Jp(Ω) из определения 2.2.1 и ∇q будут удовлетворять системе (2.2.3)

в смысле D′(Ω; Rn).

Лемма 2.2.2. Пусть Ω = Rn
+, n > 2, 1 < p < ∞ и ν > 0. Найдется

постоянная C ′ > 0, зависящая только от n, p и ν, такая, что для лю-
бого f ∈ W−1

p (Rn
+; Rn) существует единственное слабое решение {v,∇q}

краевой задачи (2.2.3)–(2.2.4) класса
◦
J1

p(Rn
+)×G−1

p (Rn
+). Это решение удо-

влетворяет неравенству

‖v‖W 1
p (Rn

+;Rn) + ‖∇q‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 C ′‖f‖W−1
p (Rn

+;Rn) . (2.2.11)

Доказательство. Начнем с единственности решения. Если {v,∇q} —

слабое решение однородной задачи класса
◦
J1

p (Rn
+) × G−1

p (Rn
+), то v будет

слабым решением однородной задачи класса v ∈
◦
Jp (Rn

+). Поэтому в силу
следствия 2.2.1 слабое решение {v,∇q} однородной задачи (2.2.3)–(2.2.4)

класса
◦
J1

p(Rn
+)×G−1

p (Rn
+) будет единственно.

Заметим, что для любого f ∈ W−1
p (Rn

+; Rn) существует единственное

u ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn) такое, что f = u−∆u и

‖u‖W 1
p (Rn

+;Rn) 6 C1‖f‖W−1
p (Rn

+;Rn) (2.2.12)

с постоянной C1 > 0, зависящей только от n и p. Так как u ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn),

то найдется последовательность {uj}∞j=1 из
◦
C∞(Rn

+; Rn), для которой

lim
j→∞

‖u− uj‖W 1
p (Rn

+;Rn) = 0. (2.2.13)
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Но f = u−∆u, поэтому из (2.2.13) следует, что

lim
j→∞

‖f − (uj −∆uj)‖W 1
p (Rn

+;Rn) = 0.

Последнее означает, что существование слабого решения и оценку (2.2.11)
достаточно установить для случая, когда правая часть системы (2.2.3) име-

ет вид f = u − ∆u с векторным полем u ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn). При этом для u

имеется оценка (2.2.11). Очевидно, в таком случае f ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn).
Из леммы 2.2.1 следует существование сильного решения {v,∇q} задачи

(2.2.3)–(2.2.4), которое будет также и слабым решением в смысле опреде-
ления 2.2.2. Остается доказать оценку (2.2.11). Для этого удобно разбить f

на два слагаемых: f = f 1 +f 2, где f 1 = u ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn), f 2 = ∇ div u−∆u.

Очевидно, f 2 ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn). Решение можно записать в виде v = v1 + v2,
∇q = ∇q1 +∇q2, где {v1,∇q1} — решение с правой частью f 1, а {v2,∇q2}
— решение с правой частью f 2. При этом в силу леммы 2.2.1 и неравенства
(2.2.12) имеем оценку

‖v1‖W 1
p (Rn

+;Rn) + ‖∇q1 −∇ div u1‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 C2‖f‖W−1
p (Rn

+;Rn)

c постоянной C2 > 0, зависящей только от n, p и ν. Последнее означает,
что оценку (2.2.11) достаточно доказать лишь для правой части вида f =

∇ div u−∆u с векторным полем u ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn), для которого выполняется
неравенство (2.2.12).

Предположим сначала, что ν = 1. Поскольку f ∈ Rn
+, то для преоб-

разования Фурье функции q(x) = q(x′, xn) относительно x′ справедливо
представление (2.2.7)–(2.2.8) с функцией F̂ вида

F̂ (ξ′, xn) = |ξ′|2ûn(ξ′, xn) + |ξ′|∂ûn

∂xn

(ξ′, xn)+

+
n−1∑
k=1

iξk
|ξ′|

[
|ξ′|∂ûk

∂xn

(ξ′, xn) +
∂2ûk

∂x2
n

(ξ′, xn)
]
.

(2.2.14)

Подставляя (2.2.14) в (2.2.8) и интегрируя по частям, находим

ϕ̂(ξ′, xn) = (1 + |ξ′|2)|ξ′| · e−xn|ξ′|

∞∫
0

e−yn

√
1+|ξ′|2Φ̂(ξ′, xn) dyn, xn > 0, (2.2.15)
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где функция Φ определяется через свое преобразование Фурье равенством

Φ̂(ξ′, xn) =
(
1 +

|ξ′|√
1 + |ξ′|2

)
·

[
n−1∑
k=1

iξk
|ξ′|

· ûk(ξ
′, xn) +

|ξ′| · ûn(ξ′, xn)√
1 + |ξ′|2

]
.

В силу (2.2.12) и теоремы [27] о мультипликаторах преобразования Фурье
имеем ∑

|α|61

‖Dα
xΦ‖Lp(Rn

+) 6 C3‖f‖W−1
p (Rn

+;Rn) (2.2.16)

с постоянной C3 > 0, зависящей только от n и p.
Функцию ϕ представим в виде ϕ = ψ1 + ψ2, где ψ2(x) = −∆x′ψ1(x), а

функция ψ1 определяется через свое преобразование Фурье равенством

ψ1(ξ
′, xn) = |ξ′| · e−xn|ξ′|

∞∫
0

e−yn

√
1+|ξ′|2Φ̂(ξ′, xn) dyn . (2.2.17)

Тогда q можно представить в виде q = q1 + q2, где

iξ′q̂j(ξ
′, xn) = − iξ′

|ξ′|
· ψ̂j(ξ

′, xn),
∂q̂j
∂xn

= ψ̂j(ξ
′, xn), j = 1, 2, (2.2.18)

откуда следует, что ∇q2(x) = −∆x′∇q1(x). Легко проверить, что

‖∇q1‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 ‖∇q1‖Lp(Rn
+;Rn) ,

‖∇q2‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6
∑
|α′|=1

‖Dα′

x′∇q1‖Lp(Rn
+;Rn) .

Поэтому в силу теоремы [27] о мультипликаторах преобразования Фурье и
(2.2.18) имеем

‖∇q‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 C4

∑
|α′|61

‖Dα′

x′ψ1‖Lp(Rn
+;Rn) (2.2.19)

с постоянной C4 > 0, зависящей только от n и p.
Тем же путем, что и в лемме 3.2.1, получаем с учетом (2.2.17) оценку∑

|α′|61

‖Dα′

x′ψ1‖Lp(Rn
+;Rn) 6 C5

∑
|α′|61

‖Dα′

x′Φ‖Lp(Rn
+)

с постоянной C5 > 0, зависящей только от n и p, откуда и из

‖∇q‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 C6‖f‖W−1
p (Rn

+;Rn) (2.2.20)
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с постоянной C6 > 0, зависящей только от n и p.
Из (2.2.20) и (2.2.12) получаем оценку (2.2.11) с ν = 1. Делая замену

переменных y = x/
√
ν, получим оценку (2.2.11) для любого ν > 0. Таким

образом лемма доказана.
Для задачи (2.2.3)–(2.2.4) нам понадобится другое определение слабого

решения класса
◦
J1

p(Ω)×G−1
p (Ω), эквивалентное определению 2.2.2. А имен-

но, справедлива следующая лемма, в которой для краткости используется
ставшее уже стандартным условное обозначение

(∇u,∇v) def
=

n∑
k=1

(∇uk,∇vk) =
n∑

j,k=1

∂uk

∂xj

· ∂vk

∂xj

для векторных полей u = (u1, . . . , un) и v = (v1, . . . , vn) со значениями в Rn.

Лемма 2.2.3. Пусть Ω ⊂ Rn — любая область, 1 < p < ∞, n > 2 и
ν > 0. Если v ∈

◦
J1

p (Ω) и f ∈ W−1
p (Ω; Rn) удовлетворяют интегральному

тождеству ∫
Ω

[
(v, u) + (∇v,∇u)

]
dx = 〈f, u〉 ∀u ∈

◦
J1

p ′(Ω) , (2.2.21)

то найдется такое векторное поле ∇q ∈ G−1
p (Ω), что пара {v,∇q} явля-

ется слабым решением задачи (2.2.3)–(2.2.4) в смысле определения 2.2.2.
Если же {v,∇q} — слабое решение задачи (2.2.3)–(2.2.4) в смысле опреде-
ления 2.2.2, то v удовлетворяет тождеству (2.2.21).

Доказательство. Если v ∈
◦
J1

p(Ω) и удовлетворяет тождеству (2.2.21), то
∆v ∈ W−1

p (Ω; Rn) и

〈v − ν∆v − f, u〉 = 0 ∀u ∈
◦
J1

p ′(Ω). (2.2.22)

А если векторное поле w ∈ D′(Ω; Rn) удовлетворяет тождеству

〈w, u〉 = 0 ∀u ∈
◦
J∞(Ω) ,

то найдется такой функционал ψ ∈ D′(Ω), что w = ∇ψ. Но
◦
J∞(Ω) ⊂

◦
J1

p ′(Ω)
и имеет место вложение W−1

p (Ω; Rn) ↪→ D′(Ω; Rn). Поэтому в силу теоремы
де Рама [35] существует векторное поле ∇q ∈ D′(Ω; Rn), для которого

v − ν∆v − f = −∇q. (2.2.23)
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Поскольку левая часть (2.2.23) является элементом W−1
p (Ω; Rn), то и пра-

вая часть −∇q ∈ W−1
p (Ω; Rn). А тогда пара векторных полей {v,∇q} будет

слабым решением задачи (2.2.3)–(2.2.4) в смысле определения 2.2.2.
Если же пара векторных полей {v,∇q} является слабым решением за-

дачи (2.2.3)–(2.2.4) в смысле определения 2.2.2, то∫
Ω

[
(v, u) + (∇v,∇u)

]
dx+ 〈∇q, u〉 = 〈f, u〉 ∀u ∈

◦
J1

p ′(Ω) . (2.2.24)

Но
◦
J∞(Ω) всюду плотно в

◦
J1

p ′(Ω), поэтому

〈∇q, u〉 = 0 ∀u ∈
◦
J1

p ′(Ω) ,

откуда и из (2.2.24) следует тождество (2.2.21). Лемма доказана.
Рассмотрим теперь область Ω ⊂ Rn вида

Ω = {x = (x′, xn) : x ∈ Rn, xn > ϕ(x′)}, (2.2.25)

где предполагается, что функция ϕ удовлетворяет равномерно в Rn−1 усло-
вию Липшица и

sup
x′∈Rn−1

|∇x′ϕ(x′)| 6 κ (2.2.26)

с некоторой постоянной κ > 0.

Лемма 2.2.4. Пусть Ω ⊂ Rn — область вида (2.2.25), 1 < p < ∞,
n > 2, ν > 0. Тогда найдется постоянная κ = κ(n, p, ν, зависящая толь-
ко от n, p и ν, такая, что при условии выполнения (2.2.26) для любого
f ∈ W−1

p (Ω; Rn) существует единственное слабое решение {v,∇q} задачи

(2.2.3)–(2.2.4) класса
◦
J1

p(Ω)×G−1
p (Ω), причем

‖v‖W 1
p (Ω;Rn) + ‖∇q‖W−1

p (Ω;Rn) 6 C‖f‖W−1
p (Ω;Rn)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и ν.

Доказательство. Отображение y = Φ(x) определим с помощью равенств

y′ = x′, yn = xn − ϕ(x′), x ∈ Rn.

Очевидно, Φ отображает Ω на Rn. Обозначим

u(y) = v
(
Φ−1(y)

)
, ψ(y) = q

(
Φ−1(y)

)
, x ∈ Rn.
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Делая в системе (2.2.3) замену переменных y = Φ(x), получимu− ν∆yu+ Lu+ J∗Φ∇yψ = f
(
Φ−1(y)

)
,

divyu =
( ∂u
∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)
, y ∈ Rn ,

(2.2.27)

где L — дифференциальный оператор вида

Lu = 2ν
n∑

k=1

∂2u

∂yk∂yn

· ∂ϕ(y′)

∂yk

− ν
∂2u

∂y2
n

· |∇y′ϕ(y′)|2 + ν
∂u

∂yn

·∆y′ϕ(y′),

и J∗Φ — транспонированная матрица Якоби отображения Φ. Для любого

u ∈
◦
W 1

p (Ω; Rn) имеем

‖Lu‖W−1
p (Ω;Rn) 6 νκ(1 + κ)‖u‖W 1

p (Ω;Rn) . (2.2.28)

Пусть Γ = {x = (x′, xn) : x ∈ Rn, |x′| < xn} — конус и Sn — единичная

сфера в Rn с центром в начале координат. Выберем функцию ω ∈
◦
C∞(Sn)

таким образом, чтобы suppω ⊂ Sn ∩ Γ и∫
Sn

ω ds = 1.

Линейный оператор T определим следующим образом:

Tg(y) =

∫
Rn

+

g(z)
y − z

|y − z|n
· ω
( y − z

|y − z|

)
dz.

В силу [7] имеем Tg ∈ L1
p(Rn

+; Rn) для любой g ∈ Lp(Rn
+), причем

divyTg(y) = g(y), y ∈ Rn
+ ,

T g(y)|yn=0, y′ ∈ Rn−1,

и выполняется неравенство∑
|α′|=1

‖Dα
y Tg‖Lp(Rn

+;Rn) 6 C1‖g‖Lp(Rn
+;Rn) (2.2.29)

с постоянной C1 > 0, зависящей только от n и p. А по теореме Зигмунда–
Кальдерона о сингулярных интегралах имеем∥∥T( ∂u

∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)∥∥

Lp(Rn
+;Rn)

6 κC2‖u‖Lp(Rn
+;Rn) ∀u ∈

◦
W 1

p (Rn
+; Rn) (2.2.30)
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с постояннойC2 > 0, зависящей только от n и p. (подробности см. в [7]). Из
(2.2.29),(2.2.30) следует, что

T
( ∂u
∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)
∈

◦
W 1

p (Rn
+; Rn),

и выполняется неравенство∥∥T( ∂u
∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)∥∥

W 1
p (Rn

+;Rn)
6 κC3‖u‖W 1

p (Rn
+;Rn) ∀u ∈

◦
W 1

p (Rn
+; Rn)

(2.2.31)
с постояннойC3 > 0, зависящей только от n и p. Пусть

w(y) = u(y)− T
( ∂u
∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)
, y ∈ Rn

+ . (2.2.32)

Тогда w ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn) для любого u ∈

◦
W 1

p (Rn
+; Rn). А в силу (2.2.31) и лем-

мы 2.1.4 при 2κC3 6 1 для любого w ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn) существует единственное

решение u ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn) уравнения (2.2.32), причем

‖u‖W 1
p (Rn

+;Rn) 6 2‖u‖W 1
p (Rn

+;Rn) (2.2.33)

и u = T0w, где T0 :
◦
W 1

p (Rn
+; Rn)→

◦
W 1

p (Rn
+; Rn) — линейный непрерывный

оператор, норма которого ‖T0‖ 6 2.
Из (2.2.27), учитывая (2.2.32), находим{

w − ν∆yw + L0w + J∗Φ∇yψ = f
(
Φ−1(y)

)
,

divyw = 0, y ∈ Rn ,
(2.2.34)

где L0 — линейный оператор вида

L0w = (I − ν∆yw + L)T
(∂T0w

∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)
,

причем в силу (2.2.28),(2.2.31)–(2.2.33) при 2κC3 6 1 имеем

‖L0w‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 κC4‖w‖W−1
p (Rn

+;Rn) ∀w ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn) (2.2.35)

с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p и ν. Таким образом, вектор-

ное поле w ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn), определенное равенством (2.2.32), соленоидально,

т. е. w ∈
◦
J1

p(Rn
+) и удовлетворяет системе (2.2.34).
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Операторы T1, T2 определим на упорядоченных парах {w,∇ψ} с помо-
щью равенств

T1{w,∇ψ} = w − ν∆w +∇ψ,
T2{w,∇ψ} = w − ν∆w + L0w + J∗Φ∇ψ.

(2.2.36)

Нетрудно убедиться, что

T1 :
◦
J1

p(Rn
+)×G−1

p (Rn
+) → W−1

p (Rn
+; Rn)

— линейный непрерывный оператор. Заметим, что для ∇ψ ∈ Gp(Rn
+)∫

Rn
+

(
(I − J∗Φ)∇yψ(y), U(y)

)
dy = −

∫
Rn

+

∂ψ(y)

∂yn

·
(
∇y′ϕ(y′), U(y)

)
dy (2.2.37)

для всех U ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn). Пусть {ρj}∞j=1 — разбиение единицы в Rn
+, обла-

дающее следующими свойствами:

(а) ρj ∈
◦
C∞(Ω; Rn), j > 1;

(б) 0 6 ρj 6 1, j > 1;

(в) sup
y∈Rn

∑
|α|61

|Dα
y ρj(y)| 6 M0 для некоторого числа M0;

(г)
∞∑

j=1

ρj(y) = 1, y ∈ Rn
+;

(д) множество Rn
+ ∩ supp ρj является кубом с единичным ребром, j > 1;

(е) множества {supp ρj}∞j=1 осуществляют покрытие Rn
+ с кратностью,

равномерно ограниченной числом N .

Обозначим Λj = Rn
+ ∩ Int (supp ρj), j > 1. В силу (e) множество Λj

представляет из себя открытый куб в Rn с единичным ребром. Пусть

C̃j =

∫
Λjψ(y) dy, j > 1.

Так как mes Λj = 1, j > 1, то∫
Λj

(
ψ(y)− C̃j

)
dy, j > 1.
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Согласно следствию 1.1.1 из теоремы 1.1.1 главы 1 (см. с. 18) существует
постоянная C5 > 0, зависящая только от n и p, такая, что

‖ψ − C̃j‖Lp(Λj) 6 C5‖∇ψ‖W−1
p (Λj ;Rn) . (2.2.38)

Для ∇ψ ∈ Gp(Rn
+) из (2.2.37) находим∫

Rn
+

(
(I − J∗Φ)∇yψ(y), U(y)

)
dy =

= −
∞∑

j=1

∫
Λj

∂

∂yn

(
ψ(y)− C̃j

)
·
(
∇y′ϕ(y′), U(y)

)
dy

откуда, интегрируя по частям относительно yn, пользуясь (2.2.38) и нера-
венством Гёльдера, для ∇ψ ∈ Gp(Rn

+) получаем∣∣∣∫
Rn

+

(
(I − J∗Φ)∇yψ(y), U(y)

)
dy
∣∣∣ 6 κM0C5

∞∑
j=1

‖∇ψ‖W−1
p (Λj ;Rn)‖U‖W 1

p ′(Λj ;Rn) 6

6 κM0C5

(
∞∑

j=1

‖∇ψ‖p

W−1
p (Λj ;Rn)

) 1
p

·

(
∞∑

j=1

‖U‖p

W 1
p ′(Λj ;Rn)

) 1
p ′

.

А тогда из леммы 3.2.3 следует, что для всех U ∈
◦
C∞(Rn

+; Rn) выполняется
неравенство ∣∣∣∫

Rn
+

(
(I − J∗Φ)∇yψ(y), U(y)

)
dy
∣∣∣ 6

6 κM0C5M
1
p‖∇ψ‖W−1

p (Rn
+;Rn)‖U‖W 1

p (Rn
+;Rn) ,

(2.2.39)

где M > 0 — постоянная из оценки (3.2.54). Из (2.2.39) получаем∥∥(I − J∗Φ)∇yψ
∥∥

W−1
p (Rn

+;Rn)
6 κC6‖∇ψ‖W−1

p (Rn
+;Rn) (2.2.40)

для всех∇ψ ∈ W−1
p (Rn

+; Rn), где постоянная C6 = M0C5NM
1
p зависит лишь

от n и p.
Из (2.2.40) следует, в частности, что J∗Φ∇ψ ∈ W−1

p (Rn
+; Rn) для любого

∇ψ ∈ W−1
p (Rn

+; Rn). Поэтому линейный оператор

T2 :
◦
J1

p(Rn
+)×G−1

p (Rn
+) → W−1

p (Rn
+; Rn)
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непрерывен. В силу (2.2.35),(2.2.40) и определения операторов T1,T2 имеем∥∥(T2 − T1){w,∇ψ}
∥∥

W−1
p (Rn

+;Rn)
6 κC7

[
‖w‖W 1

p (Rn
+;Rn) + ‖∇ψ‖W−1

p (Rn
+;Rn)

]
для любого элемента {w,∇ψ} ∈

◦
J1

p (Rn
+) × G−1

p (Rn
+) с положительной по-

стоянной C7 = C4 + C6, зависящей только от n, p и ν, откуда следует
неравенство

‖T2 − T1‖ 6 κC7 (2.2.41)

для нормы оператора

T2 − T1 :
◦
J1

p(Rn
+)×G−1

p (Rn
+) → W−1

p (Rn
+; Rn).

Поскольку T2 = T1 + (T2 − T1), то, выбирая число

κ =
{ 1

2C3

,
1

C7‖T−1
1 ‖

}
, (2.2.42)

заключаем на основании леммы 2.1.4, что оператор T2 однозначно отобра-
жает

◦
J1

p(Rn
+)×G−1

p (Rn
+) на W−1

p (Rn
+; Rn), т. е. для любого F ∈ W−1

p (Rn
+; Rn)

существует единственное решение {w,∇ψ} ∈
◦
J1

p(Rn
+)×G−1

p (Rn
+) уравнения

T2{w,∇ψ} = F,

и найдется постоянная C8 > 0, зависящая только от n, p и ν, такая, что

‖w‖W 1
p (Rn

+;Rn) + ‖∇ψ‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 C8‖F‖W−1
p (Rn

+;Rn) .

Ho u = T0w, поэтому для любого f ∈ W−1
p (Rn

+; Rn) существует единствен-
ное решение {u,∇ψ} системы (2.2.35) из класса

u ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn), ∇ψ ∈ W−1

p (Rn
+; Rn),

и справедлива оценка

‖u‖W 1
p (Rn

+;Rn) + ‖∇ψ‖W−1
p (Rn

+;Rn) 6 C8‖f
(
Φ−1(y)

)
‖W−1

p (Rn
+;Rn) (2.2.43)

с постоянной C9 > 0, зависящей только от n, p и ν. А это означает, что для
любого f ∈ W−1

p (Rn
+; Rn) существует единственное решение {v,∇q} задачи

(2.2.3)–(2.2.4) из класса v ∈
◦
J1

p(Rn
+), ∇q ∈ W−1

p (Rn
+; Rn), для которого в силу

(2.2.43) выполняется неравенство из утверждения леммы. Лемма доказана.
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Установим теперь существование и единственность сильного решения
стационарной задачи (2.2.3)–(2.2.4) в области Ω вида (2.2.25). Будем пред-
полагать, что все производные первого и второго порядка функции ϕ из
(2.2.25) удовлетворяют равномерно в Rn−1 условию Липшица, т. е. найдется
такая постоянная γ > 0, что

sup
x′∈Rn−1

∑
26|α|63

∣∣Dα′

x′ϕ(x′)
∣∣ 6 γ. (2.2.44)

Лемма 2.2.5. Пусть Ω ⊂ Rn — область вида (2.2.25), 1 < p <∞, n > 2,
ν > 0, γ > 0. Тогда найдется постоянная ε = ε(n, p, ν) > 0, зависящая
только от n, p и ν, такая, что при условии выполнения (2.2.44) и нера-
венства

sup
x′∈Rn−1

∣∣ϕ(x′)
∣∣ 6 ε

единственное сильное решение {v,∇q}, v ∈ W 2
p (Ω; Rn)∩

◦
J1

p (Ω) задачи
(2.2.3)–(2.2.4) существует для любого f ∈ Lp(Ω; Rn), причем

‖v‖W 2
p (Ω;Rn) + ‖∇q‖Lp(Ω;Rn) 6 C‖f‖Lp(Ω;Rn) (2.2.45)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p, ν и γ.

Доказательство. Пусть y = Φ(x) — отображение из доказательства лем-
мы 2.2.4, и пусть u(y) = v

(
Φ−1(y)

)
, ψ(y) = q(Φ−1(y)

)
. Тогда, делая в системе

(2.2.3) замену переменных y = Φ(x), получим
u− ν∆yu− L1 u+ J∗Φ∇yψ = f

(
Φ−1(y)

)
− ν

∂u

∂yn

·∆y′ϕ(y′),

divyu =
( ∂u
∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)
, y ∈ Rn

+ ,
(2.2.46)

где L1 — дифференциальный оператор вида

L1u = ν
∂2u

∂y2
n

·
∣∣∇y′ϕ(y′)

∣∣2 − 2ν
n∑

k=1

∂2u

∂yk∂yn

· |∇y′ϕ(y′)|2.

Очевидно, для любого u ∈ W 2
p (Rn

+; Rn) выполнено неравенство

‖L1u‖Lp(Rn
+;Rn) 6 νε(1 + ε)‖u‖W 2

p (Rn
+;Rn) . (2.2.47)

Векторное поле w определим через u с помощью равенств

wk(y) = uk(y), k = 1, . . . , n− 1,

wn(y) = un(y)−
(
u(y),∇y′ϕ(y′)

)
, y ∈ Rn

+.
(2.2.48)
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Тогда из (2.2.46) находим{
w −∆yw − L2w + J∗Φ∇yψ = F (y),

divw = 0, y ∈ Rn
+ ,

(2.2.49)

где L2 — дифференциальный оператор вида

L2u = L1u− a·
(
(I − ν∆y − L1)w,∇y′ϕ(y′)

)
, (2.2.50)

где вектор a = (0, . . . , 1) ∈ Rn, а правая часть F определяется равенствами

Fk(y) = fk

(
Φ−1(y)

)
− ν

∂u

∂yn

·∆y′ϕ(y′), k = 1, . . . , n− 1,

Fn(y) = fn

(
Φ−1(y)

)
− ν

∂un

∂yn

·∆y′ϕ(y′) + ν
(
u,∆y′∇y′ϕ(y′)

)
+

+ 2ν
n−1∑
k=1

( ∂u
∂yk

,
∂∇y′ϕ(y′)

∂yk

)
− ν
( ∂u
∂yn

,∇y′
∣∣∇y′ϕ(y′)

∣∣2), y ∈ Rn
+ .

(2.2.51)

Из (2.2.47),(2.2.50) при 0 < ε 6 1 получаем

‖L2w‖Lp(Rn
+;Rn) 6 νε(3ν + 1)‖w‖W 2

p (Rn
+;Rn)

для любого w ∈ W 2
p (Rn

+; Rn). Операторы T1 и T2 определим на упорядочен-
ных парах {w,∇ψ} с помощью равенств (2.2.36). Очевидно,

Tj :
(
W 2

p (Rn
+; Rn)∩

◦
W 1

p (Rn
+; Rn)

)
×Gp(Rn

+) → Lp(Rn
+; Rn), j = 1, 2,

— линейные непрерывные операторы. При этом∥∥(T2 − T1){w,∇ψ}
∥∥

Lp(Rn
+;Rn)

6

6 νε(3ν + 1)
[
‖w‖W 2

p (Rn
+;Rn) + ‖∇ψ‖Lp(Rn

+;Rn)

]
.

(2.2.52)

В силу леммы 2.2.1 оператор T1 обратим, т. е. для любого F ∈ Lp(Rn
+; Rn)

существует единственный элемент

{w,∇ψ} ∈
(
W 2

p (Rn
+; Rn)∩

◦
W 1

p (Rn
+; Rn)

)
×Gp(Rn

+) (2.2.53)

такой, что T1{w,∇ψ} = F . Пусть число κ равно выбранному ранее в лем-
ме 2.2.4 значению (2.2.42). Для доказываемой леммы выберем число

ε = min
{

1,κ,
1

2(3ν + 1)C0

}
,
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где C0 — постоянная из леммы 2.2.1. Тогда для оператора T2 = T1+(T2−T1)
согласно (2.2.52) имеем∥∥T2 − T1‖ 6

1

2C0

6
1

2
· ‖T−1

1 ‖−1 < ‖T−1
1 ‖−1, (2.2.54)

так как норма обратного оператора ‖T−1
1 ‖ 6 C0 в силу оценки леммы 2.2.1.

Из леммы 2.1.4 и (2.2.54) следует, что оператор T2 также обратим, т. е. для
любого F ∈ Lp(Rn

+; Rn) существует единственное решение (2.2.53) системы
(2.2.49) и справедлива оценка

‖w‖W 2
p (Rn

+;Rn) + ‖∇ψ‖Lp(Rn
+;Rn) 6 C‖F‖Lp(Rn

+;Rn) (2.2.55)

с постоянной C1 > 0, зависящей только от n, p и ν.
Поскольку ε 6 κ, то в силу леммы 2.2.4 существует единственное сла-

бое решение {v,∇q} задачи (2.2.3)–(2.2.4). Но тогда u ∈
◦
W 1

p (Rn
+; Rn), а это

означает, что F ∈ Lp(Rn
+; Rn), так как F имеет вид (2.2.51), причем

‖F‖Lp(Rn
+;Rn) 6

∥∥f(Φ−1(y)
)∥∥

Lp(Rn
+;Rn)

+ 6νγ‖u‖W 1
p (Rn

+;Rn) . (2.2.56)

Таким образом, в (2.2.49) правая часть F ∈ Lp(Rn
+; Rn). Поэтому ре-

шение {w,∇ψ} с правой частью (2.2.51) попадает в класс (2.2.53) и имеет
место оценка (2.2.55). Из (2.2.48),(2.2.55),(2.2.56) следует тогда, что

u ∈ W 2
p (Rn

+; Rn)∩
◦
W 1

p (Rn
+; Rn), ∇ψ ∈ Lp(Rn

+; Rn)

ввиду доказанной в лемме 2.2.4 единственности слабого решения, причем

‖u‖W 2
p (Rn

+;Rn) + ‖∇ψ‖Lp(Rn
+;Rn) 6 C2

[
‖f
(
Φ−1(y)

)
‖Lp(Rn

+;Rn) + ‖u‖W 1
p (Rn

+;Rn)

]
с постоянной C2 > 0, зависящей только от n, p, ν и γ. Следовательно,
существует единственное сильное решение {v,∇q} задачи (2.2.3)–(2.2.4),
т. е. решение из класса

v ∈ W 2
p (Rn

+; Rn)∩
◦
J1

p(Rn
+), ∇q ∈ Lp(Rn

+; Rn),

и для этого решения справедлива оценка

‖v‖W 2
p (Rn

+;Rn) + ‖∇‖Lp(Rn
+;Rn) 6 C3

[
‖f‖Lp(Rn

+;Rn) + ‖u‖W 1
p (Rn

+;Rn)

]
(2.2.57)

с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p, ν и γ. A из (2.2.57) и оценки
леммы 2.2.4 следует (2.2.45). Лемма доказана.
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Следствие 2.2.2. Пусть Ω ⊂ Rn — область, удовлетворяющая требовани-
ям леммы 2.2.5 с числом ε = ε(n, p ′, ν), p ′ = p/(p − 1), 1 < p < ∞, n > 2.

Тогда слабое решение v ∈
◦
Jp(Ω) задачи (2.2.3)–(2.2.4) единственно.

Доказательство. Пусть v ∈
◦
Jp(Ω) удовлетворяет тождеству∫

Ω

(v, u− ν∆u) dx = 0 ∀u ∈ W 2
p ′(Ω; Rn)∩

◦
J1

p ′(Ω). (2.2.58)

В силу леммы 2.2.5 для любого f ∈ Lp ′(Ω; Rn) существует сильное решение
{u,∇ψ} задачи (2.2.3)–(2.2.4), т. е. решение из класса

u ∈ W 2
p ′(Ω; Rn)∩

◦
J1

p ′(Ω), ∇ψ ∈ Lp(Rn
+; Rn),

поэтому для любого f ∈ Lp ′(Ω; Rn) выполняется равенство∫
Ω

(v, f) dx =

∫
Ω

(v, u− ν∆u+∇ψ) dx.

А так как v ∈
◦
J1

p(Rn
+) ∇ψ ∈ Gp ′(Ω), то имеем∫

Ω

(v,∇ψ) dx = 0,

откуда и из (2.2.58) следует, что∫
Ω

(v, f) dx = 0 ∀ f ∈ Lp ′(Ω; Rn).

Последнее означает, что v(x) = 0 почти всюду в Ω, что и требовалось
доказать.

Теорема 2.2.1. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная об-
ласть с границей из класса C3, 1 < p <∞, n > 2, ν > 0. Если слабое реше-
ние задачи (2.2.3)–(2.2.4) класса v ∈

◦
Jp(Ω) с правой частью f ∈ Lp(Ω; Rn),

то v ∈
◦
W 1

p (Ω; Rn) ∩
◦
J1

p (Ω) и существует постоянная C > 0, зависящая
только от n, p и ν, такая, что

‖v‖W 2
p (Rn

+;Rn) 6 C
[
‖f‖Lp(Rn

+;Rn) + ‖u‖Lp(Rn
+;Rn)

]
. (2.2.59)
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Доказательство. Достаточно рассмотреть случай неограниченной обла-
сти Ω. По предположению, векторное поле v ∈

◦
Jp(Ω) удовлетворяет инте-

гральному тождеству∫
Ω

(v, u− ν∆u) dx = 0 ∀u ∈ W 2
p ′(Ω; Rn)∩

◦
J1

p ′(Ω). (2.2.60)

Воспользуемся разбиением единицы {ηj}∞j=1, построенным при доказатель-
стве леммы 3.2.4. Используя линейные операторы {Tj}∞j=1, построенные при
доказательстве леммы 3.2.4, из (2.2.60) находим∫

Ω

(
v, (I − ν∆)

[
uηj − Tj(u,∇ηj)

])
dx =

∫
Ω

(
f,
[
uηj − Tj(u,∇ηj)

])
dx (2.2.61)

для всех u ∈ W 2
p ′(Ω; Rn)∩

◦
J1

p ′(Ω), j > 1.

Условие v ∈
◦
Jp(Ω) означает, что∫

Ω

(v,∇ψ) dx = 0 ∀∇ψ ∈ Gp ′(Ω).

Поэтому имеем ∫
Ω∩Bj

(v,∇ηj) dx = 0, j > 1,

откуда и из свойств операторов Tj следует, что

div Tj(v,∇ηj) = (v,∇ηj), x ∈ Ω ∩Bj

Tj(v,∇ηj) ∈
◦
W 1

p (Ω ∩Bj; Rn), j > 1.

А тогда ∫
Ω∩Bj

(
vηj − Tj(v,∇ηj),∇ψ

)
dx =

∫
Ω∩Bj

(vηj,∇ψ) dx+

+

∫
Ω∩Bj

(v, ψ∇ηj) dx =

∫
Ω∩Bj

(
v,∇(ψηj)

)
dx = 0, j > 1.
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Следовательно, vηj − Tj(v,∇ηj) ∈
◦
Jp(Ω ∩Bj) и из (2.2.61) находим∫

Ω∩Bj

(
vηj − Tj(v,∇ηj), u− ν∆u

)
dx = 〈F j, u〉, j > 1, (2.2.62)

для всех u ∈ W 2
p ′(Ω; Rn)∩

◦
J1

p ′(Ω), где F j — линейные функционалы вида

〈F j, w〉 =

∫
Ω∩Bj

(
f, wηj − Tj(w,∇ηj)

)
dx+

∫
Ω∩Bj

(
v, (I − ν∆)Tj(w,∇ηj)

)
dx+

+ν

∫
Ω∩Bj

(
v, w∆ηj + 2(∇ηj ,∇)w

)
dx− (2.2.63)

−
∫

Ω∩Bj

(
Tj(v,∇ηj), w

)
dx− ν

∫
Ω∩Bj

(
∇Tj(v,∇ηj),∇w

)
dx.

В силу свойств операторов Tj имеем

|〈F j, w〉| 6 C1

[
‖f‖Lp(Ω∩Bj ;Rn) + ‖v‖Lp(Ω∩Bj ;Rn)

]
·‖w‖W 1

p ′(Ω∩Bj ;Rn) (2.2.64)

для всех w ∈ W 1
p ′(Ω ∩Bj; Rn), j > 1, с постоянной C1 > 0, зависящей только

от n, p, ν и δ.
Рассмотрим сначала случай Ω∩Bj 6= ∅. Так же, как и при доказатель-

стве леммы 3.2.4, будем считать, не ограничивая общности, что область
Ω ∩Bj совпадает с некоторой областью bj, где

bj = Bj ∩ {x ∈ Rn : |x| < δ}, Bj = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕj(x
′)}.

Ввиду того, что граница ∂Ω ∈ C3 и |∇x′ϕ(x′)| = 0 в точке x′ = 0, найдет-
ся такое положительное число δ3 6 δ1 , что каждая из областей bj будет
удовлетворять условию

sup
x′∈Rn−1

|∇x′ϕ(x′)| 6 min
{
κ(n, p, ν), ε(n, p, ν), ε(n, p ′, ν)

}
(2.2.65)

при δ 6 δ3 , где ε = ε(n, p, ν) — число из леммы 2.2.4, κ = κ(n, p, ν) — число
из леммы 2.2.5, δ1 — число из доказательства леммы 3.2.4, p ′ = p/(p − 1),
1 < p < ∞. В дальнейшем будем считать, что δ = δ3, т. е. радиус δ шаров
Bj будет фиксирован.
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Так как (2.2.64) выполняется, в частности, для всех u ∈
◦
W 1

p ′(Ω; Rn), то
F j ∈ W−1

p (Bj; Rn). В силу условия (2.2.64) и лемм 2.2.3,2.2.4 существует

единственное wj ∈
◦
J1

p(Bj) такое, что∫
Bj

[
(wj, u) + ν(∇wj,∇u)

]
dx = 〈F j, u〉 ∀u ∈

◦
J1

p ′(Bj) , (2.2.66)

и выполнено неравенство

‖wj‖W 1
p (Bj ;Rn) 6 C2‖F j‖W−1

p (Bj ;Rn) 6

6 C1C2

[
‖f‖Lp(Ω∩Bj ;Rn) + ‖f‖Lp(Ω∩Bj ;Rn)

] (2.2.67)

с постоянной C2 > 0, зависящей только от n, p и ν. Из (2.2.64) находим∫
Bj

(wj, u− ν∆u) dx = 〈F j, u〉 ∀u ∈ W 2
p ′(Bj; Rn)∩

◦
J1

p ′(Bj) . (2.2.68)

Векторные поля vj определим с помощью равенств

vj(x) =

{
vηj − Tj(,∇ηj), x ∈ Ω ∩Bj ,

0, x ∈ Bj\(Ω ∩Bj).

Очевидно, vj ∈
◦
Jp(Bj), а согласно (2.2.62) имеем∫

Bj

[
(vj, u− ν∆u) dx = 〈F j, u〉 ∀u ∈ W 2

p ′(Bj; Rn)∩
◦
J1

p ′(Bj) . (2.2.69)

В силу (2.2.65) к области Bj применимо следствие из леммы 2.2.5. По-
этому из (2.2.68),(2.2.69) следует, что vj(x) = wj(x) почти всюду в Bj .

Следовательно, vj ∈
◦
W 1

p (Bj; Rn). Но vj(x) = 0 при x ∈ Bj\(Ω ∩ Bj) и об-

ласть Ω ∩ Bj имеет липшицеву границу, поэтому vj ∈
◦
W 1

p (Ω ∩Bj; Rn). А

так как div vj = divwj = 0, то vj ∈
◦
J1

p(Ω ∩Bj). Это означает, что

v ∈ W 1
p (Ω ∩B′

j; Rn) , v|∂Ω∩B′j = 0. (2.2.70)

При этом div v = 0, а в силу (2.2.67) и свойств операторов Tj имеем

‖v‖p
W 1

p (Ω∩B′j ;Rn) 6 C3

[
‖f‖p

Lp(Ω∩Bj ;Rn) + ‖v‖p
Lp(Ω∩Bj ;Rn)

]
(2.2.71)
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с постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p, ν и δ.
Рассмотрим теперь случай, когда Ω ∩ Bj = ∅. В этом случае область

Ω ∩ Bj лежит в некотором полупространстве. Повторяя приведенные вы-
ше рассуждения и пользуясь леммой 2.2.2, снова приходим к заключению
(2.2.70). При этом div v = 0 и выполняется неравенство (2.2.71) с некото-
рой постоянной C3 > 0, зависящей только от n, p, ν и δ. Не ограничивая
общности, будем считать постоянную C3 общей для случаев Ω ∩ Bj 6= ∅
и Ω ∩ Bj = ∅. Таким образом, справедливость оценки (2.2.71) установ-
лена для всех значений индекса j > 1. А тогда, из (2.2.71) следует, что
v ∈ W 1

p (Ω; Rn) и выполняется неравенство

‖v‖p
W 1

p (Ω;Rn) 6 C4

[
‖f‖p

Lp(Ω;Rn) + ‖v‖p
Lp(Ω;Rn)

]
(2.2.72)

с постоянной C4 > 0, зависящей только от C3 и кратности покрытия N .
При этом div v(x) = 0 в Ω и v|∂Ω = 0, т. е.

v ∈
◦̂
J1

p(Ω) = {u ∈
◦
W 1

p (Ω; Rn) : div u = 0}.

Но по предположению теоремы v ∈
◦
Jp (Ω), поэтому из утверждения (20)

работы [31] следует, что v ∈
◦
J1

p (Ω). Теперь, интегрируя в правой части
(2.2.63) по частям, учитывая (2.2.71) и свойства операторов Tj, получим

|〈F j, u〉| 6 C5

[
‖f‖p

Lp(Ω∩Bj ;Rn) + ‖v‖p
W 1

p (Ω∩Bj ;Rn)

]
·‖w‖Lp ′(Ω∩Bj ;Rn) (2.2.73)

для всех w ∈
◦
W 1

p ′(Ω; Rn) c постоянной C5 > 0, зависящей только от n, p, ν
и δ.

Вернемся к случаю Ω ∩ Bj 6= ∅. из (2.2.73) и теоремы Хана–Банаха
следует существование векторного поля f j ∈ Lp(Bj; Rn) такого, что

〈F j, u〉 =

∫
Bj

(f j, u) dx ∀u ∈
◦

W 1
p ′(Bj; Rn) (2.2.74)

силу теоремы Рисса об общем виде линейного непрерывного функционала
на Lp. При этом

‖f j‖Lp(Bj ;Rn) 6 C6

[
‖f‖Lp(Ω∩Bj ;Rn) + ‖v‖Lp(Ω∩Bj ;Rn)

]
, (2.2.75)

ввиду (2.2.72),(2.2.73), где постоянная C6 = C5 ·(1 + C4).
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Поскольку граница ∂Ω ∈ C3, то в силу (2.2.65) и леммы 2.2.5 существует
единственное сильное решение {wj,∇ψj} задачи (2.2.3)–(2.2.4) класса

wj ∈ W 2
p (Bj; Rn)∩

◦
J1

p(Bj), ∇ψj ∈ Lp(Bj; Rn) ,

при этом справедливо неравенство

‖wj‖W 2
p (Bj ;Rn) 6 C7‖f j‖Lp(Bj ;Rn) (2.2.76)

с постоянной C7 > 0, зависящей только от n, p, ν и ∂Ω. Поэтому∫
Bj

(f j, u) dx =

∫
Bj

(wj − ν∆wj +∇ψj, u) dx =

=

∫
Bj

(wj − ν∆wj, u) dx =

∫
Bj

[
(wj, u) + ν(∇wj,∇u)

]
dx

(2.2.77)

для всех u ∈
◦
J1

p ′(Bj).
Из (2.2.69),(2.2.74),(2.2.77) находим∫
Bj

[
(vj − wj, u) + ν

(
∇(vj − wj),∇u

)]
dx = 0 ∀u ∈

◦
J1

p ′(Bj). (2.2.78)

А из (2.2.65),(2.2.78) и лемм 2.2.3,2.2.4 следует, что vj(x) = wj(x) почти
всюду Bj. Тогда v ∈ W 2

p (Ω ∩B′
j; Rn) и

‖v‖p
W 2

p (Ω∩B′j ;Rn) 6 C8

[
‖f‖p

Lp(Ω∩Bj ;Rn) + ‖v‖p
Lp(Ω∩Bj ;Rn)

]
(2.2.79)

ввиду (2.2.75),(2.2.76) и свойств операторов Tj , где постоянная C8 > 0
зависит только от n, p, ν и ∂Ω.

В случае Ω ∩ Bj = ∅ на основании леммы 2.2.1 заключаем, что слабое
решение v ∈ W 2

p (Ω ∩B′
j; Rn) и выполняется неравенство (2.2.79) с некото-

рой постоянной C8 > 0, зависящей только от n, p, ν и δ. Не ограничивая
общности, будем считать постоянную C8 общей для случаев Ω ∩ Bj 6= ∅
и Ω ∩ Bj = ∅. Таким образом, справедливость оценки (2.2.79) установ-
лена для всех значений индекса j > 1. А тогда из (2.2.79) следует, что
v ∈ W 2

p (Ω; Rn) и справедлива оценка (2.2.59). Таким образом, слабое реше-

ние v ∈ W 2
p (Ω; Rn)∩

◦
J1

p(Ω) и удовлетворяет (2.2.59), что завершает доказа-
тельство теоремы для неограниченной области Ω ⊂ Rn. Очевидно, это же
доказательство годится и для ограниченной области Ω ⊂ Rn с той лишь
разницей, что разбиение единицы будет не локально конечным, а просто
конечным. Теорема 2.2.1 доказана.



Глава 3

Нестационарная система
Навье-Стокса

Эта глава посвящена решению начально-краевых задач для нестационар-
ных систем Стокса и Навье–Стокса. В первом параграфе разбирается ме-
тод Галеркина для нелинейной нестационарной системы Навье–Стокса.
Поскольку метод Галеркина для уравнений Навье–Стокса как-то затра-
гивается во всех (немногочисленных) монографиях и учебных пособиях
по уравнениям Навье–Стокса, то в первом параграфе основное внимание
уделяется вопросам, недостаточно глубоко разработанным в научных ис-
следованиях, и уж тем более в учебной литературе. К этим вопросам отно-
сятся гладкость слабого решения по времени, краевые условия, отличные
от преобладающих в литературе краевых условий прилипания, а также
негладкость зависимости краевых условий от времени. Все эти проблемные
вопросы входят в постановку начально-краевой задачи для нелинейной си-
стемы Навье–Стокса, которая представляет собой математическую макро-
модель урагана. В макромоделях динамики сплошных сред характерные
особенности моделируемых процессов описываются через краевые усло-
вия. Второй параграф посвящен построению Lp-теории начально-краевых
задач для линейной нестационарной системы Стокса. Подробно разбира-
ется метод локализации, с помощью которого повышается гладкость сла-
бого решения при наличии достаточной гладкости данных задачи. Для
неограниченных областей с гладкими границами разработан метод получе-
ния оценок, позволивший установить критерий однозначной разрешимости
начально-краевой задачи в классе сильных решений. Третий параграф по-
священ построению Lp-теории локальной разрешимости начально-краевой
задачи для нелинейной системы Навье–Стокса, в том числе и в неограни-
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ченной области. Благодаря точным Lp-оценкам нелинейности установлены
все известные виды локальной разрешимости для нелинейной нестацио-
нарной системы Навье–Стокса.

3.1. Слабые решения и метод Галеркина
В этом параграфе решается неклассическая начально-краевая задача ди-
намики вязкой несжимаемой сплошной среды, заполняющей все полупро-
странство R3

+ = {x = (x′, x3) ∈ R3 : x3 > 0} с непроницаемой границей, на
которой помимо не зависящего от времени условия непротекания задаются
еще два краевых условия с зависящими от x′ = (x1, x2) и t типами. При
этом в каждой отдельно взятой граничной точке x′ тип краевого условия
может с течением времени изменяться скачком — третье краевое условие
может стать первым, а первое третьим. Движение сплошной среды описы-
вается нелинейной системой уравнений Навье–Стокса

∂v

∂t
+ ( v,∇ ) v − µ∆v +

1

ρ
∇p = f(x, t),

div v = 0, (x, t) ∈ QT = R3
+ × (0, T ),

(3.1.1)

где T > 0 — любое наперед заданное число, v(x, t) = (v1, v2, v3) — поле
скоростей сплошной среды, p(x, t) — давление, ρ — постоянная плотность
среды, f(x, t) = (f1, f2, f3) — массовая плотность внешних сил, µ > 0 —
коэффициент кинематической вязкости. На гиперплоскости t = 0 заданы
начальные условия

v
∣∣
t=0

= v0(x), div v0 = 0, x ∈ R3
+ . (3.1.2)

Краевые условия задаются на граничной плоскости R2, которая в каждый
момент времени распадается на два не пересекающихся подмножества S1(t)
и S2(t), так что R2 = S1(t) ∪ S2(t). Очевидно, в каждый момент времени
t хотя бы одно из подмножеств S1(t) и S2(t) должно быть непусто. Не
исключено, что Sj(t) = R2 при каких-либо t ∈ [0, T ] для одного из значений
j = 1, 2.

Через ΠT обозначим слой ΠT = R2 × (0, T ), и пусть

ωT
j =

{
(x′, t) ∈ ΠT : x′ ∈ Sj(t), t ∈ (0, T )

}
, j = 1, 2,

при этом ΠT = ωT
1 ∪ ωT

2 . Для системы (3.1.1) на ωT
1 и ωT

2 задаются краевые
условия, относящиеся к разным типам, и поэтому в фиксированной точке
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границы x′ ∈ R2 тип краевого условия с течением времени может меняться.
На ωT

1 задаются условия прилипания к неподвижной границе

v
∣∣
x3=0

= 0 ∀ (x′, t) ∈ ωT
1 , (3.1.3)

а на ωT
2 задаются так называемые условия Навье, т.е. условия внешнего

трения сплошной среды о непроницаемую граничную плоскость(
µ
∂vk

∂x3

− Evk

) ∣∣∣∣
x3=0

= 0, k = 1, 2, v3

∣∣
x3=0

= 0 ∀ (x′, t) ∈ ωT
2 , (3.1.4)

с коэффициентом внешнего трения E > 0 (под внутренним трением, как
обычно, подразумеваются вязкие силы). Из физических соображений ко-
эффициент E может зависеть от x′ и |v′| =

√
v2

1 + v2
2. В случае зависи-

мости E от |v′| доказательства соответствующих теорем удлиняются, не
требуя при этом каких-либо принципиальных изменений. Учет же зави-
симости коэффициента E от x′ не требует вообще никаких изменений в
доказательствах, если E = E(x′) > 0. Однако, чтобы не отвлекаться на
несущественные подробности, мы будем считать коэффициент трения E
положительной постоянной.

Начально-краевая задача (3.1.1)–(3.1.4) представляет собой математи-
ческую макромодель урагана. Отметим, что подмножество S1(t) — это зона
покоя, куда входит в частности глаз урагана, а S2(t) — это зона локализа-
ции ветров ураганной силы. Первые два из трех скалярных краевых усло-
вий Навье (3.1.4) состоят в пропорциональности касательных напряжений
касательным скоростям сплошной среды относительно неподвижной гра-
ницы. Эффект трения особенно заметен при движении урагана над поверх-
ностью суши. Исследуется случай негладкой эволюции граничных усло-
вий, когда нет непрерывной зависимости от t для подмножеств Sj(t), т.е.
их связность зависит от времени. Это означает, в частности, что в какие-
то моменты времени t какие-то связные компоненты подмножеств Sj(t)
внезапно исчезают, а какие-то внезапно появляются. Такая негладкая эво-
люция больше соответствует наблюдаемому поведению урагана, движение
которого часто сопровождается отделением торнадо, разделением урагана
на отдельные составные части с последующим слиянием некоторых из них
и т.п. Очень важно, что единственным предположением о характере эво-
люции краевых условий здесь служит предположение о замкнутости под-
множества ωT

1 ⊂ ΠT , что равносильно предположению об открытости в ΠT

подмножества ωT
2 . Подход, который никак не опирается на гладкость эво-

люции, особенно эффективен при изучении вопросов существования гло-
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бальных обобщенных решений задачи с неизвестной эволюцией урагана,
т.е. с неизвестными подмножествами ωT

1 и ωT
2 .

Главной целью этого параграфа является исследование гладкости по t
глобального обобщенного решения начально-краевой задачи (3.1.1)–(3.1.4),
когда нет никаких ограничений на величины положительных µ, T и на ве-
личины соответствующих норм вектор-функций v0 и f . Мы доказываем
существование глобального обобщенного решения задачи (3.1.1)–(3.1.4) в
классе Хопфа с оценкой решения в норме анизотропного пространства Со-
болева W 1,γ

2,x,t вплоть до границы при γ = 2/5. Подобная глобальная оценка
впервые была получена Ж.-Л. Лионсом [67, 68] при γ < 1/4 с краевы-
ми условиями прилипания на всей границе. Затем Ж.-Л. Лионс улучшил
эту оценку до порядка γ = 2/5, но так и не опубликовал доказательство —
см. [76]. В этом параграфе приводится доказательство оценки с γ = 2/5 для
случая существенно более сложных краевых условий, чем условия прили-
пания, которые рассматривал Ж.-Л. Лионс. Подчеркнем, что достижени-
ем здесь является не столько увеличение порядка гладкости до γ = 2/5,
сколько получение самой оценки гладкости по t вплоть до границы. Ос-
новным препятствием к получению такой оценки, пусть даже и порядка
γ < 1/4, являлось отсутствие гладкости у эволюции краевых условий. Да-
же в случае линеаризованной задачи (3.1.1)–(3.1.4) без (v,∇)v это препят-
ствие оставалось непреодолимым для всех известных методов получения
оценок гладкости решения по t. Найденный здесь подход основывается на
регуляризации краевых условий (3.1.3)–(3.1.4) с последующим предельным
переходом по параметру регуляризации. При этом во избежание потери
гладкости по t нужно, чтобы соответствующая оценка регуляризованного
решения не зависела от параметра регуляризации, что собственно и пред-
ставляет главную трудность. В предлагаемой ниже итерационной проце-
дуре получения подобных оценок как раз и заключена принципиальная
новизна нашего подхода.

Разработанный специально для задачи (3.1.1)–(3.1.4) метод получения
оценки дробной производной обобщенного решения по времени оказывает-
ся эффективным для широкого круга других линейных и нелинейных эво-
люционных задач с краевыми условиями, тип которых зависит от времени
негладким образом. В первую очередь это относится к начально-краевым
задачам для линейных и нелинейных параболических уравнений. Следует
обратить внимание на то, что в случае линеаризованной задачи (3.1.1)–
(3.1.4) без (v,∇)v наш метод позволяет дотянуть оценку дробной гладкости
по t уже до любого порядка γ < 1/2.

Определение обобщенного решения проще сформулировать, введя под-
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ходящие функциональные пространства. Через W 1,0
2,x,t (QT ; R3) обозначим

рефлексивное анизотропное пространство Соболева с нормой

‖v‖W 1,0
2,x,t (QT ;R3) =

∑
|α|61

‖Dα
xv‖L2(QT ;R3) ,

состоящее из классов смежности эквивалентных на QT вектор-функций
v(x, t) : QT → R3, имеющих обобщенные производные Dα

xv ∈ L2(QT ; R3)
для всех мультииндексов α при |α| 6 1. Введя соответствующее скалярное
произведение, можно было бы превратитьW 1,0

2,x,t (QT ; R3) в гильбертово про-
странство, если бы в этом была необходимость. Замыкание в W 1,0

2,x,t (QT ; R3)
его подпространства

◦
V ∞ (QT ) =

{
v(x, t) ∈ C∞(QT ; R3) : diam supp |v| <∞, divx v = 0,

v3

∣∣
x3=0

= 0, vj(x
′, 0, t)

∣∣
ωT

1
= 0, j = 1, 2

}
обозначим через

◦

V (QT ). А через
◦
J2 (R3

+) обозначим замыкание в L2(R3
+; R3)

его подпространства
◦
J∞ (R3

+) = {w(x) ∈
◦
C∞ (R3

+; R3) : divw = 0}.

Подмножество ωT
1 ⊂ ΠT предполагается заданным и измеримым по Ле-

бегу. Обобщенное решение задачи (3.1.1)–(3.1.4) ищется в классе

b◦
V (QT ) =

{
v(x, t) ∈ W 1,0

2,x,t (QT ; R3) : divxv = 0, v3

∣∣
x3=0

= 0,

vj(x
′, 0, t)

∣∣
ωT

1
= 0, j = 1, 2

}
,

представляющим собой замкнутое подпространство в рефлексивном ани-
зотропном пространстве Соболева W 1,0

2,x,t (QT ; R3). Когда mesωT
1 = 0, т.е.

в случае, когда подмножество ωT
1 ⊂ ΠT имеет нулевую трехмерную меру

Лебега, краевые условия (3.1.3) теряют смысл. Без ограничения общности
случай mesωT

1 = 0 можно было бы исключить как тривиальный, поскольку
в этом случае п.в. в ΠT будут выполняться краевые условия Навье, и та-
ким образом, краевые условия в смысле равенства соответствующих следов
будут иметь постоянный тип. Тем не менее мы не исключаем этот триви-
альный частный случай из рассмотрения, по крайней мере, по следующим
двум причинам: во-первых, глобальная оценка дробной гладкости по t по-
рядка γ = 2/5 будет новым результатом даже в этом тривиальном случае,
а, во-вторых, без этого частного случая рассматриваемая математическая
модель оказалось бы неполной.
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Определение 3.1.1. Обобщенным решением задачи (3.1.1)–(3.1.4) назо-

вем элемент v ∈
b◦
V (QT ), удовлетворяющий интегральному тождеству∫

QT

{
−
(
v,
∂u

∂t

)
+ ((v,∇)v, u) + µ

3∑
j=1

(∇vj,∇uj)
}
dx dt+

+ E

2∑
j=1

∫
ωT

2

vj(x
′, 0, t)uj(x

′, 0, t) dx′ dt =

∫
QT

(f, u) dx dt+

+

∫
R3

+

(v0(x), u(x, 0)) dx ∀u ∈
◦
V ∞ (QT ) : u

∣∣
t=T

= 0, (3.1.5)

где для обозначения скалярного произведения в R3 используются, как
обычно, круглые скобки (. , . ).

Очевидно, что
◦

V (QT ) ⊂
b◦
V (QT ). Вопрос об обратном включении ин-

тересен прежде всего потому, что он связан с проблемой единственности
обобщенного решения задачи (3.1.1)–(3.1.4) в смысле определения 1. При
некоторых дополнительных ограничениях на ωT

1 вопрос об обратном вклю-
чении, хотя и решается положительно, является технически непростой про-
блемой, выходящей за рамки этого учебного пособия и требующей привле-
чения методов аппроксимации [31]. Не останавливаясь на этом вопросе, от-
метим, что для справедливости обратного включения заведомо достаточно
непрерывности границы ∂ωT

1 .

Определение 3.1.2. Обобщенное решение в смысле определения 3.1.1 бу-
дем называть обобщенным решением задачи (3.1.1)–(3.1.4) класса Хопфа,
если

ess sup
t∈[0,T ]

‖v(x, t)‖L2(R3
+;R3) <∞. (3.1.6)

При 0 < s < 1 через W 1,s
2,x,t (QT ; R3) обозначим анизотропное простран-

ство Соболева–Слободецкого [38] с нормой

‖v‖W 1,s
2,x,t(QT ;R3) =

∑
|α|61

‖Dα
xv‖L2(QT ;R3) +

+

(∫
R3

+

T∫
0

T∫
0

|v(x, σ)− v(x, τ)|2

|σ − τ |2s+1
dσ dτ dx

)1/2

. (3.1.7)
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Для вектор-функций, определенных на Q = R3
+ × R1, вместо локальной

нормы (3.1.7) можно использовать эквивалентную ей нелокальную норму

‖v‖W 1,s
2,x,t(Q;R3) =

∑
|α|61

‖Dα
xv‖L2(Q;R3) +

(∫
Q

|v̂(x, ξ)|2
(
1 + |ξ|2

)s
dξ dx

)1/2

(см. лемму 3 в [38]), в которой для вектор-функции v(x, t) гладкость ве-
щественного порядка s по t определяется уже в терминах преобразования
Фурье v̂(x, ξ) = Ft→ξ[v(x, t)] по переменной t. Такая нелокальная норма
оказывается более практичной при получении оценок дробной гладкости
обобщенного решения по t.

Докажем следующую основную теорему.

Теорема 3.1.1. Пусть µ, E и T — какие-либо положительные числа,
ωT

1 ⊂ ΠT — какое-либо измеримое по Лебегу подмножество. Тогда для лю-
бых f ∈ L2(QT ; R3), v0 ∈

◦
J2 (R3

+) существует обобщенное решение задачи
(3.1.1)–(3.1.4) из класса Хопфа такое, что v ∈ W 1,2/5

2,x,t (QT ; R3) и выполнено
неравенство

‖v‖
W

1,2/5
2,x,t (QT ;R3)

6 CΦ
(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)
(3.1.8)

с многочленом Φ(ρ) = ρ2 + ρ, где положительная постоянная C зависит
только от µ, E и T .

Предварительно, с помощью метода Галеркина будет доказано суще-
ствование обобщенного решения регуляризованной задачи с параметром
регуляризации β > 0, а затем для регуляризованного решения будет уста-
новлена не зависящая от β оценка нормы в анизотропном пространстве
Соболева–Слободецкого W 1,2/5

2,x,t (QT ; R3).
Метод Галеркина для регуляризованной задачи
В случае, когда mesωT

1 6= 0, вспомогательная регуляризованная задача
для системы (3.1.1) с начальными условиями (3.1.2) определяется следую-
щими граничными условиями

v3

∣∣
x3=0

= 0 ∀ (x′, t) ∈ ΠT = R2 × (0, T ) , (3.1.9)(
µ
∂vk

∂x3

− Evk

)∣∣∣∣
x3=0

= 0 ∀ (x′, t) ∈ ωT
2 ,(

µ
∂vk

∂x3

− (β + E)vk

)∣∣∣∣
x3=0

= 0 ∀ (x′, t) ∈ ωT
1 ,

 k = 1, 2 (3.1.10)
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с параметром регуляризации β > 0. При этом краевые условия на ωT
1 и ωT

2

относятся уже к одному и тому же типу. В тривиальном частном случае
mesωT

1 = 0 никакой регуляризации для обобщенного решения не требуется.
В случае mesωT

1 6= 0 обобщенное решение задачи (3.1.1)–(3.1.4) получается
из обобщенного решения задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) предельным
переходом при β → ∞. Этот предельный переход будет сделан в конце
раздела.

Для регуляризованной задачи введем еще одно функциональное про-
странство. Через V̇ (QT ) обозначим замыкание подпространства

V̇ ∞(QT ) =
{
v(x, t) ∈ C∞(QT ; R3) : diam supp |v| <∞,

divx v = 0, v3

∣∣
x3=0

= 0
}

в анизотропном пространстве Соболева W 1,0
2,x,t (QT ; R3). И пусть̂̇V(QT ) =

{
v(x, t) ∈ W 1,0

2,x,t (QT ; R3) : divxv = 0, v3

∣∣
x3=0

= 0
}
.

Очевидно, подпространство ̂̇V(QT ) замкнуто в W 1,0
2,x,t (QT ; R3) и имеет место

априорное включение V̇ (QT ) ⊂ ̂̇V(QT ). Обратное включение следует из [31],
и, таким образом, подпространства ̂̇V(QT ) и V̇ (QT ) совпадают. При этомb◦
V (QT ) = V̇ (QT ) в тривиальном случае mesωT

1 = 0.

Определение 3.1.3. Обобщенным решением задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9),
(3.1.10) назовем элемент v ∈ V̇ (QT ), удовлетворяющий интегральному тож-
деству∫

QT

{
−
(
v,
∂u

∂t

)
+ ((v,∇)v, u) + µ

3∑
j=1

(∇vj,∇uj)
}
dx dt+

+
2∑

j=1

{
E

∫
ΠT

vj(x
′, 0, t)uj(x

′, 0, t) dx′ dt+ β

∫
ωT

1

vj(x
′, 0, t)uj(x

′, 0, t) dx′ dt
}

=

=

∫
QT

(f, u) dx dt+

∫
R3

+

(v0(x), u(x, 0)) dx ∀u ∈ V̇ ∞(QT ) : u
∣∣
t=T

= 0. (3.1.11)

А при условии выполнения (3.1.6) такое обобщенное решение будем назы-
вать обобщенным решением задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) из класса
Хопфа.
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Условимся, что для вектор-функции v = (v1, v2, v3) запись ‖∇v‖ будет
означать ‖∇v‖2 = ‖∇v1‖2 + ‖∇v2‖2 + ‖∇v3‖2 при любой норме ‖ · ‖. То же
соглашение распространяется и на модуль вектор-функции. Для вспомога-
тельной задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) существование обобщенного
решения (3.1.11) устанавливается с помощью метода Галеркина, лежащего
в основе доказательства следующей теоремы.

Теорема 3.1.2. Пусть µ, E, T , β — какие-либо положительные числа,
ωT

1 ⊂ ΠT — какое-либо измеримое по Лебегу подмножество. Тогда для лю-
бых f ∈ L2(QT ; R3), v0 ∈

◦
J2 (R3

+) существует обобщенное решение задачи
(3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) из класса Хопфа и

1

4
ess sup
t∈[0,T ]

‖v(x, t)‖2
L2(R3

+;R3) + µ ‖∇v‖2
L2(QT ;R3) +

+
2∑

j=1

{
E

∫
ΠT

|vj(x
′, 0, t)|2 dx′ dt+ β

∫
ωT

1

|vj(x
′, 0, t)|2 dx′ dt

}
6

6
∥∥v0
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+

(
2

T∫
0

‖f(x, t)‖L2(R3
+;R3) dt

)2

. (3.1.12)

Доказательство. Определение класса решений V̇ (QT ) позволяет выбрать в
качестве базисных вектор-функций {wk(x)}∞k=1 для галеркинских прибли-
жений элементы подпространства

J̇∞(R3
+) =

{
w(x) ∈ C∞(R3

+; R3) : diam supp |w| <∞,

divw = 0, w3

∣∣
x3=0

= 0
}
.

Базисная система {wk(x)}∞k=1 выбирается при этом линейно независимой
и полной в подпространстве J̇1

2 (R3
+) ⊂ W 1

2 (R3
+; R3), которое определяет-

ся как замыкание в W 1
2 (R3

+; R3) его подпространства J̇∞(R3
+). Такой вы-

бор возможен благодаря сепарабельности W 1
2 (R3

+; R3), поскольку нетрудно
убедиться, что для всякого сепарабельного метрического пространства X
каждое всюду плотное в X множество содержит счетное подмножество,
также всюду плотное в X.

Из [31] следует совпадение J̇1
2 (R3

+) с подпространством

ˆ̇J1
2 (R3

+) =
{
w(x) ∈ W 1

2 (R3
+; R3) : divw = 0, w3

∣∣
x3=0

= 0
}
.
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Важно, что для регуляризованной задачи с параметром β базисные вектор-
функции для галеркинских приближений не зависят от переменной t. От-
метим, что нет никакой необходимости в традиционной ортогонализации
базисной системы.

Ввиду измеримости ωT
1 найдется подмножество I ⊂ (0, T ) полной ме-

ры, сечение S1(t) которого измеримо для всех t ∈ I, т. е. для почти всех
t ∈ (0, T ). Переопределим S1(t) на (0, T )\I, полагая S1(t) = ∅. Теперь сече-
ние S1(t) станет измеримым для каждого t ∈ (0, T ), но при этом изменится
само подмножество ωT

1 . Однако на значении интеграла Лебега по ωT
1 та-

кое изменение подмножества ωT
1 никак не отразится, а следовательно, не

отразится оно и на определении обобщенного решения.
Последовательность галеркинских приближений

vN(x, t) =
N∑

k=1

CN
k (t)wk(x), N > 1, (3.1.13)

определяется, как обычно, из задачи Коши

d

dt

∫
R3

+

(
vN(x, t), wm(x)

)
dx+

∫
R3

+

((
vN(x, t),∇

)
vN(x, t), wm(x)

)
dx+

+ µ
3∑

j=1

∫
R3

+

(
∇vN

j (x, t),∇wm
j (x)

)
dx+

+
2∑

j=1

{
E

∫
R2

vN
j (x′, 0, t)wm

j (x′, 0)dx′ + β

∫
S1(t)

vN
j (x′, 0, t)wm

j (x′, 0)dx′
}

=

=

∫
R3

+

( f(x, t), wm(x) ) dx, t ∈ (0, T ), m = 1, . . . , N, (3.1.14)

с начальными условиями вида∫
R3

+

(
vN(x, 0), wm(x)

)
dx =

∫
R3

+

(
v0(x), wm(x)

)
dx, m = 1, . . . , N. (3.1.15)

В силу определения галеркинских приближений (3.1.13) система (3.1.14)
представляет собой нелинейную систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений для N неизвестных функций CN

1 (t), . . . , CN
N (t), тогда как
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(3.1.15) представляет собой линейную алгебраическую систему, из которой
определяются начальные данные CN

1 (0), . . . , CN
N (0).

Для доказательства разрешимости задачи Коши (3.1.14)–(3.1.15) при
каждом фиксированном N достаточно установить априорную ограничен-
ность vN(x, t). С этой целью умножим, как обычно, каждое из уравнений
системы (3.1.14) на CN

m (t) и просуммируем по всем m. Тогда

1

2

d

dt

∥∥vN(x, t)
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+ µ
∥∥∇vN(x, t)

∥∥2

L2(R3
+;R3)

+

+
2∑

j=1

{
E

∫
R2

∣∣vN
j (x′, 0, t)

∣∣2 dx′ + β

∫
S1(t)

∣∣vN
j (x′, 0, t)

∣∣2 dx′} =

=

∫
R3

+

(
f(x, t), vN(x, t)

)
dx ∀̇ t ∈ (0, T ), (3.1.16)

где квантор с точкой ∀̇ означает «для почти всех». Аналогичным образом,
умножив каждое из уравнений (3.1.15) на CN

m (0) и просуммировав по всем
индексам m, с помощью неравенства Коши–Буняковского получаем

∥∥vN(x, 0)
∥∥

L2(R3
+;R3)

6
∥∥v0(x)

∥∥
L2(R3

+;R3)
,

откуда и из (3.1.16) находим

1

2

∥∥vN(x, τ)
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+ µ
∥∥∇vN

∥∥2

L2(Qτ ;R3)
+

+
2∑

j=1

{
E

∫
Πτ

∣∣vN
j (x′, 0, t)

∣∣2 dx′ dt+ β

∫
ωτ

1

∣∣vN
j (x′, 0, t)

∣∣2 dx′ dt} =

=
1

2

∥∥v0(x)
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+

∫
Qτ

(
f, vN

)
dx dt ∀ τ ∈ [0, T ]. (3.1.17)

Для оценки интеграла в правой части (3.1.17) применяется сначала нера-
венство Коши–Буняковского, а затем неравенство ab 6 2a2+b2/8. При этом
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для всех τ ∈ [0, T ] получаем∫
Qτ

(
f, vN

)
dx dt 6

τ∫
0

‖f‖L2(R3
+;R3)

∥∥vN
∥∥

L2(R3
+;R3)

dt 6

6 max
t∈[0,τ ]

∥∥vN(x, t)
∥∥

L2(R3
+;R3)

τ∫
0

‖f‖L2(R3
+;R3) dt 6

6
1

8
max
t∈[0,τ ]

∥∥vN(x, t)
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+ 2

( τ∫
0

‖f‖L2(R3
+;R3) dt

)2

. (3.1.18)

Подставляя (3.1.18) в правую часть (3.1.17), находим

1

4
max
t∈[0,T ]

∥∥vN(x, t)
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+ µ
∥∥∇vN

∥∥2

L2(QT ;R3)
+

+
2∑

j=1

{
E

∫
ΠT

∣∣vN
j (x′, 0, t)

∣∣2 dx′ dt+ β

∫
ωT

1

∣∣vN
j (x′, 0, t)

∣∣2 dx′ dt} 6

6
∥∥v0
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+

(
2

T∫
0

‖f‖L2(R3
+;R3) dt

)2

∀ N > 1. (3.1.19)

Из (3.1.19), в частности, следует неравенство

max
t∈[0,T ]

∥∥vN
∥∥2

L2(R3
+;R3)

6 4
∥∥v0
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+

(
4

T∫
0

‖f‖L2(R3
+;R3) dt

)2

, (3.1.20)

откуда ввиду линейной независимости системы {wk(x)}∞k=1 находим

max
t∈[0,T ]

N∑
k=1

∣∣CN
k (t)

∣∣2 6 MN

(∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

+

T∫
0

‖f‖L2(R3
+;R3) dt

)2

с некоторой постоянной MN > 0, которая при заданной базисной системе
зависит только от N . Последняя оценка означает априорную ограничен-
ность решения CN(t) = (CN

1 , . . . , C
N
N ) задачи Коши, полученной при под-

становке (3.1.13) в (3.1.14)–(3.1.15) и имеющей вид

d

dt
ANC

N = FN(t, CN),

ANC
N(0) = aN ∈ RN ,

(3.1.21)
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с заданной вектор-функцией FN(t, CN), представляющей собой многочлен
второго порядка относительно CN , где AN — матрица Грама для базисной
системы {wk(x)}N

k=1 относительно скалярного произведения в L2(R3
+; R3).

Ввиду линейной независимости базисной системы {wk(x)}∞k=1 определитель
Грама detAN 6= 0 для каждого N > 1.

Нелинейность в задаче Коши (3.1.21) гладкая, что гарантирует локаль-
ную разрешимость этой задачи в классе W 1

2

(
(0, T ); RN

)
. Из только что

установленной для задачи Коши (3.1.21) априорной ограниченности выте-
кает существование ее глобального решения CN(t) ∈ W 1

2

(
(0, T ); RN

)
.

Займемся теперь предельным переходом при N → ∞. Из (3.1.19) оче-
видным образом вытекает оценка

1

4

∥∥vN
∥∥2

L2(QT ;R3)
+ µ

∥∥∇vN
∥∥2

L2(QT ;R3)
6

6 (T + 1)
∥∥v0
∥∥2

L2(R3
+;R3)

+ (T + 1)

(
2

T∫
0

‖f‖L2(R3
+;R3) dt

)2

(3.1.22)

для всех N > 1. Правая часть (3.1.22) от N не зависит, что означает сла-
бую относительную компактность множества

{
vN
}

в рефлексивном бана-
ховом пространстве W 1,0

2,x,t (QT ; R3). А так как в W 1,0
2,x,t (QT ; R3) каждое силь-

но замкнутое подпространство совпадает со своим слабым замыканием, то
из
{
vN
}

можно выбрать подпоследовательность
{
vNν
}
, слабо сходящуюся

в W 1,0
2,x,t (QT ; R3) к некоторому элементу v ∈ V̇ (QT ). В силу (3.1.19) сла-

бый предел v ∈
.

V (QT ) удовлетворяет неравенству (3.1.12), поскольку в
W 1,0

2,x,t (QT ; R3) каждый сильно замкнутый шар совпадает со своим слабым
замыканием.

Остается доказать, что слабый предел v ∈ V̇ (QT ) является обобщенным
решением вспомогательной задачи в смысле определения 3.1.3. Согласно
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(3.1.14) подпоследовательность
{
vNν
}

удовлетворяет равенству∫
R3

+

(
∂v

∂t

Nν

, wm(x)

)
dx+

∫
R3

+

((
vNν,∇

)
vNν, wm(x)

)
dx+

+ µ
3∑

j=1

∫
R3

+

(
∇vNν

j ,∇wm
j (x)

)
dx+ E

2∑
j=1

∫
R2

vNν
j (x′, 0, t)wm

j (x′, 0) dx′+

+ β

2∑
j=1

∫
S1(t)

vNν
j (x′, 0, t)wm

j (x′, 0) dx′ =

∫
R3

+

(f, wm(x)) dx (3.1.23)

п.в. на (0, T ) при m = 1, . . . , Nν . Умножим равенство (3.1.23) на функ-
цию ϕ(t) ∈ C∞[0, T ] и проинтегрируем по t на (0, T ). Интегрируя затем в
первом слагаемом полученного равенства по частям и пользуясь при этом
начальными условиями (3.1.15), получим

−
∫

QT

(
vNν, wm(x)

)
ϕ′(t) dx dt+

∫
QT

((
vNν,∇

)
vNν, wm(x)

)
ϕ(t) dx dt+

+ µ
3∑

j=1

∫
QT

(
∇vNν

j ,∇wm
j (x)

)
ϕ(t) dx dt+

+ E
2∑

j=1

∫
ΠT

vNν
j (x′, 0, t)wm

j (x′, 0)ϕ(t) dx′ dt+

+ β

2∑
j=1

∫
ωT

1

vNν
j (x′, 0, t)wm

j (x′, 0)ϕ(t) dx′ dt =

∫
QT

(f, wm(x))ϕ(t) dx dt+

+ ϕ(0)

∫
R3

+

(
v0(x), wm(x)

)
dx ∀ ϕ ∈ C∞[0, T ] : ϕ(T ) = 0 (3.1.24)

для каждого m = 1, . . . , Nν .
Чтобы обосновать предельный переход в (3.1.24) при Nν → ∞ для

линейных относительно vNν членов, достаточно сослаться на непрерыв-
ность соответствующих линейных функционалов. С нелинейным членом
несколько сложнее, и оставшаяся часть доказательства теоремы посвяще-
на обоснованию предельного перехода приNν →∞ для нелинейного члена.
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Для этого достаточно будет установить относительную компактность мно-
жества

{
vN
}

в пространстве Lq(Q
R
T ; R3) с некоторым показателем q > 2

для цилиндра QR
T = {(x, t) ∈ QT : |x| < R} при любом заданном R > 0.

С этой целью мы докажем ограниченность последовательности
{
vN
}

в
норме W 1,δ

2,x,t (QT ; R3) с некоторым δ > 0, откуда и из компактности вло-
жения W 1,δ

2,x,t (QT ; R3)⊂→Lq(Q
R
T ; R3) сразу же вытекает относительная ком-

пактность в Lq(Q
R
T ; R3) множества

{
vN
}
.

Такой подход к доказательству относительной компактности галеркин-
ских приближений был использован Ж.-Л. Лионсом [67, 68] в более про-
стом случае не зависящих от времени обычных краевых условий прилипа-
ния на всей границе. Отметим, что при фиксированном β отличие краевых
условий (3.1.9), (3.1.10) от обычных условий прилипания несущественно.
Однако это отличие станет весьма существенным позднее, когда для пре-
дельного перехода при β →∞ нам понадобятся не зависящие от параметра
β оценки дробной гладкости решения по t.

Через Bα обозначим сглаживающее интегральное преобразование по пе-
ременной t, обычно называемое преобразованием Бесселя, которое опреде-
ляется через обратное преобразование Фурье по формуле

Bα[u(t)] = F−1
ξ→t

[
û(ξ)

(
1 + |ξ|2

)−α/2
]
, α > 0.

Через H обозначим интегральное преобразование Гильберта

H[u(t)] =
1

π
V.p.

+∞∫
−∞

u(τ)

t− τ
dτ,

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Напомним,
что преобразование Гильберта является изометрией L2(R1) на себя, так как
образ Фурье преобразования Гильберта имеет вид

Ĥ[u(t)] = Ft→ξ

[
H[u(t)]

]
= i sign ξû(ξ),

откуда, в частности, следует равенство

Ft→ξ

[
BαH

[
η(t)vN(x, t)

]]
=

Ĥ
[
ηvN

]
(1 + ξ2)α/2

=
i sign ξ(η̂vN)

(1 + ξ2)α/2
. (3.1.25)

Для доказательства ограниченности последовательности
{
vN
}

в нор-
ме неизотропного пространства Соболева–Слободецкого W 1,δ

2,x,t (QT ; R3), до-
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определим вектор-функции CN(t) = (CN
1 , . . . , C

N
N ) вне [0, T ], полагая

CN(t) =


0, t > T,

CN(t), t ∈ [0, T ],

CN(−t), t < 0,

а затем умножим (3.1.23) на BαH
[
η(t)CN

k (t)
]

и просуммируем по всем k,

выбрав какую-нибудь четную срезающую функцию η(t) ∈
◦
C∞ (R1) вида

η(t) =

{
1, |t| 6 T/2,

0, |t| > 3T/4,
0 6 η(t) 6 1.

В левой части полученного таким образом равенства оставим только пер-
вое слагаемое, перенеся остальные в правую часть. Теперь п.в. на [−T, T ]
при любых N > 1 будет выполняться равенство∫

R3
+

(
∂v

∂t

N

,BαH
[
ηvN

])
dx = hN(t) sign t, (3.1.26)

где для краткости введено обозначение

hN(t) =

∫
R3

+

(
f,BαH

[
ηvN

])
dx−

−
∫

R3
+

((
vN,∇

)
vN,BαH

[
ηvN

])
dx− µ

3∑
j=1

∫
R3

+

(
∇vN

j ,∇BαH
[
ηvN

j

])
dx−

− E
2∑

j=1

∫
R2

vN
j (x′, 0, t)BαH

[
η(t)vN

j (x′, 0, t)
]
dx′−

− β
2∑

j=1

∫
S1(t)

vN
j (x′, 0, t)BαH

[
η(t)vN

j (x′, 0, t)
]
dx′.

Умножая (3.1.26) на срезающую функцию η(t) и интегрируя по t, находим∫
Q

(
∂

∂t

(
ηvN

)
,BαH

[
ηvN

])
dx dt =

=

+∞∫
−∞

η(t)hN(t) sign t dt+

∫
Q

η′(t)
(
vN,BαH

[
ηvN

])
dx dt, (3.1.27)
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где используется обозначение Q = R3
+ × R1.

В силу формулы Планшереля и (3.1.25) имеем∫
Q

( ∂
∂t

(
ηvN

)
,BαH

[
ηvN

])
dx dt =

=
1

2π

∫
Q

iξ(η̂vN
)
,
i sign ξ(η̂vN)

(1 + ξ2)α/2

 dx dξ =
1

2π

∫
Q

|ξ|·
∣∣η̂vN

∣∣2
(1 + ξ2)α/2

dx dξ,

откуда и из (3.1.27) ввиду четности и финитности по t следует, что

1

4π

∫
Q

|ξ|·
∣∣η̂vN

∣∣2
(1 + ξ2)α/2

dx dξ 6

T∫
0

|hN(t)| dt+ C1

∫
QT

∣∣vN
∣∣·∣∣BαH

[
ηvN

]∣∣ dx dt
с постоянной C1 = max |η′(t)|. Можно взять C1 = 4, считая T > 1, что
ничуть не ограничит общности, так как обобщенная постановка задачи
(3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) сохраняет ее эволюционный характер. А
именно, для любого T ∗ > T можно доопределить правую часть f(x, t)
нулем при T < t 6 T ∗, решить задачу на (0, T ∗) и затем взять сужение
обобщенного решения на (0, T ), ограничившись в интегральном тождестве
пробными вектор-функциями, обращающимися в ноль при t > T .

В представлении для hN(t) проинтегрируем по частям во втором сла-
гаемом. Оценивая затем hN(t) по модулю, получим

1

4π

∫
Q

|ξ|·
∣∣η̂vN

∣∣2
(1 + ξ2)α/2

dx dξ 6
∫

QT

|f |·
∣∣BαH

[
ηvN

]∣∣ dx dt+
+

∫
QT

|vN |2
∣∣BαH

[
η∇vN

]∣∣ dx dt+ µ

3∑
j=1

∫
QT

∣∣(∇vN
j ,BαH

[
η∇vN

j

])∣∣ dx dt+
+ (E + β)

2∑
j=1

∫
ΠT

∣∣vN
j (x′, 0, t)BαH

[
ηvN

j (x′, 0, t)
]∣∣ dx′ dt+

+ C1

∫
QT

|vN |·
∣∣BαH

[
ηvN

]∣∣ dx dt. (3.1.28)

Нетрудно убедиться, что при α > 0 норма интегрального оператора
BαH : L2(R1) → L2(R1) равна единице. Поэтому из (3.1.28) и неравенства
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Коши–Буняковского следует, что

1

4π

∫
Q

|ξ|·
∣∣η̂vN

∣∣2
(1 + ξ2)α/2

dx dξ 6
∫

QT

|vN |2
∣∣BαH

[
η(t)∇vN

]∣∣ dx dt+
+
√

2µ
∥∥∇vN

∥∥2

L2(QT ;R3)
+
√

2(E + β)
∥∥vN(x′, 0, t)

∥∥2

L2(ΠT ;R3)
+

+
√

2C1

∥∥vN
∥∥2

L2(QT ;R3)
+
√

2 ‖f‖L2(QT ;R3)

∥∥vN
∥∥

L2(QT ;R3)
,

где еще раз использована четность и финитность по t, и откуда с помощью
оценки (3.1.12) получаем∫

Q

|ξ|·
∣∣η̂vN

∣∣2
(1 + ξ2)α/2

dx dξ 6 4π

∫
QT

∣∣vN
∣∣2 ∣∣BαH

[
η(t)∇vN

]∣∣ dx dt+
+ C2

(
‖f‖2

L2(QT ;R3) +
∥∥v0
∥∥2

L2(R3
+;R3)

)
(3.1.29)

с некоторой постоянной C2 > 0, зависящей только от T , E, β. Точнее,
постоянная C2 зависит только от T и отношения β/E.

Для оценки первого слагаемого в правой части (3.1.29) удобнее предста-
вить интеграл по QT как повторный и начать с оценки интеграла только
по одной переменной t. Применяя неравенство Гельдера с показателями
p = 4/3 и p ′= 4, получаем

T∫
0

∣∣vN
∣∣2 ∣∣BαH

[
η∇vN

]∣∣ dt 6

6
∥∥vN

∥∥2

L8/3((0,T );R3)

∥∥BαH
[
η∇vN

]∥∥
L4(R1;R3)

. (3.1.30)

Из определения нормы в пространстве Соболева–Слободецкого в тер-
минах преобразования Фурье и из определения преобразования Бесселя
находим, пользуясь теоремой Планшереля,

‖Bαu‖W α
2 (R1) =

∥∥∥(1 + ξ2
)α/2 B̂αu

∥∥∥
L2(R1)

=

= ‖û(ξ)‖L2(R1) =
√

2π ‖u‖L2(R1) .

А так как теорема вложения Wα
2 (R1)⊂→L4(R1) справедлива при любых

α > 1/4, то минимальное значение α, для которого справедлива оценка

‖Bαu‖L4(R1) 6 C3 ‖Bαu‖W
1/4
2 (R1)

= C3

√
2π ‖u‖L2(R1) , (3.1.31)
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равно 1/4. Оценка дробной гладкости решения по t будет тем лучше, чем
меньше значение параметра α. По этой причине в оставшейся части дока-
зательства теоремы будем считать, что α = 1/4.

Ввиду того, что норма оператора BαH : L2(R1) → L2(R1) равна единице,
из оценки (3.1.31) с параметром α = 1/4 следует оценка∥∥BαH

[
η∇vN

]∥∥
L4(R1;R3)

6 C3

√
2π
∥∥η∇vN

∥∥
L2(R1;R3)

6 C4

∥∥∇vN
∥∥

L2((0,T );R3)
.

А тогда из (3.1.30) получаем

T∫
0

∣∣vN
∣∣2 ∣∣BαH

[
η∇vN

]∣∣ dt 6 C4

∥∥vN
∥∥2

L8/3((0,T );R3)

∥∥∇vN
∥∥

L2((0,T );R3)
,

откуда и из теоремы Фубини в силу неравенств Коши–Буняковского и Мин-
ковского следует, что

∫
QT

∣∣vN
∣∣2 ∣∣BαH

[
η∇vN

]∣∣ dx dt 6 C4

∥∥∥ T∫
0

∣∣vN
∣∣8/3

dt
∥∥∥3/4

L3/2(R3
+)

∥∥∇vN
∥∥

L2(QT ;R3)
6

6 C4

( T∫
0

∥∥vN
∥∥8/3

L4(R3
+;R3)

dt

)3/4∥∥∇vN
∥∥

L2(QT ;R3)
. (3.1.32)

Для полупространства R3
+ имеем мультипликативную оценку∥∥vN

∥∥
L4(R3

+;R3)
6 C5

∥∥vN
∥∥1/4

L2(R3
+;R3)

∥∥∇vN
∥∥3/4

L2(R3
+;R3)

,

которая не отличается от оценки [4] для всего пространства R3 ввиду оче-
видной возможности продолжить vN четным образом по x3 с полупро-
странства R3

+ на все R3 с сохранением класса. В силу этой мультиплика-
тивной оценки из (3.1.32) следует оценка∫

QT

∣∣vN
∣∣2 ∣∣BαH

[
η∇vN

]∣∣ dx dt 6 C4C
2
5 max

t∈[0,T ]

∥∥vN
∥∥1/2

L2(R3
+;R3)

∥∥∇vN
∥∥5/2

L2(QT ;R3)

с теми же постоянными C4 и C5, откуда и из (3.1.12) находим∫
QT

∣∣vN
∣∣2 ∣∣BαH

[
η∇vN

]∣∣ dx dt 6 C6

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)3

(3.1.33)
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с некоторой постоянной C6 > 0, зависящей только от µ и T . Отметим,
что оценка (3.1.33) справедлива не только при α = 1/4, но и при любом
α > 1/4, чем мы и воспользуемся в следующем разделе. А в этом разделе
оценка (3.1.33) понадобится нам лишь при α = 1/4.

С помощью (3.1.29) и (3.1.33) получаем оценку∫
Q

|ξ|·
∣∣η̂vN

∣∣2
(1 + ξ2)α/2

dx dξ 6 C2

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)2

+

+ 4πC6

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)3

, (3.1.34)

которая фактически является оценкой дробной производной по t от вектор-
функции ηvN . Действительно, в силу очевидного неравенства (1 + ξ2)

1/2 6
1 + |ξ| имеем∫

Q

(
1 + ξ2

)1/2−α/2 ∣∣η̂vN
∣∣2 dξ dx 6

6
∫
Q

|ξ|
∣∣η̂vN

∣∣2
(1 + ξ2)α/2

dξ dx+

∫
Q

∣∣η̂vN
∣∣2

(1 + ξ2)α/2
dξ dx, (3.1.35)

поэтому при α = 1/4 из неравенств (3.1.34) и (3.1.35) с помощью теоремы
Планшереля получаем∫

Q

(
1 + ξ2

)3/8 ∣∣η̂vN
∣∣2 dξ dx 6 C2

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)2

+

+ 4πC6

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)3

+ 4π
∥∥vN

∥∥2

L2(QT ;R3)
,

откуда и из (3.1.22) в силу определения нелокальной нормы в пространстве
Соболева–Слободецкого W 1,3/8

2,x,t (Q; R3) следует оценка∥∥ηvN
∥∥2

W
1,3/8

2,x,t (Q;R3)
6 C7Φ0

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)
(3.1.36)

с многочленом Φ0(ρ) = ρ3 + ρ2, где постоянная C7 > 0 от N не зависит.
А так как η(t) = 1 при t ∈ [0, T/2], то для локальной нормы (3.1.7) в
пространстве Соболева–Слободецкого W 1,3/8

2,x,t (Q; R3) имеем∥∥vN
∥∥2

W
1,3/8

2,x,t (QT/2;R3)
=
∥∥ηvN

∥∥2

W
1,3/8

2,x,t (QT/2;R3)
6
∥∥ηvN

∥∥2

W
1,3/8

2,x,t (Q;R3)
.
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И наконец, переходя от локальной нормы пространства Соболева–Слобо-
децкого W 1,3/8

2,x,t (Q; R3) к эквивалентной нелокальной, в силу (3.1.36) при-
ходим к оценке

∥∥vN
∥∥2

W
1,3/8

2,x,t (QT/2;R3)
6 C8Φ0

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)
(3.1.37)

с многочленом Φ0(ρ) = ρ2 + ρ3, причем постоянная C8 > 0 от N не зависит.
И если в методе Галеркина с самого начала выбрать интервал (0, 2T ), а не
(0, T ), доопределив f(x, t) нулем при t > T , то получится оценка той же
дробной производной по t, но уже в QT . Таким образом,

sup
N>1

∥∥vN
∥∥

W
1,3/8

2,x,t (QT ;R3)
<∞, (3.1.38)

т.е. последовательность
{
vN
}

ограничена в пространстве Соболева–Слобо-
децкого W 1,3/8

2,x,t (QT ; R3).

По теореме 9.6.2 из [33] при 2 6 q 6 34/11 имеет место вложение
W

1,3/8
2,x,t (QT ; R3)⊂→Lq(QT ; R3). При q < 34/11 это вложение характеризу-

ется неравенством 26.3.1(15) из [4] с параметром ε > 0, поэтому в силу
теоремы 26.3.5 из [4] ограниченность (3.1.38) при 2 6 q < 34/11 означает
относительную компактность

{
vN
}

в Lq(Q
R
T ; R3) с любым заданным R > 0

для цилиндра QR
T = {(x, t) ∈ QT : |x| < R}. А тогда ввиду слабой сходимо-

сти
{
vNν
}

имеем

lim
Nν→∞

∥∥v − vNν
∥∥

Lq(QR
T ;R3)

= 0 ∀R > 0 (3.1.39)

при 2 6 q < 34/11, где элемент v ∈ V̇ (QT ) является уже известным слабым
пределом подпоследовательности {vNν}.

Из (3.1.24) в силу (3.1.39) и слабой сходимости подпоследовательности
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{vNν} в пространстве Соболева W 1,0
2,x,t (QT ; R3) следует, что

−
∫

QT

(v, wm(x))ϕ′(t) dx dt+

∫
QT

((v,∇) v, wm(x))ϕ(t) dx dt+

+ µ
3∑

j=1

∫
QT

(
∇vj,∇wm

j (x)
)
ϕ(t) dx dt+

+ E

2∑
j=1

∫
ΠT

vj(x
′, 0, t)wm

j (x′, 0)ϕ(t) dx′ dt+

+ β
2∑

j=1

∫
ωT

1

vj(x
′, 0, t)wm

j (x′, 0)ϕ(t) dx′ dt =

∫
QT

(f, wm(x))ϕ(t) dx dt+

+ ϕ(0)

∫
R3

+

(
v0(x), wm(x)

)
dx ∀ ϕ ∈ C∞[0, T ] : ϕ(T ) = 0 (3.1.40)

для каждого m > 1. Но система базисных вектор-функций {wk(x)}∞k=1

полна в подпространстве J̇1
2 (R3

+) ⊂ W 1
2 (R3

+; R3), поэтому любую вектор-
функцию u(x, t) ∈ V̇ ∞(QT ) такую, что u(x, T ) = 0, можно аппроксимиро-
вать в W 1

2 (QT ; R3) линейными комбинациями

uk(x, t) =
k∑

m=1

ϕk
m(t)wm(x), k > 1

базисных вектор-функций с коэффициентами ϕk
1(t), . . . , ϕ

k
k(t) ∈ C∞[0, T ]

такими, что ϕk
1(T ) = · · · = ϕk

k(T ) = 0. Ввиду (3.1.40) это означает, что сла-
бый предел v ∈ V̇ (QT ) удовлетворяет интегральному тождеству (3.1.11)
для всех пробных вектор-функций u(x, t) ∈ V̇ ∞(QT ) таких, что u(x, T ) = 0.
Тем самым установлено, что слабый предел v ∈ V̇ (QT ) является обобщен-
ным решением задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) в смысле определения
3.1.3 и удовлетворяет при этом неравенству (3.1.12), что и завершает до-
казательство теоремы 3.1.2.

Не зависящие от β оценки дробной гладкости обобщенного
решения регуляризованной задачи

В оценке (3.1.37) дробной производной обобщенного решения по t по-
стоянная C8 не является наилучшей и даже неограниченно возрастает при
β →∞. Такая оценка вполне пригодна для доказательства сходимости га-
леркинских приближений к обобщенному решению задачи (3.1.1), (3.1.2),
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(3.1.9), (3.1.10) с фиксированным параметром регуляризации β, но совер-
шенно бесполезна для предельного перехода при β →∞. Чтобы получить
не зависящие от β оценки дробной гладкости по t для обобщенного решения
задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10), доопределим это обобщенное реше-
ние при t < 0 не зависящим от β образом. В качестве такого продолжения
удобно взять обобщенное решение v(x, t) следующей линейной задачи

− ∂v

∂t
− µ∆v +∇q = 0,

div v = 0, (x, t) ∈ Q−T = R3
+ × (−T, 0),

v
∣∣
t=0

= v0(x), div v0 = 0, x ∈ R3
+,

v3

∣∣
x3=0

= 0, (x′, t) ∈ Π−T = R2 × (−T, 0),(
µ
∂vk

∂x3

− Evk

)∣∣∣∣
x3=0

= 0, (x′, t) ∈ Π−T , k = 1, 2.

(3.1.41)

Линейная начально-краевая задача (3.1.41) имеет единственное обобщен-
ное решение v ∈ V̇ (Q−T ) в смысле интегрального тождества

∫
Q−T

{(
v,
∂u

∂t

)
+ µ

3∑
j=1

(∇vj,∇uj)
}
dx dt+

+ E
2∑

j=1

∫
Π−T

vj(x
′, 0, t)uj(x

′, 0, t) dx′ dt =

∫
R3

+

(
v0(x), u(x, 0)

)
dx

∀u ∈
.

V ∞ (Q−T ) : u|t=−T = 0. (3.1.42)

Ввиду линейности задачи (3.1.41) единственность очевидна и на ней мы
останавливаться не будем, поскольку в ней нет необходимости. Существо-
вание устанавливается, как и в разделе 2, методом Галеркина. При этом
по аналогии с (3.1.12), обобщенное решение задачи (3.1.41) удовлетворяет
неравенству

1

4
ess sup
t∈[−T,0]

‖v(x, t)‖2
L2(R3

+;R3) + µ ‖∇v‖2
L2(Q−T ;R3) +

+ E
2∑

j=1

∫
Π−T

|vj(x
′, 0, t)|2 dx′ dt 6

∥∥v0
∥∥2

L2(R3
+;R3)

(3.1.43)



102 Глава 3. Нестационарная система Навье–Стокса

и имеет гладкость v ∈ W
1,3/8

2,x,t (Q−T ; R3). Можно было бы показать, что
v ∈ W 1,1/2

2,x,t (Q−T ; R3), если бы в этом была необходимость.
Не зависящая от β оценка обобщенного решения регуляризованной за-

дачи в W 1,2/5
2,x,t (QT ; R3) устанавливается в два этапа. На первом этапе полу-

чим оценку решения в W 1,1/3
2,x,t (Q2T ; R3). С этой целью доопределим правую

часть f(x, t) нулем при t < 0 и t > T , и будем считать, что обобщенное
решение задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) из класса Хопфа построе-
но в разделе 2 для Q3T . Особое внимание следует обратить на процеду-
ру получения не зависящей от β оценки нормы обобщенного решения в
W

1,1/3
2,x,t (Q2T ; R3). Эта процедура является новым эффективным средством

вывода оценок гладкости обобщенных решений. На втором этапе, исходя
из не зависящей от β оценки решения в W 1,1/3

2,x,t (Q2T ; R3) и повторяя уже
использованную на первом этапе процедуру, получим не зависящую от β
оценку в W 1,2/5

2,x,t (QT ; R3) для обобщенного решения регуляризованной за-
дачи в смысле определения 3.

Выберем какую-нибудь срезающую функцию η(t) ∈
◦
C∞ (R1) вида

η(t) =

{
1, t ∈ [−T/2, 2T ],

0, t ∈ (−∞,−T ] ∪ [3T,∞),
0 6 η(t) 6 1,

считая, что построенное в разделе 2 обобщенное решение регуляризованной
задачи v ∈ V̇ (Q3T ) удовлетворяет условию (3.1.6) и тождеству (3.1.11), если
T заменить на 3T .

Заменив T на 3T в (3.1.11), подставим произведение ηu вместо u(x, t) в
(3.1.11) и (3.1.42). Тогда, доопределяя v(x, t) нулем вне [−T, 3T ] и вычитая
одно тождество из другого, получим новое интегральное тождество

−
∫
Q

(ηv, ut) dx dt =

∫
QT

(f, ηu) dx dt+

∫
Q

(v, u)η′(t) dx dt−

− µ
3∑

j=1

3T∫
−T

∫
R3

+

(∇vj,∇uj) η(t) sign t dx dt−
∫

Q3T

(
(v,∇)v, u

)
η(t) dx dt−

− E
2∑

j=1

3T∫
−T

∫
R2

vj(x
′, 0, t)uj(x

′, 0, t) sign t η(t) dx′ dt−

− β
2∑

j=1

∫
ω3T

1

vj(x
′, 0, t)uj(x

′, 0, t)η(t) dx′ dt ∀u ∈
.

V ∞ (Q), (3.1.44)
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где используется обозначение Q = R3
+ × R1.

На вектор-функциях U(x′, t) : R3 → R2 из изотропного пространства
Соболева W 1/2

2 (R3; R2) определим линейный функционал

Λ(U) =
2∑

j=1

∫
R3

Vj(x
′, t)Uj(x

′, t) dx′ dt ∀U = (U1, U2) ∈ W 1/2
2 (R3; R2),

где для краткости введено обозначение

Vj(x
′, t) =

{
η(t)vj(x

′, 0, t), (x′, t) ∈ ω3T
1 ,

0, (x′, t) ∈ R3\ω3T
1 .

Любую вектор-функцию U(x′, t) ∈ W
1/2
2 (R3; R2) можно продолжить с

гиперплоскости R3 = R2 × R1 на полупространство Q = R3
+ × R1 таким

образом, что продолжение u(x, t) ∈ W 1
2 (Q; R3)∩

.

V (Q) имеет след u
∣∣
x3=0

=

(U1, U2, 0) и выполняется неравенство

‖u‖W 1
2 (Q;R3) 6 C1 ‖U‖W

1/2
2 (R3;R2)

, (3.1.45)

в котором постоянная C1 > 0 не зависит от U . Такое продолжение лег-
ко построить в виде ротора с помощью известной теоремы продолжения
W

1/2
2 (R3)⊂→W 1

2 (R4) с гиперплоскости R3 на все R4.
Тождество (3.1.44) теперь можно переписать в виде

βΛ(U) =

∫
Q

(ηv, ut) dx dt+ Λv(u)−
∫

Q3T

(
(v,∇)v, u

)
η dx dt, (3.1.46)

где функционал Λv(u) состоит из всех линейных относительно v членов из
(3.1.44), не содержащих частной производной ut, причем коэффициент β в
функционал Λv(u) явно не входит. Оценим линейные по v слагаемые в пра-
вой части тождества (3.1.46), используя неравенство Коши–Буняковского,
оценку (3.1.12) с 3T вместо T и оценку (3.1.43) для задачи (3.1.41). При
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этом в силу неравенства (3.1.45) будем иметь∣∣∣∫
Q

(ηv, ut) dx dt+ Λv(u)
∣∣∣ 6 ∫

Q

|(ηv, ut)| dx dt+

∫
QT

|(f, u)| dx dt+

+

∫
Q

|(v, u)η′(t)| dx dt+ µ
3∑

j=1

3T∫
−T

∫
R3

+

|(∇vj,∇uj)| dx dt+

+ E
2∑

j=1

3T∫
−T

∫
R2

|vj(x
′, 0, t)uj(x

′, 0, t)| dx′ dt 6

6 C2

(
‖v‖W 1,0

2,x,t (Q3T ;R3) + ‖v‖W 1,0
2,x,t (Q−T ;R3)

)
‖u‖W 1

2 (Q3T ;R3) +

+ ‖f‖L2(QT ;R3) ‖u‖L2(QT ;R3) 6

6 C3

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)
‖U‖

W
1/2
2 (R3;R2)

(3.1.47)

с некоторой постоянной C3 > 0, зависящей только от µ, E, T . Последнее
слагаемое в (3.1.46), соответствующее нелинейному члену, оценим сначала
с помощью неравенства Гельдера

∫
Q3T

|v||∇v||u| dx dt 6

3T∫
0

‖v‖L6(R3
+;R3) ‖∇v‖L2(R3

+;R3) ‖u‖L3(R3
+;R3) dt 6

6 ess sup
t∈[0,3T ]

‖u(x, t)‖L3(R3
+;R3)

3T∫
0

‖v‖L6(R3
+;R3) ‖∇v‖L2(R3

+;R3) dt, (3.1.48)

а затем воспользуемся теоремой вложения W 1
2 (R3

+)⊂→L6(R3
+), теоремой о

следах W 1
2 (Q3T )⊂→L3(R3

+) и оценками (3.1.12), (3.1.45). Тогда∫
Q3T

|v||∇v||u| dx dt 6 C4 ‖v‖2
W 1,0

2,x,t (Q3T ;R3) ‖u‖W 1
2 (Q3T ;R3) 6

6 C5

(
‖f‖L2(QT ;R3) +

∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

)2

‖U‖
W

1/2
2 (R3;R2)

. (3.1.49)

Для краткости обозначим через M функционал

M = M(f, v0) = ‖f‖L2(QT ;R3) +
∥∥v0
∥∥

L2(R3
+;R3)

(3.1.50)
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от заданных f и v0. Из (3.1.46), (3.1.47) и (3.1.49) при любых β > 0 полу-
чаем

β |Λ(U)| 6 C6M(M + 1) ‖U‖
W

1/2
2 (R3;R2)

∀U ∈ W 1/2
2 (R3; R2) (3.1.51)

с постоянной C6 = max{C3 , C5}, зависящей только от µ, E, T .

При выводе оценки нормы обобщенного решения в W 1,1/3
2,x,t (Q2T ; R3) нам

понадобится теорема о следах, доказанная в [38]. А именно, справедлива
следующая теорема, в которой x′ = (x1, . . . , xn−1) и n > 2.

Теорема 3.1.3. Пусть ρ′ = r′
(
1− 1/(2rn)

)
и σ = s

(
1− 1/(2rn)

)
, где числа

r′, s > 0 и rn > 1/2. Тогда любая функция u(x, t) ∈ W r′,rn,s
2,x′,xn,t(Rn+1) имеет

след u(x′, 0, t) ∈ W ρ′,σ
2,x′,t (Rn) с оценкой

‖u(x′, 0, t)‖
W ρ′,σ

2,x′,t (Rn)
6 C ‖u(x′, xn, t)‖W r′,rn,s

2,x′,xn,t
(Rn+1)

,

в которой постоянная C > 0 не зависит от функции u.

Теперь все готово для вывода не зависящей от β оценки нормы обоб-
щенного решения регуляризованной задачи в W 1,1/3

2,x,t (Q2T ; R3). Без ограни-
чения общности можно считать, что уже построено обобщенное решение
v ∈ W

1,3/8
2,x,t (Q3T ; R3), хотя и с нормой, о поведении которой при β → +∞

пока еще ничего не известно. А так как для линейной задачи (3.1.41) обоб-
щенное решение v ∈ W 1,3/8

2,x,t (Q−T ; R3), то произведение ηv ∈ W 1,3/8
2,x,t (Q; R3)

при любом заданном значении параметра β > 0, откуда и из формулы
Планшереля находим

∣∣∣∫
Q

(ηv, ut) dx dt
∣∣∣ 6 1

2π
‖ηv‖

W
1,3/8

2,x,t (Q;R3)
‖u‖

W
0,5/8

2,x,t (Q;R3)
. (3.1.52)

В силу оценки (3.1.52) тождество (3.1.44) будет выполняться и для вектор-
функции u(x, t) = B1/3H

[
ηv
]
, поскольку 1/3 + 3/8 > 5/8. Из (3.1.44) и
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формулы Планшереля в таком случае следует равенство

1

2π

∫
Q

|ξ||η̂v|2

(1 + ξ2)1/6
dξ dx =

∫
QT

(
ηf,B1/3H

[
ηv
])
dx dt+

+

∫
Q

(
v,B1/3H

[
ηv
])
η′(t) dx dt−

∫
Q3T

(
(v,∇)v,B1/3H

[
ηv
])
η(t) dx dt−

− µ
3∑

j=1

3T∫
−T

∫
R3

+

(
∇vj,∇B1/3H

[
ηvj

])
η(t) sign t dx dt−

− E

2∑
j=1

3T∫
−T

∫
R2

vj(x
′, 0, t)B1/3H

[
η(t)vj(x

′, 0, t)
]
η(t) sign t dx′ dt−

− β
2∑

j=1

∫
ω3T

1

vj(x
′, 0, t)B1/3H

[
η(t)vj(x

′, 0, t)
]
η(t) dx′ dt. (3.1.53)

Необходимо подчеркнуть, что оценка (3.1.52) используется только при вы-
воде равенства (3.1.53) для обоснования законности подстановки пробной
вектор-функции u(x, t) = B1/3H

[
ηv
]

в тождество (3.1.44). Нигде в дальней-
шем оценка (3.1.52) не используется.

Поскольку произведение ηv ∈ W 1,3/8
2,x,t (Q; R3) при любом значении β > 0,

то след η(t)v(x′, 0, t) ∈ W
1/2,3/16

2, x′, t (R3; R3) в силу теоремы 3.1.3. А так как
1/3 + 3/16 > 1/2, то B1/3H

[
η(t)v(x′, 0, t)

]
∈ W

1/2
2 (R3; R3), и оценка (3.1.51)

будет выполняться для вектор-функции U(x′, t) с компонентами

Uj(x
′, t) = B1/3H

[
η(t)vj(x

′, 0, t)
]
∈ W 1/2

2 (R3), j = 1, 2,

т.е. согласно (3.1.51) имеем

β
∣∣∣ 2∑
j=1

∫
ω3T

1

vj(x
′, 0, t)B1/3H

[
η(t)vj(x

′, 0, t)
]
η(t) dx′ dt

∣∣∣ 6
6 C6M(M + 1)

∥∥B1/3H
[
η(t)v(x′, 0, t)

]∥∥
W

1/2
2 (R3;R3)

∀ β > 0 (3.1.54)

с постоянной C6 из (3.1.51) и с функционалом M = M(f, v0) вида (3.1.50).
Чтобы оценить правую часть (3.1.53), используем ограниченность опе-

ратора BαH : L2(R1) → L2(R1), оценку (3.1.33) с параметром α = 1/3 и
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оценку (3.1.54). Используя затем оценку (3.1.12) с 3T вместо T , а также
оценку (3.1.43) для задачи (3.1.41), получим

‖ηv‖2
W 1,0

2,x,t (Q;R3) +

∫
Q

(1 + ξ2)
1/2 |η̂v|2

(1 + ξ2)1/6
dξ dx 6 C7M

2 + C8M
3+

+ 2πC6M(M + 1)
∥∥B1/3H

[
η(t)v(x′, 0, t)

]∥∥
W

1/2
2 (R3;R3)

∀ β > 0 (3.1.55)

с положительными постоянными C6 , C7 и C8 , зависящими только от µ, E
и T . Хорошо известно, что норма в анизотропном пространстве Соболева–
Слободецкого W ρ′,σ

2,x′,t (Rn) при ρ′, σ > 0 эквивалентна сумме норм анизотроп-
ных пространств W 0,σ

2,x′,t (Rn) и W ρ′,0
2,x′,t (Rn). Поэтому

C9

∥∥HB1/3

[
η(t)vj(x

′, 0, t)
]∥∥

W
1/2
2 (R3)

6
∥∥HB1/3

[
η(t)vj(x

′, 0, t)
]∥∥

W
1/2,0

2, x′ , t
(R3)

+

+
∥∥HB1/3

[
η(t)vj(x

′, 0, t)
]∥∥

W
0,1/2

2,x′, t
(R3)

6 ‖η(t)vj(x
′, 0, t)‖

W
1/2,0

2, x′ , t
(R3)

+

+ ‖η(t)vj(x
′, 0, t)‖

W
0,1/6

2,x′, t
(R3)

6 C10 ‖η(t)vj(x
′, 0, t)‖

W
1/2,1/6

2, x′, t
(R3)

,

откуда и из (3.1.55) с помощью теоремы 3.1.3 получаем

‖ηv‖2

W
1,1/3

2,x,t (Q;R3)
6 2 ‖ηv‖2

W 1,0
2,x,t (Q;R3) + 2

∫
Q

(1 + ξ2)1/3|η̂v|2 dξ dx 6

6 C0M(M + 1)
(
M + 2 ‖ηv‖

W
1,1/3

2,x,t (Q;R3)

)
(3.1.56)

с постоянной C0 > 0, зависящей только от µ, E, T , и где функционал
M = M(f, v0) имеет вид (3.1.50).

Из квадратичного неравенства (3.1.56) сразу же следует оценка

sup
β>0

‖ηv‖
W

1,1/3
2,x,t (Q;R3)

6 C ′
0M(M + 1) <∞ (3.1.57)

с постоянной C ′
0 = 2C0 + 1/2. А тогда, переходя от нелокальной нормы в

пространстве Соболева–Слободецкого к эквивалентной локальной и поль-
зуясь тем, что η(t) = 1 при t ∈ [0, 2T ], получаем

sup
β>0

‖v‖
W

1,1/3
2,x,t (Q2T ;R3)

6 C ′
0M(M + 1). (3.1.58)

Таким образом, установлена не зависящая от β оценка нормы обобщенного
решения регуляризованной задачи в W 1,1/3

2,x,t (Q2T ; R3).
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Займемся теперь не зависящей от β оценкой нормы обобщенного ре-
шения регуляризованной задачи в W

1,2/5
2,x,t (QT ; R3). Для этого нам пона-

добится теорема продолжения с гиперплоскости Rn в Rn+1 для анизотроп-
ных пространств Соболева–Слободецкого, доказанная в [38]. А именно, при
n > 2 справедлива следующая

Теорема 3.1.4. Пусть ρ′ = r′
(
1− 1/(2rn)

)
и σ = s

(
1− 1/(2rn)

)
, где числа

r′, s > 0 и rn > 1/2. Тогда для любой функции ψ(x′, t) ∈ W ρ′,σ
2,x′,t (Rn) суще-

ствует продолжение u(x, t) ∈ W r′,rn,s
2,x′,xn,t(Rn+1) такое, что след u(x′, 0, t) =

ψ(x′, t) и выполняется неравенство

‖u(x′, xn, t)‖W r′,rn,s

2,x′,xn,t
(Rn+1)

6 C ‖ψ(x′, t)‖
W ρ′,σ

2,x′,t (Rn)

с постоянной C > 0, не зависящей от ψ.

Любую вектор-функцию U(x′, t) ∈ W
1,3/8

2,x′,t (R3; R2) можно продолжить
с гиперплоскости R3 = R2 × R1 на полупространство Q = R3

+ × R1 та-
ким образом, что продолжение u(x, t) ∈ W 2,1,3/4

2,x′,x3,t (Q; R3)∩
.

V (Q) имеет след
u
∣∣
x3=0

= (U1, U2, 0) и выполняется неравенство

‖u(x, t)‖
W

2 ,1,3/4

2,x′,x3,t
(Q;R3)

6 C ‖U(x′, t)‖
W

1,3/8

2,x′,t (R3;R2)
, (3.1.59)

в котором постоянная C > 0 не зависит от U . Такое продолжение легко
построить в виде ротора с помощью теоремы 4.

Выберем теперь срезающую функцию η(t) ∈
◦
C∞ (R1) вида

η(t) =

{
1, t ∈ [−T/2, T ],

0, t ∈ (−∞,−T ] ∪ [2T,∞),
0 6 η(t) 6 1,

и будем считать, что теперь именно эта срезающая функция используется
в тождестве (3.1.44). На вектор-функциях U(x′, t) : R3 → R2 из анизотроп-
ного пространства Соболева W 1,3/8

2,x′,t (R3; R2) рассмотрим тот же линейный
функционал Λ, для которого сохраняется равенство (3.1.46).

Нам снова нужна оценка функционала βΛ(U), но на этот раз для всех
вектор-функций U ∈ W

1,3/8
2,x′,t (R3; R2). С этой целью оценим все слагаемые,

входящие в правую часть (3.1.46). Чтобы оценить слагаемое из (3.1.46) с
производной ut, воспользуемся формулой Планшереля∫

Q

(ηv, ut) dx dt =
1

2π

∫
Q

(
η̂v, iξû

)
dx dξ
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и определением нормы в пространстве Соболева–Слободецкого в терминах
преобразования Фурье по t. При этом получим∣∣∣∫

R4
+

(ηv, ut) dx dt
∣∣∣ 6 1

2π
‖ηv‖

W
0,1/3

2,x,t (Q;R3)
‖u‖

W
0,2/3

2,x,t (Q;R3)
6

6
1

2π
‖ηv‖

W
1,1/3

2,x,t (Q;R3)
‖u‖

W
2,1,3/4

2,x′,x3,t
(Q;R3)

.

А тогда из (3.1.57) и теоремы 4 следует, что∣∣∣∫
R4

+

(ηv, ut) dx dt
∣∣∣ 6 C11M(M + 1) ‖U‖

W
1,3/8

2,x′,t (R3;R2)
(3.1.60)

с постоянной C11 > 0, зависящей только от µ, E, T , и с функционалом
M = M(f, v0) вида (3.1.50).

Линейный функционал Λv(u) из правой части (3.1.46) оценивается точ-
но так же, как и раньше. Поэтому для всех линейных по v слагаемых из
равенства (3.1.46) в силу (3.1.60) будем иметь∣∣∣∫

Q

(ηv, ut) dx dt+ Λv(u)
∣∣∣ 6 C12M(M + 1) ‖U‖

W
1,3/8

2,x′,t (R3;R2)
, (3.1.61)

с некоторой постоянной C12 > 0, зависящей только от µ, E, T . Для оцен-
ки нелинейного члена используем неравенство (3.1.48), теорему вложения
W 1

2 (R3
+)⊂→L6(R3

+), теорему о следах W 2,1,3/4
2,x′,x3,t (Q)⊂→L3(R3

+) из [33] (см. тео-
рему 9.6.2 на с. 361 в [33]) и оценки (3.1.12), (3.1.59). Тогда∫

Q2T

|v||∇v||u| dx dt 6 C13M
2 ‖U‖

W
1,3/8

2,x′,t (R3;R2)
,

откуда и из (3.1.46), (3.1.61) при любых β > 0 получаем оценку

β |Λ(U)| 6 C14M(M + 1) ‖U‖
W

1,3/8

2,x′,t (R3;R2)
(3.1.62)

для всех U ∈ W 1,3/8
2,x′,t (R3; R2) с постоянной C14 > 0, зависящей только от µ,

E, T , и с функционалом M = M(f, v0) вида (3.1.50).
Через B x′,t

ρ′,σ обозначим сглаживающее интегральное преобразование, ко-
торое определяется через обратное преобразование Фурье по переменным
x′ = (x1, x2) и t с помощью равенства

B x′,t
ρ′,σ[u(x′, x3, t)] = F−1

ξ′→x′
ξ0→t

[
û(ξ′, x3, ξ0)

1 + |ξ′|ρ′ + |ξ0|σ

]
, ρ′, σ > 0,
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где крышечка теперь будет означать прямое преобразование Фурье по пе-
ременным x′ и t. И пусть для любого R > 0 функция

χ
R
(ξ0) =

{
1, ξ0 ∈ [−R,R],

0, ξ0 /∈ [−R,R].

Семейство вектор-функций {V R(x, t)}, зависящих от параметра R > 0,
определим через преобразование Фурье только по одной переменной t с
помощью равенства

V R(x, t) = F−1
ξ0→t

[
χ

R
(ξ0)Ft→ξ0 [η(t)v(x, t)]

]
, R > 0.

При этом V R(x, t) ∈ W 1
2 (Q; R3) для любого R > 0. Нетрудно убедиться, что

норма интегрального оператора HB x′,t
ρ′,σ : L2(R3) → L2(R3) равна единице

для любых ρ′, σ > 0. Поэтому HB x′,t
ρ′,σ[V R] ∈ W 1

2 (Q; R3) для любых значений
параметров ρ′, σ, R > 0. Кроме того,

Fx′→ξ′
t→ξ0

[
HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R(x, t)]
]

=
iχ

R
(ξ0) sign ξ0 η̂v

1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40
. (3.1.63)

Теперь все готово для вывода не зависящей от β оценки нормы обоб-
щенного решения регуляризованной задачи в W

1,2/5
2,x,t (QT ; R3). Подставим

вектор-функцию u(x, t) = HB x′,t
1
2
, 7
40

[V R] ∈ W 1
2 (Q; R3) ∩ V̇ (Q) в интегральное

тождество (3.1.44) и воспользуемся формулой Планшереля:

1

(2π)3

∫
Q

|ξ0||χR
η̂v|2 dξ0 dξ′ dx3

1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40
=

∫
QT

(
ηf,HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R]
)
dx dt+

+

∫
Q

(
v,HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R]
)
η′(t) dx dt−

∫
Q2T

(
(v,∇)v,HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R]
)
η(t) dx dt−

− µ

3∑
j=1

2T∫
−T

∫
Q

(
∇vj,∇HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R

j ]
)

sign t η(t) dx dt−

− E

2∑
j=1

2T∫
−T

∫
R2

V R

j (x′, 0, t)HB x′,t
1
2
, 7
40

[V R

j (x′, 0, t)] sign t η(t) dx′ dt−

− β

2∑
j=1

∫
ω2T

1

vj(x
′, 0, t)HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R

j (x′, 0, t)]η(t) dx′ dt. (3.1.64)
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Оценку правой части равенства (3.1.64) начнем с нелинейного по v сла-
гаемого. Интегрируя по частям и оценивая по модулю, находим∣∣∣ ∫

Q2T

(
(v,∇)v,HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R]
)
η(t) dx dt

∣∣∣ 6
6
∫

Q2T

|v|2
∣∣∣HB x′,t

1
2
, 7
40

[∇V R]
∣∣∣ dx dt. (3.1.65)

В правой части неравенства (3.1.65) к интегралу по Q2T применим теоре-
му Фубини, а затем к интегралу по R2 применим неравенство Гельдера
с показателями p = 4/3 и p ′ = 4. Тогда из оценки теоремы вложения
W

1/2
2 (R2)⊂→L4(R2) и из неравенства Коши–Буняковского получаем

∫
Q2T

|v|2
∣∣∣HB x′,t

1
2
, 7
40

[∇V R]
∣∣∣ dx dt =

2T∫
0

dt

∞∫
0

dx3

∫
R2

|v|2
∣∣∣HB x′,t

1
2
, 7
40

[∇V R]
∣∣∣ dx′ 6

6

2T∫
0

∞∫
0

‖v‖2
L8/3(R2;R3)

∥∥∥HB x′,t
1
2
, 7
40

[∇V R]
∥∥∥

L4(R2;R3)
dx3 dt 6

6 C15

2T∫
0

‖v‖2

L
x′,x3
8
3 ,4

(R3
+;R3)

∥∥∥HB x′,t
1
2
, 7
40

[∇V R]
∥∥∥

W
1/2,0

2, x′, x3
(R3

+;R3)
dt. (3.1.66)

Анизотропную норму в Lx′,x3
8
3
,4

(R3
+) оценим с помощью мультипликативного

неравенства из [4], согласно которому

‖v‖2

L
x′,x3
8
3 ,4

(R3
+;R3)

6 C16 ‖v‖L2(R3
+;R3) ‖∇v‖L2(R3

+;R3) (3.1.67)

(см. теорему 15.8 на с. 226 в [4]). Из (3.1.65)–(3.1.67) с помощью неравенства
Коши–Буняковского находим∣∣∣ ∫

Q2T

(
(v,∇)v,HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R]
)
η(t) dx dt

∣∣∣ 6
6 C17 ess sup

t∈[0,2T ]

‖v‖L2(R3
+;R3)

2T∫
0

‖∇v‖L2(R3
+;R3)

∥∥∥HB x′,t
1
2
, 7
40

[∇V R]
∥∥∥

W
1/2,0

2, x′, x3
(R3

+;R3)
dt 6

6 C17 ess sup
t∈[0,2T ]

‖v‖L2(R3
+;R3) ‖∇v‖L2(Q2T ;R3)

∥∥∥HB x′,t
1
2
, 7
40

[∇V R]
∥∥∥

W
1/2,0,0

2, x′, x3,t
(Q;R3)

.
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Напомним, что преобразование Гильберта является изометрией L2(R1) на
себя. Поэтому в силу (3.1.63) и теоремы Планшереля имеем∥∥∥HB x′,t

1
2
, 7
40

[∇V R]
∥∥∥2

W
1/2,0,0

2, x′, x3,t
(Q;R3)

6 ‖η∇v‖2
L2(Q;R3) 6

6 ‖∇v‖2
L2(Q2T ;R3) + ‖∇v‖2

L2(Q−T ;R3) .

Еще раз используя оценку (3.1.12) с 3T вместо T , а также оценку (3.1.43)
для задачи (3.1.41), приходим к неравенству∣∣∣ ∫

Q2T

(
(v,∇)v,HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R]
)
η(t) dx dt

∣∣∣ 6 C18M
3 (3.1.68)

с постоянной C18 > 0, зависящей только от µ, E, T , и с функционалом
M = M(f, v0) вида (3.1.50).

Оценим теперь последнее слагаемое в правой части (3.1.64). Поскольку
V R(x, t) ∈ W 1

2 (Q; R3), то след V R(x′, 0, t) ∈ W
1/2
2 (R3; R3). А так как 1/2 +

7/40 > 3/8, то HB x′,t
1
2
, 7
40

[V R(x′, 0, r)] ∈ W
1,3/8

2,x′,t (R3; R2) и оценка (3.1.62) будет
выполняться для вектор-функции U(x′, t) с компонентами

Uj(x
′, t) = HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R

j (x′, 0, r)], j = 1, 2,

т.е. согласно (3.1.62) имеем

β
∣∣∣ 2∑
j=1

∫
ω2T

1

vj(x
′, 0, t)HB x′,t

1
2
, 7
40

[
V R

j (x′, 0, t)
]
η(t) dx′ dt

∣∣∣ 6
6 C14M(M + 1)

∥∥∥HB x′,t
1
2
, 7
40

[
V R(x′, 0, t)

]∥∥∥
W

1,3/8

2,x′,t (R3;R3)
∀ β,R > 0 (3.1.69)

с постоянной C14 из (3.1.62) и с функционалом M = M(f, v0) вида (3.1.50).
И наконец, оценим правую часть (3.1.64), используя ограниченность

оператора HB x′,t
ρ′,σ : L2(R3) → L2(R3) при ρ′, σ > 0 и оценки (3.1.68), (3.1.69).

Снова прибегая к оценке (3.1.12) с 3T вместо T , а также к оценке (3.1.43)
для задачи (3.1.41), находим

‖V R‖2
W 1,0

2,x,t (Q;R3) +

∫
Q

|ξ0||χR
η̂v|2 dξ0 dξ′ dx3

1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40
6 C19M

2 + (2π)3C18M
3+

+ (2π)3C14M(M + 1)
∥∥∥HB x′,t

1
2
, 7
40

[V R(x′, 0, t)]
∥∥∥

W
1,3/8

2,x′,t (R3;R3)
∀ β,R > 0 (3.1.70)
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с положительными постоянными C14 , C18 и C19 , зависящими только от µ,
E и T .

При любых значениях ρ′, σ > 0 норма в анизотропном пространстве
Соболева–Слободецкого W ρ′,σ

2,x′,t (Rn) эквивалентна сумме норм в W 0,σ
2,x′,t (Rn)

и в W ρ′,0
2,x′,t (Rn). Поэтому

C20

∥∥∥HB x′,t
1
2
, 7
40

[
V R

j (x′, 0, t)
]∥∥∥

W
1,3/8

2,x′,t (R3)
6
∥∥∥HB x′,t

1
2
, 7
40

[
V R

j (x′, 0, t)
]∥∥∥

W 1,0

2,x′,t(R
3)

+

+
∥∥∥HB x′,t

1
2
, 7
40

[
V R

j (x′, 0, t)
]∥∥∥

W
0,3/8

2,x′,t (R3)
6
∥∥V R

j (x′, 0, t)
∥∥

W
1/2,0

2,x′,t (R3)
+

+
∥∥V R

j (x′, 0, t)
∥∥

W
0,1/5

2,x′,t (R3)
6 C21

∥∥V R

j (x′, 0, t)
∥∥

W
1/2,1/5

2,x′,t (R3)
,

откуда и из теоремы 3.1.3 следует, что∥∥∥HB x′,t
1
2
, 7
40

[
V R

j (x′, 0, t)
]∥∥∥

W
1,3/8

2,x′,t (R3)
6 C22

∥∥V R

j (x, t)
∥∥

W
1,2/5

2,x,t (Q)
(3.1.71)

с некоторой абсолютной постоянной C22 > 0.
Для всех неотрицательных a, b выполняется неравенство Юнга ab 6

ap/p+ bp
′
/p ′, согласно которому при p = 5/4 имеем

5|ξ0|4/5 = 5

(
|ξ0|

1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40

)4/5 (
1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40

)4/5
6

6
4δ−1|ξ0|

1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40
+ δ

(
1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40

)4 ∀ δ > 0.

Из неравенства Гельдера для сумм находим(
1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40

)4
6 27

(
1 + |ξ′|2 + |ξ0|7/10

)
,

а из неравенства Юнга ab 6 ap/p + bp
′
/p ′ с показателем p = 8/7 следует,

что 8|ξ|7/10 6 7|ξ0|4/5 + 1. Таким образом,

|ξ0|4/5 6
Cε|ξ0|

1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40
+ ε(1 + |ξ′|2 + |ξ0|4/5) ∀ ε > 0

с постоянной Cε > 0, зависящей только от ε. В таком случае∫
Q

|ξ0|4/5 |χ
R
η̂v|2 dξ0 dξ′ dx3 6 Cε

∫
Q

|ξ0||χR
η̂v|2 dξ0 dξ′ dx3

1 + |ξ′|1/2 + |ξ0|7/40
+

+ ε

∫
Q

(
1 + |ξ′|2 + |ξ0|4/5

)
|χ

R
η̂v|2 dξ0 dξ′ dx3 . (3.1.72)
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В силу определения вектор-функции V R(x, t) имеем

Fx′→ξ′
t→ξ0

[
V R(x, t)

]
= χ

R
(ξ0)η̂v.

Выбирая и фиксируя подходящее значение параметра ε > 0, из (3.1.70)–
(3.1.72) находим

‖V R‖2

W
1,2/5

2,x,t (Q;R3)
6 C ′M(M + 1)

(
M + 2 ‖V R‖

W
1,2/5

2,x,t (Q;R3)

)
(3.1.73)

для всех β,R > 0 с постоянной C ′ > 0, зависящей только от µ, E, T , и где
функционал M = M(f, v0) имеет вид (3.1.50).

Из квадратичного неравенства (3.1.73) сразу же следует оценка

‖V R‖
W

1,2/5
2,x,t (Q;R3)

6 CM(M + 1) ∀ β,R > 0

с постоянной C = 2C ′ + 1/2. Переходя к пределу при R→∞, заключаем,
что ηv ∈ W 1,2/5

2,x,t (Q; R3) и имеет место оценка

‖ηv‖
W

1,2/5
2,x,t (Q;R3)

6 CM(M + 1) ∀ β > 0.

Заменив теперь нелокальную норму пространства Соболева–Слободецкого
на эквивалентную ей локальную и воспользовавшись тем, что η(t) = 1 при
t ∈ [0, T ], получим

sup
β>0

‖v‖
W

1,2/5
2,x,t (QT ;R3)

6 CM(M + 1). (3.1.74)

Таким образом, установлена не зависящая от β оценка нормы обобщенного
решения регуляризованной задачи в W 1,2/5

2,x,t (QT ; R3).
Предельный переход
В силу оценки (3.1.74) семейство обобщенных решений регуляризован-

ной задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.1.9), (3.1.10) ограничено в рефлексивном бана-
ховом пространстве W 1,2/5

2,x,t (QT ; R3), что означает слабую относительную
компактность этого семейства в W 1,2/5

2,x,t (QT ; R3). Поэтому найдется неогра-
ниченно возрастающая последовательность положительных чисел {βk} та-
кая, что при βk → ∞ последовательность соответствующих обобщенных
решений {vk(x, t)} будет слабо сходиться в W

1,2/5
2,x,t (QT ; R3) к некоторому

элементу v(x, t) ∈ W 1,2/5
2,x,t (QT ; R3)∩ V̇ (QT ) с нулевым следом на граничном

подмножестве ωT
1 , так как (3.1.12) означает, что

lim
βk→∞

∥∥vk
j (x′, 0, t)

∥∥
L2(ωT

1 )
= 0 j = 1, 2.
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Следовательно, слабый предел v(x, t) ∈ W 1,2/5
2,x,t (QT ; R3)∩

b◦
V (QT ).

По теореме 9.6.2 из [33] при 2 6 q 6 22/7 имеет место вложение

W
1,2/5

2,x,t (QT ; R3)⊂→Lq(QT ; R3).

При q < 22/7 это вложение характеризуется неравенством 26.3.1(15) из [4]
с параметром ε > 0, поэтому в силу теоремы 26.3.5 из [4] ограниченность
(3.1.74) при 2 6 q < 22/7 означает относительную компактность {vk(x, t)}
в Lq(Q

R
T ; R3) с любым R > 0 для цилиндра QR

T = {(x, t) ∈ QT : |x| < R}. А
тогда ввиду слабой сходимости {vk(x, t)} имеем

lim
βk→∞

∥∥v − vk
∥∥

Lq(QR
T ;R3)

= 0 ∀R > 0

при 2 6 q < 22/7, откуда и из той же слабой сходимости следует, что
слабый предел v(x, t) ∈ W

1,2/5
2,x,t (QT ; R3) является обобщенным решением

задачи (3.1.1)–(3.1.4) из класса Хопфа в смысле определения 3.1.1 и удо-
влетворяет неравенству (3.1.8). Основная теорема 3.1.1 доказана.

Замечание 3.1.1. При нашем подходе улучшить оценку (3.1.8) не позво-
ляет нелинейность системы Навье–Стокса. Однако для линеаризованной
задачи (3.1.1)–(3.1.4) без (v,∇)v наш итерационный метод позволяет дотя-
нуть оценку нормы обобщенного решения в W 1,s

2,x,t (QT ) до любого порядка
s < 1/2 без каких-либо предположений о гладкости эволюции, кроме из-
меримости подмножества ωT

1 ⊂ ΠT . При этом с приближением к порядку
s = 1/2 число итераций неограниченно возрастает.

3.2. Lp-теория нестационарной
системы Стокса

В этом разделе строится Lp-теория начально-краевых задач для линейной
нестационарной системы Стокса. Для ограниченной области Ω ⊂ Rn с глад-
кой границей устанавливается существование и единственность сильного
решения начально-краевой задачи. Для неограниченной области Ω ⊂ Rn

устанавливается условие на Ω, необходимое и достаточное для однозначной
разрешимости в классе сильных решений. Предварительно будут доказаны
несколько вспомогательных лемм.

В цилиндре Q
T

= Ω× (0, T ) рассмотрим начально-краевую задачу для
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линейной нестационарной системы Стокса
vt − ν∆v +∇q = f,

div v = 0, (x, t) ∈ Q
T
,

v|t=0 = 0, v|∂Ω = 0.

(3.2.1)

Для часто используемых функциональных пространств удобно ввести сле-
дующие обозначания:

V̂p(QT
) = {u ∈ W 2,1

p (Q
T
; Rn) : u(x, t) ∈

◦̂
J1

p(Ω) ∀̇ t ∈ (0, T )}, (3.2.2)

Vp(QT
) = {u ∈ W 2,1

p (Q
T
; Rn) : u(x, t) ∈

◦
J1

p(Ω) ∀̇ t ∈ (0, T )}, (3.2.3)

где квантор с точкой ∀̇ означает «для почти всех». Условимся рассматри-
вать Vp(QT

) и V̂p(QT
) как банаховы пространства с индуцированной нормой

неизотропного пространства Соболева W 2,1
p (Q

T
; Rn).

Отметим, что для банахова пространства B функциональное простран-
ство Lp

(
(0, T );B

)
часто определяют как Lp-пространство измеримых по

Бохнеру функций на (0, T ) со значениями в B — подробности можно най-
ти в учебнике [79]. Но если B является пространством Соболева, то такой
подход представляется нерациональным, особенно при наличии гладкости
по t ∈ (0, T ). Технически намного проще и естественней использовать здесь
хорошо развитую теорию неизотропных пространств Соболева. Даже в
случае отсутствия гладкости по t ∈ (0, T ) мы будем пользоваться более
простыми определениями функциональных пространств:

Lp

(
(0, T );

◦̂
Jp(Ω)

)
= {u ∈ Lp(QT

; Rn) : u(x, t) ∈
◦̂
Jp(Ω) ∀̇ t ∈ (0, T )}, (3.2.4)

Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
= {u ∈ Lp(QT

; Rn) : u(x, t) ∈
◦
Jp(Ω) ∀̇ t ∈ (0, T )}, (3.2.5)

Lp

(
(0, T ); Ĝp(Ω)

)
= {u ∈ Lp(QT

; Rn) : u(x, t) ∈ Ĝp(Ω) ∀̇ t ∈ (0, T )}, (3.2.6)

Lp

(
(0, T );Gp(Ω)

)
= {u ∈ Lp(QT

; Rn) : u(x, t) ∈ Gp(Ω) ∀̇ t ∈ (0, T )}, (3.2.7)

которые эквивалентны их определениям как Lp-пространств измеримых
по Бохнеру функций на (0, T ) со значениями в соответствующих банахо-
вых пространствах. При этом в случае B = W−1

p (Ω) определим банахово
пространство Lp

(
(0, T );W−1

p (Ω)
)

как двойственное к неизотропному про-
странству Соболева

Lp ′
(
(0, T );

◦
W 1

p ′(Ω)
)

= замыкание в W 0,1
p ′ (Q

T
) подпространства

◦
C∞(Q

T
),
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где верхние индексы {0, 1} означают порядки гладкости по x и t соответ-
ственно.

Сильным решением начально-краевой задачи (3.2.1) будем называть
упорядоченную пару

{v,∇q} ∈ V̂p(QT
)× Lp

(
(0, T ); Ĝp(Ω)

)
, (3.2.8)

для которой система (3.2.1) выполняется почти всюду в Q
T
, а начальные

и граничные условия (3.2.1) выполняются в смысле равенств соответству-
ющих следов. Отметим, что в силу определения

Ĝp(Ω) = {u = ∇x ψ : ψ ∈ W 1
p,loc(Ω)},

запись (3.2.8) эквивалентна записи

{v,∇q} ∈ V̂p(QT
)× Lp(QT

; Rn). (3.2.9)

Таким образом, начально-краевая задача (3.2.1) в классе сильных ре-
шений может быть записана в виде{

vt − ν∆v +∇q = f, v|t=0 = 0,

v ∈ V̂p(QT
), ∇q ∈ Lp

(
(0, T ); Ĝp(Ω)

)
.

(3.2.10)

Отметим, что соленоидальность v и краевое условие v|∂Ω = 0 входят в
постановку (3.2.10) неявно через принадлежность v ∈ V̂p(QT

).
Через Ep,ν(QT

; Rn) обозначим пространство векторных полей

{u ∈ W 2,1
p,loc(QT

; Rn) : ut ∈ Lp(QT
; Rn), Dα

x ∈ Lp(QT
; Rn) , |α| = 2}

с полунормой

‖u‖Ep,ν(Q
T

;Rn) = ‖ut‖Lp(Q
T

;Rn) + ν
∑
|α|=2

‖Dα
xu‖Lp(Q

T
;Rn) . (3.2.11)

Сразу же отметим, что на подпространстве

{u ∈ V̂p(QT
), u|t=0}

банахова пространства V̂p(QT
) полунорма (3.2.11) эквивалентна норме

‖u‖Vp(Q
T

) = ‖ut‖Lp(Q
T

;Rn) +
∑
|α|=2

‖Dα
xu‖Lp(Q

T
;Rn) (3.2.12)
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при любых положительных ν и T . Полунорма (3.2.11) введена лишь с це-
лью уточнения зависимости постоянных в оценках сильных решений от
параметров ν и T .

Слабым решением начально-краевой задачи (3.2.1) класса Lp(QT
; Rn)

будем называть векторное поле

v ∈ Lp

(
(0, T );

◦̂
Jp(Ω)

)
,

удовлетворяющее интегральному тождеству∫
Q

T

(v, ut + ν∆u) dx dt = −
∫

Q
T

(f, u) dx dt ∀u ∈ Vp ′(QT
) : u|t=T = 0 (3.2.13)

с сопряженным показателем p ′= p/(p−1), 1 < p <∞. Нетрудно убедиться,
что всякое сильное решение будет слабым.

Для полупространства Ω = Rn
+ имеем

◦̂
J1

p(Ω) =
◦
J1

p(Ω), Ĝp(Ω) = Gp(Ω) p ∈ (1,∞), n > 2,

— подробности см. в статье [31]. Поэтому в случае Q
T

= Rn
+ × (0, T ) имеем

V̂p(QT
) = Vp(QT

), при этом без какого-либо ограничения общности сильное
решение оказывается решением класса

{v,∇q} ∈ Vp(QT
)× Lp

(
(0, T );Gp(Ω)

)
, (3.2.14)

Справедлива следующая

Лемма 3.2.1. Пусть Ω = Rn
+, n > 2, ν > 0, T > 0, 1 < p <∞. Для любого

векторного поля f ∈ Lp(QT
; Rn) существует единственное сильное реше-

ние (3.2.14) начально-краевой задачи (3.2.1). Это решение удовлетворяет
неравенству

‖v‖Ep,ν(Q
T

;Rn) + ‖∇q‖Lp(Q
T

;Rn) 6 C0‖f‖Lp(Q
T

;Rn) (3.2.15)

с постоянной C0 > 0, зависящей только от n и p.

Доказательство. Так как Ĝp(Rn
+) = Gp(Rn

+), то в силу (2.1.48) имеем
разложение в прямую сумму

Lp(Rn
+; Rn) =

◦
Jp(Rn

+)⊕Gp(Rn
+)
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при 1 < p < ∞ и n > 2, откуда вытекает справедливость разложения в
прямую сумму

Lp(QT
; Rn) = Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Rn

+)
)
⊕ Lp

(
(0, T );Gp(Rn

+)
)

(3.2.16)

при 1 < p < ∞ и n > 2 для любых T > 0. Поэтому утверждение леммы
достаточно доказать для f ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Rn

+)
)
.

Предположим, что f ∈
◦
C∞((0, T );

◦
Jp(Rn

+)
)
, и доопределим f нулем при

t ∈ R1\(0, T ), т. е. теперь f ∈
◦
C∞(R1;

◦
Jp (Rn

+)
)
. Предположим также, что

ν = 1. Для функции vn = vn(x′, xn, t) рассмотрим краевую задачу
∆x

(∂vn

∂t
−∆xvn

)
= ∆xfn, x ∈ Rn

+, t ∈ R1,

vn|xn=0 =
∂vn

∂xn

∣∣∣
xn=0

= 0, x′ ∈ Rn−1, t ∈ R1,

lim
xn→∞

vn(x′, xn, t) = 0.

(3.2.17)

Применяя к задаче (3.2.17) преобразование Фурье F относительно пере-
менных (x′, t) ∈ Rn, получим краевую задачу для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

( ∂2

∂x2
n

− |ξ|2
)[
−∂

2v̂n

∂x2
n

+ (iξ0 + |ξ|2)v̂n

]
=
( ∂2

∂x2
n

− |ξ|2
)
f̂n , xn > 0,

v̂n|xn=0 =
∂v̂n

∂xn

∣∣∣
xn=0

= 0, x′ ∈ Rn−1, t ∈ R1,

lim
xn→∞

v̂n(x′, xn, t) = 0,

(3.2.18)
где используются обозначения

v̂ = v̂(ξ′, xn, ξ0) = F
[
v(x′, xn, t)

]
, f̂ = f̂(ξ′, xn, ξ0) = F

[
f(x′, xn, t)

]
,

ξ′ — переменная, двойственная к x′ ∈ Rn−1, a ξ0 — переменная, двойствен-
ная к t ∈ R1.

Вводя обозначение

ψ(ξ′, ξ0) =
∂2v̂n

∂x2
n

∣∣∣
xn=0

(3.2.19)

и решая краевую задачу (3.2.18), находим

ψ(ξ′, ξ0) =
iξ0√

iξ0 + |ξ′|2 − |ξ′|

∞∫
0

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2 f̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn , (3.2.20)
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где
√
z — ветвь корня, принимающая вещественные положительные зна-

чения на полуоси {z : Im z = 0, Re z > 0}.
Функцию q определим через ее преобразование Фурье

q̂(ξ′, xn, ξ0) = F[q(x′, xn, t)]

с помощью равенства

q̂(ξ′, xn, ξ0) = −ψ(ξ′, ξ0)

|ξ′|
e−xn|ξ′|, xn > 0. (3.2.21)

Функцию ϕ тоже определим через ее преобразование Фурье

ϕ̂(ξ′, xn, ξ0) = F[ϕ(x′, xn, t)]

с помощью равенства

ϕ̂(ξ′, xn, ξ0) =
[√

iξ0 + |ξ′|2
∞∫

0

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2 f̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn+

+|ξ′|
∞∫

0

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2 f̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn

]
e−xn|ξ′|, xn > 0.

(3.2.22)

Тогда из (3.2.20)–(3.2.22) получаем

iξ′q̂(ξ′, xn, ξ0) = − iξ′

|ξ′|
e−xn|ξ′|ϕ̂(ξ′, xn, ξ0),

∂q̂n
∂xn

(ξ′, xn, ξ0) = ϕ̂(ξ′, xn, ξ0)

(3.2.23)

для всех xn > 0. Функцию F определим через ее преобразование Фурье с
помощью равенства

F̂ (ξ′, xn, ξ0) = f̂n(ξ′, xn, ξ0)−
n−1∑
k=1

iξk
|ξ′|

f̂k(ξ
′, xn, ξ0), xn > 0. (3.2.24)

В силу теоремы о мультипликаторах преобразования Фурье [27] имеем(∫
Rn

|F (x′, xn, t)|pdx′dt
)1

p
6 C1

(∫
Rn

|f(x′, xn, t)|pdx′dt
)1

p (3.2.25)
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для всех xn > 0 при 1 < p < ∞, n > 2, с постоянной C1 > 0, зависящей
только n и p. Причем в силу той же теоремы о мультипликаторах преоб-
разования Фурье имеем F ∈ W l

s(Rn+1
+ ) для любых целых l > 0 и любых

вещественных s ∈ (1,∞), так как векторное поле f ∈
◦
C∞(R1;

◦
Jp(Rn

+)
)
.

Поскольку векторное поле f соленоидально, имеем

∂f̂n

∂xn

(ξ′, xn, ξ0) = −
n−1∑
k=1

iξkf̂k(ξ
′, xn, ξ0). (3.2.26)

А тогда из (3.2.22),(3.2.24) находим

ϕ̂(ξ′, xn, ξ0) = |ξ′|e−xn|ξ′|

∞∫
0

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2F̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn .

Функцию ϕ удобно представить в виде

ϕ(x′, xn, t) = ϕ1(x
′, xn, t) + ϕ2(x

′, xn, t), (3.2.27)

где функции ϕj, j = 1, 2, определяются через свои преобразования Фурье

ϕ̂1(ξ
′, xn, ξ0) = |ξ′|e−xn|ξ′|

xn∫
0

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2F̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn ,

ϕ̂2(ξ
′, xn, ξ0) = |ξ′|e−xn|ξ′|

∞∫
xn

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2F̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn

(3.2.28)

для всех xn > 0. Вводя обозначения

m1(ξ
′, ξ0, xn, yn) = xn|ξ′|e−xn|ξ′|e−yn

√
iξ0+|ξ′|2 ,

m2(ξ
′, ξ0, xn, yn) = yn|ξ′|e−xn|ξ′|e−yn

√
iξ0+|ξ′|2 ,

перепишем равенства (3.2.28) для всех xn > 0 в виде

ϕ̂1(ξ
′, xn, ξ0) =

1

xn

xn∫
0

m1(ξ
′, ξ0, xn, yn)F̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn ,

ϕ̂2(ξ
′, xn, ξ0) =

∞∫
xn

m2(ξ
′, ξ0, xn, yn)F̂n(ξ′, yn, ξ0)

dyn

yn

.

(3.2.29)
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Нетрудно убедиться, что функции mj(ξ
′, ξ0, xn, yn), j = 1, 2, при лю-

бых значениях xn , yn > 0 будут мультипликаторами преобразования Фурье
(см. [27]). В силу теоремы [27] о мультипликаторах преобразования Фурье
функции ϕj ∈ W l

s(Rn+1
+ ) для любых целых l > 0 и любых вещественных

s ∈ (1,∞). При этом

(∫
Rn

|ϕ1(x
′, xn, t)|pdx′dt

)1
p

6
M1

xn

xn∫
0

(∫
Rn

|F (x′, yn, t)|pdx′dt
)1

p
dyn ,

(∫
Rn

|ϕ2(x
′, xn, t)|pdx′dt

)1
p

6 M2

∞∫
xn

(∫
Rn

|F (x′, yn, t)|pdx′dt
)1

p dyn

yn

(3.2.30)

для всех xn > 0 при 1 < p <∞, n > 2, с положительными постояннымиM1,
M2 , зависящими только от n и p. Из (3.2.25),(3.2.30) и неравенств Харди
(см. [43], с. 319) получаем

( ∞∫
0

dxn

∫
Rn

|ϕj(x
′, xn, t)|pdx′dt

)1
p

6 C2

( ∞∫
0

dxn

∫
Rn

|f(x′, xn, t)|pdx′dt
)1

p (3.2.31)

при j = 1, 2 с постоянной C2 = C1max{p ′M1, pM1} , 1 < p < ∞. Из
(3.2.23),(3.2.27) и теоремы о мультипликаторах преобразования Фурье [27]
следует, что ∇x q ∈ W l

s(Rn+1
+ ; Rn) для любых целых l > 0 и для любых

вещественных s ∈ (1,∞). При этом в силу (3.2.31) имеем

‖∇x q‖Lp(Rn+1
+ ;Rn) 6 C3‖f‖Lp(Rn+1

+ ;Rn) (3.2.32)

с постоянной C3 > 0, зависящей только от n и p. Рассмотрим теперь
начально-краевую задачу

vt − ν∆v = f −∇x q, xRn
+ , t ∈ R1

+ ,

v|t=0 = 0, xRn
+ ,

v|xn=0 = 0 x′ ∈ Rn−1, t ∈ R1
+ ,

lim
xn→∞

vn(x′, xn, t) = 0

(3.2.33)

для векторного поля v, где ∇x q уже найдено. Методом отражений отно-
сительно переменной xn задача (3.2.33) в полупространстве Rn

+ сводится к
задаче Коши для Rn. Доопределяя решение задачи Коши нулем при t < 0,
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применяя преобразование Фурье по всем переменным и пользуясь теоре-
мой [27] о мультипликаторах преобразования Фурье, заключаем, что суще-
ствует единственное решение v начально-краевой задачи (3.2.33), имеющее
гладкость

vt ∈ Wm
s

(
R1

+;W l
s(Rn

+; Rn)
)
, Dα

xv ∈ Wm
s

(
R1

+;W l
s(Rn

+; Rn)
)

∀α : |α| = 2

для любых целых l,m > 0 и любого вещественного s ∈ (1,∞). При этом
найдется постоянная C4 > 0 , зависящая только n и p, такая, что для ре-
шения v задачи (3.2.33) при 1 < p <∞, n > 2 выполняется неравенство

‖vt‖Lp(Q∞ ;Rn) +
∑
|α|=2

‖Dα
xv‖Lp(Q∞ ;Rn) 6

6C4

[
‖f‖Lp(Q∞ ;Rn) + ‖∇x q‖Lp(Q∞ ;Rn)

]
,

(3.2.34)

где Q∞ = Rn
+ × (0,∞) — полубесконечный цилиндр с основанием Rn

+.
Вычислим div v. Это удобнее сделать в преобразовании Фурье относи-

тельно переменных (x′, t) ∈ Rn. При этом, естественно, предполагается, что
решение задачи (3.2.33) доопределено нулем при t < 0. Имеем

F[divxv(x, t)] =
n−1∑
k=1

iξkv̂k(ξ
′, xn, ξ0) +

∂v̂n

∂xn

(ξ′, xn, ξ0). (3.2.35)

Как нетрудно убедиться,

∂2q̂

∂x2
n

(ξ′, xn, ξ0) = |ξ′|2q̂(ξ′, xn, ξ0), xn > 0, (3.2.36)

для ξ′ ∈ Rn−1, ξ0 ∈ R1. Из явного представления решения задачи (3.2.33)
в преобразовании Фурье по переменным x′, t, пользуясь (3.2.26),(3.2.35) и
(3.2.36), находим

F[divxv(x, t)] = e−xn

√
iξ0+|ξ′|2

[ ∞∫
0

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2 f̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn−

− |ξ′|2√
iξ0 + |ξ′|2

∞∫
0

e−yn

√
iξ0+|ξ′|2 q̂n(ξ′, yn, ξ0) dyn −

ψ(ξ′, ξ0)√
iξ0 + |ξ′|2

]
.

(3.2.37)

Подставляя в (3.2.37) равенства (3.2.20) и (3.2.21), получаем

F[divxv(x, t)] = 0, xn > 0, ξ′ ∈ Rn−1, ξ0 ∈ R1,
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откуда следует, что

divxv(x, t) = 0, ∀ (x, t) ∈ Q∞ . (3.2.38)

В силу (3.2.33),(3.2.38) пара {v,∇q} будет решением начально-краевой
задачи (3.2.1) с ν = 1. А так как для цилиндра Q

T
= Rn

+ × (0, T ) с ос-
нованием Rn

+ при любых T > 0 в силу однородности начальных условий
имеем

‖v‖Lp(Q
T

;Rn) 6 T‖vt‖Lp(Q
T

;Rn) , (3.2.39)

то заключаем, что

v ∈ W l,m
s (Q

T
; Rn), ∇q ∈ W l,m

s (Q
T
; Rn)

для любых целых l,m > 0 и любого вещественного s ∈ (1,∞). Таким

образом, для любого векторного поля f ∈
◦
C∞((0, T );

◦
Jp(Rn

+)
)

существует
сильное решение (3.2.14) задачи (3.2.1) с коэффициентом ν = 1, которое в
силу (3.2.32), (3.2.34) удовлетворяет неравенству

‖vt‖Lp(Q
T

;Rn) +
∑
|α|=2

‖Dα
x‖Lp(Q

T
;Rn) + ‖∇q‖Lp(Q

T
;Rn) 6 C ′‖f‖Lp(Q

T
;Rn) (3.2.40)

при 1 < p <∞, n > 2, с постоянной C ′ > 0, зависящей только от n и p.
При ν 6= 1, делая в задаче (3.2.1) замену переменных y = x/

√
ν и поль-

зуясь уже полученными выше результатами для задачи (3.2.1) с коэффи-
циентом ν = 1, а затем делая обратную замену переменных x = y

√
ν,

заключаем, что для любого векторного поля f ∈
◦
C∞((0, T );

◦
Jp (Rn

+)
)

су-
ществует сильное решение (3.2.14) задачи (3.2.1) с коэффициентом ν > 0,
которое удовлетворяет неравенству

‖vt‖Lp(Q
T

;Rn)+ν
∑
|α|=2

‖Dα
x‖Lp(Q

T
;Rn)+‖∇q‖Lp(Q

T
;Rn) 6 C ′‖f‖Lp(Q

T
;Rn) (3.2.41)

при 1 < p <∞, n > 2, с той же, что и в (3.2.40), постоянной C ′, зависящей
только от n и p.

Поскольку подпространство
◦
C∞((0, T );

◦
Jp(Rn

+)
)

всюду плотно в банахо-

вом пространстве Lp

(
(0, T );

◦
Jp (Rn

+)
)
, то в силу (3.2.39) и (3.2.41) сильное

решение (3.2.14) задачи (3.2.1) с коэффициентом ν > 0 существует для лю-

бого векторного поля f ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Rn

+)
)

и удовлетворяет неравенству
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(3.2.41). А тогда ввиду (3.2.16) для любого f ∈ Lp(QT
; Rn) существует силь-

ное решение (3.2.14) задачи (3.2.1) с произвольным коэффициентом ν > 0,
удовлетворяющее неравенству (3.2.15) с некоторой постоянной C0 > 0, за-
висящей только от n и p.

Докажем единственность решения. Пусть{
vt − ν∆v +∇q = f, v|t=0 = 0,

v ∈ Vp(QT
), ∇x q ∈ Lp(QT

; Rn).
(3.2.42)

Напомним, что сильное решение (3.2.42) будет слабым (3.2.13). Уже уста-

новлено, что для любого векторного поля f ∈
◦
C∞(Q

T
; R3) найдутся век-

торные поля u ∈ Vp ′(QT
) и ∇ψ ∈ Lp ′(QT

; Rn) с показателем p ′= p/(p − 1),
такие, что

−ut − ν∆u+∇ψ = f, u|t=T = 0. (3.2.43)

В силу (3.2.13) и (3.2.43) имеем∫
Q

T

(v, f) dx dt = 0 ∀ f ∈
◦
C∞(Q

T
; R3),

откуда следует, что v(x, t) = 0 почти всюду в Q
T

, т. е. слабое решение
(3.2.13), а тем более сильное решение (3.2.42) единственно. Лемма доказа-
на.

Для Ω ⊂ Rn и Q
T

= Ω× через
◦
Ep,ν (Q

T
; Rn) обозначим банахово про-

странство векторных полей

W 1
p

(
(0, T );Lp(Ω; Rn)

)
∩ Lp

(
(0, T );W 2

p (Ω; Rn)∩
◦
W 1

p (Ω; Rn)
)

(3.2.44)

с нормой

‖u‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

= ‖ut‖Lp(Q
T

;Rn) + ν
∑
|α|=2

‖Dα
xu‖Lp(Q

T
;Rn) , (3.2.45)

которая на V̂p(QT
) эквивалентна норме (3.2.12). Норма

◦
Ep,ν (Q

T
; Rn) вво-

дится с целью уточнения зависимости постоянных в оценках сильных ре-
шений задачи (3.2.14) от ν и T .

Рассмотрим область

Ω = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕ(x′)}, (3.2.46)
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где предполагается, что вторые производные функции ϕ удовлетворяют
условию Липшица и существует постоянная γ > 0 такая, что∑

26|α|63

|Dα
x′ϕ(x′)| 6 γ ∀x′ ∈ Rn−1. (3.2.47)

Лемма 3.2.2. Пусть Ω ⊂ Rn — область вида (3.2.42), удовлетворяющая
условию (3.2.47), n > 2, 1 < p <∞, ν, T > 0, Q

T
= Ω× (0, T ). Если

sup
x′∈Rn−1

|∇x′ϕ(x′)| 6 1

2(3C0 + 1)
(3.2.48)

с постоянной C0 из оценки (3.2.15), то всякое сильное решение

{v,∇q} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn)

задачи (3.2.1) с правой частью f ∈ Lp(QT
; Rn) удовлетворяет неравен-

ству

‖u‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇q‖Lp(Q
T

;Rn) 6

6 C ′[‖f‖Lp(Q
T

;Rn) + ν
∑
|α|61

‖Dα
xv‖Lp(Q

T
;Rn)

]
с постоянной C ′ > 0, зависящей только от n, p и γ.

Доказательство. Отображение y = Φ(x) определим с помощью равенств

y′ = x′, yn = xn − ϕ(x′).

Очевидно, Φ отображает Ω на Rn
+. Обозначим

u(y, t) = v
(
Φ−1(y), t

)
, ψ(y, t) = q

(
Φ−1(y), t

)
, y ∈ Rn

+ .

Тогда, делая в системе (3.2.1) замену переменных y = Φ(x), получимut − ν∆yu+∇y ψ = F (y, t),

div u =
( ∂u
∂yn

,∇y′ϕ(y′)
)
, y ∈ Rn

+, t > 0,
(3.2.49)

где правая часть F имеет вид

F (y, t) = f
(
Φ−1(y), t

)
+ (I − J∗Φ)∇y ψ+

+2ν
n−1∑
k−1

∂2u

∂yk∂yn

∂ϕ(y′)

∂yk

− ν
∂2u

∂yk∂yn

|∇y′ϕ(y′)|2 + ν
∂u

∂yn

∆y′ϕ(y′)
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и J∗Φ — транспонированная матрица Якоби отображения Φ. При этом

u|t=0 = 0, y ∈ Rn
+ ; u|yn=0 = 0, t > 0. (3.2.50)

Однако векторное поле u(y, t) не соленоидально по y. Поэтому, чтобы
воспользоваться леммой 3.2.1, сделаем замену

wk(y, t) = uk(y, t), k = 1, . . . , n− 1,

wn(y, t) = un(y, t)−
(
u(y, t,∇y′ϕ(y′)

)
.

Тогда из (3.2.49) находим{
wt − ν∆yu+∇y ψ = F̃ (y, t),

divw = 0, y ∈ Rn
+, t > 0,

(3.2.51)

где правая часть F̃ имеет вид

F̃k(y, t) =Fk(y, t), k = 1, . . . , n− 1,

F̃n(y, t) =Fn(y, t)−
(
ut,∇y′ϕ(y′)

)
+ ν
(
∆yu,∇y′ϕ(y′)

)
+

+ 2ν
n−1∑
j=1

( ∂u
∂yj

,∇y′
∂u

∂yj

(y′)
)

+
(
u,∇y′∆y′ϕ(y′)

)
.

А из (3.2.50) находим

w|t=0 = 0, y ∈ Rn
+ ; w|yn=0 = 0, t > 0. (3.2.52)

Теперь воспользуемся леммой 3.2.1. Применяя к задаче (3.2.51)–(3.2.52)
оценку (3.2.15), получаем

‖w‖ ◦
Ep,ν(R

T
;Rn)

+ ‖∇y ψ‖Lp(R
T

;Rn) 6 C0‖F̃‖Lp(R
T

;Rn) ,

где R
T

= Rn
+ × (0, T ), откуда используя (3.2.47) и (3.2.48), находим

‖u‖ ◦
Ep,ν(R

T
;Rn)

+ ‖∇y ψ‖Lp(R
T

;Rn) 6

6 2C0‖f
(
Φ−1(y), t

)
‖Lp(R

T
;Rn) + 2νγ(C0 + 1)

∑
|α|61

‖Dα
y u‖Lp(R

T
;Rn) .

И наконец, делая обратную замену переменных x = Φ−1(y), получаем оцен-
ку из утверждения леммы с некоторой постоянной C ′ > 0, зависящей толь-
ко от n, p и γ. Лемма доказана.
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Заметим, что норму линейного непрерывного на
◦
W 1

p (Ω) функционала
f ∈ W−1

p (Ω) при 1 < p <∞ можно определить как

‖f‖W−1
p (Ω) = sup

u∈
◦

C∞(Ω)
‖u‖

W1
p ′

(Ω)
6=0

|〈f, u〉|
‖u‖W 1

p ′(Ω)

, (3.2.53)

если пространство Соболева
◦
W 1

p ′(Ω) определено как замыкание в W 1
p ′(Ω)

его подпространства
◦
C∞(Ω), p ′ = p/(p − 1). Заметим также, что сужение

функционала f ∈ W−1
p (Ω) на подпространство

◦
C∞

Ω (ω) = {u ∈
◦
C∞(Ω) : suppu ⊂ ω},

где ω — подобласть в Ω, можно считать элементом W−1
p (ω), так как под-

пространство сужений на ω функций из
◦
C∞

Ω (ω) всюду плотно в
◦
W 1

p ′(ω).

Лемма 3.2.3. Пусть Ω ⊂ Rn — произвольная область, n > 2, 1 < p <∞.
И пусть {ωj}∞j=1 — какое-либо локально-конечное открытое покрытие об-
ласти Ω, кратность которого не превосходит числа N . Тогда для любого
функционала f ∈ W−1

p (Ω) справедливо неравенство

∞∑
j=1

‖fj‖p

W−1
p (ωj∩Ω)

6 MN‖f‖p

W−1
p (Ω)

, (3.2.54)

где fj — сужение функционала f на
◦
C∞

Ω (ωj ∩ Ω), а постоянная M > 0
зависит только от n и p.

Доказательство. Пусть f ∈ W−1
p (Ω). Рассматривая

◦
C∞

Rn(Ω) как подпро-

странство в W 1
p ′(Rn), определим на

◦
C∞

Rn(Ω) функционал F с помощью тож-
дества

〈F, u〉 = 〈F,RΩu〉 ∀u ∈
◦
C∞

Rn(Ω),

где через RΩ обозначен оператор сужения на Ω функций, определенных в
Rn. Поскольку RΩ

( ◦
C∞

Rn(Ω)
)

и f ∈ W−1
p (Ω), то функционал F непрерывен

на подпространстве
◦
C∞

Rn(Ω). Точнее,

|〈F, u〉| 6 ‖f‖W−1
p (Ω)‖u‖W 1

p ′(R
n) ∀u ∈

◦
C∞

Rn(Ω). (3.2.55)
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Поэтому в силу теоремы Хана–Банаха (см., например, [36]) существует
такой функционал F̃ ∈ W−1

p (Rn), что

〈F̃ , u〉 = 〈F, u〉 ∀u ∈
◦
C∞

Rn(Ω).

При этом из (3.2.55) и теоремы Хана–Банаха будет следовать, что

|〈F̃ , u〉| 6 ‖f‖W−1
p (Ω)‖u‖W 1

p ′(R
n) ∀u ∈

◦
C∞

Rn(Ω). (3.2.56)

Используя теорему об Lp-мультипликаторах преобразования Фурье [27],
нетрудно убедиться, что функционал F̃ ∈ W−1

p (Rn) при 1 < p <∞ можно
представить в виде F̃ = v −∆v, где v ∈ W 1

p (Rn) и

‖v‖p
W 1

p (Rn) 6 M‖F̃‖p

W−1
p (Rn)

с некоторой постоянной M > 0, зависящей только от n и p. Из (3.2.56)
следует тогда, что

‖v‖p
W 1

p (Rn) 6 M‖f‖p

W−1
p (Ω)

. (3.2.57)

Для сужения fj функционала f на
◦
C∞

Ω (ωj ∩ Ω) имеем

〈fj , RΩu〉 = 〈F̃ , u〉 ∀u ∈
◦
C∞

Ω (ωj ∩ Ω),

откуда находим

〈fj , RΩu〉 =

∫
ωj∩Ω

[
v(x)u(x) +

(
∇v(x),∇u(x)

)]
dx ∀u ∈

◦
C∞

Ω (ωj ∩ Ω),

где (. , . ) — скалярное произведение Rn. Поэтому в силу (3.2.53) имеем

‖fj‖p

W−1
p (ωj∩Ω)

6 ‖v‖p
W 1

p (ωj∩Ω) .

А так как
∞∑

j=1

‖v‖p
W 1

p (ωj∩Ω) 6 N‖v‖p
W 1

p (Ω) ,

то из (3.2.53) получаем неравенство (3.2.54). Лемма доказана.
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Замечание. В лемме 3.2.3 область Ω ⊂ Rn может быть как ограниченной,
так и неограниченной, причем без каких-либо ограничений на ∂Ω. То же
самое можно сказать и о подобластях ωj . Случай конечного покрытия три-
виален. Как для неограниченной, так и для ограниченной Ω представляет
интерес только случай бесконечного покрытия.

Теперь все готово для доказательства априорной оценки сильного ре-
шения начально-краевой задачи (3.2.1) в произвольной области с гладкой
границей. А именно, справедлива

Лемма 3.2.4. Пусть Ω ⊂ Rn — любая ограниченная или неограниченная
область с границей из класса C3, n > 2, 1 < p <∞, ν > 0, Q

T
= Ω× (0, T ).

Существует такая постоянная C > 0, зависящая только от n, p и Ω,
что всякое сильное решение

{v,∇q} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn)

задачи (3.2.1) с правой частью f ∈ Lp(QT
; Rn) удовлетворяет неравен-

ству

‖u‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q‖Lp(Q
T

;Rn) 6 C
[
‖f‖Lp(Q

T
;Rn)+

+ν‖v‖Lp(Q
T

;Rn) + ‖∇x q‖Lp((0,T );W−1
p (Ω))

]
.

(3.2.58)

Доказательство. Достаточно доказать лемму для случая неограничен-
ной Ω ⊂ Rn. Пусть {Bj}∞j=1 — локально-конечное покрытие области Ω от-
крытыми шарами Bj радиуса δ > 0 с равномерно ограниченной числом
N кратностью покрытия и такое, что центр шара Bj лежит на ∂Ω, если
Bj∩∂Ω 6= ∅, причем открытые шары B′

j радиуса δ/2, центры которых сов-
падают с центрами шаров Bj , также образуют покрытие области Ω. Оче-
видно, кратность покрытия {B′

j}∞j=1 равномерно ограничена тем же числом
N , которое зависит от Ω и δ. Таким образом,

Ω ⊂
∞⋃

j=1

Bj , Ω ⊂
∞⋃

j=1

B′
j .

Так как граница ∂Ω ∈ C3, то найдется такое число δ0 > 0, что множество
Bj ∩ Ω связно для каждого j > 1 при любом значении радиуса δ 6 δ0 .
Пусть {ηj}∞j=1 — разбиение единицы в области Ω, обладающее следующими
свойствами:

(а) ηj ∈
◦
C∞(Ω; Rn), j > 1;
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(б) supp ηj = Bj , j > 1;

(в) 0 6 ηj 6 1, j > 1;

(г) ηj(x) = 1, x ∈ B′
j , j > 1;

(д)
∞∑

j=1

ηj(x) = 1, x ∈ Ω;

(е) sup
x∈Bj

j>1

∑
|α|63

|Dα
xηj(x)| 6 Mδ ;

(ж)
∂ηj

∂ν0

∣∣∣
∂Ω

= 0, если Bj ∩ ∂Ω 6= ∅, j > 1;

где постоянная Mδ > 0 зависит только от Ω и δ, ν0 — единичная внешняя
нормаль к ∂Ω.

Разбиение единицы {ηj}∞j=1 с перечисленными свойствами существует
для любого δ 6 δ0 ,так как граница ∂Ω ∈ C3. Причем найдется такое по-
ложительное число δ1 6 δ0 , что при условии Bj ∩ ∂Ω 6= ∅ область Bj ∩ Ω
для любого δ 6 δ1 будет звездна относительно некоторого открытого ша-
ра Kj ⊂ Bj радиуса, центр которого лежит на внутренней нормали к ∂Ω,
проведенной из центра шара Bj , а расстояние между центрами шаров Bj

и Kj равно δ/2.
Если Bj ∩ ∂Ω 6= ∅, то область Bj ∩ Ω конгруэнтна области

bj = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕj(x
′), |x| < δ},

где функция ϕj ∈ C3(Rn−1), ϕj(0) = 0 и ϕj(x
′) = 0 при |x′| > 2δ, а каса-

тельная к ∂bj в точке x = 0 гиперплоскость совпадает с гиперплоскостью
xn = 0, т. е. ∇x′ϕj(0) = 0.

Обозначим b′j = bj ∩ {x ∈ Rn : |x| < δ/2}. Ввиду того, что граница ∂Ω
из класса C3 и ∇x′ϕj(0) = 0, найдется такое положительное число δ2 6 δ1 ,
что каждая из областей bj будет удовлетворять условию

sup
x′∈Rn−1

|∇x′ϕj(x
′)| 6 1

2(3C0 + 1)
(3.2.59)

при δ 6 δ2 , где C0 — постоянная из оценки (3.2.54). При этом

sup
x′∈Rn−1

∑
26|α|63

|Dα
x′ϕ(x′)| 6 γ (3.2.60)
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для всех областей bj , где постоянная γ зависит только от Ω и δ. В даль-
нейшем будем считать, что δ = δ2 , т. е. в оставшейся части доказательства
леммы число δ будет фиксированным.

Умножая обе части системы (3.2.1) на функцию ηj, получим
(vηj)t − ν∆(vηj) +∇(qjηj) = fηj+

+qj∇ηj − νv∆ηj − 2ν(∇ηj,∇)v,

div(vηj) = (v,∇ηj),

(3.2.61)

где введено обозначение

qj(x, t) = q(x, t)− 1

mes(Bj ∩ Ω)

∫
Bj∩Ω

q(y, t) dy, x ∈ Bj ∩ Ω, t ∈ (0, T ), j > 1.

Таким образом, ∫
Bj∩Ω

q(x, t) dx = 0, t ∈ (0, T ), j > 1. (3.2.62)

Функцию ρ0 ∈
◦
C∞(Ω; Rn) выберем таким образом, чтобы

supp ρ0 ⊂ {x ∈ Rn : |x| < 1},
∫

|x|<1

ρ0(x) dx = 1.

Функции ρj , j > 1 определим через ρ0 с помощью равенств

ρj(x) =


(2

δ

)n

ρ0

(x− aj

δ/2

)
, aj — центр Bj , Bj ∩ Ω = ∅,(4

δ

)n

ρ0

(x− aj

δ/4

)
, aj — центр Kj , Bj ∩ Ω 6= ∅.

Используя теорему 1.2.1 из первой главы, линейные операторы

Tj :
◦

W l
p(Bj ∩ Ω)→

◦
W l+1

p (Ω ∩Bj; Rn), j > 1,

определим с помощью равенств

Tj g(x) =

∫
Bj∩Ω

g(y)
{ x− y

|x− y|n

∞∫
|x−y|

ρj

(
y + ξ

x− y

|x− y|

)
ξn−1 dξ

}
dy, j > 1.
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Нормы операторов таких Tj ограничены в совокупности постоянной, зави-
сящей только от n, p, δ и l, при этом

divTj g(x) = g(x), x ∈ Bj ∩ Ω, j > 1,

если функция g удовлетворяет условию∫
Bj∩Ω

g(x) dx = 0, j > 1.

Обозначим vj = vηj − Tj (v,∇ηj), тогда{
vj

t − ν∆vj +∇(qjηj) = f j(x, t),

div vj = 0, x ∈ Bj ∩ Ω, t ∈ (0, T ), j > 1,
(3.2.63)

где векторные поля f j имеют вид

f j(x, t) = fηj + qj∇ηj − νv∆ηj − ν(∇ηj ∇)v − Tj (f,∇ηj)+

+Tj div(qj∇ηj)− Tj(qj∆ηj) + ν[∆x Tj](v,∇ηj)+

+νTj (vj,∇∆ηj) + 2ν
n∑

k=1

Tj

( ∂v
∂xk

,
∂∇ηj

∂xk

)
,

(3.2.64)

а через [. , .] обозначен коммутатор операторов.
Далее рассмотрим отдельно два случая: Bj ∩ Ω 6= ∅ и Bj ∩ Ω = ∅.
1. Пусть Bj ∩ Ω 6= ∅. Поскольку система (3.2.1) инвариантна относи-

тельно сдвигов и ортогональных преобразований по пространственным пе-
ременным, будем считать, не теряя общности, что область Bj∩Ω совпадает
с некоторой областью bj.

Обозначим Bj = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕj(x
′)},. j > 1. Очевидно,

bj = Bj ∩ {x ∈ Rn : |x| < δ}.

Заметим, что vj ∈ Vp(B
T
j ) и ∇(qjηj) ∈ Lp(QT

; Rn), где BT
j = Bj × (0, T ),

bTj = bj × (0, T ). При этом из начальных условий (3.2.1) следует, что

vj
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Bj .

В силу (3.2.59),(3.2.60) к системе (3.2.63) применима лемма 3.2.2, согласно
которой

ν
∑
|α|=2

‖Dα
xv

j‖Lp(BT
j ;Rn) + ‖∇x (qjηj)‖Lp(BT

j ;Rn) 6

6 C1

[
‖f j‖Lp(BT

j ;Rn) + ν
∑
|α|61

‖Dα
xv

j‖Lp(BT
j ;Rn)

] (3.2.65)
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с постоянной C1 > 0, зависящей только от n, p и γ. Причем BT
j в (3.2.65)

можно заменить на bTj .
Учитывая, что vj = vηj − Tj (v,∇ηj), получаем в силу теорем 1.1.1,1.2.1

первой главы ∑
|α|=2

‖Dα
x (vηj)‖Lp(bT

j ;Rn) 6

6
∑
|α|=2

‖Dα
xv

j‖Lp(bT
j ;Rn) + C2

∑
|α|61

‖Dα
xv‖Lp(bT

j ;Rn) ,∑
|α|61

‖Dα
xv

j‖Lp(bT
j ;Rn) 6 C3

∑
|α|61

‖Dα
xv‖Lp(bT

j ;Rn) ,

(3.2.66)

где положительные постоянные C2 и C3 зависят только от n, p, δ и Mδ. Из
(3.2.65),(3.2.66) находим

ν
∑
|α|=2

‖Dα
x (vηj)‖Lp(bT

j ;Rn) + ‖∇x (qjηj)‖Lp(bT
j ;Rn) 6

6 C1

[
‖f j‖Lp(bT

j ;Rn) + ν
∑
|α|61

‖Dα
xv‖Lp(bT

j ;Rn)

]
с постоянной C4 > 0, зависящей только от n, p, γ, δ и Mδ , откуда и из
(3.2.61) получаем

‖ηjvt‖Lp(bT
j ;Rn) + ν

∑
|α|=2

‖ηjD
α
xv‖Lp(bT

j ;Rn) + ‖ηj∇x qj‖Lp(bT
j ;Rn) 6

6 C5

[
‖f‖Lp(bT

j ;Rn)+ ‖f j‖Lp(bT
j ;Rn)+ ν

∑
|α|61

‖Dα
xv‖Lp(bT

j ;Rn)+ ‖qj‖Lp(bT
j )

] (3.2.67)

с постоянной C5 > 0, зависящей только от n, p, γ, δ и Mδ . Из (3.2.64) и
теорем 1.1.1,1.2.2,1.2.3 первой главы следует, что

‖f‖Lp(bT
j ;Rn) 6 C6

[
‖f‖Lp(bT

j ;Rn) + ν
∑
|α|61

‖Dα
xv‖Lp(σT

j ;Rn) + ‖qj‖Lp(bT
j )

]
с постоянной C6 > 0, зависящей только от n, p, δ и Mδ , где

σT
j =

(
∂Bj ∩ {x ∈ Rn : , |x| < δ}

)
× (0, T ),

откуда и из (3.2.67) находим

‖vt‖Lp((b′j)
T ;Rn) + ν

∑
|α|62

‖Dα
xv‖Lp((b′j)

T ;Rn) + ‖∇x q‖Lp((b′j)
T ;Rn) 6

6 C7

[
‖f‖Lp(bT

j ;Rn) + ν
∑
|α|61

‖Dα
xv‖Lp(σT

j ;Rn) + ‖qj‖Lp(bT
j )

] (3.2.68)
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с постоянной C7 > 0, зависящей только от n, p, γ, δ и Mδ .
Пользуясь теоремой вложения W 1

p (bj) ↪→ Lp(∂bj), интерполяционной
теоремой 5.25 из [50], неравенство (3.2.68) можно переписать в виде

‖vt‖Lp((b′j)
T ;Rn) + ν

∑
|α|62

‖Dα
xv‖Lp((b′j)

T ;Rn) + ‖∇x q‖Lp((b′j)
T ;Rn) 6

6 C8

[
‖f‖Lp(bT

j ;Rn) + ν
∑
|α|=1

‖Dα
xv‖Lp(σT

j ;Rn)+

+ν‖v‖Lp(bT
j ;Rn) + ‖qj‖Lp(bT

j )

]
с постоянной C8 > 0, зависящей только от n, p, γ, δ и Mδ , откуда в силу
(3.2.62) и следствия из теоремы 1.1.1 первой главы (см. с. 18) получаем

‖vt‖Lp((b′j)
T ;Rn) + ν

∑
|α|62

‖Dα
xv‖Lp((b′j)

T ;Rn) + ‖∇x q‖Lp((b′j)
T ;Rn) 6

6 C9

[
‖f‖Lp(bT

j ;Rn) + ν
∑
|α|=1

‖Dα
xv‖Lp(σT

j ;Rn)+

+ν‖v‖Lp(bT
j ;Rn) + ‖qj‖Lp((0,T );W−1

p (bj ;Rn))

]
(3.2.69)

с постоянной C9 > 0, зависящей только от n, p, γ, δ и Mδ .
Ввиду инвариантности неравенства (3.2.69) относительно сдвигов и ор-

тогональных преобразований по пространственным переменным получаем
окончательно

‖vt‖p
Lp((Ω′j)

T ;Rn)
+ νp

∑
|α|62

‖Dα
xv‖

p
Lp((Ω′j)

T ;Rn)
+ ‖∇x q‖p

Lp((Ω′j)
T ;Rn)

6

6 C10

[
‖f‖Lp(ΩT

j ;Rn) + νp
∑
|α|=1

‖Dα
xv‖

p

Lp(ST
j ;Rn)

+

+νp‖v‖p

Lp(ΩT
j ;Rn)

+ ‖qj‖p

Lp((0,T );W−1
p (Ωj ;Rn))

]
(3.2.70)

с постоянной C10 > 0, зависящей только от n, p, γ, δ иMδ , где используются
обозначения:

Ωj = Bj ∩ Ω, Ω′
j = Bj ∩ Ω′;

Sj = Bj ∩ ∂Ω, ST
j = Sj × (0, T );

ΩT
j = Ωj × (0, T ), (Ω′

j)
T = Ω′

j × (0, T ).

Осталось рассмотреть более простой случай, когда шар Bj целиком со-
держится в области Ω.
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2. Пусть Bj ∩ ∂Ω = ∅. Поскольку система (3.2.1) инвариантна относи-
тельно сдвигов пространственным переменным, можно считать, не огра-
ничивая общности, что шар Bj лежит в полупространстве Rn. Применяя
к системе (3.2.63) оценку (3.2.15) и повторяя рассуждения пункта 1, полу-
чаем

‖vt‖p
Lp((B′j)

T ;Rn)
+ νp

∑
|α|62

‖Dα
xv‖

p
Lp((B′j)

T ;Rn)
+ ‖∇x q‖p

Lp((B′j)
T ;Rn)

6

6 C11

[
‖f‖Lp(BT

j ;Rn) + νp‖v‖p

Lp(BT
j ;Rn)

+ ‖qj‖p

Lp((0,T );W−1
p (Ωj ;Rn))

] (3.2.71)

с постоянной C11 > 0, зависящей только от n, p, γ, δ иMδ , где используются
обозначения

BT
j = Bj × (0, T ), (B′

j)
T = B′

j × (0, T ).

Таким образом, из полученных в пунктах 1,2 оценок (3.2.70), (3.2.71) и
леммы 3.2.3 следует, что

‖vt‖p
Lp(Q

T
;Rn) + νp

∑
|α|62

‖Dα
xv‖

p
Lp(Q

T
;Rn) + ‖∇x q‖p

Lp(Q
T

;Rn) 6

6 C12N
[
‖f‖Lp(Q

T
;Rn) + νp

∑
|α|=1

‖Dα
xv‖

p
Lp(S

T
;Rn)+

+νp‖v‖p
Lp(Q

T
;Rn) +M‖qj‖p

Lp((0,T );W−1
p (Ω;Rn))

]
,

(3.2.72)

где S
T

= ∂Ω × (0, T ) — боковая поверхность цилиндра Q
T
, постоянная

C12 = max{C10 , C11}, M — постоянная из оценки (3.2.54). Но для любого
числа σ > 0 найдется (см. [4]) постоянная Kσ > 0, зависящая только от σ,
n, p и Ω, такая, что∑

|α|=1

‖Dα
xv‖Lp(S

T
;Rn) 6 σ

∑
|α|=2

‖Dα
xv‖Lp(Q

T
;Rn) +Kσ‖v‖Lp(Q

T
;Rn) . (3.2.73)

Из (3.2.72),(3.2.73) следует оценка (3.2.58), что завершает доказательство
леммы в случае неограниченной области Ω ⊂ Rn. Приведенное выше до-
казательство проходит и для ограниченной области Ω ⊂ Rn, с той лишь
разницей, что покрытие шарами {Bj} будет не локально-конечным, а про-
сто конечным. Лемма доказана.

Для области Ω ⊂ Rn с гладкой границей единственность сильного реше-
ния начально-краевой задачи (3.2.1) эквивалентна единственности слабого
решения той же задачи. Точнее, справедлива следующая
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Теорема 3.2.1. Пусть Ω ⊂ Rn - любая ограниченная или неограничен-
ная область с границей ∂Ω ∈ C3, 1 < p < ∞, n > 2, ν > 0, T > 0.
Для начально-краевой задачи (3.2.1) сильное решение {v,∇q} ∈ Vp(QT

) ×
Lp(QT

; Rn) единственно тогда и только тогда, когда единственно слабое
решение

v ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
. (3.2.74)

Доказательство. Предположим, что векторное поле (3.2.74) удовлетво-
ряет интегральному тождеству∫

Q
T

(v, ut + ν∆u) dx dt = 0 ∀u ∈ Vp ′(QT
) : u|t=T = 0. (3.2.75)

Функцию ρ ∈
◦
C∞(R1) выберем таким образом, чтобы supp ρ = [0, 1], ρ(t) >

0 при t ∈ (0, 1) и
1∫

0

ρ(t) dt = 1.

Векторное поле vε определим как интеграл Лебега

vε(x, t) =
1

ε

T∫
0

v(x, τ)ρ(
t− τ

ε
) dτ ∀̇x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (3.2.76)

где 0 < ε < T . В силу (3.2.74) имеем

∂mvε

∂tm
∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
для любого целого m > 0. Более того, векторные поля vε и vε

t сильно
непрерывны по t ∈ R1 в норме Lp(Ω; Rn) и vε(x, t) = 0, когда t 6 0.

Тождество (3.2.76) выполняется, в частности, для всех u вида

u(x, t) =
1

ε
w(x)

T∫
0

g(τ)ρ
(t− τ

ε

)
dτ (3.2.77)

с произвольными

w ∈ W 2
p ′(Ω; Rn)∩

◦
J1

p ′(Ω), g ∈
◦
C∞(0, T ).



138 Глава 3. Нестационарная система Навье–Стокса

А так как u ∈ Vp ′(QT
) и u(x, t) = 0 при t > T , то, подставляя (3.2.77) в

(3.2.75) и меняя порядок интегрирования, получим, учитывая (3.2.76),

T∫
0

g(τ) dτ

∫
Ω

[
(vε

t , w)− ν(vε,∆w)
]
dx = 0 ∀ g ∈

◦
C∞(0, T ).

Поэтому ∫
Ω

[
(vε

t , w)− ν(vε,∆w)
]
dx = 0 ∀w ∈ Vp ′(QT

)

при 0 6 t 6 T , откуда находим∫
Ω

(vε, w − ν∆w) dx = (F ε, w) dx ∀w ∈ Vp ′(QT
)

при 0 6 t 6 T , где векторное поле имеет F ε вид

F ε(x, t) = vε(x, t)− vε
t (x, t).

Очевидно, F ε(x, t) сильно непрерывно по t ∈ R1 в норме Lp(Ω; Rn).
Будем считать теперь, что t ∈ [0, T ] — фиксированный параметр. То-

гда при каждом значении t ∈ [0, T ] векторное поле vε ∈
◦
Jp (Ω) будет сла-

бым решением стационарной задачи (2.2.3)–(2.2.4) с правой частью F ε ∈
Lp(Ω; Rn). Из теоремы 2.2.1 следует, что

vε ∈ W 2
p (Ω; Rn)∩

◦
J1

p(Ω) ∀ t ∈ [0, T ].

Поэтому vε ∈ Vp(QT
) и при любых t ∈ [0, T ] имеем∫

Ω

(vε − ν∆vε − F ε, w) dx = 0 ∀w ∈
◦
J∞(Ω),

откуда по теореме де Рама [35] вытекает существование векторного поля
∇x q

ε ∈ Lp(QT
; Rn), такого, что vε − ν∆vε − F ε = −∇x q

ε. А это означает,
что пара {vε,∇x q

ε} будет сильным решением

vε
t − ν∆vε +∇x q

ε = 0, vε|t=0 = 0,

vε ∈ Vp(QT
), ∇x q

ε ∈ Lp(QT
; Rn).
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Из предположения теоремы о единственности сильного решения зада-
чи (3.2.1) следует теперь, что vε(x, t) = 0 почти всюду в Q

T
при любом

значении ε ∈ (0, T ). В силу (3.2.76) имеем

t∫
t−T

v(x, t− τ)ρ
(τ
ε

)
dτ = 0 ∀ t ∈ [0, T ]

почти всюду в Ω. Заметим, что t − T 6 0, а ρ(t) = 0 при t 6 0. Следова-
тельно, свертка

t∫
0

v(x, t− τ)ρ
(τ
ε

)
dτ = 0 ∀ t ∈ [0, T ]

почти всюду в Ω, откуда согласно теореме 152 из [45] (см. с. 415) следует,
что v(x, t) = 0 почти всюду в Q

T
.

Таким образом, из единственности сильного решения вытекает един-
ственность слабого решения. Но в силу теоремы де Рама [35] и рефлексив-
ности Lp при 1 < p <∞ имеем

◦
Jp(Ω)⊥ = Ĝp ′(Ω), Ĝp(Ω)⊥ =

◦
Jp ′(Ω), p ′= p/(p− 1). (3.2.78)

Поэтому сильное решение будет слабым, а тогда из единственности слабого
решения вытекает единственность сильного решения. Теорема доказана.

Критерием однозначной разрешимости начально-краевой задачи (3.2.1)
в классе сильных решений служит разложение Lp(Ω; Rn) в прямую сумму

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω). (3.2.79)

Чтобы сформулировать этот критерий, нам понадобится следующая

Теорема 3.2.2. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная об-
ласть с границей ∂Ω ∈ C3, 1 < p < ∞, n > 2, ν > 0, T > 0. Если
для области справедливо разложение (3.2.79), то существует постоян-
ная C > 0, зависящая только от n, p и Ω, такая, что всякое сильное
решение {v,∇q} ∈ Vp(QT

) × Lp(QT
; Rn) начально-краевой задачи (3.2.1) с

правой частью f ∈ Lp(QT
; Rn) удовлетворяет неравенству

‖u‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q‖Lp(Q
T

;Rn) 6 CeCνT‖f‖Lp(Q
T

;Rn) . (3.2.80)
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Доказательство. Как установлено во второй главе,

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω) ⇐⇒ Lp ′(Ω; Rn) =

◦
Jp ′(Ω)⊕ Ĝp ′(Ω)

для любой Ω ⊂ Rn при 1 < p <∞, n > 2, где p ′= p/(p− 1) — подробности
см. в лемме 2.1.1 на с. 29. По предположению, справедливо разложение

(3.2.79), а это значит, что всякое векторное поле F ∈
◦
W 1

p ′(Ω; Rn) можно
представить в виде

F (x) = u(x) +∇ψ(x), x ∈ Ω,

u ∈ W 1
p ′(Ω; Rn)∩

◦
Jp ′(Ω), ∇ψ ∈ W 1

p ′(Ω; Rn),
(3.2.81)

с оценкой
‖∇ψ‖W 1

p ′(Ω;Rn) 6 C1‖F‖W 1
p ′(Ω;Rn) , (3.2.82)

где постоянная C1 > 0 зависит только от n, p и Ω.
Поскольку ∇x q ∈ Lp(QT

; Rn), то почти для всех t ∈ (0, T ) имеем

‖∇x q(x, t)‖W−1
p (Ω;Rn) = sup

‖F‖
W1

p ′
(Ω;Rn)

=1

∣∣∣∣∣
∫
Ω

(
∇x q(x, t), F (x)

)
dx

∣∣∣∣∣. (3.2.83)

А из (3.2.81), учитывая, что u ∈
◦̂
Jp(Ω), получаем∫

Ω

(∇x q(x, t), F (x)
)
dx =

∫
Ω

(∇x q(x, t),∇ψ(x)
)
dx,

откуда и из (3.2.1) для почти всех t ∈ (0, T ) находим∫
Ω

(∇x q(x, t), F (x)
)
dx =

∫
Ω

(f,∇ψ) dx+ ν

∫
Ω

(∆xv,∇ψ) dx, (3.2.84)

так как vt ∈
◦̂
Jp(Ω) почти для всех t ∈ (0, T ).

Ввиду соленоидальности v имеем∫
Ω

(∆xv,∇ψ) dx =
n∑

k=1

∫
Ω

divx

(
∇x vk −

∂v

∂xk

)
· ∂ψ
∂xk

dx (3.2.85)
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почти для всех t ∈ (0, T ). Заметим, что

n∑
j,k=1

∂vk

∂xj

· ∂2ψ

∂xk∂xj

=
n∑

j,k=1

∂vj

∂xk

· ∂2ψ

∂xk∂xj

,

откуда получаем равенство почти для всех t ∈ (0, T ). Заметим, что

n∑
j,k=1

(∂vk

∂xj

− ∂vj

∂xk

)
· ∂2ψ

∂xk∂xj

= 0,

которое можно переписать в виде

n∑
k=1

(
∇x vk −

∂v

∂xk

,∇ ∂ψ

∂xk

)
= 0,

где (. , .) — скалярное произведение в Rn. Поэтому, интегрируя в правой
части (3.2.85) по частям, получим∣∣∣∫

Ω

(∆xv,∇ψ) dx
∣∣∣ 6 n∑

k=1

∫
Ω

∣∣∣∇vk −
∂v

∂xk

∣∣∣ · ∣∣∣ ∂ψ
∂xk

∣∣∣ dsx (3.2.86)

почти для всех t ∈ (0, T ).
Из (3.2.82),(3.2.86) и теоремы вложения W 1

p ′(Ω) ↪→ Lp ′(∂Ω) с учетом
равенства ‖F‖W 1

p ′(Ω;Rn) = 1 следует, что

∣∣∣∫
Ω

(∆xv,∇ψ) dx
∣∣∣ 6 C2

n∑
k=1

‖Dα
xv‖Lp ′(Ω;Rn) (3.2.87)

почти для всех t ∈ (0, T ) с постоянной C2 > 0, зависящей только n, p и Ω.
А из (3.2.83),(3.2.84) и (3.2.87) находим

‖∇x q(x, t)‖W−1
p (Ω;Rn) 6 C1‖f(x, t)‖Lp(Ω;Rn) + C2ν

∑
|α|=1

‖Dα
xv‖Lp(∂Ω;Rn)

почти для всех t ∈ (0, T ). Поэтому

‖∇x q(x, t)‖
Lp

(
(0,T );W−1

p (Ω;Rn)
) 6

6 C1‖f(x, t)‖Lp(Q
T

;Rn) + C2ν
∑
|α|=1

‖Dα
xv‖Lp(S

T
;Rn) ,

(3.2.88)
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где S
T

= ∂Ω× (0, T ). В силу (3.2.73),(3.2.88) и леммы 3.2.4 имеем

‖v‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q‖Lp(Q
T

;Rn) 6 C
[
‖f‖Lp(Q

T
;Rn) + ‖v‖Lp(Q

T
;Rn)

]
(3.2.89)

для всех T > 0 с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и Ω. В
частности,

‖vt‖Lp(Q
T

;Rn) 6 C
[
‖f‖Lp(Q

T
;Rn) + ‖v‖Lp(Q

T
;Rn)

]
(3.2.90)

для всех T > 0.
Заметим, что для всех t ∈ (0, T ) выполняется неравенство

‖v(x, t)‖p
Lp(Ω;Rn) =

t∫
0

∂

∂τ
‖v(x, τ)‖p

Lp(Ω;Rn)dτ 6

6 p

t∫
0

‖v(x, τ)‖p−1
Lp(Ω;Rn)‖

∂v

∂τ
(x, τ)‖Lp(Ω;Rn)dτ 6 p‖v‖p−1

Lp(Qt;Rn)‖vt‖Lp(Qt;Rn) ,

откуда и из (3.2.90) находим

‖v(x, t)‖p
Lp(Ω;Rn) 6 Cp‖v‖p−1

Lp(Qt;Rn)‖f‖Lp(Qt;Rn) + Cpν‖v‖p
Lp(Qt;Rn) (3.2.91)

для всех t ∈ (0, T ). Обозначим

z(t) = ‖v‖p
Lp(Qt;Rn) , β(t) = ‖f‖Lp(Qt;Rn) .

Очевидно, z ∈ W 1
1 (0, T ). В частности, z ∈ C[0, T ], причем z(0) = 0. Теперь

(3.2.91) можно переписать в виде

z′(t) 6 Cp
(
z(t)

) 1
p ′β(t) + Cpν0(t), t ∈ (0, T ),

что эквивалентно неравенству

d

dt

(
z(t)e−Cpνt

)
6 Cp

(
z(t)

) 1
p ′β(t)e−Cpνt, t ∈ (0, T ). (3.2.92)

Обозначим y(t) = z(t)e−Cpνt. Очевидно, y ∈ W 1
1 (0, T ) и, в частности,

y ∈ C[0, T ], причем y(0) = 0. Из (3.2.92) находим

y′(t) 6 Cp
(
y(t)

) 1
p ′β(t)e−Cνt, t ∈ (0, T ),
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откуда получаем

d

dt

(
y(t)

) 1
p 6 Ce−Cνtβ(t), t ∈ (0, T ).

Поскольку y(0) = 0, то в силу последнего неравенства имеем

(
y(t)

) 1
p 6 C

T∫
0

e−Cνtβ(t) dt.

Но β(t) 6 β(T ) для всех t ∈ (0, T ), поэтому

(
y(t)

) 1
p 6

1− e−Cνt

ν
β(T ),

что эквивалентно неравенству

(
z(t)

) 1
p 6

eCνt − 1

ν
β(T ),

которое можно переписать в виде

ν‖v‖Lp(Q
T

;Rn) 6 (eCνt − 1)‖f‖Lp(Q
T

;Rn) ,

откуда и из (3.2.89) следует оценка (3.2.80). Теорема доказана.

Замечание 3.2.1. Условие (3.2.79) в теореме 3.2.2 можно немного ослабить.
А именно, утверждение теоремы 3.2.2 останется справедливым, если вместо
(3.2.79) потребовать, чтобы

Lp ′(Ω; Rn) =
◦
Jp ′(Ω) + Ĝp ′(Ω). (3.2.93)

Действительно, из (3.2.93) и теоремы 5.20 из [36] (см. с. 156) для любого

F ∈
◦
W 1

p ′(Ω; Rn) следует (3.2.81), удовлетворяющих неравенству

‖u‖Lp ′(Ω;Rn) + ‖∇ψ‖Lp ′(Ω;Rn) 6 C3‖F‖Lp ′(Ω;Rn) (3.2.94)

с постояннойC3 > 0, зависящей только от n, p и Ω. Из (3.2.93), (3.2.94) и
схемы доказательства леммы 2.1.3 на с. 38 следует, что ∇ψ ∈ W 1

p ′(Ω; Rn) и
имеет место (3.2.82).

Из теорем 3.2.1, 3.2.2 и замечания 3.2.1 вытекает
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Следствие 3.2.1. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная
область с границей ∂Ω ∈ C3, 1 < p < ∞, n > 2, ν > 0, T > 0. Для
единственности слабого решения v ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp (Ω)

)
начально-краевой

задачи(3.2.1) достаточно, чтобы область Ω удовлетворяла условию (3.2.93).

Как видно из §1 этой главы, не всякая область Ω ⊂ Rn, даже со сколь
угодно гладкой ∂Ω, удовлетворяет условию (3.2.93) при определенных зна-
чениях показателя p. Таким образом, в зависимости от значения показа-
теля p условие (3.2.93) разделяет области Ω ⊂ Rn с гладкими границами
на два класса: удовлетворяющие и не удовлетворяющие (3.2.93). К классу
областей Ω ⊂ Rn, удовлетворяющих (3.2.93) при любых значениях n > 2 и
p ∈ (1,∞), относятся области с компактными границами.

Теорема 3.2.3. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная об-
ласть с компактной границей ∂Ω ∈ C3, 1 < p < ∞, n > 2, ν > 0, T > 0.
Для любого f ∈ Lp(QT

; Rn) существует единственное сильное решение
{v,∇q} ∈ Vp(QT

) × Lp(QT
; Rn) начально-краевой задачи(3.2.1). Это реше-

ние удовлетворяет неравенству (3.2.80).

Доказательство. Напомним (см. §1 этой главы), что как для ограничен-
ной, так и для неограниченной области Ω ⊂ Rn с компактной границей
∂Ω ∈ C1 разложение в прямую сумму (3.2.79) справедливо при любых
n > 2 и p ∈ (1,∞). Обозначим

Lp(QT
; Rn) = {f = ut− ν∆xu+∇x ψ : u ∈ Vp(QT

), u|t=0, ∇x ψ ∈ Lp(QT
; Rn)}.

В силу теоремы 3.2.2 подпространство Lp(QT
; Rn) замкнуто в Lp(QT

; Rn).
Покажем, что подпространство Lp(QT

; Rn) всюду плотно в Lp(QT
; Rn). Дей-

ствительно, пусть векторное поле w ∈ Lp ′(QT
; Rn) удовлетворяет инте-

гральному тождеству∫
Q

T

(w, f) dxdt = 0 ∀ f ∈ Lp(QT
; Rn). (3.2.95)

В частности, интегральное тождество (3.2.95) будет выполняться для всех

f = ∇x ψ ∈ Lp(QT
; Rn), откуда следует, что w ∈ Lp ′

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
. А тогда∫

Q
T

(w, ut − ν∆xu) dxdt = 0 ∀u ∈ Vp(QT
) : u|t=0 = 0. (3.2.96)
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Пусть v(x, t) = w(x, T − t). Тогда v ∈ Lp ′
(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
. Делая в тожде-

стве (3.2.96) замену переменной интегрирования t, получим∫
Q

T

(v, ut + ν∆xu) dxdt = 0 ∀u ∈ Vp(QT
) : u|t=T = 0. (3.2.97)

Поэтому v ∈ Vp(QT
) является слабым решением задачи (3.2.1).

В силу следствия 3.2.1 слабое решение v ∈ Lp ′
(
(0, T );

◦
Jp (Ω)

)
задачи

(3.2.1) будет единственным, т. е. из (3.2.97) следует, что w(x, t) = 0 по-
чти всюду в Q

T
. Тогда из (3.2.95) следует, что подпространство Lp(QT

; Rn)
всюду плотно в Lp(QT

; Rn). Но подпространство Lp(QT
; Rn) замкнуто, по-

этому Lp(QT
; Rn) = Lp(QT

; Rn). Таким образом, для любого f ∈ Lp(QT
; Rn)

существует единственное сильное решение {v,∇q} ∈ Vp(QT
) × Lp(QT

; Rn)
начально-краевой задачи (3.2.1). В силу теоремы 3.2.2 это решение удовле-
творяет неравенству (3.2.80). Теорема доказана.

Теперь можно сформулировать критерий однозначной разрешимости
задачи (3.2.1) в классе сильных решений для неограниченных областей
Ω ⊂ Rn с гладкими некомпактными границами. А именно, справедлива

Теорема 3.2.4. Пусть Ω ⊂ Rn — неограниченная область с некомпакт-
ной границей ∂Ω ∈ C3, 1 < p <∞, n > 2, ν > 0, T > 0. Задача (3.2.1) одно-
значно разрешима в классе сильных решений {v,∇q} ∈ Vp(QT

)×Lp(QT
; Rn)

с любым f ∈ Lp(QT
; Rn) тогда и только тогда, когда для области Ω спра-

ведливо разложение Lp(Ω; Rn) в прямую сумму (3.2.79).

Доказательство. Предположим сначала, что для области Ω справедливо
разложение (3.2.79). Буквально повторяя рассуждения из доказательства
теоремы 3.2.3, заключаем, что для любого f ∈ Lp(QT

; Rn) существует един-
ственное сильное решение {v,∇q} ∈ Vp(QT

)×Lp(QT
; Rn) начально-краевой

задачи (3.2.1), которое согласно теореме 3.2.2 удовлетворяет неравенству
(3.2.80).

Предположим теперь, что для любого f ∈ Lp(QT
; Rn) существует един-

ственное сильное решение задачи (3.2.1). Покажем, что из этого предпо-
ложения вытекает справедливость разложения Lp(Ω; Rn) в прямую сумму
(3.2.79). Если задача (3.2.1) однозначно разрешима для T = T0 > 0, то
та же задача будет однозначно разрешима и для любого положительного
T 6= T0. Действительно, если 0 < T < T0, то однозначная разрешимость в
Q

T
очевидна. Если T = 2T0, то продолжим решение v ∈ Vp(QT0

) четным
образом по t в область Ω× (T0 , 2T0), т. е. положим

ṽ(x, t) = v(x, 2T0 − t), T0 6 t < 2T0 ,
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а затем рассмотрим задачу{
ut − ν∆u+∇ψ = f(x, t)− ṽt(x, t) + ν∆xṽ(x, t),

div u = 0, u|t=T0 = 0,
(3.2.98)

для цилиндра Ω × (T0 , 2T0). Ввиду предположения об однозначной разре-
шимости задачи (3.2.1) в Q

T0
, задача (3.2.98) имеет единственное сильное

решение {u,∇x ψ} в цилиндре Ω× (T0 , 2T0). Пусть

v(x, t) =

{
v(x, t), 0 < t < T0 ,

u(x, t) + ṽ(x, t), T0 6 t < 2T0 ,

∇x q(x, t) =

{
∇x q(x, t), 0 < t < T0 ,

∇x ψ(x, t), T0 6 t < 2T0 .

Тогда {v,∇x q} будет сильным решением задачи (3.2.1) в Q
2T0

. Единствен-
ность такого решения очевидным образом вытекает из предположения об
однозначной разрешимости задачи (3.2.1) в Q

T0
. Продолжая указанный

процесс, легко убедиться в однозначной разрешимости задачи (3.2.1) в Q
T

для любого T > T0.
Таким образом, при любых T > 0 для произвольного f ∈ Lp(QT

; Rn)
существует единственное сильное решение

{v,∇x q} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn) (3.2.99)

задачи (3.2.1) с фиксированным ν = ν0 > 0. Применяя к системе (3.2.1) пре-
образование растяжения по t с коэффициентом ν/ν0 , заключаем, что при
любых T > 0 для произвольного f ∈ Lp(QT

; Rn) существует единственное
сильное решение (3.2.99) задачи (3.2.1). Это означает (см., например, [13],
с. 524), что найдется постоянная C = C(ν, T ) > 0, зависящая только от ν,
T и n, p, Ω, такая, что

‖v‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q‖Lp(Q
T

;Rn) 6 C(ν, T )‖f‖Lp(Q
T

;Rn) . (3.2.100)

Будем считать, что постоянная C(ν, T ) в (3.2.100) является наилучшей.
В таком случае, очевидно, имеем

C(ν, T ′) 6 C(ν, T ) ∀T ′ ∈ (0, T ). (3.2.101)

Заметим, что после указанного растяжения по t с коэффициентом ν/ν0

задача (3.2.1) переходит в задачу{
vν

t − ν0∆v
ν +∇qν = f ν(x, t),

div vν = 0, vν |t=0 = 0,
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для цилиндраQ
Tν

= Ω×(0, Tν), где Tν = νT/ν0 и используются обозначения

vν(x, t) = v(x, ν0t/ν), qν(x, t) =
ν0

ν
q(x, ν0t/ν), f ν(x, t) =

ν0

ν
f(x, ν0t/ν).

При этом из (3.2.100) получаем

‖vν‖ ◦
Ep,ν0 (Q

Tν
;Rn)

+ ‖∇x q
ν‖Lp(Q

Tν
;Rn) 6 C(ν, T )‖f ν‖Lp(Q

Tν
;Rn) . (3.2.102)

Поскольку C(ν, T ) — наилучшая постоянная в (3.2.100), то, как нетруд-
но убедиться, рассуждая от противного, C(ν, T ) будет также и наилучшей
постоянной в (3.2.102). Но, с другой стороны, наилучшая постоянная в
(3.2.102) должна равняться C(ν0 , Tν). Следовательно,

C(ν, T ) = C(ν0 , Tν) = C(ν0 , νT/ν0) ∀ ν > 0, ∀T > 0. (3.2.103)

Обозначим C(ν0 , νT/ν0) = C0(νT ), где постоянная C0(νT ) зависит толь-
ко от n, p, Ω и произведения νT . Согласно (3.2.103) имеем

C(ν, T ) = C0(νT ) ∀ ν > 0, ∀T > 0. (3.2.104)

Из (3.2.101),(3.2.104) получаем очевидное неравенство

C(ν, T ) 6 C0(T ) ∀ ν ∈ (0, 1]. (3.2.105)

А из (3.2.100),(3.2.105) следует, что при любых положительных ν 6 1 силь-
ное решение (3.2.99) задачи (3.2.1) удовлетворяет неравенству

‖v‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q‖Lp(Q
T

;Rn) 6 C0(νT )‖f‖Lp(Q
T

;Rn) . (3.2.106)

Чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (3.2.1) от ν, будем
писать v = v(x, t, ν) и ∇x q = ∇x q(x, t, ν). Отметим, что правая часть систе-
мы (3.2.1) от ν не зависит. Так как неравенство (3.2.106) справедливо при
0 < ν 6 1, то найдутся векторные поля

u ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
, ∇x ψ ∈ Lp(QT

; Rn) , wα ∈ Lp(QT
; Rn) ∀α : |α| = 2,

и числовая последовательность {νj}, νj ∈ (0, 1), такие, что

lim
νj→0

∫
Q

T

(
vt(x, t, νj), g(x, t)

)
dxdt =

∫
Q

T

(
u(x, t), g(x, t)

)
dxdt,

lim
νj→0

∫
Q

T

(
∇x ψ(x, t, νj), g(x, t)

)
dxdt =

∫
Q

T

(
∇x ψ(x, t), g(x, t)

)
dxdt,

(3.2.107)
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для всех g ∈ Lp ′(QT
; Rn) в силу рефлексивности Lp(QT

; Rn) при 1 < p <∞.
Кроме того, при любых мультииндексах α : |α| = 2 имеем

lim
νj→0

∫
Q

T

(
νjD

α
xv(x, t, νj), g(x, t)

)
dxdt =

∫
Q

T

(
wα(x, t), g(x, t)

)
dxdt (3.2.108)

для всех g ∈ Lp ′(QT
; Rn) и, в частности, для всех g ∈

◦
C∞(Q

T
; R3). При этом∫

Q
T

(
νDα

xv(x, t, ν), g(x, t)
)
dxdt =

∫
Q

T

(
νv(x, t, ν), Dα

xg(x, t)
)
dxdt (3.2.109)

для всех g ∈
◦
C∞(Q

T
; R3), |α| = 2. Но v|t=0 = 0, поэтому

‖v‖Lp(Q
T

;Rn) 6 T‖vt‖Lp(Q
T

;Rn) . (3.2.110)

Из (3.2.106),(3.2.109),(3.2.110) следует, что∣∣∣∫
Q

T

(
νDα

xv(x, t, ν), g(x, t)
)
dxdt

∣∣∣ 6
6 νTC0(T )‖f‖Lp(Q

T
;Rn)‖Dα

xg‖Lp ′(QT
;Rn) ∀ g ∈

◦
C∞(Q

T
; R3)

(3.2.111)

при 0 < ν 6 1, |α| = 2.
На основании (3.2.108),(3.2.111) заключаем, что wα(x, t) = 0 почти всю-

ду в Q
T

при каждом α : |α| = 2. Следовательно,

lim
νj→0

∫
Q

T

(
νj∆xv(x, t, νj), g(x, t)

)
dxdt = 0 ∀ g ∈

◦
C∞(Q

T
; R3) (3.2.112)

Из (3.2.1),(3.2.107) и (3.2.112) находим

f(x, t) = u(x, t) +∇x ψ(x, t) ∀̇ (x, t) ∈ Q
T
, (3.2.113)

т. е. всякое векторное поле f ∈ Lp(QT
; Rn) можно представить в виде

(3.2.113), где

u ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
, ∇x ψ ∈ Lp(QT

; Rn) .

Это означает, что

Lp(QT
; Rn) = Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
+ Lp

(
(0, T ); Ĝp(Ω)

)
, (3.2.114)
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откуда получаем
Lp(Ω; Rn) =

◦
Jp(Ω) + Ĝp(Ω). (3.2.115)

Таким образом, из предположения об однозначной разрешимости задачи
(3.2.1) мы вывели (3.2.115).

Учитывая замечание 3.2.1 на с. 143, заключаем на основании (3.2.115),
что подпространство Lp ′(QT

; Rn) замкнуто в Lp ′(QT
; Rn), а сильное реше-

ние {v,∇x q} ∈ Vp ′(QT
) × Lp ′(QT

; Rn) задачи (3.2.1) единственно. В то же
время, согласно сделанному предположению, единственно и сильное реше-
ние {v,∇x q} ∈ Vp(QT

) × Lp(QT
; Rn) задачи (3.2.1), поэтому в силу теоре-

мы 3.2.1 слабое решение v ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp(Ω)

)
будет единственным.

Используя единственность слабого решения v ∈ Lp

(
(0, T );

◦
Jp (Ω)

)
и

повторяя приведенные выше рассуждения, заключаем, что подпростран-
ство Lp ′(QT

; Rn) всюду плотно в Lp ′(QT
; Rn). Следовательно, в силу уже

установленной замкнутости подпространство Lp ′(QT
; Rn) совпадает со всем

пространством Lp ′(QT
; Rn). Поэтому для любого f ∈ Lp ′(QT

; Rn) существу-
ет единственное сильное решение {v,∇x q} ∈ Vp ′(QT

) × Lp ′(QT
; Rn) задачи

(3.2.1), а отсюда, как уже было установлено, вытекает, что

Lp ′(Ω; Rn) =
◦
Jp ′(Ω) + Ĝp ′(Ω). (3.2.116)

Ввиду (2.1.5), из (3.2.116) находим
◦
Jp(Ω) ∩ Ĝp(Ω) = {0}. (3.2.117)

Наконец, из (3.2.115) и (3.2.117) следует справедливость разложения про-
странства Lp(Ω; Rn) в прямую сумму (3.2.79). Теорема доказана.
Замечание 3.2.2. Если для какой-либо области Ω ⊂ Rn разложение про-
странства Lp(Ω; Rn) в прямую сумму (3.2.79) не имеет места, то для такой
области сильное решение {v,∇x q} ∈ Vp(QT

) × Lp(QT
; Rn) задачи (3.2.1)

либо не существует, либо неединственно. Пример неограниченной области
Ω ∈ R2, имеющей сколь угодно гладкую некомпактную границу, для кото-
рой разложение Lp(Ω; R2) в прямую сумму (3.2.79) не имеет места, содер-
жится в замечании 2.1.3 на с. 54.

Для неограниченных областей с некомпактными границами представ-
ляют интерес сильные решения {v,∇x q} ∈ V̂p(QT

) × Lp(QT
; Rn) задачи

(3.2.1). В этот класс попадают сильные решения, недостаточно быстро
стремящиеся к нулю на бесконечности. Для таких решений возникает до-
полнительная проблема — а именно, проблема единственности решений.
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Критерием единственности сильных решений в таком случае служит сов-
падение пространств

◦̂
J1

p(Ω) =
◦
J1

p(Ω). (3.2.118)

При этом согласно теореме 2 из [31] имеем

◦̂
Jp(Ω) =

◦
Jp(Ω) ⇐⇒

◦̂
J1

p(Ω) =
◦
J1

p(Ω) ⇐⇒
◦̂
J2

p(Ω) =
◦
J2

p(Ω). (3.2.119)

Для сильных решений справедлива следующая

Лемма 3.2.5. Пусть Ω ⊂ Rn — неограниченная область с некомпактной
границей ∂Ω ∈ C3, 1 < p <∞, n > 2, ν > 0, T > 0. Если для Ω справедливо
разложение (3.2.79), то сильное решение {v,∇x q} ∈ V̂p(QT

) × Lp(QT
; Rn)

задачи (3.2.1) будет единственным тогда и только тогда, когда совпада-
ют пространства (3.2.118).

Доказательство. В силу определения пространств Vp(QT
) и V̂p(QT

) на
с. 116 имеем

V̂p(QT
) = Vp(QT

) ⇐⇒
◦̂
J1

p(Ω) =
◦
J1

p(Ω).

Поэтому из предположения о совпадении (3.2.118) в силу теоремы 3.2.4
следует единственность сильного решения {v,∇x q} ∈ V̂p(QT

)× Lp(QT
; Rn)

задачи (3.2.1).
Предположим теперь, что (3.2.118) не выполняется, но при этом сильное

решение {v,∇x q} ∈ V̂p(QT
) × Lp(QT

; Rn) задачи (3.2.1), единственно. Ис-
пользуя схему доказательства теоремы 2 из [31], нетрудно убедиться, най-

дется векторное поле u ∈
◦̂
J2

p(Ω) такое, что u 6∈
◦
J1

p(Ω). Пусть w(x, t) = tu(x) в
Q

T
. Очевидно, w ∈ V̂p(QT

) и w|t=0. В силу теоремы 3.2.4 существует един-
ственное сильное решение {ṽ,∇x q̃} ∈ V̂p(QT

) × Lp(QT
; Rn) задачи (3.2.1) с

правой частью

f(x, t) = wt(x, t)− ν∆xw(x, t), (x, t) ∈ Q
T
.

А тогда получаем в Q
T

начально-краевую задачу
∂

∂t
(ṽ − w)− ν∆x(ṽ − w) +∇x q̃ = 0,

divx(ṽ − w) = 0, (ṽ − w)|t=0 = 0,
(3.2.120)

где ṽ − w ∈ V̂p(QT
). Но из (3.2.120) и единственности сильного решения

{v,∇x q} ∈ V̂p(QT
) × Lp(QT

; Rn) задачи (3.2.1) следует, что ṽ = w, т. е.
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ṽ(x, t) = tu(x) почти всюду в Q
T
, что невозможно, так как ṽ ∈ Vp(QT

),

а u 6∈
◦
J1

p (Ω). Из полученного противоречия следует выполнение (3.2.120).
Лемма доказана.

Критерием единственности слабых решений v ∈ Lp

(
(0, T );

◦̂
Jp (Ω)

)
для

неограниченных областей с некомпактными границами служит совпадение
пространств

◦̂
Jp(Ω) =

◦
Jp(Ω). (3.2.121)

Для слабых решений справедлива следующая

Лемма 3.2.6. Пусть Ω ⊂ Rn — неограниченная область с некомпактной
границей ∂Ω ∈ C3, 1 < p <∞, n > 2, ν > 0, T > 0. Если для Ω справедливо

разложение (3.2.79), то слабое решение v ∈ Lp

(
(0, T );

◦̂
Jp(Ω)

)
задачи (3.2.1)

будет единственным тогда и только тогда, когда совпадают простран-
ства (3.2.121).

Доказательство леммы 3.2.6 для случая слабых ничем не отличается от
доказательства леммы 3.2.5 для случая сильных решений.

В заключение параграфа отметим, что для неограниченных областей
Ω ⊂ Rn с некомпактными границами первые контрпримеры, свидетель-
ствующие о несовпадении пространств

◦̂
J1

2(Ω) 6=
◦
J1

2(Ω),

были построены Джоном Хейвудом в его знаменитой статье [65], заставшей
всех врасплох и наделавшей много шума. Напомним, что

◦̂
J1

2(Ω) = {u ∈
◦
W 1

2 (Ω; Rn) : div u = 0};
◦
J1

2(Ω) = замыкание в
◦
W 1

2 (Ω; Rn) подпространства
◦
J∞(Ω).

Очевидно,
◦
J1

2(Ω) ⊂
◦̂
J1

2(Ω), и вопрос о совпадении этих двух пространств яв-
ляется, по существу, задачей аппроксимации соленоидальных векторных

полей в пространстве Соболева
◦
W 1

2 (Ω; Rn) финитными бесконечно диффе-
ренцируемыми соленоидальными векторными полями. О важности этого
вопроса для гидродинамики говорит, например, тот факт, что к этому во-
просу сводится проблема единственности классического решения линейной
нестационарной задачи Стокса в неограниченной области с некомпактной
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границей. Дальнейшие примеры, но уже для общего случая показателя
p ∈ [1,∞) можно найти в работе [31], где была построена более или менее
полная теория аппроксимации соленоидальных и потенциальных вектор-
ных полей в пространствах Соболева W l

p(Ω; Rn) для областей Ω ⊂ Rn с
липшицевыми границами.

3.3. Сильные решения нелинейной
нестационарной задачи

В этом параграфе будут исследованы вопросы существования и единствен-
ности сильных решений начально-краевой задачи для нелинейной неста-
ционарной системы уравнений Навье–Стокса в ограниченных и неограни-
ченных областях с гладкими границами при некоторых ограничениях на
исходные данные задачи. Разрешимость задач с подобными ограничениями
принято называть разрешимостью в малом или локальной разрешимостью.
Предварительно будут доказаны пять вспомогательных лемм.

В цилиндре Q
T

= Ω× (0, T ) рассмотрим начально-краевую задачу для
нелинейной нестационарной системы Навье–Стокса

vt + (v,∇)v − ν∆v +∇q = f,

div v = 0, (x, t) ∈ Q
T
,

v|t=0 = 0, v|∂Ω = 0.

(3.3.1)

В случае, когда Ω ⊂ Rn — неограниченная область с некомпактной грани-
цей, в этом параграфе всегда предполагается выполнение условия

Lp(Ω; Rn) =
◦
Jp(Ω)⊕ Ĝp(Ω), (3.3.2)

которое необходимо и достаточно для однозначной разрешимости линейной
нестационарной задачи Стокса в классе сильных решений

{v,∇x q} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn).

Условие (3.3.2) выполнено для всех ограниченных и неограниченных об-
ластей Ω ⊂ Rn с компактной границей ∂Ω ∈ C1 при любых значениях
показателя p ∈ (1,∞) и размерности n > 2. При p = 2 условию (3.3.2) удо-
влетворяет любая область Ω ⊂ Rn без каких бы то ни было ограничений.
При p 6= 2 условие (3.3.2) может не выполняться для неограниченных об-
ластей со сколь угодно гладкими, но некомпактными границами. Условие
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(3.3.2) накладывает некоторые ограничения геометрического характера на
поведение границы ∂Ω в окрестности бесконечности в зависимости от зна-
чений показателя p и размерности n.

Необходимо отметить, что однородность начальных условий использу-
ется лишь как методический прием, позволяющий неспециалисту быстрее
и с меньшими усилиями приблизиться к существу фундаментальных про-
блем, связанных с уравнениями Навье–Стокса. Несмотря на нелинейность
задачи, однородность начальных условий ничуть не ограничивает общно-
сти постановки задачи в классе сильных решений, на который, как будет
показано в этом параграфе, распространяется теорема единственности.

Случай неоднородных начальных условий легко сводится к случаю од-
нородных. Действительно, ограничившись для краткости случаем p = 2,
заметим, что для неоднородных начальных данных

v|t=0 = v0(x), x ∈ Ω, v0 ∈
◦
J1

2(Ω),

существует соленоидальное продолжение u ∈ V2(Q−1) «вниз» в цилиндр
Q−1 = Ω × (−1, 0), такое, что u|t=−1 = 0. Краевое условие u|∂Ω = 0 при
этом содержится неявно в определении пространства Vp (см. с. 116). Такое
продолжение можно построить, например, в виде u(x, t) = η(t)w(x, t) с

подходящей срезающей функцией η ∈
◦
C∞(R1), где w — сильное решение

«вниз» линейной задачи
wt + ∆w +∇ψ = 0,

divw = 0, (x, t) ∈ Q−1 ,

w
∣∣
t=0

= v0(x), w
∣∣
∂Ω

= 0.

Задача для цилиндра Q
T

с неоднородными начальными данными v|t=0 = v0

сводится таким образом к задаче для цилиндра Ω× (−1, T ) с однородными
начальными данными v|t=−1 = 0 и с правой частью f , доопределенной
«вниз» с помощью равенства

f(x, t) = ut + (u,∇)u− ν∆u, (x, t) ∈ Q−1 . (3.3.3)

Это следует из единственности сильного решения, означающей, что силь-
ное решение v для цилиндра Ω × (−1, T ) будет иметь вид v(x, t) = u(x, t)
почти всюду в цилиндре Q−1 и будет, в частности, удовлетворять нужному
неоднородному условию v|t=0 = v0(x).

Займемся теперь решением нелинейной задачи (3.3.1). Напомним, что

определение банахова пространства
◦
Ep,ν (Q

T
; Rn) было дано на с. 125. Для
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краткости удобно обозначить
◦
Ep,ν (Q

T
) =

◦
Ep,ν (Q

T
; R1). Нам понадобится

следующая точная мультипликативная оценка для конвективных членов.
А именно, справедлива

Лемма 3.3.1. Пусть Ω ⊂ Rn — любая неограниченная область с границей
∂Ω ∈ C2, n > 2, (n + 2)/3 6 p < ∞, ν > 0, T > 0. Тогда существует
постоянная C0 > 0, зависящая только от n, p и Ω, такая, что(∫

Q
T

|u|p|∇x v|pdxdt
) 1

p
6 C0ν

−n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖u‖ ◦
Ep,ν(Q

T
)
‖v‖ ◦

Ep,ν(Q
T

)
(3.3.4)

для всех u, v ∈
◦
Ep,ν (Q

T
) с начальными условиями u|t=0 = v|t=0 = 0.

Доказательство. Утверждение леммы докажем сначала для случая, ко-
гда Ω = Rn и Q

T
= Rn × (0, T ). Пусть u, v ∈

◦
Ep,ν (Q

T
) и u|t=0 = v|t=0 = 0 в

смысле равенства соответствующих следов. Условимся, что в доказатель-
стве леммы для всякого векторного поля w : Q

T
→ Rn, удовлетворяющего

условию w|t=0 = 0, через w̃ будет обозначено его продолжение с Q
T

в Rn+1

следующего вида

w̃(x, t) =


w(x, t), 0 < t < T,

0, t 6 0, t > 2T,

w(x, 2T − t), T 6 t < 2T,

Тогда ũ, ṽ ∈ W 2,1
p (Rn+1), где W 2,1

p (Rn+1) — неизотропное пространство Со-
болева с нормой

‖f‖W 2,1
p (Rn+1) = ‖ft‖Lp(Rn+1) +

∑
|α|62

‖Dα
xf‖Lp(Rn+1) .

Известно, что W 2,1
p (Rn+1) = L2,1

p (Rn+1) при 1 < p < ∞, где L2,1
p (Rn+1) —

неизотропный лиувиллевский класс (см. [27,33]).
1. Рассмотрим сначала частный случай T = ν = 1. Легко проверить,

что найдется постоянная C1 > 0, зависящая только от n и p, такая, что∫
Q1

|u|p|∇x v|pdxdt 6
∫

Rn+1

|u|p|∇x v|pdxdt 6

6 C1

+∞∫
−∞

‖ũ(x, t)‖p
Ln(Rn)

∑
|α|62

‖Dα
x ṽ(x, t)‖

p
Lp(Rn)dt

(3.3.5)
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при 1 < p < n в силу неравенства Гёльдера и теоремы вложения

W 1
p (Rn) ↪→ L np

n−p
(Rn).

Заметим, что κ = 3
2
− n+2

2p
> 0 при (n+2)/3 6 p <∞, поэтому справедлива

теорема вложения L2,1
p (Rn+1) ↪→ L2κ,κ

n (см. [33], с. 361), в силу которой

sup
t∈R1

‖ũ(x, t)‖Ln(Rn) 6 C2‖ũ‖W 2,1
p (Rn+1)

с постоянной C2 > 0, зависящей только от n и p, откуда и из (3.3.5) находим∫
Q1

|u|p|∇x v|pdxdt 6 C3‖ũ‖p

W 2,1
p (Rn+1)

‖ṽ‖p

W 2,1
p (Rn+1)

(3.3.6)

при (n+ 2)/3 6 p < n с постоянной C3 > 0, зависящей только от n и p.
При n < p < ∞ справедлива теорема вложения W 1

p (Rn) ↪→ C(Rn), где
C(Rn) — банахово пространство равномерно непрерывных в Rn функций с
sup-нормой. Поэтому при n < p <∞ имеем∫

Q1

|u|p|∇x v|pdxdt 6 C4

+∞∫
−∞

‖ũ(x, t)‖p
Ln(Rn)

∑
|α|62

‖Dα
x ṽ(x, t)‖

p
Lp(Rn)dt (3.3.7)

с постоянной C4 > 0, зависящей только от n и p, откуда и из априорного
включения W 1

p (Rn) ↪→ Lp(Rn) получаем∫
Q1

|u|p|∇x v|pdxdt 6 C5‖ũ‖p

W 2,1
p (Rn+1)

‖ṽ‖p

W 2,1
p (Rn+1)

(3.3.8)

при n < p <∞ с постоянной C5 > 0, зависящей только от n и p.
При p = n, в силу неравенства Гёльдера имеем∫

Q1

|u|p|∇x v|pdxdt 6 ‖ũ‖n
Ln(n+1)(Rn+1)‖ṽ‖n

Ln+1(Rn+1) . (3.3.9)

Из теоремы вложения W 1
p (Rn+1) ↪→ Ln(n+1)(Rn+1) следует, что

‖ũ‖Ln(n+1)(Rn+1) 6 C6‖ũ‖W 2,1
n (Rn+1) (3.3.10)

с постоянной C6 > 0, зависящей только от n. Полагая κ = 2n2+n−2
2n(n+1)

, заме-
тим, что условие 2κ > 1 выполнено при любой размерности n > 2. Поэтому
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согласно теореме вложения L2,1
n (Rn+1) ↪→ L2κ,κ

n+1 (Rn+1) (см. [33], с. 361) будем
иметь неравенство

‖∇x ṽ‖Ln+1(Rn+1) 6 C7‖ṽ‖W 2,1
n (Rn+1)

с постоянной C7 > 0, зависящей только от n, откуда с учетом (3.3.9),(3.3.10)
получим ∫

Q1

|u|n|∇x v|ndxdt 6 C8‖ũ‖n
W 2,1

p (Rn+1)
‖ṽ‖n

W 2,1
p (Rn+1)

(3.3.11)

с постоянной C8 > 0, зависящей только от n.
Учитывая определение ũ(x, t) и пользуясь интерполяционным неравен-

ством для производных по x первого порядка, находим

‖ũ‖W 2,1
p (Rn+1) 6 C9

[
‖ut‖Lp(Q1 ) +

∑
|α|=2

‖Dα
xu‖Lp(Q1 ) + ‖u‖Lp(Q1 )

]
при 1 < p <∞, n > 2, с постоянной C9 > 0, зависящей только от n и p. Но
для цилиндра Q1 = Rn × (0, 1) имеем

‖u‖Lp(Q1 ) 6 ‖ut‖Lp(Q1 ) ,

поскольку u|t=0 = 0. Поэтому

‖ũ‖W 2,1
p (Rn+1) 6 2C9

[
‖ut‖Lp(Q1 ) +

∑
|α|=2

‖Dα
xu‖Lp(Q1 )

]
. (3.3.12)

Аналогичным образом получаем

‖ṽ‖W 2,1
p (Rn+1) 6 2C9

[
‖vt‖Lp(Q1 ) +

∑
|α|=2

‖Dα
xv‖Lp(Q1 )

]
. (3.3.13)

Наконец, из (3.3.6),(3.3.8),(3.3.11)–(3.3.13) следует существование по-
стоянной C ′

0 > 0, зависящей только от n и p, такой, что при n > 2,

(n + 2)/3 > p < ∞ для всех u, v ∈
◦
Ep,ν (Q

T
; R1) с начальными условия-

ми u|t=0 = v|t=0 = 0 справедливо неравенство∫
Q1

|u|p|∇x v|pdxdt 6 C ′
0‖u‖

p
Ep,1(Q1 )‖v‖

p
Ep,1(Q1 ) , (3.3.14)
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где через Ep,1(Q1) обозначено пространство Ep,ν(QT
) = Ep,ν(QT

; R1) при зна-
чениях T = ν = 1. Напомним, что определение пространства Ep,ν(QT

; Rn)
с полунормой (3.2.11) было дано на с. 117. А так как

‖f‖Ep,ν(Q
T

) 6 ‖f‖ ◦
Ep,ν(Q

T
)
,

то из (3.3.14) следует оценка (3.3.4) с T = ν = 1. Таким образом, в случае
T = ν = 1 и Ω = Rn утверждение леммы доказано.

2. Пусть теперь T, ν — произвольные положительные числа, а Ω по-
прежнему совпадает с Rn. Для произвольных u, v ∈

◦
Ep,ν (Q

T
) с начальными

условиями u|t=0 = v|t=0 = 0 положим

u(x, t) = U
( x√

νT
,
t

T

)
, v(x, t) = V

( x√
νT

,
t

T

)
.

Делая замену переменных, находим∫
Q

T

|u(x, t)|p|∇x v(x, t)|pdxdt =

= T (νT )
n−p

2

∫
Q1

|U(y, τ)|p|∇y V (y, τ)|pdydτ,
(3.3.15)

откуда и из (3.3.14) получаем∫
Q

T

|u(x, t)|p|∇x v(x, t)|pdxdt 6 C ′
0T (νT )

n−p
2 ‖U‖p

Ep,1(Q1 )‖V ‖
p
Ep,1(Q1 ) . (3.3.16)

С другой стороны, имеем

‖U‖p
Ep,1(Q1 ) = T p−1(νT )−

n
2 ‖u‖p

Ep,ν(Q
T

) ,

‖V ‖p
Ep,1(Q1 ) = T p−1(νT )−

n
2 ‖v‖p

Ep,ν(Q
T

) ,

откуда и из (3.3.16) находим∫
Q

T

|u(x, t)|p|∇x v(x, t)|pdxdt 6

6C ′
0ν

−n+p
2 T

3
2
p−n+2

2 ‖u‖p
Ep,ν(Q

T
)‖v‖

p
Ep,ν(Q

T
) .

(3.3.17)
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А из (3.3.17) следует оценка (3.3.4) для любых положительных ν, T . Таким
образом, в случае Ω = Rn утверждение леммы доказано.

Пусть теперь Ω ⊂ Rn — произвольная неограниченная область с грани-
цей ∂Ω ∈ C2. Рассмотрим область ω ⊂ Rn вида

ω = {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕ(x′)},

где функция ϕ ∈ C2(Rn−1) удовлетворяет неравенству

sup
x′∈Rn−1

∑
16|α|62

|Dα′

x′ϕ(x′)| 6 M

с некоторой постоянной M > 0. Пусть f ∈
◦
Ep,ν (Q

T
), где Q

T
= ω × (0, T ), и

обозначим

f̃(x, t) =

{
f(x, t), x ∈ ω, 0 < t < T,

−f(x′, 2ϕ(x′)− xn , t), x ∈ Rn\ω, 0 < t < T.

Поскольку f |∂ω=0, то f̃ ∈
◦
Ep,ν (Q

T
)
(
Rn × (0, T )

)
. Оценивая первые про-

изводные по x с помощью интерполяционного неравенства, при условии
f |t=0 = 0 получим

‖f̃‖Ep,ν(Rn×(0,T )) 6 C10‖f‖Ep,ν(Q
T

)

с постоянной C10 > 0, зависящей только от n, p и M . Поэтому, если Ω ⊂ Rn

— произвольная ограниченная или неограниченная область с границей
∂Ω ∈ C2, то, используя подходящее бесконечно дифференцируемое разби-
ение единицы в Ω, можно для любой функции f ∈

◦
Ep,ν (Q

T
) с начальным

условием f |t=0 = 0 построить продолжение

f̃ ∈ Ep,ν

(
Rn × (0, T )

)
: f̃ |Ω = f, f̃ |t=0 = 0,

с области Ω на все Rn, удовлетворяющее неравенству

‖f̃‖Ep,ν(Rn×(0,T )) 6 C11‖f‖Ep,ν(Q
T

)

с постоянной C11 > 0, зависящей только от n, p и Ω, откуда и из (3.3.17)
вытекает справедливость утверждения леммы для произвольной ограни-
ченной или неограниченной области Ω ⊂ Rn с границей ∂Ω ∈ C2 при любых
положительных ν, T . Лемма доказана.
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Лемма 3.3.2. Пусть β, γ — заданные вещественные положительные чис-
ла, и пусть {βm}∞m=1 — любая последовательность вещественных неот-
рицательных чисел таких, что β1 = β и

βm 6 γ

m−1∑
j=1

βjβm−j ∀m > 2.

Тогда степенные ряды
∞∑

m=1

βmz
m и

∞∑
m=2

(m−1∑
j=1

βjβm−j

)
zm сходятся в круге

4βγ|z| < 1 с оценками сумм:∣∣∣ ∞∑
m=1

βmz
m
∣∣∣ 6 1−

√
1− 4βγ|z|
2γ

,

∣∣∣ ∞∑
m=2

(m−1∑
j=1

βjβm−j

)
zm
∣∣∣ 6 1−

√
1− 4βγ|z| − 2βγ|z|

2γ2
.

Доказательство. Выделяя ветвь корня
√

1− 4βγz , принимающую ве-
щественные положительные значения на вещественной полуоси

{z ∈ C : Im z = 0, 4βγRe z < 1},

заметим, что функция

h(z) =
1−

√
1− 4βγz

2γ

комплексной переменной z голоморфна в круге 4βγ|z| < 1. Пусть {αm}∞m=0

— коэффициенты разложения функции h(z) в ряд Тейлора в окрестности
точки z = 0 . Очевидно, α0 = 0 и α1 = β, при этом

γh2(z) + βz = h(z), 4βγ|z| < 1. (3.3.18)

Приравнивая коэффициенты разложения в ряды Тейлора левой и правой
частей (3.3.18), получим

αm = γ
m−1∑
j=1

αjαm−j ∀m > 2. (3.3.19)

А так как α1 = β1 = β, то все числа αm будут вещественными положитель-
ными при m > 1. Опираясь на равенства (3.3.19), легко доказать по индук-

ции, что βm 6 αm при любых m > 2. Поэтому ряд
∞∑

m=1

αm|z|m = h(|z|) будет
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мажорировать ряд
∞∑

m=1

βmz
m в круге 4βγ|z| < 1. Аналогично, сходящийся

при 4βγ|z| < 1 ряд
∞∑

m=2

(m−1∑
j=1

αjαm−j

)
|z|m = h2(|z|) будет мажорировать ряд

∞∑
m=2

(m−1∑
j=1

βjβm−j

)
zm в круге 4βγ|z| < 1. Лемма доказана.

Замечание 3.3.1. Не будет большим преувеличением сказать, что с какой-
либо из всевозможных вариаций на тему, связанную с утверждением лем-
мы 3.3.2, можно столкнуться практически в любой работе, где решается
задача с квадратичной нелинейностью (см., например, [60]).

Лемма 3.3.3. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная область
с границей ∂Ω ∈ C3, n > 2, (n + 2)/3 6 p < ∞, ν > 0, T > 0. И пусть
{v,∇x q} ∈ Vp(QT

) × Lp(QT
; Rn) — сильное решение задачи (3.3.1). Если

область Ω удовлетворяет условию (3.3.2) и f(x, t) = 0 почти всюду в Q
T
,

то v(x, t) = ∇x q(x, t) = 0 почти всюду в Q
T
.

Доказательство. Пусть m — натуральное число, t0 = 0 и tj = tj−1 +T/m
при j = 1, . . . ,m. Обозначим τj = (tj−1 , tj), Qτj

= Ω × τj, j = 1, . . . ,m, и
выберем m настолько большим, чтобы выполнялось условие

‖v‖ ◦
Ep,ν(Qτj ;Rn)

6
e−CνT

2CC0

· ν
n+p
2p T

n+2
2p

− 3
2 , j = 1, . . . ,m, (3.3.20)

где C — постоянная из оценки (3.2.80), а C0 — постоянная из оценки (3.3.4).
В системе (3.3.1) перенесем член (v,∇)v в правую часть и применим к

Qτ1 теорему 3.2.2, лемму 3.3.1 и неравенство (3.3.20). Тогда

‖v‖ ◦
Ep,ν(Qτ1 ;Rn)

6 CC0e
CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖v‖2
◦
Ep,ν(Qτ1 ;Rn)

6
1

2
·‖v‖ ◦

Ep,ν(Qτ1 ;Rn)
,

откуда следует, что ‖v‖ ◦
Ep,ν(Qτ1 ;Rn)

= 0. Это означает, что v|t=t1 = 0. Повто-

ряя те же рассуждения, заключаем, что ‖v‖ ◦
Ep,ν(Qτj ;Rn)

= 0, j = 1, . . . ,m.

Таким образом, v(x, t) = 0, а следовательно, и ∇x q(x, t) = 0 почти всюду в
цилиндре Q

T
. Лемма доказана.

Лемма 3.3.4. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная область
с границей ∂Ω ∈ C3, n > 2, (n + 2)/3 6 p < ∞, ν > 0, T > 0. И пусть
{v,∇x q} ∈ Vp(QT

) × Lp(QT
; Rn) — сильное решение задачи (3.3.1). Если



§3. Сильные решения нелинейной нестационарной задачи 161

область Ω удовлетворяет условию (3.3.2), а векторное поле f удовлетво-
ряет условию

4C2C0e
CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖f‖Lp(Q
T

;Rn) < 1, (3.3.21)

где C — постоянная из (3.2.80), а C0 — постоянная из (3.3.4), то

‖v‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

6 2CeCνT‖f‖Lp(Q
T

;Rn) . (3.3.22)

Доказательство. Если ‖f‖Lp(Q
T

;Rn) = 0, то оценка (3.3.22) следует из
леммы 3.3.3. Поэтому будем считать, что ‖f‖Lp(Q

T
;Rn) 6= 0. В системе (3.3.1)

перенесем член (v,∇)v в правую часть. Тогда согласно теореме 3.2.2 и лем-
ме 3.3.1 имеем

‖v‖ ◦
Ep,ν(Qt;Rn)

6 CeCνT
[
‖f‖Lp(Q

T
;Rn) + C0ν

−n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖v‖2
◦
Ep,ν(Qt;Rn)

]
(3.3.23)

для всех t ∈ (0, T ). Обозначим

σ+ =
1 +

√
1− 4C2C0e2CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖f‖Lp(Q
T

;Rn)

2CC0eCνTν−
n+p
2p T

3
2
−n+2

2p

,

σ− =
1−

√
1− 4C2C0e2CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖f‖Lp(Q
T

;Rn)

2CC0eCνTν−
n+p
2p T

3
2
−n+2

2p

.

Очевидно, σ+ > σ− ввиду (3.3.21).
Заметим, что Φ(t) = ‖v‖ ◦

Ep,ν(Qt;Rn)
— непрерывная функция на [0, T ],

причем Φ(0) = 0. А из (3.3.23) следует, что для каждого t ∈ [0, T ] выпол-
няется либо неравенство

Φ(t) > σ+ , (3.3.24)
либо неравенство

Φ(t) 6 σ− . (3.3.25)
В частности, функция Φ не принимает значений между σ− и σ+. Если
бы для какого-то t ∈ [0, T ] выполнялось неравенство (3.3.24), то в силу
непрерывности на [0, T ] функция Φ должна была бы принимать все про-
межуточные значения между Φ(0) = 0 и σ+ и, в частности, все значения
между σ− > 0 и σ+ > σ− , что невозможно. Следовательно, неравенство
(3.3.24) для t ∈ [0, T ] выполняться не может. А тогда для всех t ∈ [0, T ]
выполняется неравенство (3.3.25). Из (3.3.25) находим

Φ(t) 6 σ− =
σ+σ−
σ+

6 2CeCνT‖f‖Lp(Q
T

;Rn) ∀ t ∈ [0, T ],

что завершает доказательство леммы.
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Лемма 3.3.5. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная область
с границей ∂Ω ∈ C3, n > 2, (n+ 2)/3 6 p <∞, ν > 0, T > 0. И пусть

{v,∇x q} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn),

{ṽ,∇x q̃} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn)

— два сильных решения задачи (3.3.1) с правыми частями f ∈ Lp(QT
; Rn)

и f̃ ∈ Lp(QT
; Rn) соответственно. Если область Ω удовлетворяет усло-

вию (3.3.2), а векторные поля f, f̃ удовлетворяют условиям

8C2C0e
2CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖f‖Lp(Q
T

;Rn) 6 1,

8C2C0e
2CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖f̃‖Lp(Q
T

;Rn) 6 1,
(3.3.26)

где C — постоянная из (3.2.80), а C0 — постоянная из (3.3.4), то

‖v− ṽ‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+‖∇x q−∇x q̃‖Lp(Q
T

;Rn) 6 2CeCνT‖f− f̃‖Lp(Q
T

;Rn) . (3.3.27)

Доказательство. Разность решений удовлетворяет системе
(v − ṽ)t − ν∆(v − ṽ) +∇x (q − q̃) =

= f − f̃ − (v − ṽ,∇)v − (ṽ,∇)(v − ṽ),

div(v − ṽ) = 0, (v − ṽ)|t=0 = 0 (v − ṽ)|∂Ω = 0.

(3.3.28)

Применяя к системе (3.3.28) теорему 3.2.2 и лемму 3.3.1, получим

‖v − ṽ‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q −∇x q̃‖Lp(Q
T

;Rn) 6 CeCνT‖f − f̃‖Lp(Q
T

;Rn)+

+CC0e
CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p

(
‖v‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)
+ ‖ṽ‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)

)
·‖v − ṽ‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)
,

откуда и из леммы 3.3.4 следует, что

‖v − ṽ‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q −∇x q̃‖Lp(Q
T

;Rn) 6

6 CeCνT‖f − f̃‖Lp(Q
T

;Rn) +M(f, f̃)·‖v − ṽ‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

,
(3.3.29)

где для краткости введено обозначение

M(f, f̃) = 2C2C0e
2CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p
[
‖f‖Lp(Q

T
;Rn) + ‖f̃‖Lp(Q

T
;Rn)

]
.

Подставляя (3.3.26) в (3.3.29), получаем оценку (3.3.27). Лемма доказана.
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Теорема 3.3.1. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная или неограниченная об-
ласть с границей ∂Ω ∈ C3, n > 2, (n + 2)/3 6 p < ∞, ν > 0, T > 0. Если
область Ω удовлетворяет условию (3.3.2), то для любого f ∈ Lp(QT

; Rn)
такого, что

8C2C0e
2CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p ‖f‖Lp(Q
T

;Rn) 6 1, (3.3.30)

где C — постоянная из (3.2.80), а C0 — постоянная из (3.3.4), существу-
ет единственное сильное решение {v,∇x q} ∈ Vp(QT

) × Lp(QT
; Rn) задачи

(3.3.1). Это решение непрерывно зависит от f в смысле оценки (3.3.27).

Доказательство. Рассмотрим несколько более общую, чем (3.3.1) задачу
с комплексным параметром

vt + (v,∇)v − ν∆v +∇q = zf(x, t),

div v = 0, (x, t) ∈ Q
T
,

v|t=0 = 0, v|∂Ω = 0.

(3.3.31)

Предположим (а потом и докажем), что сильное решение задачи (3.3.31)
аналитично по z в окрестности точки z = 0, т. е. v = v(x, t, z) — ана-
литическое по z векторное поле со значениями в банаховом пространстве
Vp(QT

), a ∇x q(x, t, z) — аналитическое по z векторное поле со значениями
в банаховом пространстве Lp

(
(0, T ); Ĝp(Ω)

)
. Обозначим

∂mv

∂zm
(x, t, z)

∣∣
z=0

= v(m)(x, t),
∂m∇x q

∂zm
(x, t, z)

∣∣
z=0

= ∇x q
(m)(x, t)

для целых m > 0. Тогда
v

(0)
t + (v(0),∇)v(0) − ν∆v(0) +∇q(0) = 0,

div v(0) = 0, (x, t) ∈ Q
T
,

v(0)|t=0 = 0, v(0)|∂Ω = 0.

(3.3.32)

Применяя к задаче (3.3.32) лемму 3.3.3, заключаем, что v(0)(x, t) = 0 и
∇x q

(0)(x, t) = 0 почти всюду в Q
T
.

Дифференцируя в (3.3.31) по z, получаем ввиду предположения об ана-
литичности решения

v
(1)
t − ν∆v(1) +∇q(1) = f(x, t),

div v(1) = 0, (x, t) ∈ Q
T
,

v(1)|t=0 = 0, v(1)|∂Ω = 0.

(3.3.33)
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Применяя к задаче (3.3.33) теорему 3.2.4, заключаем, что существует един-
ственное сильное решение

{v(1),∇x q
(1)} ∈ Vp(QT

)× Lp(QT
; Rn)

задачи (3.3.33). При этом в силу теоремы 3.2.2 имеем

‖v(1)‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q
(1)‖Lp(Q

T
;Rn) 6 CeCνT‖f‖Lp(Q

T
;Rn) . (3.3.34)

Дифференцируя в (3.3.31) m > 2 раз по z, получаем ввиду предполо-
жения об аналитичности решения

vt − ν∆v(m) +∇q(m) = f (m)(x, t),

div v(m) = 0, (x, t) ∈ Q
T
,

v(m)|t=0 = 0, v(m)|∂Ω = 0.

(3.3.35)

где введено обозначение

f (m)(x, t) = −
m−1∑
j=1

m!

j!(m− j)!

(
v(j)(x, t),∇

)
v(m−j)(x, t), m > 2. (3.3.36)

Применяя к задаче (3.3.35) теорему 3.2.4, заключаем, что существует един-
ственное сильное решение {v(m),∇x q

(m)} ∈ Vp(QT
) × Lp(QT

; Rn) задачи
(3.3.35). При этом в силу теоремы 3.2.2 имеем

‖v(m)‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

+ ‖∇x q
(m)‖Lp(Q

T
;Rn) 6 CeCνT‖f (m)‖Lp(Q

T
;Rn) (3.3.37)

для всех m > 2.
Из (3.3.36),(3.3.37) и леммы 3.3.1 следует, что

‖v(m)‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

6

6 C1

m−1∑
j=1

m!

j!(m− j)!
‖v(j)‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)
‖v(m−j)‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)

(3.3.38)

при m > 2, где

C1 = C1(ν, T ) = CC0e
CνTν−

n+p
2p T

3
2
−n+2

2p . (3.3.39)

Обозначим

β1 = ‖v(1)‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

, βm =
1

m!
‖v(m)‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)
, m > 2.
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Тогда (3.3.38) можно переписать в виде

βm 6 C1(ν, T )
m−1∑
j=1

βjβm−j ∀m > 2.

Поэтому ряд
∞∑

m=1

|z|m

m!
·‖v(m)‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)
<∞ (3.3.40)

сходится в силу леммы 3.3.2, если

4|z|C1(ν, T )‖v(1)‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

< 1. (3.3.41)

Ввиду (3.3.30) и (3.3.34) ряд (3.3.40) будет сходиться в круге |z| < 2. Для
суммы абсолютно сходящегося ряда введем обозначение

v(x, t, z) =
∞∑

m=1

zm

m!
·v(m)(x, t). (3.3.42)

Очевидно, v ∈ Vp(QT
) в круге |z| < 2 ввиду сходимости ряда (3.3.40).

В силу (3.3.36) и леммы 3.3.1 имеем

C

m!
·‖f (m)‖Lp(Q

T
;Rn) 6 C1(ν, T )e−CνT

m−1∑
j=1

βjβm−j ∀m > 2.

Поэтому в силу (3.3.30),(3.3.34),(3.3.41) и леммы 3.3.2 ряд

∞∑
m=2

|z|m

m!
·‖f (m)‖Lp(Q

T
;Rn) <∞

будет сходиться в круге |z| < 2. А тогда из (3.3.35) следует сходимость
ряда

∞∑
m=1

|z|m

m!
·‖∇x q

(m)‖Lp(Q
T

;Rn) <∞

при |z| < 2. Для суммы абсолютно сходящегося ряда введем обозначение

∇x q(x, t, z) =
∞∑

m=1

zm

m!
·∇x q

(m)(x, t).
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Очевидно, ∇x q ∈ Lp(QT
; Rn) в круге |z| < 2.

В силу построения пара векторных полей, составленная из v(x, t, z) и
∇x q(x, t, z), являются решением задачи (3.3.31) с искусственно введенным
комплексным параметром z в круге |z| < 2. Таким образом, доказано су-
ществование при |z| < 2 сильного решения {v,∇x q} ∈ Vp(QT

)× Lp(QT
; Rn)

задачи (3.3.31), являющегося аналитическим по z в круге |z| < 2. Един-
ственность этого решения и его непрерывная зависимость от z при |z| < 2
в классе сильных решений гарантированы леммой 3.3.5. Полагая z = 1,
получаем утверждение теоремы 3.3.1, так как при z = 1 равенства (3.3.31)
переходят в равенства (3.3.1). Теорема доказана.

В заключение остановимся на критерии единственности сильных ре-
шений начально-краевой задачи для нелинейной системы Навье–Стокса
в неограниченной области с гладкой некомпактной границей. Критерием
единственности сильных решений, как и в линейном случае, здесь выступа-
ет условие совпадения пространств (3.2.118). Напомним о связи (3.2.119)
между пространствами соленоидальных векторных полей для неограни-
ченных областей с гладкими некомпактными границами.

Лемма 3.3.6. Пусть Ω ⊂ Rn — неограниченная область с некомпакт-
ной границей ∂Ω ∈ C3, n > 2, (n + 2)/3 6 p < ∞, ν > 0, T > 0. Ес-
ли для области Ω имеет место разложение (3.3.2), то сильное решение
{v,∇x q} ∈ V̂p(QT

)× Lp(QT
; Rn) задачи (3.3.1) будет единственным тогда

и только тогда, когда совпадают пространства (3.2.118).

Доказательство. В силу определения пространств Vp(QT
) и V̂p(QT

) на
с. 116 имеем

V̂p(QT
) = Vp(QT

) ⇐⇒
◦̂
J1

p(Ω) =
◦
J1

p(Ω).

Подчеркнем, что в лемме 3.3.6 речь идет о единственности сильных ре-
шений «в целом». Докажем сначала, что в случае совпадения пространств
(3.2.118) из уже установленной локальной единственности следует глобаль-
ная единственность сильного решения {v,∇x q} ∈ V̂p(QT

)×Lp(QT
; Rn) нели-

нейной задачи (3.3.1).

1. Если
◦̂
J1

p (Ω) =
◦
J1

p (Ω), то V̂p(QT
) = Vp(QT

). Число τ ∈ (0, T ) выберем
настолько малым, чтобы выполнялось условие

8C2C0e
2Cντν−

n+p
2p τ

3
2
−n+2

2p ‖f‖Lp(Qτ ;Rn) 6 1.

Тогда сильное решение {v,∇x q} единственно в Qτ согласно лемме 3.3.5.
Пусть T0 — максимальное значение τ ∈ (0, T ], при котором сильное ре-
шение {v,∇x q} единственно в Qτ . Очевидно, 0 < T0 6 T . Покажем, что
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T0 = T . Действительно, если T0 < T , то существуют хотя бы два сильных
решения

{v,∇x q} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn), {ṽ,∇x q̃} ∈ Vp(QT
)× Lp(QT

; Rn)

задачи (3.3.1), которые совпадают тождественно при t 6 T0 и не совпадают
при t > T0.

Число δ > 0 выберем настолько малым, чтобы выполнялось условие

CeCνδν−
n+p
2p δ

3
2
−n+2

2p

(
‖v‖ ◦

Ep,ν(Qδ ;Rn)
+ ‖ṽ‖ ◦

Ep,ν(Qδ ;Rn)

)
6

1

2
, (3.3.43)

где Qδ = Ω× (T0 , T0 + δ). Но (v − ṽ)|t=T0 = 0 и

(v − ṽ)t − ν∆(v − ṽ) +∇x (q − q̃) = −(v − ṽ,∇)v − (ṽ,∇)(v − ṽ),

откуда и из (3.3.43), пользуясь теоремой 3.2.2 и леммой 3.3.1, получим, что
‖v − ṽ‖ ◦

Ep,ν(Qδ ;Rn)
= 0, т. е. ṽ(x, t) = v(x, t) и ∇x q̃(x, t) = ∇x q(x, t) почти

всюду в Qδ. Следовательно, неравенство T0 < T выполняться не может.
Это означает, что T0 = T . И таким образом, предположение о совпадении
пространств (3.2.118) влечет за собой глобальную единственность сильного
решения {v,∇x q} ∈ Vp(QT

)× Lp(QT
; Rn) нелинейной задачи (3.3.1).

2. Если
◦̂
J1

p(Ω) 6=
◦
J1

p(Ω), то в силу леммы 3.2.5 существует сильное реше-
ние {u,∇x ψ} ∈ V̂p(QT

)× Lp(QT
; Rn) задачи

ut − ν∆u+∇ψ = 0,

div u = 0, (x, t) ∈ Q
T
,

u|t=0 = 0, u|∂Ω = 0,

такое, что ‖v‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

= 1.

Пусть v(1)(x, t) = u(x, t), ∇x q
(1)(x, t) = ∇x ψ(x, t). При m > 2 векторные

поля {v(m),∇x q
(m)} ∈ Vp(QT

)×Lp(QT
; Rn) определим как сильные решения

задач (3.3.35) и заметим, что ряд

∞∑
m=1

|z|m

m!
·
(
‖v(m)‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)
+ ‖∇x q

(m)‖Lp(Q
T

;Rn)

)
<∞

сходится, если 4|z|C1(ν, T ) < 1, где C1(ν, T ) имеет вид (3.3.39). Для сумм
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абсолютно сходящихся рядов введем обозначения

v(x, t, z) =
∞∑

m=1

zm

m!
·v(m)(x, t),

∇x q(x, t, z) =
∞∑

m=1

zm

m!
·∇x q

(m)(x, t).

Тогда {v,∇x q} ∈ V̂p(QT
)× Lp(QT

; Rn), если 0 < 4|z|C1(ν, T ) < 1. При этом
{v,∇x q} будет сильным решением нелинейной задачи (3.3.1) с правой ча-
стью f = 0, т. е. z 6= 0 не входит явно в постановку задачи (3.3.31).

Заметим, что равенство ‖v‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

= 0 не может выполняться сразу

для всех z в круге 4|z|C1(ν, T ) < 1. Действительно, в противном случае
из равенства ‖v‖ ◦

Ep,ν(Q
T

;Rn)
= 0 в силу аналитичности по z следовало бы

равенство ‖v(1)‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

= 0. Но

‖v(1)‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

= ‖u‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

= 1.

Поэтому в круге 4|z|C1(ν, T ) < 1 найдутся такие z, что ‖v‖ ◦
Ep,ν(Q

T
;Rn)

6= 0.

В то же время задача (3.3.1) с правой частью f = 0 имеет, очевидно,
еще и тривиальное решение v = ∇x q = 0. Это означает неединственность
сильных решений {v,∇x q} ∈ V̂p(QT

) × Lp(QT
; Rn) задачи (3.3.1). Таким

образом, совпадение пространств (3.2.118) необходимо для единственности
сильных решений {v,∇x q} ∈ V̂p(QT

) × Lp(QT
; Rn) нелинейной начально-

краевой задачи (3.3.1). Лемма доказана.

Замечание 3.3.2. Лемму 3.3.6 можно усилить, отбросив предположение о
выполнении условия (3.3.2). Без этого условия существенно усложняется
доказательство необходимости совпадения пространств (3.2.118) для един-
ственности сильных решений нелинейной задачи (3.3.1). При этом на до-
казательство достаточности предположение о выполнении условия (3.3.2),
по существу, никакого влияния не оказывает.



Глава 4

Аппроксимация решений
в пространствах Соболева

Эта глава посвящена методам численного решения краевых и начально-
краевых задач для нелинейной нестационарной системы Навье–Стокса.
Для решения нелинейной задачи наиболее эффективным оказывается ите-
рационный метод Ньютона, известный своей сверхсходимостью. Практи-
ческое применение метода Ньютона наталкивается на две серьезные про-
блемы: обращение производной Фреше нелинейного отображения и выбор
начального приближения.

В первом параграфе разработан на дифференциальном уровне эффек-
тивный метод обращения производной Фреше нелинейного отображения,
соответствующего первой начально-краевой задаче для нестационарной си-
стемы Навье–Стокса. При этом решение соответствующей линейной началь-
но-краевой задачи с переменными коэффициентами выписывается в виде
ряда, члены которого образуют рекуррентную последовательность, стро-
ящуюся с помощью разрешающего оператора линейной начально-краевой
задачи Стокса без конвективных членов. Установлена сходимость такого
ряда со скоростью геометрической прогрессии в норме сильного решения.
Метод перспективен для разработки практической численной реализации
метода Ньютона для нестационарных уравнений Навье–Стокса.

Кроме того, в первом параграфе разработан новый подход к построе-
нию начального приближения для метода Ньютона при решении начально-
краевой задачи для системы Навье–Стокса. Подход позволяет построить
начальное приближение в гарантированно малой окрестности искомого
сильного решения и основан на использовании известной регуляризации
Варнхорна уравнений Навье–Стокса с параметром регуляризации, пред-
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ставляющим собой величину запаздывания по времени в конвективном
члене. Регуляризованное решение, отвечающее любому ненулевому значе-
нию параметра регуляризации, выписывается в виде ряда, члены кото-
рого образуют рекуррентную последовательность и строятся с помощью
разрешающего оператора линейной начально-краевой задачи Стокса без
конвективных членов. Установлена сходимость такого ряда со скоростью
геометрической прогрессии в норме сильного решения.

Таким образом, в первом параграфе задача создания высокоэффектив-
ных и высокоточных алгоритмов численного решения начально-краевой
задачи для нелинейной системы Навье–Стокса сводится к созданию таких
алгоритмов для линейной системы Стокса без конвективных членов.

Во втором параграфе рассматриваются методы численного решения ли-
нейных краевых и начально-краевых задач, в основе которых лежит ап-
проксимация решениями. При этом решение ищется в виде линейной ком-
бинации по заранее построенной базисной системе решений. Неизвестными
являются коэффициенты линейных комбинаций, которые определяются из
условия минимизации невязки краевых и начальных данных. При таком
подходе первостепенную важность приобретают вопросы построения ба-
зисных систем решений. Эти вопросы и разбираются во втором параграфе
в первую очередь на примере более простых эллиптических краевых задач.

В третьем параграфе подробно разбирается адаптированное для сту-
дентов доказательство теоремы Браудера об аппроксимации решений од-
нородного эллиптического уравнения в пространствах Соболева решения-
ми того же уравнения в более широкой области. При этом на части гра-
ницы более широкой области можно потребовать выполнения каких-либо
однородных граничных условий, что открывает широкие возможности по-
строения базисных систем решений, например, с помощью разделения пе-
ременных. Теорема Браудера легко переносится на стационарную и неста-
ционарную системы Стокса.

4.1. Метод Ньютона для уравнений
Навье–Стокса

В этом параграфе выводится представление оператора, обратного к про-
изводной по Фреше для нелинейной системы Навье–Стокса в виде опера-
торного ряда, члены которого образуют рекуррентную последовательность
и выражаются через разрешающие операторы для линейной нестационар-
ной системы Стокса. Исследуется сходимость построенного ряда в норме
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неизотропного пространства Соболева. Строится начальное приближение
при решении методом Ньютона начально-краевой задачи для нелинейной
системы Навье–Стокса. Такое приближение строится в виде ряда, сходя-
щегося со скоростью геометрической прогрессии в норме сильного решения
к известному приближению Варнхорна. Члены ряда образуют рекуррент-
ную последовательность и строятся с помощью разрешающего оператора
линейной нестационарной задачи Стокса.

Как известно, при численном решении начально-краевых задач для
нелинейной системы уравнений Навье–Стокса реализация знаменитого сво-
ей сверхсходимостью метода Ньютона осложняется двумя сугубо практи-
ческими проблемами: обращением производной Фреше соответствующего
нелинейного отображения и выбором начального приближения из доста-
точно малой окрестности искомого решения. В этом разделе излагается
новый эффективный подход к обращению производной Фреше. Проблема
выбора начального приближения является темой следующего раздела.

В ограниченной или неограниченной области Ω ⊂ R3 с компактной гра-
ницей ∂Ω ∈ C2 рассматривается начально-краевая задача для нелинейной
системы Навье–Стокса

vt + (v,∇)v − ν∆v +∇q = f(x, t),

div v = 0, (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ),

v|t=0 = a(x), div a = 0, x ∈ Ω,

v|∂Ω = 0, t ∈ (0, T ), a|∂Ω = 0.

(4.1.1)

Сильное решение задачи (4.1.1) определяется как упорядоченная пара

{v,∇q} ∈ W 2,1
2,x,t(QT ; R3)× L2(QT ; R3)

с анизотропным пространством Соболева W 2,1
2,x,t векторных полей v : QT →

R3, имеющих квадратично суммируемые обобщенные производные по Со-
болеву vt , Dα

xv ∈ L2(QT ; R3) для всех мультииндексов α таких, что |α| 6 2.
Случай некомпактной границы ∂Ω здесь не затрагивается лишь по той
причине, что определение сильного решения в этом случае нуждается в
уточнении и требует особого внимания ввиду возможной неединственно-
сти сильного решения.

Подпространство HT = {v(x, t) ∈ W 2,1
2,x,t(QT ; R3) : div v = 0, v|∂Ω = 0}

рассматривается как гильбертово пространство с индуцированной нормой.
Аналогичным образом через GT обозначим замкнутое подпространство
всех потенциальных векторных полей ∇xψ ∈ L2(QT ; R3), считая его гиль-
бертовым пространством с индуцированной нормой. Для нелинейного отоб-
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ражения, соответствующего начально-краевой задаче (1), обращение про-
изводной Фреше на элементе {v,∇q} ∈ HT ×GT при любом заданном фик-
сированном v ∈ HT требует решения линейной задачи{

ut + (u,∇)v + (v,∇)u− ν∆u+∇ψ = g,

u|t=0 = b, {u,∇ψ} ∈ HT ×GT ,
(4.1.2)

для всех g ∈ L2(QT ; R3), b ∈ J(Ω), где

J(Ω)
def
= {w(x) ∈ W 1

2 (Ω; R3) : divw = 0, w|∂Ω = 0}.

Искусственно вводя комплексный параметр z ∈ C, рассмотрим вспомо-
гательную задачу{

ut + z · (u,∇)v + z · (v,∇)u− ν∆u+∇ψ = z · g,
u|t=0 = z · b, {u,∇ψ} ∈ HT ×GT .

(4.1.3)

Решение задачи (4.1.2) в силу своей единственности совпадет с решением
задачи (4.1.3) при z = 1. Справедлива следующая

Теорема 4.1.1. Для каждого g ∈ L2(QT ; R3), b ∈ J(Ω), z ∈ C существует
единственное решение задачи (3). Это решение является целой функцией
z ∈ C со значениями в HT ×GT .

В силу теоремы 4.1.1 сильное решение задачи (4.1.3) представимо в виде
ряда Тейлора

{u(x, t, z),∇ψ(x, t, z)} =
∞∑

k=1

{uk(x, t),∇ψk(x, t)} z
k

k!
, z ∈ C, (4.1.4)

сходящегося в норме HT×GT на любом компакте в C. Очевидно, члены ря-
да (4.1.4) образуют рекуррентную последовательность, которая строится
с помощью разрешающего оператора линейной задачи Стокса без конвек-
тивных членов:{

u1
t − ν∆u1 +∇ψ1 = g,
u1|t=0 = b, {u1,∇ψ1} ∈ HT ×GT ,{
uk

t − ν∆uk +∇ψk = −k · (uk−1,∇)v − k · (v,∇)uk−1,
uk|t=0 = 0, {uk,∇ψk} ∈ HT ×GT , k > 2.

(4.1.5)

Из теоремы 4.1.1 и неравенства Коши (см. [48], с. 348) вытекает, что ряд (4.1.4)
сходится в норме HT × GT со скоростью геометрической прогрессии со
сколь угодно малым знаменателем.
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При решении нелинейной задачи (4.1.1) методом Ньютона для постро-
ения подходящего начального приближения оказывается эффективной ре-
гуляризация Варнхорна [84] задачи (4.1.1), сводящаяся к введению запаз-
дывания в конвективном члене. Точнее, рассмотрим задачу с малым пара-
метром ε > 0 вида {

vt + (Sεv,∇)v − ν∆v +∇q = f,

v|t=0 = a, {v,∇q} ∈ HT ×GT ,
(4.1.6)

где Sε — оператор сдвига по t такой, что Sεv(x, t) = v(x, t − ε) при t ≥
ε, тогда как Sεv(x, t) = a(x) при t < ε. Нетрудно убедиться, что всякое
сильное решение задачи (4.1.1) при ε → +0 аппроксимируется в норме
HT ×GT последовательностью регуляризованных решений (4.1.6).

Вводя по аналогии с (4.1.3) комплексный параметр z ∈ C, рассмотрим
вспомогательную задачу{

vt + z · (Sεv,∇)v − ν∆v +∇q = z · f,
v|t=0 = z · a, {v,∇q} ∈ HT ×GT ,

(4.1.7)

Ввиду единственности сильного решения задачи (4.1.1) оно должно сов-
пасть с решением задачи (4.1.7) при z = 1. Справедлива следующая

Теорема 4.1.2. Для каждого f ∈ L2(QT ; R3), a ∈ J(Ω), z ∈ C, ε > 0
существует единственное решение задачи (4.1.7). Это решение является
целой функцией z ∈ C со значениями в HT ×GT .

В силу теоремы 4.1.2, при ε > 0 сильное решение задачи (4.1.7) пред-
ставимо в виде ряда Тейлора

{v(x, t, z),∇q(x, t, z)} =
∞∑

k=1

{vk(x, t),∇qk(x, t)} z
k

k!
, z ∈ C, (4.1.8)

сходящегося в норме HT ×GT на любом компакте в C. При этом члены ря-
да (4.1.8) образуют рекуррентную последовательность, которая строится
с помощью разрешающего оператора линейной задачи Стокса без конвек-
тивных членов:{

v1
t − ν∆v1 +∇q1 = f,
v1|t=0 = a, {v1,∇q1} ∈ HT ×GT , vk

t − ν∆vk +∇qk = −k!
k−2∑
m=1

(Sεv
m,∇)vk−1−m

m!(k − 1−m)!
,

vk|t=0 = 0, {vk,∇qk} ∈ HT ×GT , k ≥ 3,

(4.1.9)
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где {v2,∇q2} = 0. Из теоремы 4.1.2 и неравенства Коши (см. [48], с. 348)
вытекает сходимость ряда (4.1.9) в норме HT ×GT со скоростью геометри-
ческой прогрессии со сколь угодно малым знаменателем.

4.2. Эллиптические краевые задачи

Для однородных уравнений аналитико-численные методы основываются
на аппроксимации искомых решений линейными комбинациями по базис-
ной системе решений рассматриваемых уравнений. Коэффициенты линей-
ных комбинаций определяются из условий минимизации невязки началь-
ных и граничных данных. В качестве примера подробно разбирается про-
блема определения коэффициентов в задаче Дирихле для оператора Ла-
пласа в плоской области. При этом новый подход к старой проблеме опреде-
ления коэффициентов обеспечивает равномерную сходимость к решению в
замыкании области. В случае неоднородного уравнения в ограниченной об-
ласти частные решения уравнения удобно аппроксимировать тригономет-
рическими многочленами. В связи с этим во втором параграфе рассматри-
ваются некоторые вопросы интерполяции и аппроксимации тригонометри-
ческими многочленами, являющиеся важной составной частью аналитико-
численных методов решения краевых и начально-краевых задач для ли-
нейных уравнений в частных производных.

Важную роль в аналитико-численных методах для линейных уравне-
ний играют теоремы Феликса Браудера об аппроксимации решений гипо-
эллиптических уравнений в нормах пространств Соболева решениями тех
же уравнений в областях, содержащих рассматриваемую область как под-
область. Во втором параграфе излагается новый подход к доказательству
теорем Браудера, делающий их вполне доступными для студентов маги-
стратуры. При этом новый подход открывает широкие возможности для
усиления теорем Браудера, позволяя требовать от аппроксимирующей по-
следовательности решений выполнения однородных граничных условий на
части границы, что очень важно для практической реализации метода, так
как открываются широкие возможности построения систем базисных ре-
шений с помощью привычного разделения переменных. Новый подход к
доказательству теорем Браудера позволяет перенести их на системы урав-
нений, эллиптических по Дуглису–Ниренбергу, к каковым относится нуж-
ная нам стационарная система Стокса, для которой в этой главе приво-
дятся примеры построения базисных систем решений для ограниченных и
неограниченных областей в R2 и в R3. Особо выделяется случай неограни-
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ченных областей с компактными границами, т. е. случай задач обтекания.
При этом в качестве примера рассматриваются хорошо известные класси-
ческие базисные системы решений Ламба.

Одним из основоположников рассматриваемого подхода можно считать
Жана Батиста Жозефа Фурье, кто первым попробовал искать коэффици-
енты ряда по ортогональному базису

u(x) =
∞∑

n=1

cn sinnx, x ∈ (0, π), (4.2.1)

решая линейную алгебраическую систему бесконечного порядка

∞∑
n=1

cn sin(nπrk) = u(πrk), k > 1, (4.2.2)

где {rk}∞k=1 — все рациональные числа на интервале (0, 1). Задача об опре-
делении коэффициентов {cn} из системы (4.2.2) была им успешно реше-
на в явном виде и ее решение можно найти в «Аналитической теории
тепла», опубликованной Фурье в 1822 г. В то время еще не были извест-
ны пространства Лебега L2(0, π), и тем более никто не знал, что система
{sinnx}∞n=1 образует ортогональный базис в L2(0, π). Но уже были хорошо
известны коэффициенты Эйлера

cn =
2

π

π∫
0

u(x) sinnx dx, n > 1, (4.2.3)

и свойство ортогональности системы {sinnx}∞n=1 на интервале (0, 1).
Конечно, с точки зрения чистой математики решение Эйлера (4.2.3)

выглядит предпочтительнее. Но с точки зрения практических вычислений
с конечной разрядной сеткой интегралы (4.2.3) от быстро осциллирующих
функций вовсе не так привлекательны, как простой для программирования
метод Фурье решения системы (4.2.2).

Способ нахождения коэффициентов разложения (4.2.1) имеет самое непо-
средственное отношение к численному решению краевых задач. В качестве
простого примера рассмотрим краевую задачу Дирихле для уравнения Ла-
пласа на плоскости {

∆u = 0, x ∈ K1,

u|∂K1 = ψ
(4.2.4)
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в единичном круге K1 = {x ∈ R2 : |x| < 1}. Решение задачи (4.2.4) лег-
ко строится методом разделения переменных. Опуская хорошо известные
подробности, выпишем решение в полярных координатах

u(r, ϕ) =
+∞∑

n=−∞

anr
|n|einϕ, r < 1, ϕ ∈ [0, 2π]. (4.2.5)

Для определения коэффициентов an имеем равенство

ψ(ϕ) =
+∞∑

n=−∞

ane
inϕ, ϕ ∈ [0, 2π]. (4.2.6)

Построим интерполяционный тригонометрический многочлен для функ-
ции ψ на отрезке [0, 2π]. Выберем равноотстоящие узлы

ϕk =
2πk

2N + 1
, k = 0, . . . , 2N (4.2.7)

и рассмотрим линейную алгебраическую систему

2N∑
n=−2N

ane
inϕk = ψ(ϕk), k = 0, . . . , 2N, (4.2.8)

которую удобно переписать в векторном виде

2N∑
n=−2N

anH
n = b, k = 0, . . . , 2N, (4.2.9)

где Hn, b — вектор-столбцы с компонентами Hn
k = einϕk , bk = ψ(ϕk), k =

0, . . . , 2N .
Обозначим через (. , .) скалярное произведение в C2N+1. Хорошо извест-

но (см., например, [15]) следующее утверждение

Лемма 4.2.1. Пусть N > 1. Тогда (Hn, Hm) = 0 при n 6= m.

Доказательство. Заметим, что

(Hn, Hm) =
2N∑
k=0

Hn
kH

m
k =

2N∑
k=0

ei(n−m)ϕk =

=
2N∑
k=0

ei(n−m) 2πk
2N+1 =

2N∑
k=0

qk =
q2N+1 − 1

q − 1
,
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где знаменатель геометрической прогрессии

q = e
2πi(n−m)

2N+1 .

Очевидно, равенство q = 1 невозможно, так как n 6= m и n−m 6= 2N + 1.
При этом q2N+1 = e2πi(n−m) = 1, т. е. (Hn, Hm) = 0, что и требовалось
доказать.

Из только что доказанной леммы вытекает

Следствие 4.2.1. Система {Hn}N
n=−N образует ортогональный базис в

C2N+1, при этом |Hn|2 = 2N + 1.

Теперь линейная алгебраическая система (4.2.9) решается в явном виде.
А именно,

an =
(b,Hn)

2N + 1
=

1

2N + 1

2N∑
k=0

ψ(ϕk)e
−inϕk , |n| 6 N (4.2.10)

Очевидно, тригонометрический многочлен

PN(ϕ) =
N∑

n=−N

ane
inϕ =

1

2N + 1

N∑
n=−N

einϕ

2N∑
k=0

ψ
( 2πk

2N + 1

)
e−

2πink
2N+1 (4.2.11)

будет интерполяционным для функции ϕ на [0, 2π], так как

PN(ϕj) = ψ(ϕj), j = 0, . . . , 2N. (4.2.12)

В монографии А. Зигмунда [15] приведены примеры непрерывных и
периодических с периодом 2π функций ψ, для которых нет равномерной
сходимости PN(ϕ) к ψ(ϕ) при N → ∞. Тем не менее имеет место более
слабая сходимость в L2(0, 2π). Точнее, справедлива следующая

Теорема 4.2.1. Если ψ ∈ C[0, 2π], то интерполяционные многочлены
PN(ψ) → ψ при N →∞ слабо в L2(0, 2π).

Из слабой сходимости интерполяционных многочленов в L2(0, 2π) вы-
водится их сильная сходимость. А именно, справедлива

Теорема 4.2.2. Если ψ ∈ C[0, 2π], то интерполяционные многочлены
PN(ψ) → ψ при N →∞ сильно в L2(0, 2π).
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Дальнейшее усиление сходимости в общем случае невозможно. В главе
10 второго тома «Тригонометрических рядов» А. Зигмунда имеется раз-
дел 8, озаглавленный «Расходимость интерполяционных многочленов», где
приводится пример непрерывной функции ψ, для которой ряд Фурье схо-
дится равномерно, а последовательность интерполяционных многочленов
PN(ψ) расходится почти всюду.

Вернемся к краевой задаче (4.2.4). Обозначим

uN =
N∑

n=−N

anr
|n|einϕ. (4.2.13)

Частичную сумму uN будем называть приближенным решением.

Теорема 4.2.3. Если ψ ∈ W 1
2 (0, 2π) и ψ(0) = ψ(2π), то последователь-

ность uN при N →∞ сходится в W 3/2
2 (0, 2π).

Из теоремы 4.2.3 вытекает сильная сходимость последовательности при-
ближенных решений в норме C(K1) и даже в норме класса Гёльдера. Если
для односвязной области Ω ⊂ R2 известно конформное отображение на
круг, то для области Ω строится базисная система решений, коэффициен-
ты линейных комбинаций по которым определяются из условия интерпо-
ляции граничных данных. При этом узлы интерполяции определяются с
помощью того же конформного отображения как образы равноотстоящих
узлов на окружности.

4.3. Теоремы Браудера
Для линейного дифференциального оператора в частных производных A

в статье Ф. Браудера [55] изучалась возможность аппроксимации решений
уравнения

Au = 0, x ∈ ω,

для области ω ∈ Rn решениями того же уравнения

Au = 0, x ∈ Ω,

для какой-либо области Ω ⊂ Rn, подобластью которой является ω, где
n > 2. Возможность такой аппроксимации установлена в [55] для раз-
личных функциональных пространств, включая пространства Соболева
и двойственные к ним пространства функционалов. Проблема описания
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классов линейных дифференциальных операторов в частных производных,
обладающих такими свойствами аппроксимации решений, представляется
весьма важной и интересной, но выходящей за рамки данного учебного
пособия. Отметим только, что такая аппроксимация возможна для всех
уравнений и систем типа Ковалевской, которые, однако, далеко не исчер-
пывают класс всех тех уравнений и систем, для которых такая аппрок-
симация возможна. В упомянутой статье Ф. Браудера [55] возможность
такой аппроксимации была установлена лишь для класса гипоэллиптиче-
ских операторов в функциональных пространствах W l

p и C l.
До статьи Ф. Браудера [55] о возможности такой аппроксимации ре-

шений было известно только для оператора Лапласа A = ∆ и только
в случае n = 2. При этом задача аппроксимации формулировалась, как
правило, для аналитических функций комплексной переменной, и аппрок-
симация понималась как равномерная сходимость на каких-то заданных
подмножествах. Именно в таких формулировках эта задача аппроксима-
ции изучалась М. А. Лаврентьевым, М. В. Келдышем, С. Н. Мергеляном
и Дж. Уолшем (см. [30, 47, 66]). Поэтому в [55] эта задача была названа
задачей аппроксимации Лаврентьева–Келдыша–Мергеляна–Уолша. После
статьи Браудера [55] эту задачу аппроксимации для гипоэллиптических
операторов в Rn было бы естественно называть задачей аппроксимации
Лаврентьева–Келдыша–Мергеляна–Уолша–Браудера.

Важным приложением такой задачи аппроксимации является числен-
ное решение краевых задач для линейных гипоэллиптических уравнений
и систем, когда для какой-либо области известна некоторая система ре-
шений однородного уравнения (соответственно однородной системы) с ли-
нейной оболочкой, всюду плотной в подпространстве решений однородного
уравнения (соответственно однородной системы). Такую систему решений
естественно назвать базисной. Конечными линейными комбинациями по
базисной системе можно аппроксимировать решение краевой гипоэллип-
тической задачи для любой подобласти, удовлетворяющей легко проверяе-
мым условиям геометрического характера. Коэффициенты линейных ком-
бинаций находятся при этом из условия минимизации невязки заданных
граничных данных.

Например, для любой ограниченной односвязной области ω ∈ Rn с лип-
шицевой границей ∂ω, т. е. для ограниченной области ω ∈ Rn со связной
липшицевой границей ∂ω, всякую гармоническую в ω функцию u ∈ W l

p(ω)
можно аппроксимировать в норме пространства Соболева W l

p(ω) функци-
ями, гармоническими в любом шаре, содержащем ω, т. е. однородными
гармоническими многочленами. Такая аппроксимация возможна при лю-
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бых значениях показателя p ∈ [1,∞) и любых натуральных l. Чем ближе
геометрически область ω к шару, тем устойчивее аппроксимация однород-
ными гармоническими многочленами в том смысле, что коэффициенты в
линейных комбинациях многочленов достаточно быстро стремятся к нулю
с ростом степени соответствующих многочленов. Если область ω сильно от-
личается от шара, то для аппроксимации гармонических функций лучше
выбрать не гармонические многочлены, а систему функций, гармониче-
ских в некоторой области Ω, достаточно близкой к заданной ω ⊂ Ω. Так,
гармоническую в сильно вытянутой области ω функцию можно аппрокси-
мировать в ω функциями, гармоническими в близком к ω параллелепипе-
де Ω ⊃ ω и имеющими нулевые краевые условия Дирихле или Неймана
на части границы ∂Ω, например, на всех гранях параллелепипеда Ω, за
исключением какой-либо одной.

Для неограниченной области гармонические многочлены уже не годят-
ся и используются их инверсии, т. е. функции, полученные из гармони-
ческих многочленов с помощью преобразования Кельвина относительно
какой-либо точки, лежащей вне рассматриваемой области. Точнее, если
область ω ∈ Rn со связной липшицевой границей является неограничен-
ной, то гармоническую в ω функцию u ∈ W l

p(ω) можно аппроксимировать
в W l

p(ω) инверсиями гармонических многочленов относительно какой-либо
точки, выбранной вне ω.

Для ограниченной двусвязной области ω ∈ Rn с липшицевой границей,
т. е. для области вида ω = ω1\ω2, где ω1 и ω2 — какие-либо ограничен-
ные односвязные области, ω2 ⊂ ω1, всякая гармоническая в ω функция
u ∈ W l

p(ω) аппроксимируется в W l
p(ω) линейными комбинациями гармо-

нических многочленов и их инверсий относительно какой-либо выбранной
точки из ω2. Указанный принцип построения базисной системы решений
для оператора Лапласа A = ∆ легко обобщается с двусвязных областей на
многосвязные.

Для удобства ниже приводятся формулировки упомянутых аппрокси-
мационных теорем М. А. Лаврентьева, М. В. Келдыша, С. Н. Мергеляна,
Дж. Уолша и Ф. Браудера. Первые пять теорем касаются только аппрок-
симации аналитических функций на комплексной плоскости.

Теорема 4.3.1 (М. А. Лаврентьев, см. [30], с. 104). Для того чтобы каж-
дую Функцию ϕ(z), непрерывную на континууме K, можно было прибли-
зить на K многочленами с произвольно высокой точностью, необходимо
и достаточно, чтобы этот континуум был ограниченным, не имел внут-
ренних точек (т. е. был линейным континуумом) и чтобы дополнение к
нему было связным (т. е. чтобы континуум не разбивал плоскость на
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несколько различных областей).

Теорема 4.3.2 (М. В. Келдыш, см. [30], с. 100). Для того чтобы каждую
функцию, непрерывную в замкнутой области G и аналитическую внутри
G, можно было приблизить на G многочленами с произвольно высокой
точностью, необходимо и достаточно, чтобы дополнение к G состояло
из одной области G∞, содержащей точку ∞.

Теорема 4.3.3 (С. Н. Мергелян, см. [30], с. 105). Пусть E — ограни-
ченное замкнутое множество, дополнение G, к которому относительно
комплексной плоскости связно, и f(z) — функция, непрерывная на E и ло-
кально аналитическая на множестве O всех внутренних точек E. Тогда
для любого ε > 0 существует полином P (z) такой, что всюду на E:

|f(z)− P (z)| < ε.

Теорема 4.3.4 (Дж. Уолш, см. [47], с. 53). Пусть C — конечная жордано-
ва область плоскости z. Если функция f(z) аналитична в C и непрерывна
в замкнутой области C, то в C функция f(z) может быть равномерно
приближена полиномами от z.

Теорема 4.3.5 (Дж. Уолш, см. [47], с. 55). Пусть C — область рас-
ширенной плоскости, ограниченная конечным числом жордановых кри-
вых J1, J2, . . . , Jν, каждые две из которых не имеют общих точек. Пусть
функция f(z) аналитична в C и непрерывна в C. Тогда в C функция f(z)
может быть равномерно приближена рациональными функциями от z.
Если выбраны точки z1, z2, . . . , zν , отделенные от внутренности C соот-
ветственно кривыми J1, J2, . . . , Jν, то можно выбрать эту рациональную
функцию так, чтобы все ее полюсы находились в точках z1, z2, . . . , zν .

Следствие 4.3.1 (Дж. Уолш, см. [47], с. 55). В предположениях теоре-
мы 4.3.5 функция f(z) может быть представлена в C как сумма ν функций
fk(z), каждая из которых аналитична в C и в соответствующей жордано-
вой области Ck, содержащей C и ограниченной кривой Jk. В области Ck

функция fk(z) может быть выражена как предел равномерно сходящейся
последовательности полиномов от 1/(z − zk) (или от z, если zk = ∞).

Теоремы 4.3.1–4.3.5 касаются аппроксимации гармонических функций в
плоских областях гармоническими многочленами или их инверсиями в мет-
рике соответствующего пространства непрерывных функций. В статье [55]
теоремы 4.3.1–4.3.5 были обобщены на гипоэллиптические дифференци-
альные операторы в частных производных в Rn при n > 2 с аппрокси-
мацией решений в метрике пространства Соболева W l

p . Очень важно, что
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подход Ф. Браудера не зависит от размерности n > 2, так как основным
инструментом доказательства теорем аппроксимации у Ф. Браудера ста-
новится свойство единственности решения задачи Коши для гипоэллипти-
ческого оператора. Мы не будем останавливаться на технических деталях
подхода Ф. Браудера, которые достаточно подробно представлены в его
статье [55]. Вместо этого разберем основополагающие идеи этого подхода
на простейшем примере оператора Лапласа в ограниченной односвязной
области Ω ⊂ Rn, заодно упростив и дополнив доказательства Ф. Браудера,
чтобы сделать их легко доступными для студентов.

А именно, разберем простое доказательство теоремы Браудера об ап-
проксимации гармонических функций в метрике пространства Соболева
W l

p(Ω) гармоническими многочленами для ограниченной односвязной об-
ласти. Предварительно будет доказана следующая вспомогательная

Лемма 4.3.1. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная односвязная область с лип-
шицевой границей, n > 2, 1 < p < ∞. Если u ∈ Lp(Ω) — гармоническая в
Ω функция, т. е. ∫

Ω

u(x)∆v(x) dx = 0 ∀ v ∈
◦
C∞(Ω),

то найдется последовательность гармонических многочленов {hm}∞m=1

такая, что
lim

m→∞
‖u− hm‖Lp(Ω) = 0.

Доказательство. Через Hp(Ω) обозначим подпространство всех гармо-
нических функций в Lp(Ω). И пусть

◦
Dp(Ω) = {f = ∆v : v ∈

◦
W 2

p (Ω)},

где
◦
W 2

p (Ω) определяется как замыкание вW l
p(Ω) его подпространства

◦
C∞(Ω).

Нетрудно убедиться, что подпространства Hp(Ω) и
◦
Dp(Ω) замкнуты в Lp(Ω)

при 1 < p < ∞ для любой ограниченной области Ω ⊂ Rn без каких-либо
предположений о ∂Ω. Кроме того,Hp(Ω)⊥ =

◦
Dp ′(Ω),

◦
Dp(Ω)⊥ = Hp ′(Ω),

p ′= p/(p− 1), 1 < p <∞,
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где символом X⊥ обозначен аннулятор подпространства X ⊂ Lp(Ω). Отме-
тим (см., например, [36]), что при 1 < p < ∞ аннулятор подпространства
X ⊂ Lp(Ω) будет сильно замкнутым подпространством в Lp ′(Ω).

Рассмотрим теперь ограниченную односвязную область Ω ⊂ Rn с лип-
шицевой границей. Выберем и зафиксируем радиус R > 0 так, чтобы от-
крытый шар BR = {x ∈ Rn : |x| < R} содержал замыкание Ω. С помощью
растяжений и усреднений легко проверить, что замыкание в Lp(BR) его
подпространства

H∞(BR) = {u ∈ C∞(BR) : ∆u = 0}

совпадает с Hp(BR). Используя ортогональные разложения по сфериче-
ским гармоникам, легко убедиться, что любой элемент подпространства
H∞(BR) аппроксимируется гармоническими многочленами в метрике про-
странства Соболева W l

2(BR) для любого l > 1, а следовательно, и в метрике
Lp(BR) для любого p ∈ [1,∞). Последнее означает, что замыкание в Lp(BR)
подпространства гармонических многочленов совпадает с Hp(BR) при лю-
бом p ∈ [1,∞).

Таким образом, для доказательства леммы достаточно убедиться, что
замыкание подпространства сужений на Ω функций из H∞(BR) совпадает
с Hp(Ω) при любом p ∈ (1,∞). Предположим противное. Тогда для некото-
рого p ∈ (1,∞) по теореме об общем виде линейного непрерывного функ-
ционала на Lp(Ω) найдутся ненулевые элементы f ∈ Lp ′(Ω) и v ∈ Hp(Ω),
удовлетворяющие условиям:∫

Ω

f(x)v(x) dx = 1,

∫
Ω

f(x)u(x) dx = 0 ∀u ∈ H∞(BR).

Доопределяя f(x) = 0 при x ∈ BR\Ω, получим функцию f ∈ Lp ′(Ω), удо-
влетворяющую условию∫

BR

f(x)u(x) dx = 0 ∀u ∈ H∞(BR).

Это означает, что f ∈ Hp(BR)⊥ =
◦

Dp ′(BR), т. е. найдется w ∈
◦
W 2

p (BR),
для которой f(x) = ∆w(x) почти всюду в BR. При этом w оказывается
решением задачи Коши ∆w = 0, x ∈ BR\Ω,

w|∂BR
=
∂w

∂ν

∣∣∣
∂BR

= 0,
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где ν — единичная внешняя нормаль к ∂BR. Ввиду единственности реше-

ния w ∈
◦
W 2

p (BR) задачи Коши для оператора Лапласа имеем

w = 0, x ∈ BR\Ω.

Последнее означает, что w ∈
◦
W 2

p (Ω), так как граница ∂Ω липшицева. Но

тогда f = ∆w ∈
◦

Dp ′(Ω) = Hp(Ω)⊥, что противоречит равенству∫
Ω

f(x)v(x) dx = 1,

так как v ∈ Hp(Ω). Полученное противоречие завершает доказательство
вспомогательной леммы 4.3.1.

Теорема 4.3.6. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная односвязная область с
липшицевой границей, l > 2 — целое, n > 2, 1 < p < ∞. Если u ∈ W l

p(Ω)
— гармоническая в Ω функция, то найдется последовательность гармо-
нических многочленов {hm}∞m=1 такая, что

lim
m→∞

‖u− hm‖W l
p(Ω) = 0.

Доказательство. Обозначим через Hl
p(Ω) замыкание в W l

p(Ω) его под-
пространства гармонических многочленов. И пусть

Ĥl
p(Ω) = {u ∈ W l

p(Ω) : ∆u = 0, x ∈ Ω}.

Очевидно, что Hl
p(Ω) ⊂ Ĥl

p(Ω). Достаточно доказать, что Ĥl
p(Ω) ⊂ Hl

p(Ω).
Пусть h ∈ Ĥl

p(Ω). Для ограниченной области Ω ⊂ Rn с липшицевой
границей по теореме продолжения из W l

p(Ω) в W l
p(Rn) (см. [50]) найдется

h̃ ∈ W l
p(Rn) такая, что h̃|Ω = h и

‖h̃‖W l
p(Rn) 6 C‖h‖W l

p(Ω)

с постоянной C > 0, зависящей только от n, p и Ω. Выбором подходящей
срезающей функции носитель supp h̃ можно сделать компактным в Rn.

Обозначим f(x) = ∆ h̃(x), x ∈ Rn. Очевидно, f ∈ W l−2
p (Ω), причем

сужение f |Ω = 0 и supp f компактен в Rn. А так как граница ∂Ω липши-

цева, то заключаем, что f ∈
◦
W l−2

p (Ω′) Ω′, где Ω′ = Rn\Ω. Тогда найдется

последовательность {fm}∞m=1 из
◦
C∞(Ω′) такая, что

lim
m→∞

‖f − fm‖W l−2
p (Ω′) = 0.
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Доопределим fm нулем вне Ω′, т. е. в Ω. Тогда

lim
m→∞

‖f − fm‖W l−2
p (Rn) = 0,

так как f |Ω = 0. Поскольку supp f компактен в Rn, то последовательность
{fm}∞m=1 можно выбрать такой, что

supp fm ⊂ KR = {x ∈ Rn : |x| < R} ∀m > 1

с некоторым R > 0, для которого h̃||x|>R = 0 и Ω ⊂⊂ KR.
Рассмотрим задачу Дирихле{

∆um = fm(x), x ∈ KR ,

um|∂KR
= 0,

(4.3.1)

где fm ∈
◦
W l−2

p (KR), m > 1. Воспользуемся тем, что при 1 < p < ∞, l > 2
существует единственное решение um ∈ W l

p(KR) задачи Дирихле (4.3.1) и
справедлива оценка

‖um‖W l
p(KR) 6 C‖fm‖W l−2

p (KR) , m > 1, (4.3.2)

с постоянной C > 0, зависящей только от p, n, l и R. А так как

lim
m→∞

‖f − fm‖W l−2
p (KR) = 0,

то в силу (4.3.2) найдется такая u ∈ W l
p(KR), что

lim
m→∞

‖u− um‖W l
p(KR) = 0. (4.3.3)

Тогда имеем{
∆u = f(x), x ∈ KR ,

u|∂KR
= 0,

{
∆ h̃ = f(x), x ∈ KR ,

h̃|∂KR
= 0,

откуда следует, что u(x) = h̃(x) почти всюду в KR. А тогда из (4.3.3)
получаем

lim
m→∞

‖h− um‖W l
p(Ω) = 0, (4.3.4)

так как h̃|Ω = h.
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Заметим, что носитель supp ∆um = supp fm компактен в Ω′ = Rn\Ω.
Это значит, что функция um будет гармонической в некоторой окрестности
области Ω. Обозначим δm = dist(supp ∆um, ∂Ω) и заметим, что δm > 0 при
любых m > 1.

Предположим теперь, что h /∈ Hl
p(Ω). Это означает, что найдется такое

число ε > 0, что
‖h− g‖W l

p(Ω) > ε (4.3.5)

для всех гармонических многочленов g. Выберем и зафиксируем индекс
m > 1 так, чтобы

‖um − g‖W l
p(Ω) <

ε

2
, (4.3.6)

что возможно ввиду (4.3.4). При этом из (4.3.5)–(4.3.6) находим

‖um − g‖W l
p(Ω) >

ε

2
(4.3.7)

для всех гармонических многочленов g.
Пусть ωσ — обычное ядро усреднения, т. е. ωσ(x) = σ−nω(x/σ), σ > 0,

где ω ∈
◦
C∞(Rn), suppω ⊂ {x ∈ Rn : |x| 6 1}, причем∫

Rn

ω(x) dx = 1.

Найдется ограниченная область Ωm с липшицевой границей такая, что

Ω ⊂ Ωm ⊂ {x ∈ Rn : dist (x,Ω) < δm} ⊂ KR .

Обозначим τm = dist(Ω, ∂Ωm) и заметим, что τm ∈ (0, δm). Рассмотрим
усреднение

um,σ(x) =

∫
Ωm

um(y)ωσ(x− y) dy (4.3.8)

функции um с радиусом σ ∈ (0, τm). При 0 < σ < τm/2 имеем

Dα
xum,σ(x) =

∫
Ωm

um(y)Dα
xωσ(x− y) dy =

∫
Ωm

Dα
y um(y)ωσ(x− y) dy, (4.3.9)

так как для всех y ∈ ∂Ωm и x ∈ Ω при 0 < σ < τm/2 выполняется равенство
ωσ(x− y) = 0. Поэтому в силу свойств усреднения получаем

lim
σ→0

‖um − um,σ‖W l
p(Ω) = 0.
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Выберем и зафиксируем радиус усреднения σ ∈ (0, τm/2) так, чтобы

‖um − um,σ‖W l
p(Ω) <

ε

4
,

откуда и из (4.3.7) находим

‖um,σ − g‖W l
p(Ω) >

ε

4
, (4.3.10)

для всех гармонических многочленов g.
Поскольку δm = dist(supp ∆um, ∂Ω), то ∆um,σ(x) = 0 в Ωm ввиду (4.3.9)

при 0 < σ < τm/2 < δm/2, т. е. um ∈ Ĥl
p(Ωm), где Ωm — ограниченная об-

ласть с липшицевой границей, причем Ω ⊂ Ωm. Согласно доказанной выше
лемме 4.3.1 найдется последовательность {gk}∞k=1 гармонических многочле-
нов такая, что

lim
k→∞

‖um − gk‖Lp(Ωm) = 0. (4.3.11)

Для выбранного выше радиуса усреднения σ ∈ (0, τm/2) обозначим

gk,σ(x) =

∫
Ωm

gk(y)ωσ(x− y) dy.

При этом для x ∈ Ω имеем

gk,σ(x) =

∫
Rn

gk(y)ωσ(x− y) dy = gk,σ(x) =

∫
Rn

gk(x− y)ωσ(y) dy, (4.3.12)

т. е. функция gk,σ(x) в области Ω совпадает с многочленом, так как усред-
нение любого многочлена будет многочленом. По аналогии с (4.3.9) имеем

∆ gk,σ(x) =

∫
Ωm

∆ gk(y)ωσ(x− y) dy = 0, x ∈ Ω,

т. е. функция gk,σ(x) в области Ω совпадает с некоторым гармоническим
многочленом при каждом k > 1.

Для выбранных m, σ из (4.3.8), (4.3.11) следует

lim
k→∞

‖um,σ − gk,σ‖W l
p(Ω) 6 Cm,σ lim

k→∞
‖um − gk‖Lp(Ωm) = 0,

где постоянная Cm,σ > 0 зависит только от u, m и σ. Следовательно, най-
дется такой номер k, что

‖um,σ − gk,σ‖W l
p(Ω) >

ε

4
, (4.3.13)
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где функция gk,σ|Ω является гармоническим многочленом. Однако (4.3.13)
противоречит (4.3.10). Из полученного противоречия следует, что предпо-
ложение (4.3.5) неверно. А тогда h ∈ Hl

p(Ω), и таким образом, установлено
обратное включение Ĥl

p(Ω) ⊂ Hl
p(Ω). Теорема доказана.

Рассмотрим теперь неограниченную область Ω ⊂ Rn с компактной гра-
ницей, представляющую собой внешность замыкания ограниченной одно-
связной области Ω′ ⊂ Rn с липшицевой границей. Без ограничения общно-
сти будем считать, что Ω′ содержит начало координат. В этом случае гар-
монические функции аппроксимируются в пространстве Соболева W l

p(Ω)
преобразованиями Кельвина

GR(x) =
( R
|x|

)n−2

G
( R2

|x|2
· x
)
, x 6= 0,

гармонических многочленов G(x) относительно сферы любого положитель-
ного радиуса R. Без ограничения общности можно считать, что радиус
R = 1, т. е. можно ограничиться преобразованиями Кельвина

G1(x) = |x|2−nG
(
x · |x|−2

)
, x 6= 0,

гармонических многочленов G(x) относительно единичной сферы. Обозна-
чим через Hl

p(Ω) замыкание в W l
p(Ω) его подпространства всех преобразо-

ваний Кельвина G1 ∈ W l
p(Ω) гармонических многочленов G относительно

единичной сферы. И пусть, по-прежнему, через Ĥl
p(Ω) будет обозначено

подпространство всех гармонических функций в W l
p(Ω).

По аналогии с теоремой 4.3.6 доказывается следующая

Теорема 4.3.7. Пусть Ω ⊂ Rn — неограниченная область, внешняя к за-
мыканию ограниченной односвязной области с липшицевой границей, l > 2
— целое, n > 2, 1 < p <∞. Тогда Ĥl

p(Ω) = Hl
p(Ω).

Теоремы Браудера справедливы также и для систем уравнений, эллип-
тических по Дуглису–Ниренбергу. В ограниченной области Ω ⊂ Rn рас-
смотрим стационарную задачу Стокса{

−ν∆ v +∇q = 0,

div v = 0, x ∈ Ω,
(4.3.14)

с неоднородными краевыми условиями

v
∣∣
∂Ω

= a. (4.3.15)
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Предполагается, что ∂Ω липшицева, n > 2, и выполнено условие согласо-
вания ∫

∂Ω

(a, ν0) ds = 0, (4.3.16)

где ν0 — единичная внешняя нормаль к ∂Ω. Пусть Ω̃ ∈ Rn — какая-либо
ограниченная область с липшицевой границей такая, что Ω ⊂ Ω̃. В области
Ω̃ рассмотрим стационарную систему Стокса{

−ν∆ v +∇q = 0,

div v = 0, x ∈ Ω̃.
(4.3.17)

Справедлива следующая теорема Браудера

Теорема 4.3.8. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область с липшицевой
границей, l > 2 — целое, n > 2, 1 < p <∞. Тогда всякое решение

{v, q} ∈ W l
p,loc(Ω; Rn)×W l−1

p (Ω)

системы (4.3.14) для области Ω аппроксимируется в норме декартова
произведения W l

p,loc(Ω̃; Rn)×W l−1
p (Ω̃) решениями

{v, q} ∈ W l
p,loc(Ω̃; Rn)×W l−1

p (Ω̃)

системы (4.3.17) для области Ω̃.

Для доказательства теоремы 4.3.8 достаточно ввести подпространства
в Lp(Ω; Rn), аналогичные тем, что были введены при доказательстве лем-
мы 4.3.1. А именно, обозначим

◦
Dp(Ω) = {f = ∆v +∇q : v ∈

◦
J2

p(Ω), q ∈
◦
W 1

p (Ω)},

где
◦
J2

p(Ω) — замыкание в W 2
p (Ω; Rn) его подпространства

◦
J∞(Ω) и пусть

Hp(Ω) = {u ∈
◦
Jp(Ω) :

∫
Ω

(u,∆w) dx = 0 ∀w ∈
◦
J∞(Ω)}.

При этом, как нетрудно убедиться, выполняются равенстваHp(Ω)⊥ =
◦

Dp ′(Ω),
◦
Dp(Ω)⊥ = Hp ′(Ω),

p ′= p/(p− 1), 1 < p <∞,
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где символом X⊥ обозначен аннулятор подпространства X ⊂ Lp(Ω). Дока-
зательство теоремы 4.3.8 начинается с доказательства аналога вспомога-
тельной леммы 4.3.1, повторяя почти буквально как схему доказательства
леммы 4.3.1, так и схему доказательства теоремы 4.3.7.

Теоремы Браудера [55] справедливы также и для параболических урав-
нений. Точнее, решения однородного параболического уравнения для ци-
линдра QT = Ω × (0, T ) аппроксимируются в норме соответствующего
неизотропного пространства Соболева решениями того же однородного
уравнения для цилиндра Q̃T = Ω̃× (0, T ), где область Ω̃ является расшире-
нием области Ω, т. е. Ω ⊂ Ω̃. При этом доказательство теоремы Браудера
для параболического уравнения, по существу, повторяет доказательство
для эллиптического уравнения, опираясь на единственность решения за-
дачи Коши по пространственным переменным.

Хотя линейная нестационарная система Стокса формально не относит-
ся к классу гипоэллиптических, для нее тоже справедлива теорема Бра-
удера. Точнее, решения однородной нестационарной системы Стокса для
цилиндра QT = Ω × (0, T ) аппроксимируются в соответствующих нормах
решениями той же однородной системы для цилиндра Q̃T = Ω̃ × (0, T ).
При этом в доказательстве теоремы Браудера переход от параболического
уравнения к нестационарной системе Стокса аналогичен переходу от эл-
липтического уравнения к стационарной системе Стокса и сводится лишь
к введению соответствующих подпространств в Lp(QT ; Rn).
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Интернет-ресурсы
1. Веб-сайт CFD-online — наиболее мощный ресурс по вычислительной
гидродинамике (Computational Fluid Dynamics). Охватывает широкий круг
вопросов, связанных с вычислительной гидродинамикой — от литературы
и программного обеспечения до наличия вакансий во всех частях света:
http://www.cfd-online.com/

2. Математическая энциклопедия — энциклопедия в 5 томах, изданная
в 1977 г. в Москве издательством Советская энциклопедия и переведенная
на английский издательством Kluwer с комментариями экспертов:
http://eom.springer.de/

3. Navier–Stokes equations — вводная статья по уравнениям Навье–
Стокса в Википедии, универсальной Интернет-энциклопедии, составляе-
мой и редактируемой всеми желающими (гипертекст с гиперссылками):
http://en.wikipedia.org/wiki/Navier-Stokes_equations

4. Французский оригинал классической статьи Жана Лерэ Sur le mouve-
ment d’un liquide visqeux emplissant l’espace (Acta Math., 1934, v. 63,
p. 193–248) с параллельным переводом на английский:
http://www.math.cornell.edu/∼bterrell/leray.pdf

5. Уравнения Навье–Стокса как Проблема Тысячелетия (Millennium
Prize Problem) — описание и официальная формулировка проблемы:
http://www.claymath.org/millennium/Navier-Stokes_Equations/

6. Учебник С.Г. Михлина и С. Прёссдорфа [71] по сингулярным интегралам
для чтения в режиме online:
http://books.google.com/books?hl=ru&id=eaMmy99UTHgC&dq=
mikhlin+%22singular+integral+operators%22&printsec=
frontcover&source=web&ots=gQykv6Foy6&sig=qD–
4fBojz8T6KKKN6WKn26QZtA



ОПИСАНИЕ КУРСА И ПРОГРАММА  

 

 

Цели и задача курса: 

 

• учебно-методический курс разработан по профилю 

«Математика», по специальности дифференциальные 

уравнения; 

• учебно-методический курс разработан для студентов 5-го 

(магистратура); 

• учебно-методический курс разработан для студентов, 

обучающихся по направлению «математика»; 

• учебно-методический курс носит теоретический характер; 

 
Целью учебно-методического комплекса «Аналитико-численные 

методы для уравнений Навье-Стокса» является обучение студентов 

современным методам численного решения краевых и начально-

краевых задач динамики вязкой несжимаемой жидкости, которые 

описываются нелинейной системой уравнений Навье-Стокса.  

Задача курса состоит в том, чтобы продемонстрировать высокую 

эффективность новых аналитико-численных методов решения 

краевых и начально-краевых задач для стационарных и 

нестационарных уравнений Навье-Стокса.  Основные идеи курса 

реализованы в виде новых подходов к применению метода 

Ньютона, включая новые подходы к построению начального 

приближения и к обращению производной Фреше 

соответствующего нелинейного отображения.  
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Инновационность курса по содержанию. 

 

Фантастический рост вычислительных ресурсов  за  последние два 

десятка лет практически никак не отразился на проблемах 

численного решения начально-краевых задач для уравнений Навье-

Стокса. Это связано, во-первых, с неэффективностью сеточных 

методов в многомерных задачах (три пространственных переменных 

и четвертая − время), и во-вторых с неэффективностью 

применяемых методов обращения производной Фреше 

соответствующего нелинейного отображения при реализации 

метода Ньютона.  Представляемый курс построен на использовании 

новых аналитико-численных методов решения краевых и начально-

краевых задач для нелинейных уравнений Навье-Стокса. 

Единственным стандартным элементом нового подхода можно 

считать лишь метод Ньютона, но даже здесь  можно встретить 

новые, не имеющие аналогов детали. Так, производная Фреше 

обращается с помощью быстро сходящегося в норме сильного 

решения ряда, члены которого образуют рекуррентную 

последовательность и строятся с помощью разрешающего оператора 

линейной задачи без конвективных членов. По-существу, тот же ряд 

представляет собой весьма эффективную конструкцию для 

построения начального приближения метода Ньютона. Наиболее 

важной частью нового подхода является разработанный автором 

аналитико-численный метод решения начально-краевых задач для 

линеаризованной системы Навье-Стокса, не содержащей 

конвективных членов. При этом решение начально-краевой  задачи 

аппроксимируется конечной линейной комбинацией по некоторой 
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базисной системе решений линеаризованной системы. 

Коэффициенты линейной комбинации являются неизвестными и 

определяются из условия минимизации невязки начальных и 

граничных условий. Подавляющее преимущество нового подхода 

наиболее очевидно при решении трехмерных задач обтекания, когда 

неограниченная область имеет компактную границу. 

Инновационный подход существенно опирается на результаты, 

полученные автором курса. 

 

Инновационность по методике преподавания. 

 

Лекции и практические занятия по данному курсу будут 

проводиться в мультимедийном классе и в вычислительной 

лаборатории с использованием мультимедийных средств для 

визуализации процесса решения задачи, Это повысит 

эффективность лекций и практических занятий  и будет 

способствовать лучшему усвоению студентами аналитико-

численных методов решения краевых и начально-краевых задач для 

уравнений Навье-Стокса. 

 

Инновационность по литературе. 

 

В учебно-методическом курсе «Аналитико-численные методы для 

уравнений Навье-Стокса» используются современные результаты, 

лишь частично отраженные в монографической литературе и в 

журнальных публикациях. Многие результаты, излагаемые в курсе, 

были получены самим автором курса. 
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Инновационность по организации учебного процесса. 

 

Инновационным является использование в учебном процессе не 

только традиционных форм обучения, таких как лекции и 

семинарские занятия, но и использование мультимедийных средств, 

проведение реальных численных экспериментов. 

 

Сведения об авторе учебно-методического курса: 

• Боговский Михаил Евгеньевич 

• кандидат физико-математических наук 

• ученое звание − доцент 

• должность − доцент 

• кафедра дифференциальных уравнений и математической 

физики 

• научно-педагогический стаж 31 год 

• научные публикации – 67. 

 

Структура курса. 

 

Курс рассчитан на 288 часов учебной нагрузки (два семестра, 8 

кредитов), из которых 72 часа отводится на лекции, 72 часа – на 

практические занятия, 144 часа – на самостоятельную работу 

студента. 
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Темы лекций. 

 

Тема 1. Вводная тема 
 (лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, самостоятельная 

работа – 6 часов). 

 

Тема 2. Построение правого обратного для оператора div с 

условиями Дирихле (лекции – 3 часа, практические занятия – 3 

часа, самостоятельная работа – 6 часа). 

Тема 3. 2L -оценки для правого обратного к оператору div с 

условиями Дирихле (лекции – 3 часа, практические занятия – 3 

часа, самостоятельная работа – 6 часов). 

 

Тема 4. Слабые решения краевых задач для стационарной 

системы Стокса и соответствующие ортогональные разложения 

(лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, самостоятельная 

работа – 6 часов). 

 

Тема 5. Метод локализации и априорные оценки сильных 

решений краевых задач для стационарной системы Стокса 

(лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, самостоятельная 

работа – 6 часов). 

 

Тема 6. Сильные решения краевых задач для стационарной 

системы Навье-Стокса (лекции – 3 часа, практические занятия – 3 

часа, самостоятельная работа – 6 часов). 
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Тема 7. Метод Галеркина и слабые решения начально-краевых 

задач для нестационарной системы Стокса (лекции – 3 часа, 

практические занятия – 3 часа, самостоятельная работа – 6 

часов). 

 

Тема 8. Сильные решения начально-краевых задач для 

нестационарной системы Стокса (лекции – 3 часа, практические 

занятия – 3 часа, самостоятельная работа – 6 часов). 

 

Тема 9. Слабые и сильные решения  начально-краевых задач 

для нестационарной системы Навье-Стокса (лекции – 3 часа, 

практические занятия – 3 часа, самостоятельная работа – 6 

часов). 

 

Тема 10. Интерполяция тригонометрическими многочленами  

(лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, самостоятельная 

работа – 6 часов). 

 

Тема 11. Аппроксимация тригонометрическими многочленами  

(лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, самостоятельная 

работа – 6 часов). 

 

Тема 12. Аппроксимация частных решений уравнений в 

частных производных тригонометрическими многочленами 

(лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, самостоятельная 

работа – 6 часов). 
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Тема 13. Теорема Браудера для эллиптических операторов в 

пространствах Соболева  (лекции – 3 часа, практические занятия – 

3 часа, самостоятельная работа – 6 часов). 

 

Тема 14. Базисные системы решений для эллиптических 

операторов  (лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, 

самостоятельная работа – 3 часа). 

 

Тема 15. Определение коэффициентов линейных комбинаций по 

базисной системе и вопросы сходимости для эллиптических 

уравнений (лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, 

самостоятельная работа – 3 часа). 

 

Тема 16. Теорема Браудера для стационарной системы Стокса 

(лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, самостоятельная 

работа – 3 часа). 

 

Тема 17. Базисные системы решений для стационарной задачи 

Стокса (лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, 

самостоятельная работа – 3 часа). 

 

Тема 18. Определение коэффициентов линейных комбинаций по 

базисной системе и вопросы сходимости для стационарной 

задачи Стокса (лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, 

самостоятельная работа – 6 часов). 
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Тема 19. Теорема Браудера для параболических уравнений 

(лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, самостоятельная 

работа – 6 часов). 

 
Тема 20. Базисные системы решений для параболических 

уравнений (лекции – 3 часа, практические занятия – 3 часа, 

самостоятельная работа – 6 часов). 

 
Тема 21. Определение коэффициентов линейных комбинаций по 

базисной системе и вопросы сходимости для параболических 

уравнений (лекции – 4 часа, практические занятия – 5 часа, 

самостоятельная работа – 9 часов). 

 
Тема 22. Аналог теоремы Браудера для нестационарной 

системы Стокса (лекции – 4 часа, практические занятия – 5 часа, 

самостоятельная работа – 9 часов). 

 

Тема 23. Базисные системы решений для нестационарной 

задачи Стокса (лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, 

самостоятельная работа – 3 часа). 

 

Тема 24. Определение коэффициентов линейных комбинаций по 

базисной системе и вопросы сходимости для нестационарной 

задачи Стокса (лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, 

самостоятельная работа – 3 часа). 

 

Тема 25. Обращение производной Фреше в начально-краевой 

задаче для нестационарной системы Навье-Стокса (лекции – 
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2 часа, практические занятия – 1 час, самостоятельная работа – 

3 часа). 

 

Тема 26. Начальное приближение для метода Ньютона в 

начально-краевой задаче для нестационарной системы Навье-

Стокса  (лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, 

самостоятельная работа – 3 часа). 

 

Тема 27. Оценка скорости сходимости метода Ньютона в 

начально-краевой задаче для нестационарной системы Навье-

Стокса  (лекции – 2 часа, практические занятия – 1 час, 

самостоятельная работа – 3 часа). 

 

Описание системы контроля знаний. 

 

Виды контроля знаний: 

- написание реферата по выбранной теме 

- итоговый контроль в форме письменной итоговой работы 

 

Для оценки работы студента применяется балльная  система. 

Наилучшему результату соответствуют 100 баллов, которые 

распределяются по видам контроля следующим образом: 

-  реферат – от 0 до 50 баллов; 

-  итоговая работа – от 0 до 50 баллов.  
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Соответствие суммарного количества набранных баллов итоговой 

оценке (по пятибалльной шкале и европейскому стандарту) 

показано в таблицах. 

 

Баллы 0-50 51-68 69-85 86-100 

Оценка неуд. удовл. хорошо отлично 

 
Баллы 0-30 31-50 51-62 63-73 74-83 84-92 93-100 

Оценка F FX E D B C A 

 
Методика выставления и шкала итоговых оценок отвечают 

принятым в РУДН для теоретических дисциплин. 

 

Программа курса 

 
Аннотированное содержание курса 

 
Раздел 1. 2L -теория оператора div с краевыми условиями 

Дирихле 

 
Темы: 1, 2, 3 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 

В первом разделе курса в сжатой форме излагается история вывода 

уравнений Навье-Стокса,  вводятся основные понятия механики 
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сплошных сред и приводится адаптированный под математиков 

современный  подход к выводу уравнений Навье-Стокса. Согласно 

этому подходу уравнения Навье-Стокса рассматривается как 

простейшая математическая модель динамики вязкой жидкости, 

которую теперь часто называют жидкостью Навье-Стокса.       

Основная часть первого раздела посвящена построению 

 2L -теории оператора div с краевыми условиями  Дирихле. Дается 

вывод явного представления для правого обратного оператора и 

устанавливаются коэрцитивные 2L -оценки.  

 

Раздел 2. 2L -теория стационарной системы Навье-

Стокса 

 
Темы: 4, 5, 6. 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 

Во втором разделе курса изучаются сильные и слабые решения 

стационарной задачи Стокса. Сначала рассматриваются слабые  

решения с первыми производными из 2L  в смысле традиционного 

определения, т.е. в смысле интегрального тождества, в которое 

входит поле скоростей и не входит давление. Затем вводится новое 

определение слабого решения того же класса гладкости, которое 

соответствует ортогональному разложению 
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пространства 2L  симметричных тензорных полей в сумму двух 

замкнутых подпространств, одно из которых состоит из всех 

тензоров скоростей деформации с соленоидальными векторными 

полями, у которых  однородные краевые условия  того же типа, что 

и в задаче Стокса. 

С помощью метода локализации устанавливаются априорные 

оценки сильных решений, т.е. оцениваются 2L -нормы вторых 

производных. С помощью той же локализации устанавливается 

существование вторых производных у слабого решения, если правая 

часть системы Стокса из 2L . Метод локализации для  стационарной 

задачи Стокса существенно опирается на 2L -теорию оператора div с 

краевыми условиями  Дирихле, построенную в предыдущем 

разделе. 

 

Раздел 3. 2L -теория нестационарной системы Навье-

Стокса 

 
Темы: 7, 8, 9. 

Трудоёмкость: 1 кредит, 40 часов, из них 

- лекции – 10 часов, 

- практические занятия – 10 часов, 

- самостоятельная работа – 20 часов. 

 

Решение линейной начально-краевой задачи для системы Стокса 

строится методом  Галеркина. При подходящем выборе начальных 

условий для  галеркинских приближений устанавливается 
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существование слабых решений с первыми производными по 

времени из 2L . С помощью результатов предыдущего раздела 

устанавливается, что слабые решения имеют вторые производные 

по пространственным переменным, т.е. слабое решение будет 

сильным. Слабое решение нелинейной начально-краевой задачи для 

системы Навье-Стокса в классе Хопфа строится тоже методом  

Галеркина, но уже с оценкой дробной гладкости по времени в 2L -

норме. Затем доказываются основные теоремы о существовании в 

малом сильных решений нелинейной начально-краевой задачи для 

системы Навье-Стокса. Приводится обзор основных известных 

результатов, касающихся гладкости слабых решений нелинейной 

начально-краевой задачи для системы Навье-Стокса. 

 

Раздел 4. Вопросы интерполяции и аппроксимации  

тригонометрическими многочленами 
 

Темы: 10, 11, 12. 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 

Вопросы интерполяции и аппроксимации тригонометрическими 

многочленами являются важной составной частью аналитико-

численных методов решения краевых и начально-краевых задач для 

линейных уравнений в частных производных. Для однородных 
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уравнений аналитико-численные методы  основываются  на 

аппроксимации искомых решений линейными комбинациями 

решений уравнений. Коэффициенты линейных комбинаций 

определяются из условий минимизации невязки начальных и 

граничных данных. В качестве примера подробно разбирается 

проблема определения коэффициентов в задаче Дирихле для 

оператора Лапласа в плоской  области.  При этом новый подход к 

старой проблеме определения коэффициентов обеспечивает 

равномерную сходимость к решению в замыкании области.  В 

случае неоднородного уравнения в ограниченной  области частные 

решения уравнения удобно аппроксимировать 

тригонометрическими многочленами. 

    

Раздел 5. Аналитико-численные методы для 

эллиптических краевых задач 

 
Темы: 13, 14, 15 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 

Важную роль в аналитико-численных методах играют теоремы 

Феликса Браудера об аппроксимации решений гипоэллиптических 

уравнений в нормах пространств Соболева решениями тех же 

уравнений в областях, содержащих рассматриваемую область. 
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Излагается новый подход к доказательству теорем Браудера, 

делающий их вполне доступными для студентов 5-го курса. При 

этом новый подход открывает широкие возможности для  усиления 

теорем Браудера, позволяя требовать от аппроксимирующей 

последовательности решений выполнения однородных граничных 

условий на части границы, что очень важно для практической 

реализации метода, так как открываются широкие возможности 

построения базисных решений с помощью обычного разделения 

переменных.    

 

Раздел 6. Аналитико-численные методы для 

стационарной  задачи  Стокса 

 
Темы: 16, 17, 18 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 
Новый подход к доказательству теорем Браудера позволяет 

перенести их на системы уравнений, эллиптических по Дуглису-

Ниренбергу, к каковым относится нужная нам стационарная система 

Стокса. Приводятся примеры построения базисных решений для 

ограниченных и неограниченных областей в 2R  и в 3R . Особо 

выделяется случай неограниченных областей с компактными 

границами, т.е. случай задач обтекания. В качестве примера 

рассматриваются классические базисные решения Ламба. 
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Раздел 7. Аналитико-численные методы для 

параболических начально-краевых задач 
 
Темы: 19, 20, 21 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 
Практическое применение аналитико-численных методов к 

начально-краевым задачам следует освоить сначала в более простой 

ситуации − на примере параболических уравнений. В первую 

очередь, это касается наиболее интересного для приложений случая 

неограниченных областей с компактными границами.   

 

Раздел 8. Базисные системы решений для 

нестационарных уравнений Стокса 

 
Темы: 22, 23, 24 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 

Новый подход к доказательству теорем Браудера позволяет 

перенести их на системы уравнений, близкие к гипоэллиптическим , 

но не являющиеся таковыми, например, на  нестационарную 
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систему Стокса. Приводятся примеры построения базисных 

решений для ограниченных и неограниченных областей в 2R  и в 3R . 

Как и в предыдущем раделе особо выделяется случай 

неограниченных областей с компактными границами, т.е. случай 

задач обтекания. Именно в этом случае наиболее наглядно 

проявляется превосходство аналитико-численных методов для 

уравнений Навье-Стокса. В качестве примера рассматриваются 

классические базисные решения Озеена. 

 

Раздел 9. Метод Ньютона для нестационарных   

уравнений Навье-Стокса 

 
Темы: 25, 26, 27  

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практические занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 

Вывод представления оператора, обратного к производной по 

Фреше для нелинейной системы Навье-Стокса в виде операторного 

ряда, члены которого образуют рекуррентную последовательность и 

выражаются через разрешающие операторы для линейной 

нестационарной системы Стокса. Исследование сходимости  

построенного ряда в норме неизотропного пространства Соболева. 

Построение начального приближения при решении методом 

Ньютона начально-краевой задачи для нелинейной системы Навье-
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Стокса. Начальное приближение строится  в виде ряда, сходящегося 

со скоростью геометрической прогрессии в норме сильного решения 

к приближению Варнхорна. Члены ряда образуют рекуррентную 

последовательность и строятся  с помощью разрешающего 

оператора линейной нестационарной задачи Стокса.  
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Темы рефератов 

 

1. Базисная система решений Ламба для стационарной 

системы Стокса в ограниченной односвязной области в 3R . 

2. Базисная система решений Ламба для стационарной 

системы Стокса во внешности ограниченной односвязной 

области в 3R . 

3. Базисная система решений Озеена для нестационарной 

системы Стокса в ограниченной односвязной области в 3R . 

4. Базисная система решений Озеена для нестационарной 

системы Стокса во внешности ограниченной односвязной 

области в 3R .  

5. Построение базисной системы решений уравнения Лапласа 

для плоской ограниченной области с однородными  

краевыми условиями на части границы. 

6. Построение базисной системы решений уравнения 

теплопроводности для плоской ограниченной области с 

однородными  краевыми условиями на части границы. 
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Учебный тематический план курса 

 
в том числе № Название разделов и 

тем 

Всего 

часов лекции практ. 

занятия 

самост. 

работа 

1. 2L -теория 

оператора div  

с краевыми 

условиями 

Дирихле 

    

 Вводная тема 12 3 3 6 

 Построение правого 

обратного для 

оператора div с 

условиями Дирихле 

12 3 3 6 

 2L -оценки для правого 

обратного к оператору 

div с условиями 

Дирихле 

12 3 3 6 

2 2L -теория 

стационарной 

системы Навье-

Стокса 
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 Слабые решения 

краевых задач для 

стационарной системы 

Стокса и 

соответствующие 

ортогональные 

разложения 

12 3 3 6 

 Метод локализации и 

априорные оценки 

сильных решений 

краевых задач для 

стационарной системы 

Стокса 

12 3 3 6 

 Сильные решения 

краевых задач для 

стационарной системы 

Навье-Стокса 

12 3 3 6 

3 2L -теория 

стационарной 

системы Навье-

Стокса 
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 Метод Галеркина  

и слабые решения 

начально-краевых 

задач для 

нестационарной 

системы Стокса 

12 3 3 6 

 Сильные решения 

начально-краевых 

задач для 

нестационарной 

системы Стокса 

12 3 3 6 

 Слабые и сильные 

решения  начально-

краевых задач для 

нестационарной 

системы Навье-Стокса

12 3 3 6 

4 Вопросы 

интерполяции и 

аппроксимации       

тригонометричес-

кими 

многочленами 

    

 Интерполяция 

тригонометрическими 

многочленами   

12 3 3 6 
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 Аппроксимация 

тригонометрическими 

многочленами   

12 3 3 6 

 Аппроксимация 

частных решений 

уравнений в частных 

производных 

тригонометрическими 

многочленами 

12 3 3 6 

5 Аналитико-

численные 

методы для 

эллиптических 

краевых задач 

    

 Теорема Браудера  

для эллиптических 

операторов в 

пространствах 

Соболева   

12 3 3 6 

 Базисные системы 

решений для 

эллиптических 

операторов   

6 2 1 3 



 

 

228 
 Определение 

коэффициентов 

линейных комбинаций 

по базисной системе и 

вопросы сходимости 

для эллиптических 

уравнений 

6 2 1 3 

6 Аналитико-

численные 

методы для 

стационарной     

задачи  Стокса 

    

 Теорема Браудера для 

стационарной системы 

Стокса 

12 3 3 6 

 Базисные системы 

решений для 

стационарной задачи 

Стокса 

12 3 3 6 
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 Определение 

коэффициентов 

линейных комбинаций 

по базисной системе и 

вопросы сходимости 

для стационарной 

задачи Стокса 

12 3 3 6 

7 Аналитико-

численные 

методы для 

параболических       

начально-краевых 

задач 

    

 Теорема Браудера  

для параболических 

уравнений 

18 4 5 9 

 Базисные системы 

решений для 

параболических 

уравнений 

18 3 3 6 
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 Определение 

коэффициентов 

линейных комбинаций 

по базисной системе и 

вопросы сходимости 

для параболических 

уравнений 

18 4 5 9 

8 Базисные системы 

решений для 

нестационарных      

уравнений Стокса 

    

 Аналог теоремы 

Браудера для 

нестационарной 

системы Стокса 

6 2 1 3 

 Базисные системы 

решений для 

нестационарной 

задачи Стокса 

6 2 1 3 

 Определение 

коэффициентов 

линейных комбинаций 

по базисной системе и 

вопросы сходимости 

для нестационарной 

задачи 

6 2 1 3 
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9 Метод Ньютона 

для 

нестационарных      

уравнений  

Навье-Стокса 

        

 Обращение 

производной Фреше 

в начально-краевой 

задаче для 

нестационарной 

системы Навье-Стокса

6 2 1 3 

 Начальное 

приближение для 

метода Ньютона в 

начально-краевой 

задаче для 

нестационарной 

системы Навье-Стокса  

6 2 1 3 

 Оценка скорости 

сходимости метода 

Ньютона в начально-

краевой задаче для 

нестационарной 

системы Навье-Стокса  

6 2 1 3 

Итог 288 72 72 144 
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