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ε

∫
M

|f(x)| dμ,

��
�� ε � �������	���
 ��	����
	���
 ���	��



����� �
 
����������� �������� ��


 �����
������

F��������� �
��
��	�� 	���
���
 ���* 	 ���*� ����,�	� ��������6

��	� F � E, F ⊆ E
 ����#

Ω = {z ∈ C | 0 < Im z < 1}

A ������ 	 �����
����) ���������
 G
�
" HE,F (Ω) ���"��&�� ���
)��


����������	� �
��
��	��, � �*����&
���, 	 Ω; � ����
 *���������,

	 Ω ������) �� "��&
����� 	 E
 7���
 ��*�; ��� 	����) ������� u,

�������
��4
) HE,F (Ω), ����	
���	� 	��:&
��
 u(1+iy) ∈ F, y ∈ R,

� 	������
��� �
��	
���	� supy∈R ‖u(1 + iy)‖F <∞.

����������	� HE,F (Ω) �	��
��� ����,�	�� ����������	�� � �����)

‖u‖HE,F (Ω) = sup
z∈Ω

‖u(z)‖E + sup
y∈R

‖u(1 + iy)‖F .

.
������#�� *�	���; ���
�����������
 ����������	�

[E, F ]θ, θ ∈ [0, 1]

������� �" <�
�
���	 u(θ), *�
 u ����
*�
� 	�
 HE,F (Ω)
 J��� �� ��

�
 ���������# 		
��� 	 [E, F ]θ ��������� ����,�	� ����������	�; <��*�

���� �� �������&��
 .� ��� ��*�; &���� ��
	�����# ����������	� [E, F ]θ

	 ����,�	�; ����
��� ��������# ����������:


/��
���; &�� ������� <�
�
��� u(z) ∈ HE,F (Ω) ����	
���	�
� <�
6

�
�� u(θ) ∈ [E, F ]θ
 /������
; ������; �
	
���= ������ v ∈ [E, F ]θ ��*��

��	
&��# ��"��&��
 <�
�
��� HE,F (Ω), �������:4�
 	 ��&�
 θ "��&
6

��
 v
 ��<���� 
��� �� �����
��	�� <�
�
��� ����������	� HE,F (Ω);

�������:4�
 	 θ ���� � �� �
 "��&
��
; �� ����&�� ����
��	�; �"�6

������
 ����
��	� [E, F ]θ
 �
,��&
��� <�� �
��
��� ���




����� �
 
����������� �������� �$

%��������
� �
)��	��
�#��
 &���� 0 ≤ θ ≤ 1 � 		
�
� ���
)��)

�
��
��	��) ��
����� Φθ : HE,F (Ω) → E �� ������


Φθu = u(θ).

1���������� 	#� $��
���	�������� ������
������ [E, F ]θ �
���
%


��� �
����%������
����� HE,F (Ω)/kerΦθ.

3 ����	
���	�� �� ������������ �
��
���� �" ����������#��*� �����6

"� ������6����������	� ����,�	� ����������	� �� "��������� ������6

�������	� ���� �	��
��� ����,�	�� ����������	��


8��
� �����#"�	��# ��
��:4

 ��*��-
��
= [F,E]θ = [E, F ]1−θ.

/��
��� �	
 	����
 �
��
�� �� ���
�����������, ����������	�,


�����,� 	#� ����� F ⊆ E, F ′ ⊆ E ′ � �
��
����� �	��
���
 ���! �

���!
 "
�
���� ������
����
� $�

��� �
��
������ 	��
���� ��
�
%

��� T : E → E ′ � T : F → F ′�

 �!�
 �	� ��
� θ ∈ [0, 1] ��
�
��� T �
�����
� �
 ���
���	�����%

��� ������
����
�

T : [E, F ]θ → [E ′, F ′]θ

� �
��
���
��

�����,� 	#� ����� H � !�	�"
����� ������
������ D(A) ⊆ H � �"%

	
��� ���
�
	
��� ��	����
	���!� �
��������
���!� ��
�
���
 A :

D(A) → H�

 �!�
 ���
�
�	��� �
�
�����

[H,D(A)]θ = D(Aθ), 0 ≤ θ ≤ 1.



����� �
 
����������� �������� ��

� ����������	� Hs,p

G
�
" Hk,p(M), p > 1 �� ���
� ���"��&��# ����������	� �����
	�;

������
 ������� �" ������); 	�
 ����4
���
 &�����
 ����"	����
 ����6

��,; ��&���� � ���
	�*� ������� � �� ������� k 	��:&��
�#��; ������6

�
��� ����������	� Lp(M)
 ����������	� Hk,p(M) �	��
��� ����,�	��

����������	�� � �����)

‖u‖p
Hk,p(M) =

∑
|j|≤k

∥∥∥ ∂ |j|

∂xj1
1 . . . ∂x

jm
m

u
∥∥∥p

Lp(M)
,

"�
�#

x = (x1, . . . , xm) ∈M, j = (j1, . . . , jm) ∈ Nm
⋃

{0}, |j| = j1 + . . .+ jm.

3 ����������	
 Hk,p(M) ��

��� <�	�	��
����� ����� K�� ���
� ���6

"��&��# 

 �
� �
 ���	����L=

‖u‖p
Hk,p(M) = ‖u‖p

Lp(M) +
∑
|j|=k

∥∥∥ ∂ |j|

∂xj1
1 . . . ∂x

jm
m

u
∥∥∥p

Lp(M)
.

3���4
; 
��# 	
�#�� ���
"��� �
��
��; �����	�:4�� �
������) �����

<�	�	��
����, ���� 	 H l,p(M), l ∈ N


�����,� 	#� ����� 	��
���
 �!�
���
���
 � H l,p(M) ��������
	�

fk(u), k = 1, . . . , N �
����� ��� ��� �
 �"�
�
���� ������
�
��� �

0 �� �
 ����� ��	����� �� ����
���
���!� ��	� ��	����
 ��
�
��

�
 ��&
 l − 1�

 �!�
 � H l,p(M) ��

��� '����
	
���
� ����
� �
�
��
� �	
���%

��� �"�
���(

‖u‖p =
N∑

k=1

|fk(u)|p +
∑
|j|=l

∥∥∥ ∂ |j|

∂xj1
1 . . . ∂x

jm
m

u
∥∥∥p

Lp(M)
.



����� �
 
����������� �������� ��

�� ���
�
�
��:; ������� H0,p(M) = Lp(M). ����������	� Hk,2(M)

�� ���
� ���"��&��# ���	���� Hk(M)
 D�� ����������	� *��#�
���	�;

��������
 ����"	
�
��
 	 ��, "���
��� �������)

(u, v) =
∑
|j|≤k

( ∂ |j|

∂xj1
1 . . . ∂x

jm
m

u,
∂ |j|

∂xj1
1 . . . ∂x

jm
m

v
)
.

3 ���� �
��
�� �
� ������� ����������	� H1(M) ���	�
�	���:�

�
��	
���	� �������
=∫
M

u2(x) dx ≤ C
(∫

M

m∑
k=1

|∇u|2 dx+
(∫

M

u(x) dx
)2)

,

��������� C �
 "�	���� �� u; &
�
" ∇u ���"��&
� ����������) *����
��

�������


/��
�
��� ����������	� Hs,p(M) ��� �:��*� �
)��	��
�#��*� s > 0;

������	

Hkθ,p(M) = [Lp(M), Hk,p(M)]θ, θ ∈ (0, 1), k ∈ N.

����������	� Hs,p(M) �
�����
�#�� � �
��
���	��


��� ���� �������

3 ��"��&��, "���&�, ���
����&
���) ��"��� ��
��
��� ��)�� ����6

��:; ������� �� ���	�
�	����� ���
�
�
���� ����	��� �� *�����
 ��6

����� M ; ������
�; ��	�����# �� ��� ���:
 5������ �" ����������	

�����
	�; ��� � �" Lp; ���
�
�
�� � ��&����#: �� ����
��	� �
�� ���#;

����	���; 	 �
 �&
�# 9����,9 ���&��,; �	��:��� *������ ������
)
 ��6

<���� 	 ���	��#��� ��������� ��
��	���
 ��*�; &���� ������� �" Hs,p

��	�����# ���: �� ∂M ; �
������
���




����� �
 
����������� �������� �1

/����� ��"��# ������: �" ����������	� �����
	� �� *������ 	 ���
6

�
�
���� �����
 	�
6���� �����


�����,� 	#! )��
����
� 	��
���� �
��
������ ��
�
���

Tr : Hs,p(M) → Hs−1,p(∂M), s ≥ 1,

�
���� ��� �	� ������ ������� u ∈ C(M)
⋂
Hs,p(M) ���
�
�	��� ��%

����&
��


Tr u = u |∂M .

D��� ��
����� ��"�	�
��� ��
���M ���
��
 ������� �" ����������	�

�����
	� �� *������ ������� �� ���
� �������# 	 �����
 �
)��	��

<��*� ��
������


��
��
� �
����#�� "��
&���) �������
�#�� ����������	� H1,p


3 ���� �
��
�� �
� ������� ����������	� H1(M) ���	�
�	���:�

�
��	
���	� 5�����,��=∫
M

u2(x) dx ≤ C
(∫

M

m∑
k=1

|∇u|2 dx+

∫
∂M

u2(x) dx
)
.

B� ���
� �����#"�	��# ��
��:4

 ���"��&
��
=

H1,p
0 (M) = {u ∈ H1,p(M) | Tru = 0}.

3 ����������	
 H1,p
0 (M) ��

��� �����

‖u‖p

H1,p
0 (M)

=
m∑

k=1

∥∥∥ ∂u
∂xk

∥∥∥p

Lp(M)
.

D�� �����; ��� ��
��
� �" �
��
�� �
�; <�	�	��
���� ����������) ����


����������	� H1,p(M)




����� �
 
����������� �������� � 

3 &��������; 	 ����������	
 H1
0(M) ����� ���
�
���# <�	�	��
��6

��� ����"�� ��������
 ����"	
�
��
=

(u, v) =

m∑
k=1

( ∂u
∂xk

,
∂v

∂xk

)
.

��
 ������� 	������� ������	�

%�
�# �� �
�
&����� ����	��
 �	�)��	� ����������	 �����
	�


�L ��

� �
��� ��
��:4

 ���������
 	���
��
=

Hs′′,p(M) ⊂ Hs′,p(M), 0 ≤ s′ < s′′.

�L J��� sp < m; �� Hs,p(M) ⊂ L
mp

m−sp (M)


�L J��� sp > m; �� Hs,p(M) ⊂ C(M)
 3 <��� ���&�
 ����������	�

Hs,p(M) �	��
��� ����,�	�) ��*
���) �������
�#�� ��
����� �����
6

��� ������)


3� 	�
, �
�
&���
���, ��	
���
���, ��
����� 	���
��� �*����&
�


��� ��������� ��	� ������� 
�!

.
��	
���	� ‖ · ‖ ≤ c‖ · ‖H l,p(M) �&
	����


�����
�; &�� ��)�
��� ����� �������
�#��� ��������� c; ��� ������)

��� �:��) ������� u ∈ H l,p(M) 	
��� �
��	
���	� ‖u‖ ≥ c‖u‖H l,p(M).

8��
� ���������# �� �����	��*�
 !�������; ��)����� ����
��	��
�#6

����# ������) {uj} ⊂ H l,p(M) � ����
��	��
�#����# &��
�

cj, cj → 0, j → ∞,

����
; &��

‖uj‖ ≤ cj‖uj‖H l,p(M). K�
�L



����� �
 
����������� �������� �+

����
��	��
�#����# {uj}, �&
	����; ����� ���������	��# ���; &��

‖uj‖H l,p(M) = 1. K�
�L

B� ���
� �&����# <�� ��	
���	� 	�����
����
 ��*�� �
��	
���	� K�
�L

�"��&�
�; &��

‖uj‖ → 0 ��� j → ∞. K�
�L

��� ��� ����
��	��
�#����# {uj} �*����&
�� 	 H l,p(M); �" �

 ���6

�� 	��
���# ����� �,���4�:�� �������
��	��
�#����#; � �" ��); 	 ����

�
��
� 	���
���; A ���#�� �,���4�:�� 	 H l−1,p(M)
 ����&
���: ���6

����
��	��
�#����# �� ���
� ���"��&��# �
� �
 ���	����
 ����; ��

�

uj → u ∈ H l,p(M)

����� 	 H l,p(M) � ���#�� 	 H l−1,p(M)


5������ u �
 ���
� ��	���#�� ���:
 !
)��	��
�#��; uj �,������ �

u 	 Lp(M); � 	 ���� ������� K�
�L 	�
 ����"	����
 ������� l �� uj �,�6

����� � ���: 	 Lp(M)
 ����&�
���; &�� 
��� ������� u ��	�� ���:; ��

����
��	��
�#����# {uj} �,������ � ���: 	 H l,p(M)
 .� <�� �����	��
6

&�� K�
�L


3 ���� ������-
��� K�
�L �� ����&�
�; &��

ls(uj) → 0 � ls(u) = 0, s = 1, . . . , N.

��
��	��
�#��; u �
 �	��
��� ��������� ��
�
�� �
�#-
) ��� ��	��)

l − 1


� ���*�) �������; ����# �
 	 ���� K�
�L; ��� 	�
, r, |r| = l, ��

�∥∥∥ ∂ |r|

∂xr1

1 . . . ∂x
rm
m
uj

∥∥∥
Lp(M)

→ 0.



����� �
 
����������� �������� �'

D�� �"��&�
�; &�� ��� �:��) ������� ϕ ∈ D(M) 	
��� ��
��:4

=( ∂ |r|

∂xr1

1 . . . ∂x
rm
m
uj, ϕ

)
= −

( ∂ |r|−1

∂xi1
1 . . . ∂x

im
m

uj,
∂

∂xq
ϕ
)

→ −
( ∂ |r|−1

∂xi1
1 . . . ∂x

im
m

u,
∂

∂xq
ϕ
)

= 0.

��
�
�#��) �
�
,�� 	 <��) ������
 	�"���
� ���*����� ����; &�� ��6

��
��	��
�#����# {uj} ���#�� �,������ 	 H l−1,p(M)


3�"	��4�� ������� ����"	����:; ��,����( ∂ |r|

∂xr1

1 . . . ∂x
rm
m
u, ϕ
)

= 0.

/���4
���� �������; 	�
 ����"	����
 ������� l �� ������) ��	�� ��6

�:; �	��
��� ���*�&�
��� ��
�
�� �
 	�-
 l−1
 ��
��	��
�#��; u A <��

���*�&�
� ���"����) ��
�
��
 �����	��
&�



�
��
�� ����"���


" #���$�

(����� 	#� #	� p1, p2 > 1 ���
���
 �����	�

[Lp1(M), Lp2(M)]θ = Lq(M), 0 < θ < 1,
1

q
=

1 − θ

p1
+
θ

p2
.

(����� 	#	 ����� 1 < p < q < r� #��
���
� ��� �	� ��
� θ ∈ (0, 1)�

����	
��������� ��
��
���

1

q
=
θ

p
+

1 − θ

r
,

���
�
�	��
 �����	


‖u‖Lq(M) ≤ ‖u‖θ
Lp(M) · ‖u‖1−θ

Lr(M).



����� �
 
����������� �������� ��

(����� 	#� #��
���
 �����	�

[Hs1,p(M), Hs2,p(M)]θ = Hθs2+(1−θ)s1,p(M).

(����� 	#� *
���� ������
����� )�"�	
�
 ����
�	
��� ���
���%

	�������
 ������
�����

[Hk,p(M), Hk,q(M)]θ, k ∈ N?

(����� 	#� #��
���
� ��� ��
�
��� ����
�
������
���

∂

∂xj
: Hs,p(M) → Hs−1,p(M)

�!�
���
��

(����� 	#! #��
���
 �
�
�
����� ��
��
�
�

(����� 	#� #��
���
 �
�
�
����� +�������
�



����� �

�������� �����������
��

������������

� %���&��� ��
���'�$����� 
���������	�

3 <��� ��"�
�
 �� ���������� <�
�
��� �
���� �����#�� 	������,

���
)��, ������*�&
���, ����������	
 ��
������
 ����
����&
���
 �"6

���
��
 <��) �
���� ��

��� 	 >�$?


B� ���
� ���������	��# ���
)��
 ����������	� ��� ���
� �
)��	�6

�
�#��, &��
�


5�����#��
 ���
�
�
��
 �����#�� 	������*� ������*�&
���*� ���6

�������	� "	�&�� ���
 (��
)��
 ������*�&
���
 ����������	� ��"�	�
�6

�� �����#�� 	�������; 
��� ��� ��

� ��"��; ������4�) �" 	������,

���
������
) ����


3����� �����#�� 	������� ������*�� ���
� ���# "����� � ����4#:

��
����#��, ������) A ��������


1���������� �#� ����� �
�
�� ����
���� �������	���� ������� I�
��
���	����� ��� � 	��
���� ������
����
 E ��

��� �
�
�����

��



����� �
 ��
����������� 
����������� ��

�������

pi : E → R, i ∈ I,
�"	
�
���� �	
������� �������
��(

,- �	� 	�"�!� x ∈ E ��

� pi(x) ≥ 0�

.- pi(λx) = |λ|pi(x), λ ∈ R,

/- pi(x+ y) ≤ pi(x) + pi(y)�

 �!�
 ������
����� E �
���

��� ��	���������
���� � �"���
�
%


��� (E, {pi}i∈I)� �	� ������� (E, pi)� +������� �"	
�
���
 �������
%

�� ,-%/-� �
���
���� ��	�����
���

(
*�� 	��
�#; &�� pi(0) = 0


3����
 �����������	����
 ����������	� �	��
��� �����#�� 	����6

��� ���
)��� ������*�&
���� ����������	�� � ��"���� "�������, 	�6

�����, ���
������
)

UJ,ε = {x ∈ E | sup
i∈J

pi(x) ≤ ε},

"�
�# J A ����"	��#��
 ���
&��
 �������
��	� I � ε > 0
 � �������;

	� 	����� �����#�� 	������� ���
)��� ������*�&
���� ����������	


������*�� ���
� ���# 		
�
�� � ����4#: ��������
 ��<���� 	����


�����#�� 	������
 ���
)��
 ������*�&
���
 ����������	� ���
� ���6

������	��#�� ��� �����������	����



��������� pi �� ���
� &���� ���"��&��# ‖ · ‖i
 J��� ���
 	�
 ����6

����� pi �	��:��� �������; �� ���
� ��"�	��# ����������	� E ����6

�������	�����


���	���#��� ����
��� �����������	����*� ����������	� �	��
���

�������	����
 ����������	�
 !
)��	��
�#��; 	����� ����� �	��
��� ��6

�������); � ����
��	� I 	 ������ ���&�
 ������� �" ����*� <�
�
���




����� �
 ��
����������� 
����������� �$

�����������	����
 ����������	� E �	��
��� ���
����� K	 ������6

*�&
���� �����
L ��*�� � ���#�� ��*��; ��*�� ��� �:��, ��"��&��,

<�
�
���	 x, y ∈ E ��)�
��� ���
�� i ∈ I ����); &�� ‖x − y‖i 
= 0
 3

���#�
)-
� �� ���
� ���������	��# ���#�� ���
����
 ����������	�


3 �����������	����� ����������	
 E ����� ���
�
���# �
 ���#��

������*�&
���
 �������; �� � �������; �	�"����
 � �
���&
����� �	�)6

��	��� E


.�����
�; ����# ���� �	� �����������	����, ����������	�

(E, {pi}i∈I) � (V, {qj}j∈A).

/������
��
 f : E → V ��"�	�
��� �
��
��	��� 	 ��&�
 x0 K&����

������*�&
���
 ������
L; 
��� ��� �:��*� ε > 0 � �:��*� j ∈ A ��6

4
��	�
� δ > 0 � i ∈ I ����
; &�� ��� 	�
, x, pi(x − x0) ≤ δ ��

�

qj(f(x) − f(x0)) ≤ ε.

.����� � <��� ���
�
�
��
� ����� ���# ���
�
�
��
 ��	���
���)

�
��
��	�����
 /������
��
 f : G → V ��"�	�
��� ��	���
��� �
��
6

��	��� �� ����
��	
 G ⊆ E; 
��� ��� �:��*� ε > 0 � �:��*� j ∈ A
��4
��	�
� δ > 0 � i ∈ I ����
; &�� ��� 	�
,

x, y ∈ G, pi(x− y) ≤ δ

��

� qj(f(x) − f(y)) ≤ ε.

/���	��
 �
"��#����; ����:4�
�� ��	
�
��� �
��
��	��, �������
6

��); �
�
������� �� ���&�) �����������	����, ����������	
 3 &�����6

���; �
��
��	��� �������; ���
�
�
���� �� ���������� �������
��	


�����������	����*� ����������	�; ��	���
��� �
��
��	��


/����� ������
 ��	���
���) �
��
��	�����; ��� � ���*�
 �������;



����� �
 ��
����������� 
����������� ��

������:4�
 �
���&
���: ������� �����������	����, ����������	; �


�	��:��� ������*�&
��� ��	����������


�������; &�� ��

��� 	 	���
 ��
��������; �� ����������	
 E "���6

�� �	
 ����
�� ��������= ����
�� {pi, i ∈ I} � ����
�� {qj, j ∈ A};
� <�� ����
�� "���:� 	 E <�	�	��
����
 ������*��
 ����
 ����
��

�������� �� ���
� ��"�	��# <�	�	��
������
 ��*�� 	����� �������

f : E → R; �
��
��	��� �������
�#�� ����) ����
�� ��������; �
��
6

��	�� � �������
�#�� ���*�) ����
�� K��� �
��
��	����# A <�� ������


������*�&
���
L; �� �" ��*�; &�� ������� ��	���
��� �
��
��	�� 	 ��6

��) ����
�
 ��������; �
 ��
��
�; 	���4
 *�	���; &�� ��� ��	���
���

�
��
��	�� 	 ���*�) ����
�

 /��
�
�
��
 ��	���
���) �
��
��	�����

�
�#"� ���#; ���#"���# ���#�� ������*�&
����� �
�������


.
���������� ����*� ����� �������:���; 
��� ����
��	��#; &���� ��6

��
�� �������� ���� ��	���
��� <�	�	��
������
 �� ���
�
�
��: <��

�"��&�
�; &�� ����
��	
���
 �������
��


id : (E, {pi}i∈I) → (E, {qj}j∈A)

��	���
��� �
��
��	��


3 �����������	����� ����������	
 ����� 		
��� ������
 �������


����
��	��
�#����# {xl}l∈N ⊂ (E, {‖ · ‖i}i∈I) ��"�	�
��� �,���4
)��;


��� ��4
��	�
� <�
�
�� a ∈ E ����); &�� ��� �:��*� ε > 0 � �:��*�

i ∈ I ��)�
��� ����) ���
� N ; &�� 
��� n > N ; ��

‖xn − a‖i ≤ ε.

1���������� �#	 ���	
���
�
	������ {xl}l∈N ⊂ (E, {‖ · ‖i}i∈I) �
��%

�

��� ���	
���
�
	������� *�&�� 
�	� �	� 	�"�!� ε > 0 � 	�"�!�



����� �
 ��
����������� 
����������� ��

i ∈ I �
��
��� �
��� ���
� N � ��� 
�	� m,n > N, ��

‖xn − xm‖i ≤ ε.

������
����� (E, {‖ · ‖i}i∈I) �
���

��� �
��
���
	��� ��	���� 
�%

	� ����
� ���	
���
�
	������ *�&� � �
� ��

� ��
�
	�

�
���� 9�
�	
�����#�� �����
 ����������	�9 		
�
� ��� ��*�; &����

���&
�����#; &�� �	�)��	� ����������	� ���# ������ �
 �	��
��� ��6

����*�&
���� ��	��������
 D�� �	�)��	� ��	�������� ���#�� ������6

�
�#�� ��	���
��� <�	�	��
����, ����
� ��������
 ������#�� ���*�,

���
�
�
��) ������� �� �
 �����#"�
�; ���
� ��"�	��# �
�	
�����#��

�����
 ����������	� �������


F��������� ����
�
 ����# D A ������# 	 Cm
 G
�
" O(D) ���"��&��

����
��	� ������) f : D → C; *���������, 	 D
 ����������	� O(D)

�	��
��� ������ �����������	����� ����������	�� �������
�#�� ��6

��
�� ��������

‖f‖K = max
z∈D

|f(z)|,
"�
�# K A ����"	��#��
 ���������
 �������
��	� D
 %������� <����

����������� ������*�� ��"�	�
��� ������*�
) ���������) �,��������

��� ������*�
) ��	���
���) �,�������� �� ��������,


�������
��	� G �����������	����*� ����������	� (E, {‖·‖i}i∈I) ��6

"�	�
��� �*����&
����; 
��� ��� 	�
, i ∈ I ��

� supx∈G ‖x‖i <∞.

1���������� �#� 0������� ��� ������
����� (E, {‖ · ‖i}i∈I) ����	
%

�����
� 
�����
 1���
	�� �	� ��	�
��� ������
������ 1���
	��


�	� �����
 �
������
 � �!�
���
���
 �������
���� E ����
�����

7�� �"	
���� �" �����	 �����
����*� �����"� >�+?; ����������	�� B��6

�
�� �	��
��� O(D)




����� �
 ��
����������� 
����������� �1

����������	� B���
�� ����"�	�:� ����������#��
 ����&�
 ������6

*�� �����������	����, ����������	 �� ������*�� �������	����, ���6

�������	
 7�� �"	
���� �" �����	 ����������#��*� �����"� >�?; �����6

��	����
 ����������	� �	��
��� ����������	�� B���
�� ��*�� � ���#��

��*��; ��*�� ��� ���
&���
���


����������
� ����
��) ������������ ��� �
��
��	��, �������
6

��) �� "��&
����� 	 �����������	����� ����������	

 ����# T A �
��6

����
 ������*�&
���
 ����������	�
 /��"��&�� &
�
" C(T,E) ��������6

��	� �
��
��	��, �������
��) �" T 	 �����������	���
 ����������	�

(E, {‖·‖i}i∈I)
 ���� ����������	� C(T,E) �	��
��� �����������	�����

����������	�� � ������*�
) ���������) �,��������

‖u(·)‖K,i = max
x∈K

‖u(x)‖i,

"�
�# K A ����"	��#��
 ���������
 ����
��	� �" T 


1���������� �#� 1���
���� G ⊆ C(T,E) �
���

��� �
�����
�
�%

�� �
��
������� 
�	� �	� 	�"�!� ε > 0 � 	�"�!� i ∈ I � 	�"�� �����
a ∈ T �
��
��� ���
������� Ua �
�
�� ��� 
�	� x ∈ Ua� ��

sup
f∈G

‖f(x) − f(a)‖i ≤ ε.

�����,� �#� -�����,� 2
����/ #	� ��!� ���"� ����
����

G ⊆ C(T,E)

"�	� ����
����� ����
������ ���"� ����	��	��� �	
�����
 ��
 ��	�%

���(

,- ����
���� G �
�����
�
��� �
��
������

.- �	� �
���!� x ∈ T ����
���� G(x) = {f(x) | f ∈ G} ����
����
� E�
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B��*�
 ����,�	� ����������	� ����"�:� �����
���&
���
 �
�
)��	�

� 	���
�� ���* 	 ���*�


/��"��&�� &
�
" M �*����&
���: ������# � *�����) *�����
) 	 Rm;

� &
�
" Hs,p(M), p > 1, A ����������	� �����
	� ������); ����4
�6

��
 ����"	����
 ������,; �� ������� s 	��:&��
�#��; �������
���

����������	� Lp(M)
 B� �
 ���
� �
)&�� 	������"	����# ����������


�������
���; ������
 ��"	���:� ���
�
���# ����������	� Hs,p(M) ���

	�
, s ∈ R


7�� �"	
����; 
��� s′ < s′′; �� ��
:� �
��� ��
��:4�
 	���
���=

Hs′′,p(M) ⊂ Hs′,p(M), K�
�L

� ����	
���	� �
��	
���	�

‖ · ‖Hs′,p(M) ≤ c‖ · ‖Hs′′,p(M).

%�
�# c A �������
�#��� ���������


C����*�&��� �	�)��	�� ������:� ����������	�

Es = H1+s,p
0 (M) = {u ∈ H1+s,p(M) | u |∂M= 0}.

����
����
� <�� �������: ���������&
���


1���������� �#� 2���
���� "
�
����� ������
���� Es, 0 < s < 1,

� ����
�� ‖ · ‖s �
���

��� &�
	�� "
�
����� ������
����� 
�	� �	�

��
� s′ < s′′

Es′′ ⊆ Es′, ‖ · ‖s′ ≤ ‖ · ‖s′′. K�
�L

���*�� ������ �&����#; &�� �����
�� s 	 <��� ���
�
�
��� �������
���

������6�����# ���*��� �������
��	� R
 7����) ��" ������# ���
�
6

�
��� �����
���; "���:4
*� -����; �� ���
� �*�	���	��# ���
�#��




����� �
 ��
����������� 
����������� �+

2���� ����,�	�, ����������	 �������
� ���
����
 �����������6

	����
 ����������	�

E =
⋂

s∈(0,1)

Es

� ����������� ‖ · ‖s. /��
���; &�� 
��� 	���
��� K�
�L ���������; ���;

������
�; 	 ���&�
 K�
�L; �� ����������	� E �	��
��� ����������	��

B���
��


J��� ����������	� Es ���
�
�
�� ��� s ∈ (0, 1]; �� ����������	�

E =
⋂

s∈(0,1]

Es

��	����
� � ����,�	�� ����������	�� E1



 #���$�

(����� �#� #��
���
� ��� �����
 ���
����
���
 ���
	���
 	��
	�%

�� �����	�
 	��
���
 ����	�!��
���
 ������
����� �������
��� ��
�


!� ����	�!�� ���
� "��� �
�
�
 � ������� ������

(����� �#	 )�����	����
�� � ���
�
�� ����
��� �
��
���
	���� ���%

�
������� � �
����
� ε%�
�
� �	� ��	���������
���!� ������
����
�

(����� �#� #��
���
� ��� 
�	� �	��
��� 3,�.- ����
����� �� ���%

���
�����

E =
⋂

s∈(0,1)

Es

� ��	�����
�� ‖ · ‖s ��	�
��� ������
������ 1���
	��

(����� �#� #��
���
� ��� ������
����� E �� ��
�����
� �
�
��

�"	
�

� �
���� 
������� ��
�������



����� �
 ��
����������� 
����������� �'

(����� �#� #��
���
� ��� ������
����� O(D) �
�������
���

(����� �#! ����� D � �������
 �����	�
 �������
���� 	��
	���

�����	�!� 	��
���!� ����	�!��
���!� ������
����
 E� 4��
�
	�� !�
%

���� ����
���
 D �����	�� ∂D = D\D� 5
��� 	�� ���

∂D =
⋃

E′⊆E

∂(E ′⋂D)?

6�
�� �"7
���
��
 "
�
��� �� ��
� ���
����
���� ���������
����
�

E ′ ������
����
 E�

(����� �#� 8
�������� "
�
���� ������
����� (B, ‖·‖B) � 
!� �����%

�
���
 B∗� 5�
�
� � ������
����
 B 	��
	��� �����	�� ����	�!��

� ������� �
�
����
 ��	�����

pf(x) = |f(x)|, f ∈ B∗.

9�	�
��� 	� ������
����� B � �
��� ����	�!�
� �
��
���
	��� ��	%

���: 9�	�
��� 	� ��� ������
������ 1���
	�:

(����� �#% 4"���
��� �
�
� Tm = Rm/(2πZ)m m%�
���� ���� �����

Tm
s = {z = x+ iy ∈ Cm | x ∈ Tm, |yj| < s, j = 1, . . . , m} � ����	
��%
�
� ���
������� '��!� ���
� 6�
��

z = (z1, . . . , zm), x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm.

6
�������
� ��	����
	���
 ���	� S � �
�������� ������
����� ����%

��� f : Tm
S → C, ��
���
�	������� ����� +���


f(z) =
∑

k=(k1,...,km)∈Zm

fke
i(z,k),



����� �
 ��
����������� 
����������� ��

!�
 (z, k) = z1k1 + . . . + zmkm. ;
�
� E �"���
��� ������
������ �	�

������!� ���
��� �����

‖f‖s =
∑
k∈Zm

|fk|es|k|, 0 < s < S.

<�� ����� �
�
�� 	��
	��� �����	�� ����	�!�� �
 E�

#��
�
��� ��� E ������� �� �������� !�	�������� � Tm
S , � ��	���

�� ����

5�������� !��
������� 	� ������
����
 E � O(Tm
S )�

5�������� ��	�
��� 	� ��
�
���
 �
�
����� ���� �
����
��� '���%

�
	
����� �	
����
��(

‖f‖′s = sup
z∈Tm

s

|f(z)|, 0 < s < S.

(����� �#' 4��
�
	�� ������
����� Hs(Tm), s ∈ R, �
� "
�
����

������
������ �������

 �� �������

f(x) =
∑
k∈Zm

fke
i(x,k),

�	� ������� ���
��
 ����


‖f‖2
Hs(Tm) =

∑
k∈Zm

|fk|2|k|2s.

#��
�
��� ��� '�� ���
�
	
��
 '����
	
���� ��
��
������ ���
�
%

	
��� ������
����
 Hs(Tm)�

(����� �#�$ #��
�
��� ��� � ���
����
���� ������
����
 	�"�
 ��


����� ‖ · ‖ � ‖ · ‖′ '����
	
����( ���
������ �
��
 ��	����
	���


�����
��� m,M � ���

m‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖′ ≤M‖ · ‖.



����� �
 ��
����������� 
����������� ��

(����� �#�� ����� D′ � D′′ � D � �!�
���
���
 �"	
��� � Cm =

!	
���� !�
���
�� ����
�

δ = min
z′∈∂D′, z′′∈∂D′′

|z′ − z′′| > 0,

��
�� |z|2 = |z1|2 + . . .+ |zm|2, �����	 � ���
�

� ����
����� ����
�%

	
������� �� 
� D′ ⊆ D′′ � D′′ ⊆ D.

��	����� ��
��� *�&�( ���
����
� �
�
� �����
��
 C > 0� ���

�	� 	�"�� ������� f ∈ O(D) ���
�
�	��� �
�
�
�����

sup
z∈D′

∣∣∣∂f(z)

∂zj

∣∣∣ ≤ C

δ
sup
z∈D′′

|f |.

#��
�
��� ��� ���"�
�
��
 ∂
∂zj

: O(D) → O(D) �
��
������



����� �

�����������
�� �������

� �� ����������

� (
��������� � ����	��� �	�&��	� ���
���

F��������� �	� *�����, KC1L ���
�����	����, ���*�����"�� X �

Y ; ��� ��"�
������ m
 ��
��������; &�� ���*�����"�
 X �������; X

���������; � ���*�����"�
 Y �
 ��

� *������
 %������ *�����
 ����6

���
��
 ϕ : X → Y ; ������� ��� <���; &�� ϕ ���� ��" �
��
��	��

����
�
�����
�� 	� 	�
, 	����
���, ��&��, ���*�����"�� X � ������6

��
��� �
��
��	�� �� *������ ∂X


G
�
" ϕ(X) �� ���"��&�� ����" ���*�����"�� X ��� �������
���

ϕ=

ϕ(X) = {y ∈ Y | ϕ(x) = y, x ∈ X}.

G
�
" ϕ−1(y) �� ���"��&�� �����) �������" ��&�� y ∈ Y =

ϕ−1(y) = {x ∈ X | ϕ(x) = y}.

1���������� �#�  ���
 x0 �
���

��� �
!�	����� ������ ���"�
�
%

��



����� �
 ��
����������� ���
��� �$

��� ϕ� 
�	� ���"�
� ���"�
�
��� ϕ � '��� ����
 ��

� �
�! m(

Jϕ(x0) = det
∂ϕ

∂x
(x0) 
= 0.

>�	� ����
 x0 �
 ��	�
��� �
!�	������ �� ��
 �
���

��� ������
%

�����

 ���
 y0 �
���

��� ������
���� ��
�
��
� ���"�
�
��� ϕ� 
�	�

��	��� ����"�
� ϕ−1(y0) ���
���� ������
���� ������ � ���������

�	��

 ����
 y0 �
���

��� �
!�	����� ��
�
��
��

7�� ����"�	�
� ��
��:4�� �
��
��; �
*������
 "��&
��� �������
6

��� �����	��:� 9���&�) ��4
*� �����
���9 	 ��� �����
; &�� ���6

*�� 	"���
 "��&
��
 � 	
��������#: � ����
��� �
*�������; � 	 �:��)

���
������� �����&
���*� "��&
��� �������
��� ��)�
��� ����#�� �*��6

�� �
*������, "��&
��)


�����,� �#� -����/ ��
���	����� ��� ���!��"�
��� X � Y �����%

�� � �
�
����
������  �!�
 ����
���� ������
���� ��
�
��� ���"%

�
�
��� ϕ ��

� 	
"
!��� �
�� ��	� � Y �

D�� �
��
�� �	��
��� &������ ���&�
� �
��
�� �����; 	 ������) ���6

������
��� ����	
���	�:4�) �
"��#��� ��� ���&�� ���*�����"�) X � Y

��"��&��) ��"�
������ >+? 


/��
�
��� ��
�	� ��
�
�# �
*������*� "��&
��� �������
��� ϕ


����# ��&�� y0 ∈ Y \ϕ(∂X) �	��
��� �
*������� "��&
��
� ������6

�
��� ϕ
 ��*�� �� �
��
�
 � �
�	��) ������� �������" ϕ−1(y0) �������

�" �"�����	����, ��&
�; � ������; 	 ���� ������������ X ; ����
��	�

ϕ−1(y0) ���
&��=
� ���������	
��	 ���

���

�� ������	

� ����������
���� 	
�� ��� ������ �
���
��� ���

���
�� 
��	

��	
 ������	���	 	�� �����	��	 	�������



����� �
 ��
����������� ���
��� ��

ϕ−1(y0) = {x1, . . . , xj}.

1���������� �#	 ;��	�

deg(ϕ,X, y0) =

j∑
k=1

signJϕ(xk)

�
���

��� ����	�!��
���� ��
�
��� 3�	� ������ ��
�
���� ��!�


'�� �
 �����

� �
���
���
���- ���"�
�
��� ϕ � ����
 y0�

)�
�
�� ���"�
�
��� � ����
�� �
 ����
�	
�
��� �"�
�� ϕ� ��

���
�
	
��� ��	
!

��� �
���� ��	��

����� ����"��; ��
�
�# �������
��� 	 ��&�
 A <�� ��*
����&
���
 &����

�������"�	 <��) ��&�� ��� ������ �������
���


����#; ��� � 	�-
; ��&�� y0 ∈ Y \ϕ(∂X) �	��
��� �
*������� "��&
6

��
� �������
��� ϕ



�����3���� �#� 5����
� ����
����� �
	�� ���
������� Ω �����

y0 � �
�������� m%����� ω �
���� ���(

suppω ⊂ Ω,

∫
Y

ω = 1.

)��
�
�	��� �
�
�����

deg(ϕ,X, y0) =

∫
X

ϕ∗ω. K�
�L

#��
�
�
	������ 3��
�
� ���
������� N1, . . . , Nj ��&
�

x1, . . . , xj

����	
���	
��� ������#�� ������; &�� Ni

⋂
Nk = ∅ ��� i 
= k; �

Ni

⋂
∂X = ∅, i = 1, . . . k,



����� �
 ��
����������� ���
��� ��

� ����
 ��*�; ���
��� ϕ |Ni 	"����� ����"��&�� �� �	���� ����"���;

Jϕ(x) 
= 0 	 Ni


3�"#�
� Ω ⊂ ⋂j
k=1 ϕ(Nk); ��*��∫

X

ϕ∗ω =

j∑
i=1

∫
Ni

ϕ∗ω =

j∑
i=1

signJϕ(xi)

∫
Ω
ω.

��
����
��
 ����"���


����
���� �#� >�	� �
!�	����
 ��
�
��� y1, y2 ∈ Y \ϕ(∂X) ���"�
%

�
��� ϕ ����
����� "	����� ��

deg(ϕ,X, y1) = deg(ϕ,X, y2).

!
)��	��
�#��; ���"��
 ��&�� y1 � y2 �
��� 	 ���
������� Ω; � ��
�
�#

�������
��� 	 ��, 	�&����
��� �� ������
 K�
�L


����� ����"��; ��
�
�# �������
��� �������	� ��� �:��, �	�, �
6

*������, "��&
��); �
��4�, 	 ����) � ��) �
 �	�"��) ������
��
 ���6

�
��	� Y \ϕ(∂X)
 ��<���� ��
�
�# �������
��� ϕ "�	���� �
 �� ��&6

��; � �� �	�"��) ������
��� ���"����*� ����
��	�
 ����	
���	
���; ��

���*�� 	�
��� deg(ϕ,X, y0) ���
� �����# deg(ϕ,X,C); *�
 C A �	�"���

������
��� ����
��	� Y \ϕ(∂X); ���
���4�� y0


3 ����	
���	�� � <���; 
��� ��&�� y0 ∈ Y \ϕ(∂X) A �����&
����; ��

�� ���
�
�
��: �� ���
� �&����#; &�� deg(ϕ,X, y0) = deg(ϕ,X,C); *�


C A �	�"��� ������
��� ����
��	� Y \ϕ(∂X); ���
���4�� y0


��� ��	������ ���
��� 
�� '�����
��)

F��������� *�����
 �������
��� ϕ0, ϕ1 : X → Y.



����� �
 ��
����������� ���
��� �1

1���������� �#� 4��"�
�
��� ϕ0, ϕ1 �
���
���� !����������� 
�%

	� ���
����
� �
��
�����
 ���"�
�
��


ψ : [0, 1]×X → Y �
��
� ���

,- ψ(t, ·) : X → Y � !	
���
 ���"�
�
��
 ��� ��
�

t ∈ [0, 1]�

.- ψ(0, ·) = ϕ0, ψ(1, ·) = ϕ1.

4��"�
�
��
 ψ �
���

��� !�������
��

3 <��� ��"�
�
 �� �����
� ��
��:4�: �
��
��


�����,� �#	 ��
���	����� ��� ���"�
�
���

ϕ0, ϕ1 : X → Y !��������� +������
� ����� y0�

>�	� ��� ��
� t ∈ [0, 1] ����
 y0 ∈ Y \ψ(t, ∂X)� �� ���
�
�	��� �	
%

����

 �
�
�����(

deg(ϕ0, X, y0) = deg(ϕ1, X, y0).

��
�	� �����
� ���� �
,��&
���: �
���


8��
� ��"�	��# �����������: ���
������# Θ ��&�� y0 ∈ Y 9,���6

-
)9; 
��� ��4
��	�:� ����
 ���������� K�
 

 �������
��
 g : Θ →
RmL; 	 ������, g (Θ) �	��
��� �����


4�,,� �#� ����� μ � !	
��
� m%����
 �
 Y � ����
�

suppμ ⊂ Θ �

∫
Y

μ = 0.

 �!�
 ���
����
� !	
��
� (m−1)%����
 ρ, supp ρ ⊂ Θ �
�
�� ���

dρ = μ.

#��
�
�
	������ !������&�� ���	
��� ����"��
�#��	� 	 ��
������
6

���; &�� suppμ ���
������ 	 �
������� ���


Km = {(y1, . . . , ym) | |yj| ≤ r}



����� �
 ��
����������� ���
��� � 

����������	� Rm
 ����; ��� ���� ����"��#; &�� ��� ����� μ = f(y)dy,

dy = dy1 ∧ . . . ∧ dym �
∫

Y μ = 0 ������: f ����� ��
����	��# 	 	��


f(y) =
m∑

j=1

∂gj

∂yj (y); *�
 �����
�� ������) gj ���
������ 	 Km ��� 	�
,

j
 ���	
�
� ����"��
�#��	� �������
) �� ��"�
������ m
 ��� m = 1

������� g1(y) =
y∫

−r

f(s) ds ���	�
�	���
� ����	�: fdy = dg1.

��
�������� �
�
�#; &�� �
��� 	
��� 	 m6�
���� ���&�
M �� ,����

����"��# 

 ����	
���	���# ��� (m+ 1)6�
���*� ���&��
 �������

ym+1 = t, (y, t) = (y1, . . . , ym, t) ∈ Km+1 �

h(y) =

r∫
−r

f(y, t)dt.

������#��
∫

Km h(y)dy = 0; �� �� ��
������
��: ��������

h(y) =
m∑

j=1

∂gj(y)

∂yj
,

*�
 supp gj ⊂ Km.

����# τ(t) �	��
��� *�����) ������
); �����
�# ������) �
��� 	K1;

�
r∫

−r

τ(t)dt = 1.

F��������� ��"����# f(y, t) − τ(t)h(y). /&
	����;∫ r

−r

f(y, t) − τ(t)h(y) dt = 0,

� ��<���� �����
�# �������

g (y, t) =

t∫
−r

(f(y, s)− τ(s)h(y))ds



����� �
 ��
����������� ���
��� �+

�
��� 	 Km+1
 7���
 ��*�;

∂g

∂t
= f(y, t) − τ(t)h(y).

��
��	��
�#��;

f(y, ym+1) =
∂g

∂ym+1 +

m∑
j=1

∂(gj(y)τ(y
m+1))

∂yj
.

(
��� ����"���



�����3���� �#	 ����� α � m%����
 � �����
	
� � �
������� ��%

��&
� ���
������� U ����� y0� � U ⊂ Y \ϕ(∂X)�  �!�
� 
�	�
∫

Y α = 1�

��

deg(ϕ,X, y0) =

∫
X

ϕ∗α.

D�� ��
����
��
 �	��
��� ����
���) 	
���
) ��
����
��� $
�= �
�
�#

�� �
 ��
��
�; &���� ���
������# U ���� �������&�� ����); �


 "�	�6

�
��; �� ��4
��	�; �� ��*�; ��� �����
� �������" ��&�� y0


!����
� ��
����
��
 $
�
 !�� <��*� 	�"#�
� ���
������# Ω ⊂ U �

����� ω A ��� 	 ��
����
��� $
�
 /&
	����; ����� μ = ω − α ���	�
6

�	���
� ����	��� �
��� $
�
 �� ������
 ������ ��

�∫
X

ϕ∗ω −
∫

X

ϕ∗α =

∫
X

ϕ∗μ =

∫
X

dϕ∗ρ =

∫
∂X

ϕ∗ρ = 0,

��� ��� supp ρ ⊂ U ⊂ Y \ϕ(∂X). ��
����
��
 $
� ����"���


�
�
�# �� *���	� ����"��# �
��
�� $
�
 3 ���� ��
����
��� $
� ��
6


�

deg(ψ(t, ·), X, y0) =

∫
X

ψ∗(t, ·)α,
*�
 ψ(t, x) *�������� ����� ϕ0 	 ����� ϕ1
 /��:�� 	����; &�� �������

deg(ψ(t, ·), X, y0) �
��
��	�� �� t
 ��<����; ����&� �
��� &�����; ���

�
 "�	���� �� t
 �
��
�� $
� ����"���




����� �
 ��
����������� ���
��� $'

��
 ���
�� ��
����	��) ����������&

3����� �
"��#����� �
���� ��
�
�� �	��
��� ��� ����; &�� ������


��
�
�� ����� �������������# �� ���&�) �������
��) ϕ; ������
 	�
*�

��-# �
��
��	��
 D�� �
��
��� ��� ����4� ������������� �������
6

��� ϕ ����
���	�� C16�������
��) ϕn; ��	���
��� �,���4�,�� � ϕ ��

X
 �����#"�� �	�)��	� *�������&
���) ��	����������� K�
��
�� $
�L;

����� ����"��#; &�� ��� �������&�� ���#-�, n � ��� y0 /∈ ϕ(∂X) ��
6

�
�# deg(ϕn, X, y0) �
 "�	���� �� n; � 

 "��&
��
 �� ���
�
�
��: �
�
���

	 ��&
��	
 deg(ϕ,X, y0)
 3 ���&�
; ��*�� Y ⊆ Rm; �����
 ����������6

��� ��������# �
*�� K������
�; ����
��� �*����	�:4�
 ��
������L
3

��4
� ���&�
 <�� ��
���# �����


 /������# �� �
��
�� 0���� � 	��6

�
���; �����; ������
�; ��
��������#; &�� Y 	���
�� ��� �
*����6

��
 ������*�����"�
 	 �
������
 ����������	� Rm
 ��*�� ��� ����4�

�*����	�:4�, ��
������	 ����� ������������	��# ϕ *������� ����6

���
����� ψn 	 Rm
 ���
������ <�� �������
��� �� Y ; �� ����&��

ϕn


B� �
 ���
� "�
�# 	��	��#�� 	 �����������; � ������ ��
��������;

&�� ��-� �
���� ��
�
�� ����	
���	� ��� �
��
��	��, �������
��)


!�� ����, �������
��) ��,����:� ���� ��	
���
��� <��) *��	�; ���6

������	�� ������, ��

� ��� ��, �����
 !�� ����"��
�#��	� ���� ��6

����������	��# �
��
��	��
 �������
��� *�������


��� ��� ��&*�� �	�&��	� ���
���

0���
� �
����#�� ������, �����	; ��"	���:4�, 	 ���
 ���&�
	 ��6

,����# ��
�
�# �������
���




����� �
 ��
����������� ���
��� $�

J��� �������
��
 ϕ 	"����� ����"��&�� � ��,����
� K����	
���	
���;

�
��
�L ���
�����: ���*�����"�� X; ��

deg(ϕ,X, y0) = 1

K����	
���	
���; −1L ��� �:��) ��&�� y0 ∈ ϕ(X), y0 /∈ ϕ(∂X)
 D��

�
����
���	
��� 	��
��
� �" ���
�
�
��� ��
�
�� �������
��� ϕ
 3

&��������; 
��� X � Y �
��� 	 Rn; � ϕ = IdRn K����	
���	
���; −IdRnL;

�� ��� y0 ∈ ϕ(X) ∩ {Y \ ϕ(∂X)}

deg(ϕ,X, y0) = 1

K����	
���	
���; (−1)nL


��
��������; &�� X A ���������
 ���*�����"�
 �
" ����; � ���*���6

��"�
 Y �
��������� � �	�"��
 ��*�� ��
�
�# deg(ϕ,X, y) ���
�
�
�� ���

	����) ��&�� y �" Y 
 B� ��	
����
�; &�� <�� ��
�
�# ��	�� 0
 !
)��	�6

�
�#��; 	 ���� ������������ ϕ(X) ��)�
��� ��&�� y0 ∈ Y ; �
 �
��4�� 	

ϕ(X)
 .� ��� �

 deg(ϕ,X, y0) = 0; � ��-
 ��	
���
��
 ��
��
� �" ��*�;

&�� deg(ϕ,X, y) �
 "�	���� �� y


����#; ��� � 	�-
; X A ���
�����	����
 ���������
 ���*�����"�


��"�
������ m; � H,K : X → Rm A �
��
��	��
 �������
���
 /��"��6

&�� &
�
" ‖ · ‖ ����� 	 Rm


�����,� �#� -5 *�/ ����� a � �
�����
� ����
 �� Rm� ��
���	�%

���� ��� a /∈ H(∂X) � a /∈ (H + K)(∂X)� � ����� � �
���� ����


x ∈ ∂X ���
�
�	��� �
�
�
�����

‖K(x)‖ ≤ ‖H(x) − a‖. K�
�L

 �!�
 deg(H +K,X, a) = deg(H,X, a).



����� �
 ��
����������� ���
��� $�

#��
�
�
	������ /������
��� H � H+K *��������; *�������� "�6

��
��� �������) ϕ(t, x) = H(x)+ tK(x), 0 ≤ t ≤ 1. J��� �� �����
�;

&�� ��� 	�
, t ∈ [0, 1] ��&�� a �
 �������
��� ����
��	� (H+ tK)(∂X);

�� ��-
 ��	
���
��
 ���
� ��
��	��# �" �
��
�� $
�


��
�������� �����	��
= ��� �
������� x ∈ ∂X � ��� �
�������

t ∈ [0, 1] ����	
���	� ��	
���	� H(x) + tK(x) = a
 J��� t < 1; �� <��

�����	��
&�� K�
�L; ��� ��*�� ‖H(x) − a‖ = t‖K(x)‖
 J��� t = 1, ��

a ∈ (H +K)(∂X); &�� ���
 �����	��
&�� ����	�: �
��
��


�
��
�� ����"���


.
������#�� *�	���; �
��
�� F�-
 �"��&�
�; &�� ��
�
�# �������
6

��� H 	 ��&�
 �
 �"�
�����; 
��� �� ����	�� � <���� �������
��:

����
 	�"��4
��
 K
 B�����# "�
�# ������
��� 	 �����
 �
��	
���	�

K�
�L


F��������� *�����
 �������
��� F,G : X → Rm


�����,� �#� ��
���	����� ��� ��� ��
� x ∈ ∂X ���
�
�	��� �
�
%

�
�����

‖G(x)‖F (x) + ‖F (x)‖G(x) 
= 0. K�
�L

 �!�
 deg(F,X, 0) = deg(G,X, 0).

��
�	� �����
� �
���


4�,,� �#	 8
�������� �
��
�����
 ���"�
�
��


F : X → Rm

� �
��
������ ��
	����� �������

ρ : X → R, ρ(x) ≥ 0.



����� �
 ��
����������� ���
��� $�

����� ��� ��
� x ∈ ∂X ������� ρ(x)F (x) �
 �"�
�

��� � ��	��

 �!�
 deg(ρF,X, 0) = deg(F,X, 0).

#��
�
�
	������ !������&�� ����"��# �
��� ��� *�����, ������)

ρ � F 	 ��
������
���; &�� 0 A �
*������
 "��&
��
 F 


.
 ����� ��4�����; ���
� �&����#; &��

ρ(x) > 0 ��� x ∈ ∂X.

3 �����	��� ���&�
 ���� 	�
��� �������
��� ρF 	"��# *��������
 
��

�������
��
 (ρ(x) + t)F (x) � �
������� &����� t > 0


����# {x1, . . . , xk} ⊂ X A �������"� ���� ��� �������
��� F 
 ��

�	�)��	�� ���
�
���
�� ��

�

deg(ρF,X, 0) =
k∑

i=1

sign det
(∂ρ
∂x

(xi)F (xi) + ρ(xi)
∂F

∂x
(xi)
)

=

=

k∑
i=1

sign det
(
ρ(xi)

∂F

∂x
(xi)
)

=

k∑
i=1

sign
(
ρm(xi) det

(∂F
∂x

(xi)
))

=

=
k∑

i=1

sign
(

det
(∂F
∂x

(xi)
))

= deg(F,X, 0).

(
��� ����"���


#���
�
	����� �
��
�� ?�?� %��
���; &�� 	 ����	��, �
��
��

F (x) 
= 0 � G(x) 
= 0 ��� x ∈ ∂X.

�
�
�# �
��
�� $
$ ��
��
� �" �
��
�� F�-
 � ����"����) �
���


!
)��	��
�#��; 	�"#�
�

H(x) = ‖G(x)‖F (x) � K(x) = ‖F (x)‖G(x).

��*��; �&
	����; ��� x ∈ ∂X ��

� ‖K(x)‖ ≤ ‖H(x)‖. /��:�� �� �
�6

�
�
 F�-
 ����&�
�

deg(‖G(x)‖F (x), X, 0) = deg(‖G(x)‖F (x) + ‖F (x)‖G(x), X, 0).



����� �
 ��
����������� ���
��� $$

B
��� �
����� K � H; ��,����

deg(‖F (x)‖G(x), X, 0) = deg(‖G(x)‖F (x) + ‖F (x)‖G(x), X, 0).

�� �
��
 $
� ��

�

deg(‖F (x)‖G(x), X, 0) = deg(G(x), X, 0),

deg(‖G(x)‖F (x), X, 0) = deg(F (x), X, 0).

�
�
�# ��	
���
��
 �
��
�� ��
��
� �" 	�
, <��, ��	
���	
 �
��
��

����"���


J��� 	 ����������	
 Rm "����� ��������
 ����"	
�
��
 (·, ·) � �����

‖ · ‖ � ��� ��*����	���; �� �
��
�� $
$ �������
�

����
���� �#	 ��
���	����� ��� ��� ��
� x ∈ ∂X ����	�
�� �
�
%

�
�����

(F (x), G(x)) + ‖F (x)‖‖G(x)‖ 
= 0. K�
$L

 �!�
 deg(F (x), X, 0) = deg(G(x), X, 0).

!���"��
�#��	� <��*� ��
���	�� �� ����	��
� &����
�: 	 ��&
��	
 ���6

���*� ������
���


B���� ����
 ����"��#; &�� 
��� ����� ��*����	��� �� ���������

����"	
�
��
�; �� �
��	
���	� K�
�L � K�
$L <�	�	��
����



 +�����&��� ���	����� 	 ����$��������


���������	�

G
�
"

Br(y) = {x ∈ Rm | ‖x− y‖ < r}



����� �
 ��
����������� ���
��� $�

���"��&�� �������) -�� ����������	� Rm ������� r � �
����� 	 0


%��������
� R > 0


�����,� �#� -6�� 7�/ @
��
�����
 ���"�
�
��


F : BR(0) → BR(0)

��

� � BR(0) �
��������� �����( F (x̂) = x̂, x̂ ∈ BR(0)�

#��
�
�
	������ 3�&����� ��
�
�# �������
���

ϕ(x) = x− F (x)

	 ��&�
 0
 !�� <��*� 	�����#"�
��� �
��
��) F�-
 � H(x) = x � K(x) =

−F (x)
 /&
	����; 0 /∈ H(∂BR(0))
 J��� 0 ∈ (H + K)(∂BR(0)); �� <��

�"��&�
�; &��

H(x̂) +K(x̂) = 0, x̂ ∈ ∂BR(0),

� �
��
�� ����"���


!�������; &�� 0 /∈ (H + K)(∂BR(0))
 ��� ��� �������
��
 F �
6

�
	���� -�� 	 �
��; ��

� ‖K(x)‖ ≤ ‖H(x)‖ ��� x ∈ ∂BR(0)
 �����

����"��;

deg(ϕ,BR(0), 0) = deg(H,BR(0), 0).

��
�
�# �������
��� H; ��� �
*�� ����"��#; ��	�� 1; ��
��	��
�#��;

deg(ϕ,BR(0), 0) = 1; � "��&��; �������" ���� ��� �������
��� ϕ �


����


�
��
�� ����"���


.
������ �� ��; &�� 	 ���������	�
 �
��
�� 8���<�� �� �����#"�	�6

�� -��; ���� �� �
�
 <�� �
��
�� ��

� &���� ������*�&
���) ,�����
�




����� �
 ��
����������� ���
��� $�

C ��
��� ����	
���	� ��
��:4

 ��	
���
��

 ����# ����
��	� W *�6

�
������� "��������� -���
 ��*�� 	����
 �
��
��	��
 �������
��


F : W → W ��

� �
���	����: ��&��


!
)��	��
�#��; 
��� g : W → BR(0) A ���������) *��
������"�;

�� �����"���� u = gFg−1 �	��
��� �
��
��	��� �������
��
� -���

BR(0) 	 �
�� �; �� �
��
�
 8���<��; ��

� �
���	����: ��&��; ����
�

x̂
 .� ��*�� �������
��
 F ���
 ��

� �
���	����: ��&�� A g−1(x̂)


3 ��&
��	
 ��
���	�) �
��
�� $
$ � 

 ��
���	�� $
� ���	
�
� �
��6

����
 �
"��#���� �" >��?


�����,� �#! ��
���	����� ���"�
�
��
 ϕ : BR(0) → Rm �
�����

��� ��� ��
� x ∈ ∂BR(0) ����	�
�� �
�
�
����� Rϕ(x) + x‖ϕ(x)‖ 
= 0.

 �!�
 ��
��
��
 ϕ(x) = 0 ��

� �
&
��
 � BR(0)�

!�� ����"��
�#��	� <��) �
��
�� ���� �������# 	 ����	�� �
��
�� $
$

X = BR(0), F (x) = ϕ(x), G(x) = x � "��
���#; &�� deg(x,BR(0), 0) = 1.

C����*�&��; 
��� 	 ����	��, ��
���	�� $
� 	"��#

X = BR(0), F (x) = ϕ(x), G(x) = x,

�� ����&����

�����,� �#� ����� �
��
�����
 ���"�
�
��


ϕ : BR(0) → Rm

�
����� ��� �	� ��
� x ∈ ∂BR(0) ����	�
�� �
�
�
�����

(ϕ(x), x) +R‖ϕ(x)‖ 
= 0.

 �!�
 ��
��
��
 ϕ(x) = 0 ��

� �
&
��
 � BR(0)�



����� �
 ��
����������� ���
��� $1

J��� 	 ����	��, <��) �
��
�� "��
���# ϕ(x) �� ϕ(x)− y � �
�
)�� �

��
�
�� ��� R→ ∞, �� ����&����

�����,� �#% ����� �
��
�����
 ���"�
�
��
 ϕ : Rm → Rm �
�����

���

lim
‖x‖→∞

(ϕ(x), x)

‖x‖ = +∞.

 �!�
 ��
��
��
 ϕ(x) = y ��

� �
&
��
 ��� 	�"�� y�

� ( 
������$����) ��*����) ����& �������

������	����) ������������ ��) ���	����&

3 ��&
��	
 �
�	�*� ������
��� �
��
�� 8���<�� ���������� ����
��

������	
���, ����
�
�����#��, ���	�
��)

ẋk = −x2n−1
k + fk(t, x), k = 1, . . . , m n ∈ N. K�
�L

3
����6������� f(t, x) = (f1, . . . , fm)(t, x) ���
�
�
�� �� ����������	


R+ × Rm; �����#�� ���-��
	� �� x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm; �
��
��	�� �

�
�����&�� �� t ≥ 0 � �
������ ω > 0


�����,� �#' ��
���	����� ��� ��� ��
� t � x ����	�
�
 ��
��


‖f(t, x)‖ ≤ c1 + c2‖x‖2n−2, K�
�L

!�
 c1 � c2 � ��	����
	���
 ���������
�

 �!�
 ����
�
 (3.1) ��

� ω−�
������
���
 �
&
��
�

D�� ������� �
��
��; ��� �� �
)&�� �	����; �	��
��� ������ ��
�6

��	�
� �
��
�� 8���<��
 ��� �
; ��� � �
��
�� 8���<��; <��� �
"��#���



����� �
 ��
����������� ���
��� $ 

�� ��4
��	� �	�
�� �	��
��� *�����#��� � �
 ���
� ���# ����&
� �

����4#: ��
��������, �
����	 ���� �������� �����, �������
��)


�
�
)�
� � ����"��
�#��	� �
��
�� $
+
 /��"��&�� &
�
"

T : Rm → Rm

�������
��
 "� �
���� ����
�� K�
�L
 .�������; &�� �������
��
 "�

�
���� �������� ��
��:4�� ����"��
 ����# x(t, x0)− �
-
��
 ����
6

�� K�
�L � ��&��#��� ����	�
� x0= x(0, x0) = x0
 ��*�� �� ���
�
�
��:

T (y) = x(ω, y).

B� �
 ���
� �
)&�� ��
����#�� ������	��	��#�� �� 	�����
 � ���;

��&
�� �������
��
 "� �
���� ��� �����) ����
�� ���
�
�
��; �� 
��#

��&
�� �:��
 �
-
��
 <��) ����
�� I ��&��#��� ����	�
� ��� t = 0

��������
��� �� "��&
��� t = ω
 /��
��� ���#��; &�� <��� ���� 	��
6

��
� �" ��
���; ���	
�
���, ���

 ����������� �� <���� ��	��� ��
 	

>�?


!���"��
�#��	� ��-
) �
��
�� ����	��� �� ���; &�� ��&��#��� ����6

	�
� ��� ω−�
�����&
���*� �
-
��� �	��
��� �
���	����� ��&�� ����6

���
��� "� �
����
 �����
�; &�� ��� ��4
��	�
�


F��������� ������: G(x) =
∑m

k=1 x
2
k : Rm → R
 ��	
�,�������

���	�� <��) ������� �	��:��� ����������
 
	�����	� ��
��

SR = ∂BR(0) = {x ∈ Rm | G(x) = R2}.

�����
�; &�� 
��� &���� R �������&�� 	
����; �� 	����
 �
-
��
 ����
6

�� K�
�L � ��&��#��� ����	�
�; �
��4�� 	 -��
 BR(0); �
 �����
� 
*�

��� 	�
, t > 0




����� �
 ��
����������� ���
��� $+

3�"#�
� R ������#�� ���#-��; &�� ��� �:��*� x /∈ BR(0) � t ≥ 0

	�����
�� ��
���

−
m∑

k=1

x2n
k +

m∑
k=1

xkfk(t, x) < 0. K�
�L

����
 &���� R ��4
��	�
� 	 ���� �
��	
���	� K�
�L


����# x(t, x0) A �
-
��
 ��-
) ����
��; � x0 ∈ BR(0)
 ��
��������;

&�� <�� �
-
��
 �������� -��
 ��*�� ��)����� ����
 &���� t′ < t′′; &��

x(t′, x0) ∈ SR � x(t′′, x0) /∈ BR(0)
 D�� �"��&�
�; &�� �������

g (t) = G(x(t, x0))

	�"�����
� �� �
������� �������
��	
 ���
�	��� (t′, t′′); �; 	 &�����6

���; ��� �
������, t �" <��*� ���
�	��� ġ (t) ≥ 0
 .� <�� �����	��
&��

�
��	
���	� K�
�L; ���

ġ (t) =

m∑
k=1

∂G

∂xk
(x(t, x0))ẋk(t, x0) =

= 2
(
−

m∑
k=1

(xk(t, x0))
2n +

m∑
k=1

xk(t, x0)fk(t, x(t, x0))
)
< 0.

��
��	��
�#��; T (BR(0)) ⊆ BR(0) � �
���	����� ��&�� �������
��� T

��4
��	�
� �� �
��
�
 8���<��


" #���$�

(����� �#� ����� BR(0) � &
� ������
����
 Rm� 8
�������� �
��
%

�����
 ���"�
�
��
 f : BR(0) → Rm; ��
���	����� ��� �	� ��
�

x ∈ ∂BR(0) � ��
� λ ≥ 0 ���
�
�	��� �
�
�
�����

f(x) + λx 
= 0.



����� �
 ��
����������� ���
��� �'

#��
���
� ��� ��
��
��
 f(x) = 0 ��

� �
&
��
 � �
���� &
�
�

(����� �#	 4"���
��� �
�
� K �����	�
 �
������
 �������
����

Rm� � ����� f : K → Rm � �
��
�����
 ���"�
�
��
�

��
���	����� ��� �	� �
���!� u ∈ ∂K �
������ '	
�
�� v ∈ K

� ���	� λ > 0 �
��
� ���

f(u) − u = λ(v − u).

#��
���
� ��� ��!�
 ���"�
�
��
 f ��

� �
��������� ����� �

K�

A�
	�!����
 ���
���
��
 ��

� �
��� � �	� �����
�
	���� λ�

��
���	����� ��� �	� �
���!� u ∈ ∂K �
������ '	
�
�� v ∈ K

� ���	� λ < 0 �
��
� ���

f(u) − u = λ(v − u).

#��
���
� ��� ��!�
 ���"�
�
��
 f ��

� �
��������� ����� �

K�

(����� �#� #��
���
� ��� ���
����
� ��
�!�	���� � "���
�����
%

�� �
�
���� �	����

(����� �#� #��
���
 �������� �
��
�� 
	!
"��� 35����� ���!��	
�

�
� ��	
� ����	
����� ���
	 ��

� ���
���-

(����� �#� ����� ������� f : D → C !�	������
 �� ��
� ����
� �"%

	
��� D ⊆ C � �
��
����
 �
 ∂D� #��
���
� ��� ��
�
�� ���"�
�
%

��� f � ����
 c /∈ f(∂D) �
��
 ��	��
���� ����
� ��
��
��� f(z) = c�

����
� �
���� ���
�� �
������

��� ���	��� �
�� �
���
 
!� ��
�%

������



����� �
 ��
����������� ���
��� ��

(����� �#! )�����	����
�� � ���
�
�� 	
���� 
�
	�!����� 	
��


?�.� � ������� ��	���
 ρ(x) ≥ 0 �
�
�
�� �
 ρ(x) ≤ 0�

(����� �#� ����� �
��
�����
 ���"�
�
��
 f : Rm → Rm �������%

��(

(f(x)− f(y), x− y) ≥ 0, x, y ∈ Rm

� ��'��������(

lim
‖x‖→∞

(f(x), x)

‖x‖ = +∞.

@
��� ��
�
�� ���"�
�
��� f �



����� 	

���������� ���������

� ������������� ������

� +�������� ������	�� ������

��
���'�$����& ���
���

F��������� ����,�	� ����������	� V � �����) ‖ · ‖V 
 G
�
"

Br(y) = {x ∈ V | ‖x− y‖V < r},

��� � ���#-
; ���"��&�� �������) -�� ����������	� V � �
����� 	

��&�
 y � �������� r


1���������� �#� ����� U � �������
���� � V � 4��"�
�
��
 g :

U → V �
���

��� ����
������ 
�	� �	� 	�"�!� �!�
���
���!� ���%

�
���
 W ⊆ U ����
���� g (W ) ����
�����

/��
���; &�� 	����) ���������) ���
)��) ��
�����

A : V → V

�
��
��	
�; ������ 	 ���&�
 �
���
)��, ��
������	 <�� ��	
���
��
;

	���4
 *�	���; �
	
���


��



����� �
 ���������� ��������� ��

.�������; &�� ����
��	� Ω ⊆ V ��"�	�
��� 	�������; 
��� 	�
6

��
 � �:���� �	��� ��&���� x, y ∈ Ω ��� ���
���� �������
��4�) Ω

���
"�� tx+ (1 − t)y; ��
����:4�) <�� ��&�� ("�
�# t ∈ [0, 1]).

3������) �����&��) ����
��	� X ⊆ V ��"�	�
��� ����
��	�

convX = {α1x1 + . . .+ αnxn | α1 + . . .+ αn = 1,

αj ≥ 0, xj ∈ X, n ∈ N.}

��
��:4�� �
��
�� �	��
��� ����� �" �
�����#��, �
"��#����	 �
��6

�
)��*� ����������#��*� �����"�


�����,� �#� -�����,� 8� ���� � �������3��� �����/ ����� f :

Ω → Ω � �
��
�����
 ����
����
 ���"�
�
��
 �����	�!� �
������!�

����
���
 Ω ⊂ V � �
"��  �!�
 ���"�
�
��
 f ��

� �
���������

�����( f(x̂) = x̂ ∈ Ω.

��
��
 �����
� ���� �
���; ��
����	��:4�: ���������
�#��) ��6

�
�
�


4�,,� �#� ����� Ω � �
������
 �!�
���
���
 �������
���� � V �

@
��
�����
 ���"�
�
��
 f : Ω → V ����
���� ��!�
 � ��	��� ��%

!�
� ��!�
 ��� ��	�
��� �
����
���� ��
�
	�� �
��
������ ����
��%

��� ���
����
���� ���"�
�
��� 3�� 
� ���"�
�
���� �"�
�� �������

	
�
� � ���
����
���� ���������
����
�-�

#��
�
�
	������ ��
��������; &�� f ���������
 ��*�� ��� �:��*�

ε > 0 ��4
��	�
� �������
 ����
��	� f(Ω) ��������� -�����

Br1
(x1), . . . , Brj

(xj), ri < ε,



����� �
 ���������� ��������� �$

���&
� {x1, . . . , xj} ⊂ f(Ω)
 ��&�� x1, . . . , xj �	��:��� ε6�
�#: ��������

f(G)
 ����# �
��
��	��
 ������� ψi(x) ����"�:� ��"��
��
 
������;

���&��
���
 ���"������ �������:=

ψi(x) ≥ 0,

j∑
i=1

ψi(x) = 1

��� x ∈ f(Ω); � ψi(x) = 0 	�
 Bri
(xi)
 ��*�� �������

fε(x) =

j∑
i=1

ψi(f(x))xi K�
�L

����"�:� ������: ����
�� ���
&���
���, �������
��) ��� h
 !
)6

��	��
�#��;

‖f(x) − fε(x)‖V =
∥∥∥ j∑

i=1

ψi(f(x))(xi − f(x))
∥∥∥

V
.

J��� ψi(f(x)) > 0, �� f(x) ∈ Bri
(xi) � ‖xi − f(x)‖V < ε; "��&��; ‖f(x)−

fε(x)‖V < ε ��	���
��� �� x


7����������# �������
��) fε 	��
��
� �" �*����&
������ � ���
&6

���
������ �, ����"�	


/������; ��
��������; &�� �������
��
 f ���
� ���# ��	���
���

�������
�� ����������� �������
�����; �
 



‖f(x)− fε(x)‖V < ε

��� �:��*� ε > 0
 3�"#�
� "�������
 �*����&
���
 ����
��	� W ⊆ Ω


��� ��� ����"� fε(Ω) ���������; �� ���
� ��������# ��� �����*� �"

��, ���
&��: ε6�
�#
 (
*�� ����"��#; &�� <�� ε6�
�� ����� 2ε6�
���� ���

����"� f(W )


(
��� ����"���




����� �
 ���������� ��������� ��

�
�
�# �����
� �
��
�� 2���
�� � �
���	����) ��&�

 ����#; ��� 	

�
��
; fε A ���
&���
���
 �������
��� �������
��� f 
 /��
���; &��

�� ������
 K�
�L ����"� fε(Ω) �������
��� 	������) �����&�
 ����
6

��	� Ω; �� ��� ��� Ω ���� 	������; ����&�
� fε(Ω) ⊆ Ω


/��"��&�� &
�
" Nε ���
)��: �����&�� ����
��	� fε(Ω); � ����#

Kε = Nε

⋂
Ω
 B���
��	� Kε 	������ �; 		��� ���
&���
������ ���6

�������	� Nε; ���
&���
���
 ��� ��� ����
��	� Kε 	������; ��� *��
�6

������ -���; � ��<���� �� �
��
�
 8���<�� �������
��
 fε |Kε
: Kε →

Kε ��

� �
���	����: ��&�� xε ∈ Kε
 ��� ��� 	�
 �
���	����
 ��&��

xε �
��� 	 ���������� ����
��	
 Ω; �� �� ���
� 	��
���# �,���4�6

:�� ����
��	��
�#����# xεi
→ x̂ ∈ Ω; *�
 εi → 0 ��� i → ∞


���	
��� ��	
���	� f(x̂) = x̂ �� ����	��
� &����
�: 	 ��&
��	


�
������*� ������
���


��

��� ���*��; <�	�	��
����� ���������	�� �
��
�� 2���
��


�����,� �#	 ����� f : K → K � �
��
�����
 ���"�
�
��
 �����	�!�

����
��
 � �
"��  �!�
 f ��

� �
��������� �����( f(x̂) = x̂ ∈ K.

��� ��� ����" ���������*� ����
��	� ��� �
��
��	��� �������
���

�������
�; �� �
��
�� �
� �	��
��� ��
���	�
� �
��
�� �
�
 .� 	
��� �

�������

 !
)��	��
�#��; �������

K = conv (f(Ω)), K ⊆ Ω,

"�
�# &
�
" conv ���"��&
�� 	������� �����&��
 � ����4#: ε6�
�
) �
*6

�� ���	
���#; &�� 	������� �����&�� ���������*� ����
��	� ���� �	��6


��� ���������� ����
��	��; �; ����
��	 �
��
�� �
� � �������
��:

f |K : K → K; �� ����&�� �
��
�� �
�




����� �
 ���������� ��������� ��

3 �
��
�
 2���
�� �
�
,�� �� ���
&���
���) "���&� � �
����
&��6

�
���) ���4
��	��
��� � ����4#: ��
������
��� � ������������ ����6

���
���


�
)&�� �� �"�&�� ���*�
 ����	��; ��"	���:4�
 �
���# ����) �
�
6

,��


F��������� �������
��
 A : V → V ∗
 !���� �
����#�� ���
�
�
��)


1���������� �#	 4��"�
�
��
 A �
���

��� �
���
��
������� 
�%

	� �	� 	�"�� u, v ∈ V, w ∈ V ∗ �������

f(λ) = (A(u+ λv), w) ∈ C(R).

1���������� �#� 4��"�
�
��
 A �
���

��� ����������� 
�	� �	�

	�"�� u, v ∈ V �
��� �
�
�
�����

(A(u)− A(v), u− v) ≥ 0.

>�	� ��
� �
�
�
����
 � '��� �����	
 ����!��� �� ���"�
�
��
 �
%

���

��� ����!� �����������

1���������� �#� 4��"�
�
��
 A �
���

��� ��'���������� 
�	�

lim
‖x‖V →∞

(A(x), x)

‖x‖V
→ +∞. K�
�L

�
�
�# ����������
� ����	��) �
"��#���


�����,� �#� -9��:/ ��
���	����� ��� ������
����� V �
�
�
"
	�%

��
�  �!�
 
�	� ��
�
��� A : V → V ∗ �!�
���
� 3�� 
��� �
�
�����

�!�
���
���
 ����
���
 � �!�
���
���
-� �
���
��
���
�� ������%

�
� � ��'������
�� �� ��
��
��


A(x) = y K�
�L



����� �
 ���������� ��������� �1

��

� �
&
��
 ��� 	�"�� y ∈ V ∗�

/&
	����; &�� 
��� 	 ����	��, <��) �
��
�� �������
��
 A ����*� ��6

�������; �� �
-
��
 ���	�
��� K�
�L 
�����	
���


#��
�
�
	����� �
��
�� B�/� ����# w1, . . . , wm, . . .− 9��"��9 	 V �M

�4
��� ������� um ∈ span(w1, · · · , wm), ���	�
�	���:4�� ��	
���	��

(A(um), wj) = (f, wj), 1 ≤ j ≤ m. K�
$L

��4
��	�	���
 um ��
��
� �" �
��
�� $
 ; 
��� "��
���#; &�� 	 ����

K�
�L

lim
‖w‖V →∞

(A(w), w)

‖w‖V
→ +∞, w ∈ span(w1, · · · , wm).

B���� ����"��#; &�� �" ������������ � �
���
��
��	����� ��
��
�;

&�� A �
��
��	
� ��� �������
��
 �" V � ���#��) ������*�
) 	 V ∗

�� �����) ������*�
)
 ��<���� ������� v → (A(v), v) �
��
��	�� ��

span(w1, · · · , wm)


��*����� K�
$L; ����&��

(A(um), um) = (f, um) ≤ ‖f‖V ∗‖um‖V ,

������ 	 ���� ��<�����	����� A ��

� ‖um‖V ≤ C.

��� ��� ��
����� A �*����&
�; �� ‖A(um)‖V ∗ ≤ C


����; �� ���
� 	��
���# ����: ����
��	��
�#����# uμ, &��

uμ → u ����� 	 V, A(uμ) → χ ����� 	 V ∗. K�
�L

�
�
,��� � ��
�
�� 	 K�
$L K��� m = μ, j �������	���L; �� �	����;

&��

(χ,wj) = (f, wj) ∀j,
� ��

	�� �	�
���� w1, . . . , wm, . . . �� ������	� �����
��� � ���� ���� ���

���

�	� 	
��

����� ���	���� ���
�

	�� !
�" 
�

	�� ���	"�� �	����
���� � �
	�����#��	 ���	���	 ���	"��	

���������� �	�
���� �� !
�" 
�

	�� �������
 �
��� ���
��	 � V ���#	

���



����� �
 ���������� ��������� � 

�; ��
��	��
�#��;

χ = f. K�
�L

� ���*�) �������; 	 ���� K�
$L (A(uμ), uμ) = (f, uμ) → (f, u) �; ��
��	�6

�
�#��; 	 ���� K�
�L

(A(uμ), uμ) → (χ, u). K�
1L

.��
 �� �����
�; &�� �" K�
�L; K�
1L � ��
������
��) �
��
�� ��
��
�;

&��

χ = A(u). K�
 L

D�� ��	
���	� 	�
��
 � K�
�L ����"�	�
� �
��
��


��

�

(A(uμ) − A(v), uμ − v) ≥ 0 ∀v ∈ V. K�
+L

3�����#"�	�	-��# K�
�L; K�
1L; �� ����
� �
�
)�� � ��
�
�� 	 K�
+L �

����&��#

(χ− A(v), u− v) ≥ 0 ∀v ∈ V. K�
�'L

3"�	 v = u− λw, λ > 0, w ∈ V, �� �" K�
�'L ����&��

λ(χ− A(u− λw), w) ≥ 0.

��
��	��
�#��;

(χ− A(u− λw), w) ≥ 0,

�; ����
���� λ � 0; ��)�
� (χ − A(u), w) ≥ 0 ∀w ∈ V, ������ ��
��
�

K�
 L
 �
��
�� ����"���


����# H A �
�����
�#��
 �
)��	��
�#��
 *��#�
���	� ����������	�


%��������
� -�� BR(0), R > 0 	 H
 /��
�
�
��� ������������ �

�
���
��
��	����� �
�
������� �� ���&�) �������
��� F : BR(0) → H∗

������&
��� �����	��; ���� ���#�� <�
�
��� u, v 	 <��, ���
�
�
���,

����# �" -���; � �
 �" 	�
*� ����������	�




����� �
 ���������� ��������� �+

�����,� �#� ����� �
���
��
�����
 ���"�
�
��


F : BR(0) → H∗

��������� �!�
���
�� � �
����� ��� ��� ��
� x ∈ ∂BR(0) ����	�
��

�
�
�
�����

(F (x), x) ≥ 0.

 �!�
 ��
��
��
 F (x) = 0 ��

� �
&
��
 � BR(0)�

#��
�
�
	������ ����# {ei}i∈N A �����������	����) ��"�� 	 H
 F��6

������� �������������	� Hm = span{e1, . . . , em} � -��

Bm
R (0) = Hm

⋂
BR(0).

G
�
" ψ : H∗ → H ���"��&�� ����������) �"������"�
 /������
6

��
 ψ ◦ F : H → H ���
� ���"��&��# ��) �
 ���	�) F 


F�"����� ��
����� F ��
��:4�� ����"��=

F (x) = Fm(x) + F⊥(x), Fm(x) ∈ Hm, F⊥(x)⊥Hm.

���	
���; &�� ��� ��
������ Fm : Bm
R (0) → Hm 	�����
�� ����	��

�
��
�� $
1
 !
)��	��
�#��; ��� x ∈ ∂Bm
R (0) ��

�

(Fm(x), x) = (F (x), x) ≥ 0.

��<���� ���	�
��
 Fm(x) = 0 ��

� �
-
��
 	 -��
 Bm
R (0)
 .�"�	
�

<�� �
-
��
 x̂m
 ��� ��� ����
��	��
�#����# {x̂m} �������
��� -���

Bm
R (0); �� �" �

 ����� �"	�
&# ����� �,���4�:�� �������
��	��
�#6

����#
 !��#-
 ��	����:��� �������
��� �" ����"��
�#��	� ��
����4
)

�
��
��


�
��
�� ����"���




����� �
 ���������� ��������� �'


 (� ����� 
��������� ������� ,������

3 <��� ��"�
�
 �� ���������� ����
� ����
�
��� �
��
�� 2���
��

� �����
� �
��
�� ���� �
��
�� �
��� ��� ������	
���*� ����
�
�6

����#��*� ���	�
��� 	 ����,�	�� ����������	



����#; ��� � 	�-
; V A ����,�	� ����������	� � �����) ‖ · ‖V 


F��������� "���&� 7�-� ��� ������	
���*� ����
�
�����#��*� ���	6

�
���

ẋ = f(t, x) ∈ C([0, T ]× V, V ), x(0) = x0 ∈ V. K�
�L

�����,� �#� ��
���	����� ��� ���
����
� ��������
� M �
�
��

��� �	� ��
� t ∈ [0, T ] � x ∈ BR(x0) �
��
 ��
��


‖f(t, x)‖V ≤M,

� �	� 	�"�!� ��������
���!� t ∈ (0, T ] ���"�
�
��


Ft : C([0, t], V ) → V, Ft(x(·)) =

∫ t

0
f(s, x(s)) ds

����
�����  �!�
 ���
����
� �
��
 t′ ∈ (0, T ]� ��� �
�
�
 3.�,- ��

�

�
&
��
 x(t) ∈ C1([0, t′], V ).

3 ��&
��	
 ����
�� 	�"#�
� V = l2 A ����������	� �
����
&��, ��6

��
��	��
�#����
) x = (x1, x2, . . .) � �����) ‖x‖2
l2

=
∑∞

k=1 x
2
k. %������

���	�: &���# "���&� K�
�L ��
��:4�� ����"��=

f(t, x) = (f1, f2, . . .)(t, x), fk(t, x) = xk/k.

(
*�� ����"��#; &�� ������� f ���	�
�	���
� ����	��� �
��
�� �
�


/��
���; &�� 	 �
��
�
 �
 ��
�����*�
��� �����#��) ���-��
	����

�������
��� f 
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����
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���; �
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��	����� ����6
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����# V = l0 A ����������	� �
����
&��, ����
��	��
�#����
)

x = (x1, x2, . . .) � �����) ‖x‖l0 = sup
i
{|xi|}.

%������ ���	�: &���# ��-
) "���&� ��
��:4�� ����"��=

f(t, x) = (f1, f2, . . .)(t, x), fk(t, x) = |xk|1/2 + 1/k.

.
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-
��) �

��&��#��� ����	�
� x0 = 0 	 l0
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F (x(·)) = x0 +

∫ t

0
f(s, x(s)) ds.

D�� �������
��
 �
�
	���� ����������	� C([0, T ], V ) 	 �
��
 /����� ��6

���# �
���	����: ��&�� �� ���
� 	 ����������	
 C([0, t′], V ); *�
 ��6

�����
�#��� ��������� t′ ≤ T ����
��� ���
�
�
��: � �*��
� ���#

����*� �����
���


� ����4#: ����������, ��
��� ����� ����"��#; &�� ��)����� ����


�������
�#��
 ��������� t′ � r; &�� �������
��
 F �
�
	���� 	 �
��

"�������) -��

U = {u ∈ C([0, t′], V ) | ‖u− x0‖C([0,t′],V ) ≤ r}
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����������	� C([0, t′], V )
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 ��*�; ��� �:��, t1, t2 ∈ [0, t′] � �:��*�

<�
�
��� u ∈ U ����	
���	� �
��	
���	�

‖F (u)(t1) − F (u)(t2)‖V ≤M |t1 − t2|.
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��	
���	� � ��
������
��� �
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�� 	�6

�
��
�; &�� F �	��
��� ���������� �������
��
� -��� U 	 �
��; � ��6

<����; 	 ���� �
��
�� 2���
��; ��

� 	 <��� -��
 �
���	����: ��&��=

F (u) = u, u(t) ∈ U 
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�����

Δpu = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u

∂xi

)
, p > 0

��"�	�
��� p6�����������


����# Ω A ���������� ������# 	 Rn � *�����) *�����
)
 F���������

��
��:4�: ���
	�: "���&�=

Δpu = f ∈ H−1,p′(Ω), u |∂Ω= 0,
1

p
+

1

p′
= 1. K�
�L

5������ u ∈ H1,p
0 (Ω) ��"�	�
��� ������ �
-
��
� �����	�
���) "�6

��&�; 
��� ��� �:��*� ψ ∈ H1,p
0 (Ω) 	�����
�� ��	
���	�∫

Ω

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u

∂xi

∂ψ

∂xi
dx = f(ψ).
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��� p > 1, �� "���&� K�
�L ��

� �����
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�����	
���
 ����# u1, u2 A �	� 	�"�����,

�
-
���
 ��*��

u1 − u2 ∈ H1,p
0 (Ω)

�; ��
��	��
�#��;

(Δpu1 − Δpu2, u1 − u2) = 0 =

=

n∑
i=1

∫
Ω

(∣∣∣∣∂u1

∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u1

∂xi
−
∣∣∣∣∂u2

∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u2

∂xi

)(
∂u1

∂xi
− ∂u2

∂xi

)
dx,

������ 	��
��
�; &��
∂u1

∂xi
=
∂u2

∂xi
∀i,

� ��� ��� u1 − u2 = 0 �� ∂Ω; �� u1 = u2
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��� ����	��, <��6

��
����	
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�
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 ���"��
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���
; �
 ���"��
�#�� ����,�	�;

�
 ���"��
�#�� �������	����
 � �
�
NL; � f, f1, . . . , fn : L→ R A ���
)��
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�����3���� �#� -�����,� � ,��3�����; 4�����3�/ >�	�
n⋂

i=1

ker fi ⊆ ker f,

�� �
������ �
��
 n ���
	 λi� ���

f =
n∑

i=1

λifi. K$
�L

#��
�
�
	������ %������ ���
)��) ��
����� F : L → Rn ��
��:6

4�� ����"��=

F (x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T .

3�"#�
� ����"	��#��) <�
�
�� u �" ����"� F : F (y) = u
 /��
�
6

��� ���
)��) ���������� λ : imF → R, ������	 λ(u) = f(y). D��

���
�
�
��
 ����
���� 	 ��� �����
; &�� 
��� <�
�
�� u ��

� 
4
 ����

�������" �������
�#�� F ; ������
� F (z) = u; ��

z − y ∈ kerF =

n⋂
i=1

ker fi ⊆ ker f,

� "��&��; f(z) = f(y).

����; f = λF 
 .� ������#�� λ A ���
)��) ���������� �� ���
&6
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���� ����������	
; �� ����
��

 ��	
���	� ���
� ���# "������� 	

	��
 K$
�L
 ��
����
��
 ����"���


����# V A ����,�	� ����������	�
 5������ f : V → R ��"�	�
���

����
�
�����
��) �� O���; ��� ����� ����
�
�����
��); 	 ��&�
 x0;


��� ��)�
��� ����) <�
�
�� f ′(x0) ∈ V ∗; &�� ��� �:��*� h ∈ V

lim
t→0

f(x0 + th) − f(x0) − (f ′(x0), h)

t
= 0.

D�
�
�� f ′(x0) ��"�	�
��� ����"	����) O��� 	 ��&�
 x0
 ����� ����6

"��; ����"	����� O��� ��������
� ��&�� x0 ∈ V 	 ����������	� V ∗ ��

���	��� x0 �→ f ′(x0)
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5
���= 
��� ������� f : V → R �����*�
� �	�
*� �������� K��� ���6

������L �� �������� ����
��	
 U ⊆ V 	 ��&�
 x0 ∈ U ; ��

f ′(x0) = 0. K$
�L
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���) �
��
�� 5
��� �������

ϕ(t) = f(x0 + th)

�����*�
� �	�
*� �������� K���������L 	 ��&�
 t = 0; � �� ����������)

�
��
�
 5
���

ϕ′(0) = (f ′(x0), h) = 0.
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�; &�� ����������

��

� �������; � 	��
���	�
 <��*�; �� ����4
���) �
��
�
 5
���; ��6

��	
���	�:4

 ���	�
��
 D)�
�� ��

� �
-
��



3 �
����
&���
���� ���&�
 	�"����:� "���&� �� ��������� ����	6
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 �� 	��������� ������) ��� ������
)
 ��

��� � ���*�� �
,����;

�
 �����:4���� �� 	��������# � �	�"����� � �
"��#������ ���� �
��
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���
 ����# V A ����,�	� ����������	�;

� U ⊆ V A �
������
 �������
��	�
 ����
��	��
�#����# {xk}k∈N ⊆ U

�� ���
� ��"�	��# ������"���:4
) ��� ������� f : V → R; 
���

f(xk) → infU f ��� k → ∞
 ���� ������� f ��"�	�
��� �*����&
���)

���"� �� U ; 
��� infU f > −∞; �� 
��# 
��� ��)�
��� &���� c ����
; &��

f(x) ≥ c ��� 	�
, x ∈ U 


1���������� �#� +������ f : U → R �
���

��� ��	��
��
������

����� � ����
 x0 ∈ U � 
�	� �	� 	�"�� ���	
���
�
	������

xk → x0, {xk} ⊆ U

���
�
�	��� �
�
�
�����

lim inf f(xk) ≥ f(x0). K$
�L
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���
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	������ {xk} ⊆ U � �	
"� ������
��� � x0� ���
�
�	���

�
�
�
����� 3?�/-�

5������ f : U → R ��"�	�
��� 	������) 	 U ; 
���

f(tx+ (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y), t ∈ [0, 1], x, y ∈ U.
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��	� U 
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xk → x ����� ��� k → ∞ � {xk} ⊆ U ; ��
��
� 	��:&
��
 x ∈ U 
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� ����� ������� f : U → R ��
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���� ������%

�������� ���	
���
�
	������ � U � �� '�
 ������� �����!
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!�

�������
 � U �

!
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 ��*�� ��)�
��� �������
��	��
�#����#

{x′k} ⊆ {xk},

�����; &�� x′k → x0 ����� 	 V ��� k → ∞ � x0 ∈ U 
 %��
���; &�� �:6

��� �������
��	��
�#����# ������"���:4
) ����
��	��
�#����� ����

�	��
��� ������"���:4
)
 ��<����

f(x0) ≤ lim inf f(x′k) = inf
U
f.

%��&��; ������� f �����*�
� �������� 	 ��&�
 x0
 �
��
�� ����"���
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 ����� ��4�����; ����� �&����#; &�� 0 ∈ W ; 	 �����	��� ���&�
 ��
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� ��	����# ����
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��4�� ����"��
 F��������� ����
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�#����# {xk} ⊆ W ; ����� �,���4�:�� � <�
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��� x0
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�� �����	��*�; &�� x0 /∈ W ; ��*��; �� �
��
�
 B�"��� >�?; ��)�
��� ��6

�
)��) ���������� f ∈ V ∗ ����); &�� f(x) ≤ 1; 
��� x ∈ W ; � f(x0) > 1


D�� �&
	���� ���	���� � �����	��
&�:; ��� f(xk) → f(x0) ��� k → ∞;
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�
�#����# {xk} ⊂ U ����� �,������ � y
 ��
��������; �� �����	��*�;

&��

lim inf f(xk) < f(y).

D�� "��&��; &�� ��� �
������� c < f(y) ����
��	�

Uc = {x | f(x) ≤ c}
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����
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��	��
�#����� {xk}
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� �������
 � U �

(�,������ �#� )��
�����
��
 �!�
���
���� ������������
� ���	
%

���
�
	������ �	
��
�� �
����
�� �� ��	���� ��'����������� ����%

��� f (

lim
‖xk‖V →∞

f(xk) = +∞, K$
$L

!�
 {xk} ⊂ U � �������	��
� ���	
���
�
	�������

�"�&�� ���

 ��4�: �������:


F��������� �������
��
 Φ : V × V → R.



����� �
 ���������� ��������� 1'

1���������� �#! +������ Φ �
���

��� ��	������	��� 
�	� ����	%

�
�� �	
�����
 ��� ��	�����

,- #	� 	�"�� v ∈ V � c ∈ R� ����
����

Wc,v = {u | u ∈ V, Φ(u, v) ≤ c} �����	��

.- 4��"�
�
��
 Φ(·, v) ��	��� �
��
������
/- #	� 	�"�!� �!�
���
���!� ����
���
 G ⊆ V � �	
"� ������
���

���	
���
�
	������ vj → v ��

�

Φ(u, vj) → Φ(u, v),

�
����
��� �� u ∈ G�

�����,� �#� -6�� ���/ ��
���	����� ��� "
�
���� ������
�����

V �
�	
������ � ���"�
�
��
 Φ ��	������	�� ����� ����
����

C ⊆ V

�	
"� �
������ � �!�
���
�� � V �

 �!�
 ������� f(v) = Φ(v, v) �����!

� ���
!� �������
 � C�

#��
�
�
	������ ����# {uj} ∈ C A ������"���:4�� ����
��	��
�#6

����#=

f(uj) → inf
C
f = c0.

��� ��� ����
��	� C �*����&
��; ��� ����� ��������� � ��<���� �"

����
��	��
�#����� {uj} ����� �"	�
&# ����� �,���4�:�� �������
��6

	��
�#����#
 /��"��&�� 

 ��� �
 A {uj}
 ����; uj → û ����� 	 V 
 3

���� ����	�) �
��
�� û ∈ C


��� ��� �� ����	�: �
��
�� Φ(uj, uj) − Φ(uj, û) → 0; ����&�
�

Φ(uj, û) → c0.



����� �
 ���������� ��������� 1�

3�"#�
� �
�
�# ����"	��#��
 &���� c > c0; ��*��; ��&���� � �
����6

��*� jc; ���
� ��
�# uj ∈ Wc,û, j ≥ jc
 �� ��
����
��: �
� ����
��	�

Wc,û ����� "������� � ��<���� û ∈ Wc,û; ���*��� ���	���; f(û) ≤ c
 .�

��� ��� c A <�� �:��
 &����; ���#-

 c0; ����&�
� f(û) = c0


�
��
�� ����"���


��	����� �����#"�	����
 	�-
 �������
���; ����&�
� ��
��:4�)

�
"��#���


�����,� �#% ��
���	����� ��� ���"�
�
��
 Φ ��	������	� �
 �
%

�	
������� "
�
����� ������
����
 V � ������� f(v) = Φ(v, v) ��%

'�������
( f(v) → +∞ ��� ‖v‖V → ∞.  �!�
 f �����!

� ���
!�

�������
 � V �

! #���$�

(����� �#� #��
�
��� ��� �
���
��
 �����	�� �"�	���� ����
����%

!� �������
���
 "
�
���
 ������
����
 ����
�����

(����� �#	 #��
�
��� ��� ������ ����
����� 	��
���� ��
�
���

�
��
���
��

(����� �#� 5 ���
�
�
	����
 �
��
�� C
��
�
 � �
��������� ���%

�
 ����
���
� ��� f(x̂) = x̂� !�
 xεi
→ x̂�

(����� �#� #��
���
� ��� �
��
�
 C
��
�
 ���

��� ���
�
�	�%

���� 
�	� ��
��� �����	�!� � ����
����!� ����
���
 ����� ����
%

����� !��
�������
 �����	��� ����
����



����� �
 ���������� ��������� 1�

(����� �#� D��
���
 ������
����� E �
���

��� ��
����������
�%

���� 
�	� �
 �
� ���
�
	
�
 ������� ‖ · ‖, �"	
�
��
� �	
�������
�������
��(

,- ‖x‖ ≥ 0 � ‖x‖ = 0 ��!�
 � ��	��� ��!�
� ��!�
 x = 0�

.- ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖�
/- ‖ − x‖ = ‖x‖, limαn→0 ‖αnx‖ = 0, lim‖xn‖→0 ‖αxn‖ = 0.

5�������� ���
�
�	��
 	� �
��
�
 C
��
�
 � �
��������� ����


�	� ��	��!� ��
����������
���!� ������
����
�

(����� �#! 5 ��	����� �
��
�� B�/ ����
����� ��� ��
�
��� A �
��
%

���
� �
� ���"�
�
��
 �� V � ��	���� ����	�!�
� � V ∗ �� �	
"�� ��%

��	�!�
��

(����� �#� #��
�
��� ��� ��
�
��� Δp 3��� �
��
	 B�/- ����	
�����%


� ��	����� �
��
�� B�/�

(����� �#% #��
�
��� ��� 
�	� ���"�
�
��
 A � �
��
�
 B�/ ����!�

���������� �� �
&
��
 ��
��
��� 3,�/- 
������
����



����� 


����������  ���������
��

���������

� -����������� ������

3 <��� ��"�
�
 �� ���
� �"�&��# ��4
��	�	���
 �������� ������6

����� ��
��:4
*� 	���=

I(u) =

∫
Ω

F (x, u,∇u)dV (x),

�� �
������� ����
��	
 ������) {u ∈ B : u = g �� ∂Ω}, *�
 Ω A

�������� �*����&
���� ������# ����������	� RN � *�����) *�����
);

B A ���,���4

 ����,�	� ����������	� ������) �� Ω; �������:4�,

	�"�����
 "��&
��� 	 RN ; � g A *������ ������� �� ∂Ω
 ��
��������;

&�� �������
��


F : RN × (RN × T ∗Ω) → R K�
�L

�
��
��	��
 �������

V = {u ∈ H1(Ω,RN) : u = g �� ∂Ω}. K�
�L

1�



����� �
 ����
�������� ��������� 1$

����# ��� �����*� x ∈ Ω �������
��


F (x, ·, ·) : RN × (RN × T ∗
xΩ) → R K�
�L

	������; � ��� �
������, �������
�#��, �������� A0, B0, C0, C 	����6

�
�� �
��	
���	�

A0|ξ|2 − B0|u| − C0 ≤ F (x, u, ξ), K�
$L

�

|F (x, u, ξ)− F (x, ν, ζ)| ≤ C(|u− ν| + |ξ − ζ|)(|ξ| + |ζ| + 1). K�
�L

D�� ��
������
��� 	 ���#�
)-
� ����� ������
��



�����3���� !#� ��
���	����� ��� ����
���� Ω ������
 � �
��%

���� !�
���
�� � ����� I(u) < ∞ �	� �
������!� u ∈ V �  �!�
 � ��
�%

��	��
���� 3,�,- � 3,�B- I ��

� ������� �
 V �

#��
�
�
	������ /&
	����; &�� �������
��
 I : V → R �	��
���

���-��
	��; �*����&
�� ���"� � 	������
 ��<���� 
��� α0 = inf
V
I(u),

�� ��� �����*� ε ∈ (0, 1] ����
��	� Kε = {u ∈ V : α0 ≤ I(u) ≤ α0 + ε}
�	��
��� �
������ "�������� 	������� �������
��	�� V 
 ��
��	�6

�
�#��; Kε ����� ��������� 	 H1(Ω,RN)
 %��&��;
⋂
ε>0

Kε = K0 
= ∅; �
inf I(u) �
��� 	 K0


����������
� ���

 ��4�) �
"��#���; ����"��
�#��	� ������*� ����6

	��� �� ���	
�
���, 	�-
 ��*��
���,



�����3���� !#	 ����� V ��	�
��� �
������� �����	�� ������%

�
����� �
�	
������!� "
�
���
 ������
����
W � � ����� Φ : V → R

�
��
�����
 ���"�
�
��
� ����	
�������

 �	
������ ��	�����(



����� �
 ����
�������� ��������� 1�

E- inf
V

Φ = α0 ∈ (−∞,∞)�

F- ∃b > α0 �
��
� ��� Φ−1([α0, b]) �!�
���
�� � W �

G- ∀y ∈ (α0, b] Φ−1([α0, y]) �����	��

 �!�
 ���
����
� ν ∈ V �
��
� ��� Φ(ν) = α0.

7�� � 	�-
; ����"��
�#��	� �����
��� �� ��� ����; &�� ��� 0 < ε ≤ b−
α0 Kε �	��
��� �
�
)��	�� 	���
���, �������
��	 W ; ���������, 	

�����) ������*�� W 


3�"#�
� p ∈ (1,∞), g ∈ C∞(∂Ω,RN); � ����#

V = {u ∈ H1,p(Ω,RN) : u = g �� ∂Ω}. K�
�L

��,����� ��
������
��
 K�
�L; �� "��
��� ����	�� K�
$L � K�
�L �� ��
6

��:4�
=

A0|ξ|p −B0|u| − C0 ≤ F (x, u, ξ) K�
1L

��� �
������, �������
�#��, A0, B0, C0; �

|F (x, u, ξ)− F (x, ν, ζ)| ≤ C(|u− ν| + |ξ − ζ|)(|ξ| + |ζ| + 1)p−1. K�
 L

��*�� �� ����&��


�����3���� !#� ����� ����
���� Ω ������
 � �
������ !�
���
��

��
���	����� ��� I(u) <∞ �	� �
������!� u ∈ V �  �!�
 � ��
���	�%

�
���� 3,�,-� 3,�/- � 3,�H- � 3,�I- I ��

� ������� �
 V �

3 ��
����
���, �
� � �
� ����� "��
���# ����	�
 K�
�L �� ����	�
 	�6

�������� ���#�� �� ����
��
) �
�
�
���)



�����3���� !#� ����� ����	�
�� ��	���� ��
�	��
��� H�/� �� ��
�%

��	��
��
 3,�/- �
�
��� �
 �	
����

(

F (x, u, ·) : RN × T ∗
xΩ → R K�
+L



����� �
 ����
�������� ��������� 1�

� �����	�
 ���"�
�
��
 �	� �
���� (x, u) ∈ Ω × RN .  �!�
 I ��

�

������� �
 V �

#��
�
�
	������ ����# α0 = inf
V
I(u). �" ����	�� K�
�L � �
��	
���	�

5�����,�� ��
��
�; &�� α0 > −∞; � ����
; &�� ����
��	�

B = {u ∈ V : I(u) ≤ α0 + 1} K�
�'L

�*����&
�� 	 H1,p(Ω,RN). 3��
�
� ����
��	��
�#����# uj ∈ B ���; &��

I(uj) → α0. �
�
,��� � �������
��	��
�#������; �� ���
� �&����#; &��

uj → u ����� 	 H1,p(Ω,RN),

�; "��&��; uj → u ���#�� 	 Lp(Ω,RN). .�� ���� ����"��#; &��

I(u) = α0. K�
��L

3	
�
� ���"��&
��


Φ(u, ν) =

∫
Ω

F (x, u, ν)dV (x). K�
��L

��

�

Φ(uj, νj) → α0, νj = ∇uj. K�
��L

7���
 ��*�; νj �,������ � ν = ∇u ����� 	 Lp(Ω,RN × T ∗).

/&
	����; ����	�
 K�
��L 	������
���; 
��� ���#�� �� �����
�; &��

Φ(u, ν) ≤ α0. K�
�$L

��*����� ��
������
��: K�
 L; �� ��

�

|Φ(uj, νj) − Φ(u, νj)| ≤ C

∫
Ω

|uj − u|(|νj| + 1)p−1dV (x) ≤

≤ C ′‖uj − u‖Lp(Ω), K�
��L



����� �
 ����
�������� ��������� 11

��<����

Φ(u, νj) → α0. K�
��L

.� ����	���� K�
$L; K�
�L � K�
+L ����&�
�; &�� ��� �����*� ε ∈ (0, 1]

����
��	�

Kε = {w ∈ Lp(Ω,RN × T ∗) : Φ(u, w) ≤ α0 + ε} K�
�1L

�	��
��� "�������� 	������� �������
��	�� Lp(Ω,RN × T ∗)
 ��
��6

	��
�#��; ����
��	� Kε ����� ���������
 7���
 ��*�; ��*����� K�
��L;

νj ∈ Kε ��� εj → 0; ��<���� ν ∈ K0
 /��:�� ��
��
� K�
�$L; � ��
����
6

��
 ����"���


��
��:4

 ����4
��
 ��
����
��� �
$ ����
��
��� � �
������� "�6

��&�� � ��,���
��� ����	��*� ��������



�����3���� !#� ����� p ∈ (1,∞) � ������� F (x, u, ξ) ����	
���%

��
� ��	����� ��
�	��
��� H�?�  �!�
 
�	� S � �
��
%��"��� ������%

�
���� V 3��� �����	� 3,�H--� �
������
 � �	
"�� ����	�!��

H1,p(Ω,RN),

�� I |S ��

� ������� �
 S�

#��
�
�
	������ ����# α0 = inf
S
I(u); 	�"#�
� ����
��	��
�#����#

uj ∈ S

����:; &�� I(uj) → α0
 ��� ��� 	�����
�� K�
�'L; �� ���
� 	�����#

�������
��	��
�#����# uj; �,���4�:�� � u ����� 	 H1,p(Ω,RN); ���; &��

u ∈ S
 B� ,���� ����"��#; &�� I(u) = α0
 !
)��	��
�#��; 
��� �� ���
6

�
��� Φ(u, ν) ��� 	 ������
 K�
��L; �� ������� K�
��L A K�
�1L ���������

	
����� � ��-
 ��	
���
��
 ����"���




����� �
 ����
�������� ��������� 1 

.�����
�; 
���X ⊂ RN A "�������
 ����
��	�; �� ���
� �������#

S = {u ∈ V : u(x) ∈ X ��� ��&�� 	�
, x ∈ Ω}.

��*��; 	 ���� ��
����
��� �
�; ���������� I �����*�
� �������� ��

S
 7 ����
��; X ���
� ���# ���������� ������	�� ���*�����"�
�;

�"��
���&
��� 	���
���� 	 RN 
 ��*�� 
��� 	"��# p = 2, F (x, u,∇u) =

|∇u|2, �� ������� I(u) �	��
��� *������&
���� �������
��
� Ω 	 X


J��� u : Ω → X A *������&
���
 �������
��
; �� ��� ���	�
�	���
�

���	�
��: 	 &�����, ����"	����,

Δu− Γ(u)(∇u,∇u) = 0,

*�
 Γ(u)(∇u,∇u) A �	������&��� ����� �� ∇u


�����,� !#� ����� Ω � �����
� �"	
��� � �
������ !�
���
�� 5���%

�
� p ∈ (1,∞)� 6
�
��� ����
���� V �	
������ �"�
���(

V = {u ∈ H1,p(Ω,RN) : u = g �
 ∂Ω}.

��
���	����� ��� I(u) <∞ �	� �
������!� u ∈ V � � ����� �������

F (x, u, ξ) !	
��
� �� ����� 
�!��
��
�� ���"�
�
��
 F (x, u, ·) : RN ×
T ∗

xΩ → R �����	� �	� �
���!� (x, u) ∈ Ω×RN , � �	� ��
� ξ ����	�
��

�
�
�
�����

A0|ξ|p ≤ F (x, u, ξ). K�
� L

6�
�� A0 � ��	����
	��
� ��������
��

 �!�
 I �����!

� �������
 �
 V � >�	� S � �������
���� V � �
%

������
 � �	
"�� ����	�!�� H1,p(Ω,RN)� ��!�
 I |S �����!

� ����%

���
 �
 S�



����� �
 ����
�������� ��������� 1+

#��
�
�
	������ /&
	����; α0 = infS I(u) ≥ 0. 3�"#�
� B = {u ∈
V : I(u) ≤ α0 + 1} � 	��
�
� uj ∈ B ∩ S ���; &��

I(uj) → α0, uj → u ����� 	 H1,p(Ω,RN). K�
�+L

�
�
,��� � �������
��	��
�#������; �� ���
� �&����#; &�� uj → u

��&�� 	�:�� �� Ω
 .�� ����� ����"��#; &��∫
Ω

F (x, u,∇u)dV ≤ α0. K�
�'L

�� �
��
�
 J*���	� ��4
��	�:� �"�
����
 ����
��	� Eν ⊃ Eν+1 ⊃ · · ·
	 Ω; �
��) �
�#-
 2−ν; ����
; &�� uj → u ��	���
��� �� Ω \Eν
 3 ����

�
��	
���	� G
��-
	� ��

� �
��� ��
��� |u(x)| + |∇u(x)| ≤ C · 2ν ���

x ∈ Ω \ Eν 
 ����;∫
Ω\Eν

F (x, u,∇u) dV =

∫
Ω\Eν

F (x, uj,∇uj) dV +

+

∫
Ω\Eν

[F (x, uj,∇u) − F (x, uj,∇uj)] dV +

+

∫
Ω\Eν

[F (x, u,∇u)− F (x, uj,∇u)] dV. K�
��L

G���� ��
���# 	����) ���
*��� 	 ���	�) &���� <��) �������; �� 	��6

���#"�
��� ��
������
��
� 	��������� � ����-
�

F (x, uj,∇u) − F (x, uj,∇uj) ≤ DξF (x, uj,∇u) · (∇u−∇uj).

�
�
�# ��� �����*� ν

DξF (x, uj,∇u) → DξF (x, u,∇u)

��	���
��� �� Ω \ Eν; � ������#�� ∇u−∇uj → 0 ����� 	 Lp(Ω,Rn); ��

lim
j→∞

∫
Ω\Eν

[F (x, uj,∇u) − F (x, uj,∇uj)]dV = 0.



����� �
 ����
�������� ���������  '

!�� ��
��� ����
��
*� ���
*���� 	 ������
 K�
��L "��
���; &��

F (x, u,∇u)− F (x, uj,∇u) → 0 ��	���
��� �� Ω \ Eν .

�� ������
 K�
��L ��

�∫
Ω\Eν

F (x, u,∇u)dV ≤ lim sup
j→∞

∫
Ω\Eν

F (x, uj,∇uj)dV ≤ α0

��� 	�
, ν
 �
�
,��� � ��
�
�� ν → ∞; �� ����&�� K�
�'L


�
��
�� ����"���


��
:��� � ���*�
 �
"��#���� 	 <��� �����	�
���
 /��
��� ���� �"

��,



�����3���� !#! ��
���	����� ��� ������� F !	
��
� �� �
�
�
�%

��� (x, u, ξ)� F (x, u, ξ) ≥ 0 � ���"�
�
��


F (x, u, ·) : RN × T ∗
xΩ → R

�����	� �	� �
���!� x, u� �����

uν → u �	
"� � H1,1
loc (Ω,R

N). K�
��L

 �!�
 I(u) ≤ lim inf
ν→∞ I(uν).

!���"��
�#��	� <��*� ����� � ���*�
 ����4
��� �"���
�� 	 ������,

>�+? � >��?
 �
���� KW
 XRYYZUL 	 �����
 >�+? ����"��; &�� 
��� u A ���������

�������; �� ��
������
��
 K�
��L ����� �������# ��

uν, u ∈ H1,1
loc (Ω), uν → u 	 L1

loc(Ω).

3 �����
 >$ ? �
��
��� ������� ����4��# �
"��#��� �
����� �� ����
��;

��; ��� ����"��� 	 >�$?; ��
�����
 ����4
��
 �
	
���




����� �
 ����
�������� ���������  �

3 �����
 >��? �������
��� 	�"�������# "��
�� ����	�� 	���������

�� ����	�
 �	�"� 	���������; �������
��4

 B���
: K[\YYR]L
 3 ����6

��, >1�? � >$'? ����
��:��� 	������ ��4
��	�	���� �
 �������� ����6

�������; � ��� ��"�	�
��) �
���	�) ��&��



 �������	� ��)����	�

����# M A �*����&
���� ������# m6�
���*� ����������	� I *�����)

*�����
) ∂M 
 !�� ��&
� x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm �� ���
� �����#"�	��#


	�����	� ����� |x|2 =
∑m

i=1 x
2
i 


3 <��� ��"�
�
 �� ���������� 	����� � ��4
��	�	���� �����, �
-
6

��) �������
)��) "���&� !���,�
 ��
��:4
*� 	���=

−Δu = f(u), u |∂M= 0, K�
�L

*�
 ��������� ������� f �
��
��	�� �� ����
��	
 �
)��	��
�#��, &�6

�
�


�����,� !#	 -9�%:/ ����� u ∈ H1
0(M)

⋂
H2(M) � �
&
��
 �
�
�� 3.�,-�

 �!�
 ���
�
�	��� ����
����

−1

2

∫
∂M

|∇u|2(x, ν) ds =

∫
M

m− 2

2
uf(u)−mF (u) dx,

!�
 F (u) =
∫ u

0 f(t) dt� 
�������� �
���� ν ��	�
��� ��
&�
� ����
	��

� ���
������� ∂M � ds � '	
�
�� �	��
�� '��� ���
��������

����
��	� �" �
��
�� �
� ��"�	�
��� ����
��	�� ��,���
	�
 3 ���


���&�
	 ��� ��"	���
� ������	��# �
��"�
-�����# "���&� K�
�L


!����
� �
��
�� �
�




����� �
 ����
�������� ���������  �

��&�� 	�:�� �� ∂M ����	
���	� ����
��	�

(∇u(x), ν(x))∇u(x) = |∇u(x)|2ν(x), x ∈ ∂M. K�
�L

D��� ���� ��
��
� �" ��*�; &�� ∂M �	��
��� ��	
�,����#: ���	�� ���

u; � "��&��; 	
����� ν � ∇u ������
�#�� ��&�� 	�:��


!������� �������� �
	�: � ���	�: &���# ��	
���	� K�
�L �� x �

������
*����
� �� ∂M =∫
∂M

(∇u, ν)(∇u, x) ds =

∫
∂M

|∇u|2(ν, x) ds. K�
�L

�� ������
 ������ ��,����∫
∂M

(∇u, ν)(∇u, x) ds =

∫
M

div ((∇u, x)∇u) dx. K�
$L

��
����"�
� ���	�: &���# <��) �������=∫
M

div ((∇u, x)∇u) dx =

∫
M

xkuxixk
uxi

+ |∇u|2 + xkuxk
Δu dx. K�
�L

%�
�#; ��� ���&��; �� ��	����:4���� ���
���� 	
�
��� �������	���



7����
 ���*�
��
; ����4

 	 ���	�) &���� ����
��
) �������; �� ��6

������
� �� ���
�#�����


!������� �
	�: � ���	�: &���# ���	�
��� K�
�L �� u � ���
*�����

�� &�����; ��,���� ∫
M

|∇u|2 dx =

∫
M

uf(u) dx.

%��
&��; &��
∂F (u(x))

∂xj
= f(u)uxj

= −uxj
Δu,

����&�
�∫
M

xkuxk
Δu dx = −

∫
M

(F (u))xk
xk dx = m

∫
M

F (u) dx.



����� �
 ����
�������� ���������  �

%�
�# �� ������
*����	��� �� &�����; 	�����#"�	�	-��# �
�; &��

F (u) |∂M= 0.

3������� 
4
 ���� ���
*����	���
 �� &�����=∫
M

xkuxixk
uxi

dx =

∫
∂M

(x, ν)|∇u|2 ds−
∫

M

uxi
(xkuxi

)xk
dx =

=

∫
∂M

(x, ν)|∇u|2 ds−
∫

M

m|∇u|2−

− xkuxiuxixk dx.

/��:�� ��,����∫
M

xkuxixk
uxi

dx =
1

2

( ∫
∂M

(x, ν)|∇u|2 ds−m

∫
M

|∇u|2 dx
)
.

������	��� ����&
���
 �
"��#���� 	 ���	�: &���# ������� K�
�L; ���6

���� K�
�L A 	 ������� K�
$L; � ������� K�
$L A 	 ������� K�
�L; ����&�
�

��	
���
��
 �
��
��


��
�������� �
�
�#; &�� ������# "	
"���
 .
 ����� ��4�����; ��

���
� �&����#; &�� ��� "	
"��� �������
�#�� ��&��� ���������=

(x, ν(x)) ≥ 0 ��� x ∈ ∂M.

��*�� �" ����
��	� ��,���
	� ��
��
� �
��	
���	�∫
M

m− 2

2
uf(u) −mF (u) dx ≤ 0. K�
�L

F��������� ����
�
 ����# f(t) = t|t|p−1, p > 1. ��*�� �
��	
���	�

K�
�L ������
��
� 	��(m− 2

2
− m

p+ 1

)∫
M

|u|p+1 dx ≤ 0.

/��:�� ��
��
�; &�� ���

p > pk =
m+ 2

m− 2



����� �
 ����
�������� ���������  $

"���&� K�
�L �
 ��

� �
-
��) 	 H1
0(M)

⋂
H2(M); ����&��, �� ����
6

��	
���*� ����
 � ���*�) �������; ����� ����"��#; &�� ��� p < pk

"���&� K�
�L � ���"����) ������
) f ��

� �
���	���#��
 �
-
��� �"

H1
0(M) >��?; � 	����
 �
-
��
 �" H1

0(M) �������
��� H2(M)
 ��<����

&���� pk ��"�	�
��� �����&
���� ����"��
�
�


3 "���:&
��
 �� �����
�; &�� ��� p < pk 	����
 �
-
��
 "���6

&� K�
�L �" H1
0(M) �������
��� H2(M)
 !
)��	��
�#��; �� "��
�; &��

u ∈ H1
0(M) ⊂ Lpk+1(M)
 3���4
 *�	���; 
��� u ∈ Lq(M), �� u|u|p−1 ∈

Lq/p(M), � 	 ���� ���	�
��� K�
�L u ∈ H2,q/p(M) ⊂ Ls(M), *�


1

s
=
p

q
− 2

m
.

��������� ��� ���#-
; �� ����&��; &�� u ∈ Lqj(M); *�


1

qj+1
=
p

qj
− 2

m
, q1 = pk + 1.

(
*�� ����"��#; &�� ��� p < pk � ��� q1 > (p − 1)m/2 � ��)�
��� ����)

���
� j′; &��

qj′ ≥ mp/2,

�; "��&��; u ∈ H2,mp/2(M) ⊂ L∞(M); 	 &�������� u ∈ H2(M).

� ������
 ���	����� � �'� ������	��

F��������� �*����&
���: �������: ������#M ⊂ Rm I *�����) *��6

���
) ∂M 
 !�� ��&
� x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm �� ���
� �����#"�	��#

�	� ���� ����= ����������� 
	�����	� ����� |x|2 =
∑m

i=1 x
2
i � �����

‖x‖ = maxi |xi|
 3 ���#�
)-
� ��� ���
� ������ �&����#; &�� ������#M

���
������ 	 -��
 ������� R=

M ⊆ Bm
R (x0) = {x ∈ Rm : |x− x0| < R}.



����� �
 ����
�������� ���������  �

������� ���	�
��� ��� <������&
���, ���	�
��) ����	�� �� ����� ��
�6

���
��� ���� H16�������� ���������


����# ������� v ∈ H1(M)
 �� ���
�
�
��: �������; &�� Δv ≥ 0 	

M ; 
��� ∫
M

(∇v,∇w) dx ≤ 0

��� �:��) ������� w ∈ H1
0(M) ����); &�� w(x) ≥ 0 ��&�� 	�:�� K���

��������� ���
� ���*�� �����# �
 	
L 	 M 



�����3���� !#� -9��:/ ��
���	����� ��� v ∈ H1(M) � Δv ≥ 0�

 �!�
 
�	� v(x) ≤ 0 �� �� �
 ∂M � �� v(x) ≤ 0 �� �� � M �

#��
�
�
	������������� v+(x) = max(0, v(x))
 ������#�� �������

v �
�������
�#�� �� ∂M ; ��

� v+ ∈ H1
0(M).

%��
���; &��∫
M

(∇v+,∇v+) dx =

∫
M

(∇v,∇v+) dx ≤ 0,

��
��	��
�#��; ∇v+ = 0 �
 	
; �" &
*� 	��
��
�; &�� v+ = 0 �
 	


��
����
��
 ����"���


B� �"�&�� ������� ���	�
��� �� ����
�
 ����); 	
�#�� ��4
); <�6

�����&
���) ����
�� � ���
	��� ����	���� !���,�
 �� *�����



3	
�
� ����������	�

C1
0(M) = {v ∈ C1(M) : v

∣∣
∂M

= 0},

��� ������� �" ������); �
��
��	�� ����
�
�����
��, 	 M � �
��
6

��	��, 	 M 
 ����#

f : (C1
0(M))n → (L∞(M))n



����� �
 ����
�������� ���������  �

�
��
��	��
 �������
��

 %�
�# &
�
" Xn �� ���"��&�
� �����
 n6

������
 ����"	
�
��
 Xn = X × . . . × X
 /���	��� ��H
���� ��-
*�

����
��	���� �	��
��� ��
��:4�� ����
��=

−Δu = f(u), u
∣∣
∂M

= 0, K�
�L

*�
 f = (f1, . . . , fn), u = (u1, . . . , un).

�����,� !#� ��
���	����� ��� �
��
��� �
�
� �����
��
 λ ≥ 0�

��� �	� 	�"�� ������� v ∈ (C1
0(M))n� ����	
�������
� �
�
�
�����

‖v(x)‖ ≤ λ ��
��


‖f(v)‖ ≤ 2mλ

R2 K�
�L

�
��
 �� �� � M �  �!�
 ��� ������ r > m ����
�
 3,�J- ��

� �	
"�


�
&
��
 u = (u1, . . . , un) �
��
� ��� ‖u(x)‖ ≤ λ �� �� � M �

uj ∈ H̃2,r(M) := H1,r
0 (M)

⋂
H2,r(M) j = 1, . . . , n.

7�� ��
��
� �" �
��
� 	���
���; 	 ����	��, �
��
�� H̃2,r(M) ⊂ C(M)


3���4
 ���
� ���"��&��#

H̃s,r(M) := H1,r
0 (M)

⋂
Hs,r(M).

.�����
�; �� ���
� 	"��# n = 1 � f(u) = (2 + cos(|∇u|2))eu


B� �����
� <�� �
��
�� 	 ��
��:4
� ��"�
�
; � �
)&�� ����������

�
������
 

 ��
���	��


����#Mm ⊂ Rm A ����
��	��
�#����# �*����&
���, ������
) � *���6

���� *��������; � ������ ������#; 	 �	�
� ����������	
; ��,������

	����� 
	�����	� -��� ������� R
 3�"#�
� ����:6�����# �
��
��	��:

������: g : Rn → Rn � "������ �������
��
 f ��
��:4�� ����"��=

f(v) = g (v(x))




����� �
 ����
�������� ���������  1

B� ��	
����
�; &�� "���&� K�
�L � �����) ������
) f ��

� �����


�
-
��
 	 ������� Mm ; 
��� ���#�� ��"�
�����# m �������&�� 	
����


!
)��	��
�#��; "��������
� �������
�#��: ���������: λ � "��
���;

&�� ������� ‖g (y)‖ �*����&
�� 	 n6�
���� ���
 {y ∈ Rn | ‖y‖ ≤ λ};
�
�
�# �
��	
���	� K�
�L �&
	���� 	�����
��; 
��� ���#�� m �������&��

	
����


D��� �
��������); �� �
�	�) 	"*���; <��
��; ��*�� ��"�
�����# ��6

����� �
 �
-�
�; �; ��������; ��������	�
� ��"�
-������ "���&�; �	�"��

� *����&���� ����	���� � �
 ��

� �
���; 
��� ����	�� !���,�
 "�6

�
���# ������6�����# ���*���
 .�����
�; 
��� Mm = Rm/Zm; �
 

 ��

�4
� �
-
���; ������
 �	��:��� 16�
�����&
����� ��������� �� ���6

���� ��*��
���; �� ��������) <��
�� �
 ��

� �
���
 !
)��	��
�#��;

��������� "���&�

Δu = 1, u ∈ H1(Rm/Zm),

�
 ��

� �
-
��� �� ��� ����� m; ������#�� 	 �
	�) 

 &���� �����

�������; ��	��� ���: 	 ��
��
�=
∫

Rm/Zm Δu(x) dx = 0, � ����	� A �
�


����� ����"��; ������#-�: ��������# K� ��"�&
���: ������#����#L

��
����	��
� ����) ����
��	���
 �������
)��, <������&
���, "���& ��
�6

�� 	 ����, ��"�
������,; *�
 �
 ����
���� �
��
�� �
�


��� ��������� ��	� ������� /��

/��"��&�� &
�
" Δ−1h �
-
��
 ��
��:4
) ���
)��) "���&� !���,�
=

Δw = h ∈ Hs,p(M), w
∣∣
∂M

= 0, s ≥ 0, p > 1.

@���-� �"	
����; &�� ���
)��) ��
����� Δ−1 : Hs,p(M) → H̃s+2,p(M)

�*����&
�
 B� ���
� �����# �
-
��
 ��-
) "���&� ��� �
���	����:



����� �
 ����
�������� ���������   

��&�� �������
���

G(v) = −Δ−1f(v).

3 ���� ����	�) �
��
�� �������
��


G : (C1
0(M))n → (H̃2,r(M))n

�
��
��	��
 F��������� ������:

U(x) =
λ

R2(R
2 − |x− x0|2).

D�� ������� �������
�#�� ��� x ∈ Bm
R (x0); �����*�
� ��������� 	

��&�
 x0=

max
Bm

R (x0)
U = U(x0) = λ

� ���	�
�	���
� ���	�
��: ��������=

−ΔU =
2mλ

R2 . K�
�L

������� ���	�
��� ������� 	 ���; &�� �� ����&�
� ��������
 ��
�6

�� �
-
��) "���&� K�
�L; ���	��	�� 

 � ���
�#��) "���&
) K�
�L; ���

������: 	�
 �"	
����
 B��
�#��� "���&� ���
� 	������#�� ��"����

���������; ��,��� �" ��
������ ��,����) "���&�


4�,,� !#� +������ G �
�
����� ����
����

W = {w ∈ (C1
0(M))n | ‖w(x)‖ ≤ λ, x ∈M}

� �
"�� 4��"�
�
��
 G |W : W → W �
��
����� � ����
�����

#��
�
�
	������ /��
��� ��
��:4�
 	���
���=

H̃2,r(M) � H̃2−δ,r(M) ⊂ C1
0(M), 0 < δ < 1, (1 − δ)r > m, K�
$L

K&
�
" � ���"��&
�� ���������
 	���
��
L



����� �
 ����
�������� ���������  +

/��:�� ���"� ��
��
�; &�� �������
��
 G : (C1
0(M))n → (C1

0(M))n

�
��
��	��


������#�� −ΔGj(w) = fj(w), j = 1, . . . , n; �� �� ������
 K�
�L

��

�

Δ(Gj(w) − U) = −fj(w) +
2mλ

R2 ≥ 0

�
 	
 	 M 
 %��
&��; &�� (Gj(w) − U)
∣∣
∂M

= −U ∣∣
∂M

≤ 0; 	 ���� ��
���6

�
��� �
1 ��)�
�; &�� Gj(w) ≤ U �
 	
 	 M 
 �" �
, �
 �������
��)

	�	����; &�� −U ≤ Gj(w) �
 	
 	M 
 ����; �
 	
 	M ����	
���	� ��
���

‖G(w)‖ ≤ U ≤ max
Bm

R (x0)
U = λ.

�� ��
������
��: �
��
��; ����
��	� f(W ) �*����&
�� 	 (L∞(M))n=

‖f(w)‖ ≤ 2mλ/R2, w ∈ W 
 ��
��	��
�#��; ����
��	� Δ−1f(W ) �*��6

��&
�� 	 (H̃2,r(M))n; � "��&��; 		��� 	���
��) K�
�'L; �������
�#�� ���6

������ 	 (C1
0(M))n


(
��� ����"���


.�� ����
��� ���#�� "��
���#; &�� ����
��	�W 	������ 	 (C1
0(M))n;

�; ����	�	���# �� �
��
 �
�; ����
���# �
��
��2���
�� � �
���	����)

��&�
 � �������
��: G


�
��
�� ����"���


" 0��������� ��1������������ ��� ���	�����

3 <��) *��	
 �� ���������� ���
	�: "���&� ��� ���	�
��� � p6

�����������; ���
���4�� ����������#��) ��
����� 	 *��	��) &����;

� �����
� �
��
�� ��4
��	�	���� �����*� �
-
���


p6��������� 	���
&�
��� ��� �"�&
��� �
&
��) ��	�"# �������: ��
��



����� �
 ����
�������� ��������� +'

Kp = 3/2L; �
���
)��) <�����&����� Kp ≥ 2L � *�������*�� K	 <��� ���&�


p ∈ (1, 4/3]L
 %� ������������� �� ������
� &����
�� � >$1? 


!�� ���	�
��� � p6����������� � ���������) ���	�) &���#: �
��
��

��4
��	�	���� � �
��4
��	�	���� ���� ����&
�� ���*��� �	������;

������
� >$�?; >��?; >$1?; >1�?
 3����������
 �
���� ���� ����
�
�� 	

�����
 >��? � ���*�, ��� ��,���
��� �������
�#��, �
-
��)


5���������#��6����
�
�����#��
 ��
������; ���
4
���
 	 �����6

����; 	��:&�� ��
������ ������
���^������ K��
 ���
L; ���� �"�&
��

	 ������, >��?; >$�?


F��������� <������&
���
 ���	�
��
 � �
�����#��� ���
)��� ��
6

������� ��� �����������=

ΔpAu = f(x) ∈ H−1,p∗(M), u |∂M= 0,
1

p
+

1

p∗
= 1, K$
�L

*�
 A A �
������) �*����&
���) ���
)��) ��
�����
 J��� ��
�����

A �	��
��� ����� 	�"��4
��
� ����
��	
���*� ��
������; �� "���&�

����
��� ��<�����	��); �� �	�)��	� ������������ ����-�
���
 %��
���;

&�� 	 ���
)��� ���&�
 Kp = 2L ����
 	�"��4
��
 �
 ���
� ��"��-��#

�����������#


(��
)��� 	
���� ���	�
��� K$
�L � �
�����#��� ��
������� �����6

�
��� � ������ ��*��
���

Au =
k∑

i=−k

aiu(q
ix), q > 1, aj ∈ R,

���� �"�&
�� 	 >��?; >��?
 ���&�); ��*�� ��<�����
��� ak "�	���� �� x;

��� ��������
� 	 �����
 >�$? 	 ���
)��) �������	�



7��
	�
 "���&� ��� <������&
���, ����������#��6����
�
�����#��,

���	�
��) ���� �"�&
�� 	 ����#�, >��?; >�'? � ���*�,




����� �
 ����
�������� ��������� +�

7��
	�
 "���&� ��� <������&
���, ���	�
��) �� ��	�*��� 	 ���6

�������	
 �
�
�
���, ���� ��������
�� 	 ������, >�$?; >1�?


�
���� ���
	�, "���& ��� <������&
���, ����
�
�����#��6��"������,

���	�
��) 	 �*����&
���) ������� ���� ������
�� 	 �����
 >1'?


"�� (���	��� �������

����# M A �*����&
���� ������# 	 Rm � *�����) *�����
) ∂M, �

x = (x1, . . . , xm) A ���������� 	 Rm
 G
�
" ∂i ���"��&�� &�����: ����"6

	����: �� �
�
�
���) xi
 ��
��������; &�� ������# M �	��
��� "	
"�6

��) �������
�#�� ��&��� ���������
 F��������� �������

sM = {sx | x ∈M}

� ��"��&���� s > 0
 J��� s′ < s′′; �� �&
	����; &�� s′M ⊂ s′′M 


!�� �:��, v ∈ Lr(sM), r ≥ 1 � w ∈ Lr∗(sM), 1/r + 1/r∗ = 1

�������

(v, w) =

∫
sM

v(x)w(x) dx.

����# b < 1 A �������
�#��� ���������
 G
�
" W ���"��&�� ���6

�������	� �*����&
���, ���
)��, ��
������	

G : H1,p
0 (M) → H1,p

0 (b−1M), p > 1,

�� ��
��:4��� �	�)��	���


!�� �:��*� ��
������ G ∈ W ��4
��	�
� �*����&
���) ��
�����

G+ : Lp(M) → Lp(b−1M) ����); &��=

∂iG = G+∂i, ‖G+w‖Lp(b−1M) ≥ c0‖w‖Lp(M). K$
�L



����� �
 ����
�������� ��������� +�

�������
�#��� ��������� c0 "�	���� ���#�� �� G
 !�� ������
���*�

��
������

G+∗ : Lp∗(b−1M) → Lp∗(M),
1

p
+

1

p∗
= 1,

��

��� �*����&
���) ��
�����

G+∗+ : H−1,p∗(b−1M) → H−1,p∗(M)

����); &��

∂iG
+∗ = G+∗+∂i. K$
�L

G
�
" L(H1,p
0 (M)) ���"��&�� ����������	� �*����&
���, ���
)��,

��
������	; �
�
	���4�, H1,p
0 (M) 	 �
�� � ����,; &�� ��� �:��*� T �"

L(H1,p
0 (M)) ��

�

‖Tv‖H1,p
0 (M) ≥ c5‖v‖H1,p

0 (M), K$
$L

*�
 c5 A ���*�� �������
�#��� ���������; "�	���4�� ���#�� �� T 


/��
�
��� ��
����� A : H1,p
0 (M) → H1,p

0 (b−1M) �� ������


A = GT, G ∈ W , T ∈ L(H1,p
0 (M)), K$
�L

� "������ ��
����� B : H−1,p∗(b−1M) → H−1,p∗(M) ��
��:4�� ����"��=

B = T ∗G+∗+.

/��
�
��� p6��������� �������)

Δpv =

m∑
i=1

∂i(|∂iv|p−2∂iv), ∂i =
∂

∂xi
.

/���	��� ��H
���� ��-
*� �"�&
��� ���
� ��
��:4�� <������&
����

"���&�=

ΔpAu = f(x) ∈ Lp∗(b−1M), u |∂M= 0. K$
�L



����� �
 ����
�������� ��������� +�

�����,� !#� >�	� Bf ∈ Lp∗(M) � kerB = 0� �� �
�
�
 3?�H- ��

�

�	
"�
 �
&
��
 u ∈ H1,p
0 (M)� �� 
��� �	� 	�"�!� ψ ∈ H1,p

0 (b−1M) ��

�

−
m∑

i=1

(|∂iAu|p−2∂iAu, ∂iψ) = (f, ψ). K$
1L

���
*����	���
 	 ������
 K$
1L 	
�
��� �� ������� b−1M 
 ��� ���

M ⊂ b−1M, �� ������
 ������� ψ 	 <��) ������
 ����� ����# �"

H1,p
0 (M) � ���������# �, ���
� �� ������) �" H1,p

0 (b−1M)
 ��<����

����� �&����#; &�� ���
*���� 	 ������
 K$
1L �
����� �� ������� M �

"���&� $
� �
-�
��� 	 ������� M 


"�
 ����������2 �
������� ���������� � ������

%������ ��
����� σ : Lr(M) → Lr(Rm), r ≥ 1, �������)

σv =

⎧⎪⎨⎪⎩v(x), 
��� x ∈M,

0, 
��� x ∈ Rm\M.

� ����4#: <��*� ��
������ �� �������� ��
����� ������
���^������=

Rav = (σv)(ax), a > 0. D��� ��
����� �����*�	�
� *����� �������

v(x); 
��� ��������� a < 1; � �����
� *�����; 
��� a > 1


.
������ ����"��#; &�� Ra ∈ L(H1,p
0 (M)) A �*����&
���) ��
����� 	

���&�
 a > 1; � 
��� a < 1; ��

Ra : H1,r
0 (M) → H1,r

0 (a−1M), Ra : Lr(M) → Lr(a−1M)

����
 �*����&
�


(
*�� ����"��#; &��

‖Ra‖H1,p
0 (M)→H1,p

0 (M) ≤ a1−m/p, a > 1. K$
 L



����� �
 ����
�������� ��������� +$

�����
�; &�� Rb ∈ W (b < 1)
 !
)��	��
�#��; <��� ��
����� ���6

������
� � &�����) ����"	����) ��
��:4�� ����"��=

∂iRb = R+
b ∂i, R+

b = bRb.

������ 	�&���
��
� ����&�
�; &��

‖Rb‖Lp(M)→Lp(b−1M) = b−m/p, ‖R+
b ‖Lp(M)→Lp(b−1M) = b1−m/p.

/�
����� R∗
b : Lp∗(b−1M) → Lp∗(M) ���
� ���# ����
 "������ 	

�	��� 	��
= ����*�� R∗
b = b−mRb−1, �� "��
��� �
�
�
���: x �→ b−1x 	

���
*���
 � ����&��; &�� (Rbv, w) = (v, R∗
bw)


����; ��

� R+∗
b = b1−mRb−1 �

R+∗+
b = b−mRb−1 = R∗

b .

D�� ������� ��"	���
� ��������# ���
�
�
��
 ��
������

R+∗+
b : H−1,p∗(b−1M) → H−1,p∗(b−1M).

!�� ��*� &���� ��
���# <��; �������� �
��
��


�����,� !#� -9	�:/ 5����� '	
�
�� g ∈ H−1,p∗(b−1M) ��
���
�	�
�%

�� � �	
����
� ���
(

g = g0 +

m∑
i=1

∂igi, gj ∈ Lp∗(b−1M), j = 0, . . . , m. K$
+L

K�	

 ��!��

‖g‖p∗

H−1,p∗(b−1M) = min
m∑

i=0

‖gi‖p∗

Lp∗(b−1M).

1������ "
�
��� �
 ����
���
 ��
� ������� gi, i = 0, . . . , m, �	�

������� ����	�
�� 3?�L-� � '��� ������� �����!

����



����� �
 ����
�������� ��������� +�

�
�
�# ������� �� ���
�
�
��:

(R+∗+
b g , h) = (g0, Rbh) −

m∑
i=1

(gi, ∂iRbh), h ∈ H1,p
0 (M). K$
�'L

��� ��� Rb : H1,p∗
0 (M) → H1,p∗

0 (b−1M) �	��
��� ��
���
); �� �" �������

K$
�'L ��
��
�; &��

kerR+∗+
b = 0.

� ����4#: �
��
�� �
� ��,����

‖R+∗+
b ‖H−1,p∗(b−1M)→H−1,p∗(M) ≤ max{b−m

p , b1−
m
p }.

3 ��&
��	
 ��
������ T 	�"#�
� ��
��:4�: �����"���: ��
������	=

H =

l∏
j=0

(idH1,p
0 (M) − λjRaj

), aj > 1, K$
��L

*�
 &���� λj ��� �������� ���
� �&����# �
)��	��
�#����


/&
	����; &�� 
��� |λj| · ‖Raj
‖H1,p

0 (M)→H1,p
0 (M) < 1, j = 1, . . . , l, ��

��
����� H �	��
��� �*����&
���) ��
���
) H1,p
0 (M)
 �� ������
 K$
 L

<�� �
��	
���	� 	�����
�� ��� ����	��

|λj| < a
m/p−1
j , j = 1, . . . , l. K$
��L

3 �
"��#���
 �� ����&�� ��
��:4

 ��
���	�
 �" �
��
�� �
$



�����3���� !#% 5 �
�
�
 3?�H- ��	���� A = RbH�  �!�
 
�	� �
�
%

�
����
 3?�,.- ����	�
��� �� �
�
�
 3?�H- ��

� �	
"�
 �
&
��
�

"�� ��������� ��	� ������� /�"

%������ ������� J : H1,p
0 (M) → R � F : H1,p

0 (M) → R ���������

J(v) = (Bf, v), F (v) =

∫
b−1M

m∑
i=1

|∂iAv|p dx.



����� �
 ����
�������� ��������� +�

!��

 �� �����
�; &�� ����	��) ������� ���
)��) ������� J �� ��6

	
�,����� ���	�� ������� F �����*�
��� � �	��
��� �
-
��
� ��-
)

"���&�


4�,,� !#	 @
������ ��	����
	���
 �����
��� c2, c4 �
��
� ���

�	� 	�"�!� v ∈ H1,p
0 (M) �
��� �	
����

(

c4‖v‖p

H1,p
0 (M)

≥ F (v) ≥ c2‖v‖p

H1,p
0 (M)

.

!
)��	��
�#��; 	 ���� �*����&
������ ��
������ A ��

�

F (v) ≤ ‖Av‖p

H1,p
0 (b−1M)

≤ c4‖v‖p

H1,p
0 (M)

.

�����#"�� ������� K$
�L; K$
$L; ����&�
�; &��

m∑
j=1

∫
b−1M

|∂jGTu|p dx =
m∑

j=1

∫
b−1M

|G+∂jTu|p dx ≥ cp0‖Tu‖p

H1,p
0 (M)

≥

≥ cp0c
p
5‖u‖p

H1,p
0 (M)

.

����
���� !#� +������

ν(v) = (F (v))
1
p

��	�
��� ������� '����
	
����� ��
��
����� ����
 ������
����


H1,p
0 (M)� � ��'���� ����
����

S = {v ∈ H1,p
0 (M) | F (v) = 1}

��	�
��� 
�������� ��
��� � H1,p
0 (M) � ����	
 ����� ν�

4�,,� !#� +������ J |S �����!

� ���
!� �������
 �
 S� 4"���
%

��� '��� ������� �
�
� v̂�



����� �
 ����
�������� ��������� +1

#��
�
�
	������ ��*����� ��
������
���� �
��
��; ������� J ��6

�
� ���# �
��
��	�� �������
�� 	 ����������	� Lp(M)


�����,� !#! -9��:/ ����� V,W � "
�
���� ������
����
� � �����

������
����� V �
�	
������� >�	� 	��
���� ��
�
��� Q : V → W

����
��
�� ��!�
 �"�
� �
������!� 
�������!� &
�
 O ⊂ V ��� ���"%

�
�
��� Q ����
��
��

����
��� <�� �
��
�� � 	���
��: H1,p
0 (M) ⊂ Lp(M); �� 	����; &��

-��

O = {v ∈ H1,p
0 (M) | ν(v) ≤ 1}

�	��
��� ���������� �������
��	�� 	 Lp(M)
 ��<���� ������� J ��6

���*�
� �	�
*� �������� 	 O; ���"��&�� 
*� &
�
" v̂
 3 ���� ���
)�����

������� J ��

� v̂ ∈ S = ∂O.

(
��� ����"���


F��������� �����
 ����"	����
=

J ′h =
d

ds

∣∣∣
s=0
J(v̂ + sh) = (Bf, h) = J(h), h ∈ H1,p

0 (M), K$
��L

F ′(v̂)h =
d

ds

∣∣∣
s=0
F (v̂ + sh) = p

m∑
i=1

(|∂iAv̂|p−2∂iAv̂, ∂iAh). K$
�$L

4�,,� !#� $�
�� �
��� �	
�����
 ��	��
���(

kerF ′(v̂) ⊆ ker J ′. K$
��L

#��
�
�
	������ ����#

h ∈ kerF ′(v̂). K$
��L

/��
�
��� ������: �	�, �
)��	��
�#��, ��*��
���	 �� ������


ϕ(y, t) = F (yv̂ + th).



����� �
 ����
�������� ��������� + 

B� ,���� ����"��#; &�� ��� �
������*� �������
�#��*� t0 ��4
��	�
�

������� y(t) ∈ C1(−t0, t0), y(0) = 1, �����; &��

ϕ(y(t), t) = 1. K$
�1L

J��� <�� 	
���; ��*�� ����
��	� {y(t)v̂ + th | |t| < t0} �	��
��� ���	�)

�� ���*�����"�� S. D�� ���	�� ���,���� &
�
" ��&�� v̂; � h �	��
��� 



�����
�#��� 	
������ 	 <��) ��&�



%��
���; &�� ϕ(1, 0) = F (v̂) = 1 �

ϕy(y, t) |(y,t)=(1,0) = F ′(yv̂ + th)v̂ |(y,t)=(1,0)=

= F ′(v̂)v̂ = pF (v̂) = p 
= 0. K$
� L

�
�
�# ����
��� �
��
�� � �
�	��) ������� � ���	�
��: K$
�1L � ��)6

�
� ������: y(t)


����"	����� ������� y(t) �������
� ���
	�
 "��&
��
 	 ���
=

yt(0) = 0. K$
�+L

!
)��	��
�#��; ��� ��� F (y(t)v̂ + th) = 1 ��� |t| < t0; �� ��

�

d

dt

∣∣∣
t=0
F (y(t)v̂ + th) = F ′(y(0)v̂)(yt(0)v̂ + h) =

= yt(0)F ′(v̂)v̂ + F ′(v̂)h = 0. K$
�'L

�����#"�� ������� K$
�'L 	�
��
 � K$
��L � K$
� L; �� ����&�� K$
�+L


��� ��� y(t)v̂ + th ∈ S ��� |t| < t0 �; 	 ���� �
��� �
�; �������

ρ(t) = J(y(t)v̂ + th) �����*�
� �����#��*� �������� 	 t = 0; ��<����

ρt(0) = J ′(yt(0)v̂ + h) = 0.

�" <��) �������; � ����
 �" ������� K$
�+L ��
��
�; &�� J ′h = 0




����� �
 ����
�������� ��������� ++

��*����� �
��
�
 � ������
��, (�*�����; �" ������� K$
��L 	��
6

��
� ��4
��	�	���
 ��������� λ ����); &�� λF ′(v̂) = J ′
 ����� ���	���;

��� 	�
, h ∈ H1,p
0 (M) ������� K$
��L; K$
�$L ��:� ��
��:4

=

pλ
m∑

i=1

(|∂iAv̂|p−2∂iAv̂, ∂iAh) = (Bf, h). K$
��L

3	
�
� ���"��&
��
 wi = |∂iAv̂|p−2∂iAv̂ � "���-
�

(wi, ∂iAh) = (wi, ∂iGTh). K$
��L

3 ���� ������ K$
�L; K$
�L ����&��

(wi, ∂iGTh) = (wi, G
+∂iTh) = (G+∗wi, ∂iTh) =

= −(∂iG
+∗wi, Th) = −(G+∗+∂iw, Th) = −(T ∗G+∗+∂iwi, h).

�" <��*�; � ����
 ������� K$
��L ��
��
�; &��

(wi, ∂iAh) = −(B∂iwi, h). K$
��L

������	��� K$
��L 	 K$
��L; ��

�

−pλ
m∑

i=1

B∂i(|∂iAv̂|p−2∂iAv̂) = Bf. K$
�$L

��*����� ��
������
��: �
��
�� kerB = 0; ��<���� ���	�
��
 K$
�$L

<�	�	��
���� ��
��:4
��=

−pλ
m∑

i=1

∂i(|∂iAv̂|p−2∂iAv̂) = f. K$
��L

/��"��&�� &
�
" τ ���
�# ���	�
��� −pλ|τ |p−2τ = 1
 5������ u = v̂/τ

�	��
��� �
-
��
� K$
�L
 !�� ���	
��� <��*� �������&�� ������	��# 	�6

���
��
 v̂ = τu 	 K$
��L


�
��
�� ����"���




����� �
 ����
�������� ��������� �''

! #���$�

(����� !#� #��
�
��� ��� ��
��
 3/�.- � �
��
�
 H�/ �
�	��&

�
�

(����� !#	 )�����	����
�� ��

��� �
�
��� ������� ����	
�����
�

������� ��������
	
 �� ��
�	��
��� H�,�

(����� !#� #��
�
�� ��
�	��
��
 H�.�

(����� !#� )�����	����
�� ��

��� �
�
��� ������� ����	
�����
�

������� ��������
	
 �� ��
�	��
��� H�/�

(����� !#� ����� M = BR(0) ⊂ Rm. *
��� ��	����� ��	��� ���%

�	
������� ���	
 m,R, ���"� �
�
�


Δu = exu + u2 − ‖u‖L2(M) + ess sup
x∈BR/3(0)

u3(x), u |∂M= 0,

��
	
 �	
"�
 �
&
��
: 3)�� �
��
	 H�/�- ;
�
� ess sup f �"���
�

���

������ !�
�� ���
	 c, �	� ������� f ≤ c ����� ������



����� �

���������� ��������� �

��
�����!����
��� ��������

�����������
�� �������������

� 3���������� �)��� ������ 	����.���&

B� ��&�
� � ����
��	���� �
���
)��*� ���	�
��� � ����� �����
�6

��� 	 -���
 ����,�	�, ����������	


��
�	� ���������� �
������: ���
�#��: "���&�
 ��
��������; ��

��

� �
�� � �������
��
� f : X → X �
������*� ����,�	� ��������6

��	� X
 /������
��
 f �	��
��� ���-��
	�� 	 -��
 BR(0); �


 ���

�:��, x, y ∈ BR(0) ����	
���	� �
��	
���	�

‖f(x)− f(y)‖X ≤ C‖x− y‖X ,

*�
 �������
�#��� ���������� C �
 "�	���� �� x, y


/���	��� ��H
���� �
*������) �
���� 	�"��4
��) �	��
��� ���	6

�
��


x = εf(x), K�
�L

�'�



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �'�

	 ������� &���� ε �*��
� ���# �����
���; � �
-
��� ���	�
��� ����
��6

:��� ��� ����, "��&
���, ε 
= 0
 %��
���; &�� ��� ε = 0 <�� ���	�
��


��

� ���	���#��
 �
-
��
 x = 0


(
*�� 	��
�#; &�� ��� ����) �������	�
 "���&� �������
��
 εf �	��6


��� �����
� -���; 
��� ���#�� ε �������&�� ����; �; ����	
���	
���;

��-
 ���	�
��
 ��

� 
�����	
���
 �
-
��
 x(ε)


/����� ���	�
��
 K�
�L ������
� 
4
 ����� 	����� �	�)��	��
 !�6

������; ��� ��������; &�� X = Cm � �������
��
 f *��������� 	 -��


BR(0)
 ��*��; ��������� �����*�&��; �� ���
� "���:&��#; &�� ����6

��� x(ε) *��������� �� ε 	 ���

 8��

 ��*�; 
��� �� ����
� �����# 



	 	��
 ����

x(ε) =
∞∑

k=0

xkε
k, K�
�L

��; ������	��� <��� ��� 	 ���	�
��
 K�
�L; �� ����&�� �
����
����


���	�
��� �� ��<�����
��� �
)���� ������� x(ε); ������
 ��"	����

����
��	��
�#��; ���� "� ���*��; ��)�� 	�
 xk
 !��*��� ���	���; �� �


������ ��

� 9&����:9 �
��
�� ��4
��	�	���� ��� ���	�
��� K�
�L; ��

���
� 
4
 	������# �������; ������� ���
� ���������# ��-
 �
-
��


� �:��) ���
�
� "������) ��&����#: ��� ����, ε=

x(ε) =

n∑
k=0

xkε
k + O(εn+1). K�
�L

D��� ��� ��"�	�
��� ����� �
���� 	�"��4
��)


3
��
��� � ���&�: ����"	��#��*� ����,�	� ����������	� X � ����6

�
��� �� ��
������
��� � ���-��
	���� f 
 .� ���
�; ������; �&����#;

&�� 
��� ������� x(ε) *��������� 	 ���
 �� ε; �� � ������� f(x(ε))

���
 *��������� 	 ���
 �� ε


��

��� �	
 	�"��������
 �
�	�� 	�"�������#= �
-
��
 ���	�
���



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �'�

K�
�L ��4
��	�
� � ��
����	��
��� �,���4���� ����� �� ε
 � 	����� 	�"6

�������#= �� ������	��� ��"���
��
 K�
�L 	 ���	�
��
; ��-�� 	�
 xk;

�� ���"����#; &�� ��� K�
�L ���,������


3 ����
��
� ���&�
 *�	����; &�� ���	�
��
 K�
�L ��

� ������#��


�
-
��
 	 	��
 ��
�
���*� ����
 ��
��� <��� ���&�) 	
�#�� ������6

�����
� 	 "���&�, ��"���
 3 ����&��) ��������; ��*�� ���	�
��
 K�
�L

��

� ��-# ������#��
 �
-
��
; �� ��6��
��
�� ���
� 	���"��# 
*�

	 	��
 �������; ��,��
) �� ������� K�
�L; �� � ����� ����������#���

����&�
�=

x̃(ε) =

n∑
k=0

xkε
k +O(n, εn+1).

%�
�# ������� O(n, εn+1) �	��
��� O(εn+1) ��� �������	����� n; ��

��� �	
��&
��� n <�� ������� ����
� � ��� �
���� 	�"��4
��) ���,�6

�����
 ���� �
 ������� x̃(ε) ���"�	�
��� ��� ��"�	�
��� �������
�6

��� �
-
��
� ���	�
��� K�
�L=

‖x̃(ε) − εf(x̃(ε))‖X = o(ε).

3 ������
���, 	���� ��
�# ��� ����� ���

 ��&�� ��
��	��# �
	�"��

o(ε)
 7 �"�&
��: <��) "���&� �� � �
�
,����


����# {(Es, ‖·‖s)}0<s≤1 A -���� �������	����, ���
)��, ����������	

��� ���
� R ��� C=

Es+δ ⊆ Es, ‖ · ‖s ≤ ‖ · ‖s+δ, 0 < δ ≤ 1 − s.

G
�
"

Bs(R) = {x ∈ Es | ‖x‖s ≤ R}
���"��&�� -�� ����������	� Es � �
����� 	 ���

 /��
��� �&
	����


	��:&
��
= Bs+δ(R) ⊆ Bs(R)




����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �'$

8��
� �&����#; &�� �����
�� ε �������
��� ���
�	��� Eρ = {ε ∈ R |
0 < ε < ρ}


F��������� �������
��


P (·, ε) : Es+δ → Es, ε ∈ Eρ, K�
$L

������
 ��� �:��, ε ∈ Eρ � x′, x′′ ∈ Bs+δ(R) ���	�
�	���
� �
��	
�6

��	��=

‖P (0, ε)‖s ≤ L, s < 1, K�
�L

‖P (x′, ε) − P (x′′, ε)‖s ≤ M

δp
‖x′ − x′′‖s+δ, p > 0. K�
�L

3 <��, �������, ��������� M,L � p �
 "�	���� �� s � ε


0��	�
��


x = εP (x, ε), K�
1L

	���4
 *�	���; �
 ��

� �
-
��) ��� ε > 0; �� ����	
���	� ��
��:4��

�
��
��


�����,� �#� @
������ �
��
 ��	����
	���
 ���������
 C1� C2� C3�

ε0 3�
������
 ��	��� �� L,M, p, ρ-� ��� �	� 	�"�!� ε ∈ Eε0
���
����%


� ����
 x̂ = x̂(ε) ∈ B1/2(R), �
�
�� ���

‖x̂− εP (x̂, ε)‖1/2−C1ε1/p ≤ C2 exp

(
− C3

ε1/p

)
. K�
 L

�� 
��# ���	�
��
 K�
1L ��

� 9�������
���
 �
-
��
9 	 ������6

��� 	�-
 �����
; � �
	�"��; ������: ��
� <�� �������
���
 �
-
��
;

�
�#-
 �:��) ��
�
�� ε


/��
��� ����
; &�� �
��
�� 1
� ����� &���� ��*
����&
���) ,����6

�
�= ����������	� Es �
 ���
�
�� ����)6���� ������*�
); � ��� ����"�6

�
�#��	
 ����) �
��
�� �
 �
��
��� �� ����*� ��
�
�#��*� �
�
,���




����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �'�

(�,������ �#�  
��
�
 J�, ���

��� ���
�
�	����� 
�	� �� "��
� ���%

�
��� ��� δ ∈ [(2Mε)
1
p , 2(2Mε)

1
p ] � 3,�?- � 3,�H-�

��� ��������� ��	� ������� 4��

������	�� x′ = x, x′′ = 0 	 K�
�L; �; �����#"�� ��
��� K�
�L; ��)�
�

‖P (x, ε)‖s ≤ M

δp
‖x‖s+δ + L. K�
+L

����
��

 �
��	
���	� 	������
��� ��� 	�
, x ∈ Bs+δ(R) � ε ∈ Eρ


3	
�
� ���"��&
��
 γ = 2p ·M.

4�,,� �#� #	� ����
����� �
	�� ��	����
	���� ε ���
����
� ���%

	� αε �
��
� ���
1

2(2γ)1/p
≤ αε ≤ 1

(2γ)1/p
, K�
�'L

� n = αε/ε
1/p ∈ N�

!
)��	��
�#��; ��	
���
��
 �
��� �*��	
��� ��
��
� �" ��*�; &�� ���

�:��*�; �������&�� ����*�; ε ����� ���
�	���[
1

2(2γε)1/p
,

1

(2γε)1/p

]
���#-
 �


!� ����� ����"��
�#��	� �
��
�� �� ���
� �&����#; &�� &���� n ���
6

�
�
�� �
���) 1
�
 3 �������, K�
�L; K�
+L δ �
�
��� ��	��� 1/(2n)
 ��6

<���� "��
&���
 1
� ��
��
� �" ��
��� K�
�'L


F��������� ����
��	��
�#����# {xk}=

x0 = 0, xk+1 = εP (xk, ε), k = 0, . . . , n− 1. K�
��L

D�� ����
��	��
�#����# ����� �
; ��� � 	 �
���
 ����
��	��
�#��, ���6

����
��); �� ������� ����	�� ������� �����, �������
��); �� � ���



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �'�

��� ������� �" ���
&��*� &���� <�
�
���	; � &���� <�� �	
��&�	�
��� �

��
�#-
��
� ε


���# ����"��
�#��	� �&
�# �������
 J��� �� 	�"#�
� ���-��� ����

<�
�
���	 <��) ����
��	��
�#�����; �� �
 ����&�� �������&��) ��&�����

�������
��� � 9�������
����� �
-
��:9
 J��� �� 	�"#�
� ���-���

���*� &�
��	 <��) ����
��	��
�#�����; �� �
	�"�� 9��&�	��	�
�9; &��

�
��� ����
��	��
�#��, �������
��) ���,������; 	
�# ���	�
��
 K�
1L

�
 ���"��� ��
�# �
-
���


4�,,� �#	 #	� ����
����� �
	�� ��	����
	���� ε � k = 1, . . . , n

��

� �
��� �	
����

 ��	��
��
(

xk ∈ B1− k
2n

(R).

#��
�
�
	������ B� �����
�; &�� ��	
���
��
 �
��� ����	
���	�

��� ε ≤ R/(2L).

���	
���; &�� x1 ∈ B1− 1
2n

(R). !
)��	��
�#��; �� ������
 K�
�L ��

�

‖x1‖1− 1
2n

= ε‖P (0, ε)‖1− 1
2n

≤ εL ≤ R.

�
�
�# ��� ���� ����"��#; &�� 
��� xj ∈ B1− j
2n

(R), ��

xj+1 ∈ B1− j+1
2n

(R), *�
 j = 1, . . . , n− 1.

�����#"�� ������� K�
+L � �
��� 1
�; 	������� ��
���=

‖xj+1‖1− j+1
2n

= ε‖P (xj, ε)‖1− j+1
2n

≤
≤ ε(γnp‖xj‖1− j

2n
+ L) ≤ R

2
+ εL ≤ R.

(
��� ����"���




����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �'1

4�,,� �#� #	� ����
����� �
	�� ��	����
	���� ε ���
�
�	��� �
�
%

�
�����

‖xk − εP (xk, ε)‖1−k+1
2n

≤ Lε(εγnp)k, k = 1, . . . , n. K�
��L

#��
�
�
	������ �� ������
 K�
�L ��)�
�

‖x1 − εP (x1, ε)‖1− 1
n

= ‖εP (0, ε) − εP (εP (0, ε), ε)‖1−1
n
≤ ε2γnpL.

��
��������; &�� K�
��L 	�����
�� ��� k = j, j = 1, . . . , n− 1
 �����#6

"�� �
��� 1
�; �����
�; &�� ��� 	�����
�� � ��� k = j + 1
 !
)��	�6

�
�#��;

‖xj+1 − εP (xj+1, ε)‖1− j+2
2n

=

= ‖εP (xj, ε) − εP (εP (xj, ε), ε)‖1− j+2
2n

≤
≤ εγnp‖xj − εP (xj, ε)‖1− j+1

2n
≤ Lε(εγnp)j+1.

(
��� ����"���


�
�
�# ������	�� k = n 	 K�
��L
 � ����4#: �
��� 1
� ��
��� ���6

	�: &���# <��) �������=

Lε(εγnp)n ≤ Lε

(
1

2

)αε/ε1/p

≤ Lε exp

(
− log 2

2(2γ)1/pε1/p

)
.

!�� "�	
�-
��� ����"��
�#��	� �
��
�� ����
��� �������# x̂ = xn.

�
��
�� 1
� ����"���


��
 ������� +�&*�����

3 ��&
��	
 ������
��� �
��
�� 1
� �� ���������� "���&� �� ���
�6

�
��� ������) ��"�
 D�� "���&� �������
��� � �
���� 	�"��4
��)

������	
���, ����
�
�����#��, ���	�
��)




����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �' 

3	
�
� ���"��&
��� ��� ������); "�	���4�, �� ��*��
��� t
 ����6

���

< f(·) >=
1

2π

∫ 2π

0
f(t) dt, [f ](t) = f(t)− < f(·) > .

����# M A m6�
���
 	
4
��	
���6�������&
���
 ���*�����"�
; �

Ms = {x+ iy | x ∈M, |y| < s}

A 
*� �����
����� ���
������#
 F��������� ����
�� ������	
���, ���6

�
�
�����#��, ���	�
��)

ẋ = εf(t, x, ε). K�
��L

/������
��
 f �	��
��� *������ � 2π6�
�����&
���� �� �
�	��� ��*�6

�
���; �������&
���� 	MS, S > 0 �� 	������ ��*��
��� � *������ ��

��
�#
�� ��*��
��� �� ���
�	��
 (−ε0, ε0)
 � ����4#: ����������) �,
6

�� �
���� 	�"��4
��) >�'? ����� ��������# ���"��: � ����
��	
���);

2π6�
�����&
���: �� 	�
�
�� "��
�� �
�
�
���, �� ���*�����"�� M

����:; &�� &�
��; ���
���4�
 	�
�� 	 ���	�) &���� ����
�� K�
��L; ��6

��� ��
�# ������� ������� εk � �:��� �������#��� k
 /��"�	�
���; �

<�� �	�"��� � �������&����#: ��-
) "���&�; ����
��4
) "��
��) �
�
6

�
���, "�	�������# �� 	�
�
�� ����� �&
�# ���#�� �������# � ��
���#



 <�����
�����#�� ����) �� �����
��� 	�"��4
��� ε. D�� ����:�
��


�������
��� C
 �
 .
)-����� >$+?


�����,� �#	 -2# ?# ���*����/ @
 ���!��"�
��� M ���
����
� �
%

�
�
 �������
�

x = y + ε
(∫ t

0
[f ](s, y, 0) ds+ u(t, y, ε)

)
,



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 �'+

� ������� ������� u � !	
��
� � 2π%�
������
��
� �� �
����� 
�!�%

�
���� 
�
	����
��
� � Ms′, 0 < s′ ≤ S �� ������� 
�!��
��� �

!	
��
� �� ��
��
�� 
�!��
��� �
 ���
��
	
 (−ε′, ε′), 0 < ε′ ≤ ε0.

5 �������
�
� (y) ����
�
 3,�,/- ��

� ���

ẏ = ε(< f(·, y, 0) > +εa(y, ε) + b(t, y, ε)),

������� a � 
�
	����
��
� � Ms′, 0 < s′ ≤ S, �� �
����� 
�!��
���

� !	
��
� �� ������� 
�!��
��� �
 ���
��
	
 (−ε′, ε′), 0 < ε′ ≤ ε0.

+������ b � !	
��
� � 2π%�
������
��
� �� �
����� 
�!��
���� 
�
%

	����
��
� � Ms′, 0 < s′ ≤ S �� ������� 
�!��
��� � !	
��
� ��

��
��
�� 
�!��
��� �
 ���
��
	
 (−ε′, ε′), 0 < ε′ ≤ ε0, "�	

 ��!��

�	� ��
� (t, x, ε) ∈ R ×Ms′ × (−ε′, ε′) ���
�
�	��� �
�
�
�����

|b(t, x, ε)| ≤ c1e
− c2

|ε| ,

!�
 c1, c2 � ��	����
	���
 ���������
�

�,
�� ����"��
�#��	� <��) �
��
�� ���	
�
�� 	 ��"�
�
 1
$



 ������� � ���	��& �������

3 <��� ��"�
�
; ��
��� >��?; �� �����
� �
��
�� � �
�	��) �������

	 -���
 ����,�	�, ����������	


3	
�
� ��� -���� ����,�	�, ����������	=

{Xσ}, {Yσ}, {Zσ}, 0 ≤ σ ≤ 1.

.���� 	� 	�
, -����, ���"��&�� ����� � �
� �
 ���	���� A ‖ · ‖σ
 !��

0 ≤ σ′ ≤ σ ≤ 1 ��
:� �
��� 	���
���

X1 ⊆ Xσ ⊆ Xσ′ ⊆ X0



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ��'

� ‖ · ‖σ′ ≤ ‖ · ‖σ. �� �
 ����	
���	� � ��� -��� {Yσ}, {Zσ}

����# F A �������
��
 � ������#: ���
�
�
��� 	 X0 × Y0 � "��&
��6

��� 	 Z0 ����
; &��

F (f0, u0) = 0,

*�
 (f0, u0) ∈ X1 × Y1
 G���� "����# ������# ���
�
�
��� �������
���

F ; 		
�
� 	 ��������
��
 �������
 -���=

Bσ = {(f, u) ∈ Xσ × Yσ | ‖f − f0‖σ < N, ‖u− u0‖σ < R},

*�
 N > 0, 0 < R ≤ 1 A �
������
 �������	����
 ���������
 ��
�6

�������; &�� F ���
�
�
�� ��� (f, u) ∈ B0 � F (Bσ) ⊆ Zσ ��� 	�
,

0 ≤ σ ≤ 1; ���&
� �������
��


F : Bσ → Zσ

�
��
��	�� ��� �����*� 0 ≤ σ ≤ 1
 .�-� "���&� ������� 	 ���; &����

��� �����) ���
 (f, u) ∈ Bσ, σ > 0 ��"�
-��# ���	�
��
 F (f, v) =

0 �������
�#�� v ��� v; �������&�� ���"��, � u 	 �
������� ���#-
�

����������	
 Yσ′, σ′ < σ; A 	 ��
������
���; &�� ����� ‖F (f, u)‖σ

�������&�� ����
 F��������� ��� ����	��; 	 ������,

M ≥ 1, γ > 0, α ≥ 0

A �
������
 �������	����
 ���������


K.�L /�
��� �
)����


!�� �����*� σ, 0 < σ ≤ 1, � �����*� f ∈ Xσ ∩ Bσ �������
��


F (f, ·) : Yσ∩Bσ → Zσ′, σ′ < σ, ����
�
�����
�� �� 5�
-

 /��"��&��


*� ����"	����: 	 ��&�
 (f, u) ∈ Bσ &
�
" dF (f, u).

!�� (f, u), (f, v) ∈ Bσ 	
��&���

Q(f ; u, v) ≡ F (f, u) − F (f, v) − dF (f, v)(u− v)



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ���

���	�
�	���
� ��
��


‖Q(f ; u, v)‖σ′ ≤ M

(σ − σ′)2α
‖u− v‖2

σ ��� 	�
, σ′ < σ.

K.�L F�	���
���
 ����	�
 (��-��� �� �
�	��� ��*��
���


!�� �����*� σ, 0 < σ ≤ 1, ��� �:��, (f, u), (g , u) ∈ Bσ

‖F (f, u)− F (g , u)‖σ ≤M‖f − g‖σ.

K.�L �������
���
 ���	�
 �������
 �������
��
 � ����"��
�
� ��6

�
�� γ


!�� �����*� σ, 0 < σ ≤ 1, � �����) ��&�� (f, u) ∈ Bσ ��4
��	�
�

��� 	�
, σ′ < σ ����
 ���
)��
 �������
��
 η(f, u) ∈ L(Zσ, Yσ′), &�� ���

	�
, z ∈ Zσ

‖η(f, u)(z)‖σ′ ≤ M

(σ − σ′)γ
‖z‖σ

�

‖(dF (f, u) ◦ η(f, u)− 1)(z)‖σ′ ≤ M

(σ − σ′)2(α+γ)‖F (f, u)‖σ‖z‖σ.

�����,� �#� -�7*> <�=��/ ����� ���"�
�
��
 F ����	
�����
� ��	�%

���� 3@,- � 3@/-�  �!�
 ���
����
� �
�
� �����
��
 C > 0� �
��%

���
� �� M,α � γ� ��� 
�	� ����
 (f, u) ∈ Bσ ��� �
������� σ > 0

����	
�����
� ��	����� ‖u− u0‖σ ≤ r ≤ R �

‖F (f, u)‖σ ≤ C(R− r)σq

�	� �
������!� q ≥ 2(α + γ), �� ���
����
� ����
 uf ∈ Yσ/2 ∩ Bσ/2,

�	� �������

F (f, uf) = 0,

�

‖uf − u‖σ/2 ≤ C−1‖F (f, u)‖σσ
−γ.



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ���


�� ��������� ��	� ������� 4��

B� 	�����#"�
��� ��
��������� �
����� .#:����; �� ��� <��� ��6

�
� ����
���# �������
���
 ���	�
 �������
 η(f, u) �" ����	�� K.�L

	�
��� ��&��*� �������*� � dF (f, u); ������*� ���
� � �
 ��4
��	�	��#


/��
�
��� �� �������� ����
��	��
�#����# (un), n ≥ 0; ������� �,�6

����� 	 Yσ/2 � �
�������� �
-
��: ���	�
��� F (f, u) = 0. .�&�
� �

u0 = u K*�
 u A �� ����
; ������
 ��*�����
� 	 ���������	�
 �
��
��L

� ������� ��� n = 0, 1, . . .

un+1 = un − η(f, un)F (f, un). K�
�L

G���� ���
 	�������# -�* ��������; 		
�
� "����

 ����
��	��
�#6

����# ����, &��
� (εn), n ≥ 0, ��
��:4�� ����"��=

εn+1 = abnεκ
n , 1 < κ ≤ 2, K�
�L

*�
 a = M326(α+γ)+2; � b = 22(α+γ)
 J��� ε0 �������&�� ����; <�� ����
6

��	��
�#����# <�����
�����#�� �,������ � ���:
 !
)��	��
�#��; 
���

�������# δn = a(κ−1)−1

bn(κ−1)−1+(κ−1)−2

εn, �� δn+1 = δκ
n , ��� &�� δn = δκn

0 ,

� �� ��

�

εn = a−(κ−1)−1

b−n(κ−1)−1−(κ−1)−2

δκn

0 ;

	 ����"��
�#��	
 "��&
��
 ε0 ���
� 	������ �������&�� �����
 B� 	��6

���#"�
��� ����
 ��
��:4
) ��
���)=

ε2
n ≤ abnε2

n ≤ εn+1 < 1. K�
�L

!�� ��*� &���� ���
&��# ��-� ����������	�; 		
�
� ��� σ > 0 ��6

��
��	��
�#����� (σn)n≥0 � (τn)n≥1 ��������� σn = σ(1 + 2−n)/2 �

τn+1 = (σn+1 + σn)/2, n = 0, 1, . . . . %��
���; &�� σ0 = σ, limσn =

σ/2 � σn+1 < τn+1 < σn.



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ���

3��
�
� q ≥ 2(α + γ). B� �����
� �
�
�#; &�� ��4
��	�
� �����

��������� C > 0; &�� 
���

‖F (f, u)‖σ ≤ ν(R− r)σqC

��� �
������*� 0 ≤ ν ≤ 1, �� ��� 	����� n ≥ 0 ����	
���	� ��
��:4��

���)�� S(n) ��	
���
��) �������
�#�� ����
��	��
�#����� (un)n≥0, ��6

�����	�� "������) �������) K�
�L=

S(n1) (f, un) ∈ Bσn
, ‖F (f, un)‖σn

≤ ν(R− r)σqε4
n,

S(n2) (f, un+1) ∈ Bτn+1
, ‖un+1 − un‖τn+1

≤ ν(R− r)σq−γε3
n,

S(n3) ‖un+1 − u‖τn+1 ≤ (R− r)(1 − εn).

�����
�� ν 		
�
� �� ��
��:4
) ���&��
= 
��� ‖F (f, u)‖σ ≤ (R −
r)Cσq, �� ��4
��	�
� ����
 0 < ν ≤ 1, &�� ‖F (f, u)‖σ = ν(R − r)Cσq;

<�� ��	
���	� ��"	���� ��� ��
���# �
-
��
 &
�
" ‖F (f, u)‖σ
 �" S(n1)

	����; &�� F (f, un) → 0 	 Zσ/2 ��� n → ∞. 3 ���� S(n2) ����
��	�6

�
�#����# (un)n≤0 �	��
��� ����
��	��
�#����#: 7�-� 	 ����������	


Yσ/2. ������	 uf = limun, 	 ���� �
��
��	����� F, ��

� F (f, uf) = 0


0�	
���
��
 S(n3) *��������
� ���; &�� �� ����
��� 	 ������� ���
6

�
�
��� �������
��� F � ���
� ���������# �������:; �� 
��#

‖un+1 − u0‖τn+1
≤ ‖un+1 − u‖τn+1

+ ‖u− u0‖τn+1
≤

≤ (R− r)(1 − εn) + r < R.

0�	
���
��� XKUL ����"�	�:��� �� ��������
 0�	
���
��� S(0) ��
6

��:� �" ����	�� ������� ‖F (f, u)‖σ, � ��
��� �" ��*�; &�� ‖F (f, u)‖σ ≤
ν(R− r)Cσq, 
��� C ≤ ε4

0. %�
�# �����#"�:��� �
 �
 ��
���; &�� � ���


A �� �&
�
���� -�*
 ��������
 ��
�������� �
�
�#; &�� ��	
���
���

����	
���	� ��� 1 ≤ j ≤ n; � �����
� ��	
���
��� S(n+ 1)
 B� "��6


�; &�� (f, un), (f, un+1) ∈ Bτn+1
⊂ Bσn+1

. �����#"�� ���
�
�
��
 K�
�L



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ��$

�������
��� un+1; �� ���
� "������#

F (f, un+1) = −(dF (f, un) ◦ η(f, un)− 1)(F (f, un)) +Q(f, un+1, un). K�
$L

3 ���� ����	�) K.�L � K.�L �� ����&�
� ��
��:4�: ��
��� K	 ������)

���4
�� "�	�������# �� f L=

‖F (un+1)‖σn+1
≤ M

(σn−σn+1)2(α+γ)‖F (un)‖2
σn

+

+ M
(τn+1−σn+1)2α‖η(un)(F (un))‖2

τn+1
≤

≤ ( M
(σn−σn+1)2(α+γ) + M3

(τn+1−σn+1)2α(σn−τn+1)2γ )‖F (un)‖2
σn
.

������	��� �:�� 	����
��� ��� σn, τn �" ���
�
�
��� <��, ����
��	�6

�
�#����
); �� ��,����; &��

‖F (un+1)‖σn+1
≤ σ−2(α+γ)abnν2(R− r)σ2qε8

n.

������#�� R, ν, σ ≤ 1 � q ≥ 2(α+γ), <�� 	����
��
 ����� ��
���# ���=

ν(R − r)σqabnε8
n ≤ ν(R − r)σqε4

n+1; "�
�# �� 	�����#"�	����# �
��	
�6

��	��� K�
�L
 ����� ����"��; ��	
���
��� S(n+ 1, 1) ����"���


3	
�� ���"��&
��
 un+2 − un+1 ≡ vn+1, �� � �&
��� ������� K�
�L �

����	�� K.�L ����&�
� ��
���

‖vn+1‖τn+2
≤ M

(σn+1 − τn+2)γ
‖F (un+1)‖σn+1

.

�����#"�� ��	
���
��
 S(n+ 1, 1) � ������� K�
�L; ��,����; &��

‖vn+1‖τn+2
≤ ν(R− r)σq−γabnε4

n+1ν(R− r)σq−γε3
n+1.

D��� ����"��� ��	
���
��
 S(n+ 1, 2)
 ��� ����; &�� <�
�
�� (f, un+2)

�
��� 	 Bτn+2
, �
*�� ��
��
� �" ��
���

‖un+2 − u‖τn+2 ≤ ‖un+1 − u‖τn+1 + ‖vn+1‖τn+2 ≤
≤ (R+ r)(1 − εn + ε3

n+1) < (R− r)(1 − εn+1),



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ���

����	
���	�); 
��� ε0 �������&�� ����M "�
�# �����#"�	��� ��	
���
��


S(n3)


G���� ����"��# 	����: ��
��� ��-
) �
��
��; "��
���; &�� �" ��	
�6

��
��� S(n2) 	��
��
�; &�� ��� 	�
, n ≥ 1

‖un − u‖σ/2 ≤
∞∑

n=0

‖vn‖σ/2 ≤ ν(R− r)σq−γ
∑
n≥0

ε3
n.

����
��:: 	
��&��� ����� ��
���# 	
��&���) ν(R− r)σq−γ, 	����	 ε0

������#�� �����; &����
∑
n≥0

ε3
n < 1. ��<���� ‖uf −u‖σ/2 ≤ ν(R− r)σq−γ.

.����
�; 	�"#�
� C = ε4
0. J��� �
�
�# ‖F (f, u)‖σ < (R − r)Cσq, ��

������� ν = ‖F (f, u)‖σ ×C−1(R− r)−1σ−q � ��)�
�; &�� ‖uf − u‖σ/2 ≤
C−1‖F (f, u)‖σσ

−γ.

�
��
�� ����"���


O��	��
 ����&�
 �
��
�� .<-� A B�"
�� �� ����������, �
��
� �

�
�	��) ������� ������� 	 ���; &�� 	 

 ����	
 �
��� �
 �
��� ����
6

��	��
�#��, �������
��); � �
��� .#:����
 ��
��������� ����
����

.#:���� �,������ �����

 ����
���� ����
��	��
�#��, �������
��) �

��"	���
� ����	��# ����
 "���
���
�� σ−σ′; ������
 ����� 	 �������,

����	�) H1 −H3


7 ���	�
��: 	 -���
 ����,�	�, ����������	 �
��� .#:���� 	�
�	�


��� ����
�
� 7����*���	�� >�? ��� ����"��
�#��	
 �
��
�� � ��,���
6

��� ��	��������, ����	 � ��������	�� ������� &����� 	 *����#����6

	�) ����
�
; ���"��) � ���
*����
��)
 !����� ������ �	��
��� ����)

�" �
�����#��, 	 �
���� ������&
���, ����
�
 ��������
 ������
��


<��*� ���*� 	������	 ���
������ 	 >�1?




����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ���


�
 %���� 5������

@�����
���
 ����
������ �,�������� �
���� .#:���� ���:������
�

��
��:4�� ���
�#��� �
���; �������
��4�� 7������ >�+?
 ����#� >�+?

�	��
��� ����) �" �
�	�, �����; ����	����, �� ����
�
��� �#:����	6

���, �������
��) 	 �����"



����#; ��� � 	�-
; Xs, ‖ · ‖s, 0 < s ≤ 1 A -���� ����,�	�, ���6

�������	=

Xs+δ ⊆ Xs, ‖ · ‖s ≤ ‖ · ‖s+δ, δ > 0.

F��������� �������
��
 f : Xs → Xs+δ
 ��
��������; &�� ��)�����

����
 �������
�#��
 ��������� C,R � γ; &�� ��� �:��*� <�
�
���

u ∈ Xs, ‖u‖s ≤ R,

����	
���	� ��
���

‖f(u)‖s ≤ C

δγ
‖u‖2

s+δ. K�
�L

�����,� �#� -4�,,� )������/ 6
�������
� '	
�
�� g ∈ E1� >�	�

���	� ‖g‖1 ����
����� �
	�� �� ���

∞∑
i=1

f i(g ) K�
�L

�������� � Es ��� �
������� s > 0�

!����
� <�� �
��
��


�" ������� K�
�L �� �������� ��,����

‖f k+1(g )‖s ≤ C2k+1−1∏k
j=0 δ

γ2j

k−j+1

‖g‖2k+1

s+
∑k+1

j=1 δj
, k ∈ N. K�
1L
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 ��1

!�� ��*� &���� <�� ��
��� ��
�� ����� ��� �:��, �������#��, k; ���6

�
� �,����#�� ���
∑∞

j=1 δj
 � ���*�) �������; "���
���
�� 	 ���	�)

&���� ������� K�
1L �
 ������ ��
�#-��#�� ���-��� ������ � ������

k; ���&
 �� �
 ����
� ����"��# �,�������# ���� K�
�L


��,��� �" <��*�; ������� δj = δj−3/2, j ∈ N; &���� δ > 0 	��
�
�

���; &���� s = 1 −∑∞
j=1 δj > 0
 �
�
�# ������� K�
1L ������
��
� 	��

‖f k+1(g )‖s ≤ C2k+1

1 ‖g‖2k+1

1 , k ∈ N, K�
 L

*�
 C1 �������
�#��� ���������
 G�� � ����"�	�
� �
��
��


� ������� 6������� � ��
��	����& ��$��

3 <��) *��	
 �� �����
� �
��
�� 8����
�� >� ? � ��4
��	�	����

�
���	����) ��&�� � �
��
��	��*� �������
���
 D�� �
��
�� ����4�6


� �
��
�� 2���
�� 	 �	�, �����	�
���,
 3�6�
�	�,; 	 �
��
�
 8���6

�
�� ���������	�:��� �
 ����,�	� ����������	�; � �����#�� 	������



3�6	����,; �� ������# "��&
��) �������
��� �������	�:��� ���� �
6

�

 �*����&��
�#��
 ����	��
 3 �
��
�
 8����
�� �
 ��
��
���; &����

�������
��
 �
�
	����� 	������) �������; �� ������� ��� ���
�
�
��;

	 �
��


G
�
" E ���"��&�� �����#�� 	������
 ���
)��
 ������*�&
���
 ���6

�������	�


1���������� �#� 8
�������� �
������
 �������
���� C ������
�%

���
 E�  ���
 x ∈ C �� ���
�
	
��� ����

��� ����
�	
�
�
� ���%

�
���� δ(C)� 
�	� x ∈ F
⋂
C �	� 	�"�!� ���
����
���!� ������
����


F ⊆ E�
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 �� 

�����,� �#� 4"���
��� �
�
�K �����	�
 ����
����
 �������
����

	��
	��� �����	�!� 	��
���!� ����	�!��
���!� ������
����
 E� � �����

f : K → E � �
��
�����
 ���"�
�
��
�

��
���	����� ��� �	� �
���!� u ∈ δ(K) �
������ '	
�
�� v ∈ K

� ���	� λ > 0 �
��
� ���

f(u) − u = λ(v − u). K�
�L

 �!�
 ���"�
�
��
 f ��

� �
��������� ����� � K�

�����,� �#! ������ �
� � � ��
�����
� �
��
�
� E � 	��
	��� �����%

	�
 	��
���
 ����	�!��
���
 ������
������ K � �����	�
 ����
����


�������
���� E� f � �
��
�����
 ���"�
�
��
 �� K � E� ��
���	�%

���� ��� �	� �
���!� u ∈ δ(K) �
������ '	
�
�� v ∈ K � ���	�

λ < 0 �
��
� ���

f(u) − u = λ(v − u). K�
�L

 �!�
 ���"�
�
��
 f ��

� �
��������� ����� � K�

����
���� �#� -�����,� 8� ���� + ��;�����/ ����� E � 	��
	�%

�� �����	�
 	��
���
 ����	�!��
���
 ������
������ � K � 
!� �����%

	�
 ����
����
 �������
�����  �!�
 �����
 �
��
�����
 ���"�
�
%

��
 f : K → K ��

� �
��������� ������

!
)��	��
�#��; ��� ����"��
�#��	� <��*� ��	
���
��� �������&�� ��6

�����# 	 �
��
�
 1
� λ = 1 � v = f(u)


�����,� �#� ����� E � 	��
	��� �����	�
 	��
���
 ����	�!��
���


������
������ K � �����	�
 ����
����
 �������
���� E� T � �
��
%



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ��+

�����
 ���"�
�
��
 �� K � E∗�  �!�
 �
��
��� '	
�
�� u0 ∈ K �
%

���� ��� �	� 	�"�!� u ∈ K

(T (u0), u− u0) ≥ 0 K�
�L

.�� ����������� ��
��:4

 ��
���	�
 �
��
�� 1
1


�����,� �#% ����� E � 	��
	��� �����	�
 	��
���
 ����	�!��
���


������
������ K � �����	�
 ����
����
 �������
���� E� f � �
��
%

�����
 ���"�
�
��
 �� K � E� 4"���
��� �
�
� R �
��
�����
 ���"%

�
�
��
 �� ����
���
 (I−f)(K) � E∗ 3!�
 I � ����
���
���
 ���"%

�
�
��
-�  �!�
 �
��
��� '	
�
�� u0 ∈ K �
���� ���

(R(u0 − f(u0)), u− u0) ≥ 0 K�
$L

�	� 	�"�!� u ∈ K�

.�&�
� ����"��
�#��	� �
��
�� 1
1 �� ��
��:4
) ������) �
���


4�,,� �#� ����� E � 	��
	��� �����	�
 	��
���
 ����	�!��
���


������
������ K � ����
����
 �������
���� E� T � �
��
�����


���"�
�
��
 �� K � E∗� y � �������	���� '	
�
�� E�  �!�
 ����%

���

gy(x) = (T (x), y − x) K�
�L

��	�
��� �
��
������ ���"�
�
��
� �� K � ����
���� �
�����%

�
	���� ���
	�

#��
�
�
	������ ������#�� ����
��	� K ���������; ��� �*����&
6

�� 	 E
 ��
��������; &�� x1 A ����"	��#��) <�
�
�� K � "����� ����"6

	��#��
 ε > 0
 3 ���� �
��
��	����� �������
��� T �� ���
� 	�����#



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ��'

���
������# V <�
�
��� x1 	 E ����:; &�� ��� 	�
, x ∈ K ∩ V � �:��)

���� <�
�
���	 y � z �" K ��

�

|(T (x) − T (x1), y − z)| < ε/2.

8��

 ��*�; �� ���
� ��)�� ���
������# V1 <�
�
��� x1 	 E ����:; &��

��� 	�
, x �" V1 ����	
���	� �
��	
���	�

|(T (x1), x− x1)| < ε/2.

��
��	��
�#��; ��� x ∈ K ∩ V ∩ V1 ����&��

|(T (x), y − x) − (T (x1), y − x1)| ≤
≤ |(T (x1), x1 − x)| + |(T (x) − T (x1), y − x)| < ε.

(
��� ����"���


�
�
)�
� � ����"��
�#��	� �
��
�� 1
1


��
��������; &�� ��	
���
��
 �
��
�� �����
 ��*�� ��� �����*�

u0 ∈ K ��)�
��� �� ���)�
) �
�
 ���� y ∈ K ����); &��

(T (u0), y − u0) < 0. K�
�L

!�� �����*� �������	����*� y ∈ K ���
�
��� �������
��	� Ny ⊂ K

��
��:4�� ����"��=

Ny = {x | x ∈ K, (T (x), y− x) < 0}. K�
1L

��*����� �
��
 1
$; ����
��	� Ny ������� 	 K ��� 	�
, y ∈ K; �; ��6

��	
���	
���; �
�
)��	� �������
��	 {Ny | y ∈ K} �	��
��� ��������

�������
� ����
��	�K; � �" �
*� ����� 	��
���# ���
&��
 ��������6

��
 {Nyj
}, j = 1, . . . , n, ����
; &�� K =

n⋃
j=1

Nyj
.



����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ���

F��������� ��"���
��
 
������ {β1, . . . , βn} ⊂ C(K); ���&��
���


�������: {Nyj
}= βj(x) = 0 ��� x 
= Nyj

; �

βj(x) ≥ 0,

n∑
j=1

βj(x) = 1.

�����#"�� <�� ��"���
��
 
������; �� �������� �������
��
 p : K →
E ��
��:4�� ����"��=

p(x) =
n∑

j=1

βj(x)yj.

/������
��
 p �
��
��	�� � �
�
	���� 	������: �����&�� ��&
�

{y1, . . . , yn} 	 �
��
 ��
��	��
�#��; �� �
��
�
 8���<��; ��)�
��� <�
�
��

u0 ∈ K ����); &�� p(u0) = u0
 F��������� ������:

q(x) = (T (x), x− p(x)), x ∈ K.

�� ���
�
�
��: p ��

�

q(x) = (T (x), x− p(x)) =
n∑

j=1

βj(x)(T (x), x− yj).

3 ���	�) &���� <��) ������� ��� �����*� x ∈ K ��)�
��� ���*�
��
;

��� ������*� βj(x) > 0; � ��� ��� (T (x), x−yj) > 0; �� q(x) > 0 ��� 	�
,

x ∈ K
 .� ������#�� u0 − p(u0) = 0; ��

� q(u0) = 0


����&
���
 �����	��
&�
 ����"�	�
� �
��
��


!����
� �
��
�� 1
 
 /��
�
��� �������
��
 T : K → E∗ ��
��:6

4�� ����"��= T (u) = R(u−f(u)). ��� ��� R A �
��
��	��
 �������
��


�" (I−f)(K) 	 E∗; �� T A �
��
��	��
 �������
��
 �" K 	 E∗; � ��	
�6

��
��
 �
��
�� 1
 ��
��
� �" �
��
�� 1
1


!�� ����"��
�#��	� �
��
� 1
� � 1
� �� �������� �������
��
 R �

����
��� � �
�� �
��
�� 1
 
 .�� ����
��
��� ��
��:4�� �
���




����� �
 ���������� ��������� � �
�


 ���

4�,,� �#� ����� K0 � ����
����
 �������
���� 	��
	��� �����	�%

!� 	��
���!� ����	�!��
���!� ������
����
 E� �
 ���
��
�

 0�  �!�


���
����
� �
��
�����
 ���"�
�
��
 R : K0 → E∗ �
��
� ���

(R(u), u) > 0, u ∈ K0 K�
 L

#��
�
�
	������ ������#�� 0 �
 �	��
��� <�
�
����K0; �� ��� ���6

��*� u ∈ K0 ��)�
��� ,��� �� ���� w ∈ E∗ ����); &�� (w, u) > 0
 !��

�������	����*� w ∈ E∗ ����
��	�

Uw = {u | u ∈ K0, (w, u) > 0}

�	��
��� �������� �������
��	�� K0; � �
�
)��	� {Uw | w ∈ E∗}
A �������
 �������
 K0
 3 ���� ������������ K0 ��4
��	�
� ���
&6

��
 ����������
; �� 
��# ���
&��
 ����
��	� {w1, . . . , wr} ∈ E∗ ��6

��
; &�� K0 =
r⋃

j=1
Uwj


 �����#"�� <�� ���
&��
 ����������
; �� ���
�

��)�� ��"���
��
 
������ {α1, . . . , αr}; *�
 ������ �
��
��	��� ���6

������ ������� αj ∈ K0 ��	�� ���: 	�
 ����	
���	�:4
*� ����
��	�

Nwj
, 0 ≤ αj(x) ≤ 1 ��� 	�
, x � j; ���&
�

r∑
j=1

αj(x) = 1, x ∈ K0.

/��
�
��� �������
��
 R ��
��:4�� ����"��=

R(x) =

r∑
j=1

αj(x)wj.

��*�� R �	��
��� �
��
��	��� �������
��
� �" K0 	 E∗; ��� <��� ���

	�
, u ∈ K0

(R(u), u) =
n∑

j=1

αj(u)(wj, u) > 0,
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��� ��� 	�
 �
 ��	��
 ���: ���*�
��
 �������
�#�� � ��)�
��� �� ���)6

�
) �
�
 ���� �
���
	�
 ���*�
��

 (
��� ����"���


�
�
)�
� � ����"��
�#��	� �
��
�� 1
�


��
��������; &�� ��� 	�����
��� ����	�) �
��
�� 1
� f �
 ��

�

�
���	����) ��&�� 	 K
 ��*�� K0 = (I − f)(K) �	��
��� ����������

�������
��	�� E; �
 ���
���4�� 0; � �� ���
� ����
���# �
��� 1
�;

&���� ����&��# �������
��
 R : K0 → E∗ ����
; &�� ��� 	�
, u, ���6

����
��4�, K0, (R(u), u) > 0
 3 &��������; R(u) 
= 0 ��� 	�
, u ∈ K0


����
��	 �
��
�� 1
 � �������
��: R; ��,���� <�
�
�� x0 ∈ K

����); &�� ��� 	�
, x ∈ K

(R(x0 − f(x0)), x− x0) ≥ 0. K�
+L

F��������� �	
 	�"��������=

KCL x0 /∈ δ(K); �� 
��# x0 A 	����
���� ��&�� K;

K3L x0 ∈ δ(K)


3 ���&�
 KCL; ��*�� x0 �	��
��� 	����
��
) ��&��) K; ��� �����*�

v ∈ E ��)�
��� �������
�#��� ��������� ξ K"�	���4�� �� vL �����; &��

x = x0 +ξv �	��
��� ��&��) K
 ������	�	 <�� ��&�� 	 �
��	
���	� K�
+L;

�� ��)�
�; &��

ξ(R(x0 − f(x0)), v) ≥ 0.

������#�� �� ��
������
��: ξ > 0; �� ���:�� ��
��
�; &��

(R(x0 − f(x0)), v) ≥ 0, v ∈ E.

��
��	��
�#��; R(x0−f(x0)) = 0; � <�� �����	��
&�� ����; &�� R(u) 
= 0

��� u ∈ (I − f)(K)
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3 ���&�
 K3L; 
��� x0 A ��&�� δ(K); �� ��)�
��� ��&�� x1 ∈ K �����;

&�� ��� ����	
���	�:4
) ��������� λ > 0 ��

�

f(x0) − x0 = λ(x1 − x0),

�� 
��#

x1 − x0 = −λ−1(x0 − f(x0)).

������	�	 x1 	 �
��	
���	� K�
+L; ����&�
�

0 ≤ (R(x0−f(x0)), x1−x0) = −λ−1(R(x0−f(x0)), x0−f(x0)) < 0. K�
�'L

����; ��� 	�"�����, ���&�� 	
��� � �����	��
&�: � ��
������
��
�

��*�; &�� f �
 ��

� �
���	����) ��&��


�
��
�� 1
� ����"���


!����
� �
�
�# �
��
�� 1
�


3 <��� ���&�
 �� 	��
�
� �������
��
 R1 = −R
 �����#"�� �
 �


��*��
���; &�� � ��� ����"��
�#��	
 �
��
�� 1
�; �� ����&�� �����	�6

�
&�
 	 ���&�
 KCL


3 ���&�
 K3L �� ��

�

f(x0) − x0 = λ(x1 − x0), λ < 0,

��� <���

(R(x0 − f(x0)), x1 − x0) ≤ 0.

��
��	��
�#��;

0 ≥ (R(x0 − f(x0)), x1 − x0) = −λ−1(R(x0 − f(x0)), x0 − f(x0)) > 0.

D�� �����	��
&�
 ����"�	�
� �
��
�� 1
�
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" #���$�

(����� �#� #��
�
�� �� �������� �����	� 3.�B-�

���� ����"��
�#��	� �
��
�� 1
� ��
����	�� 	 	��
 "���&


(����� �#	 @
���
�� ��
��
��
 �
 ������� u � �"
������� ��� '��

��
��
��
 ��

� ��� 3,�J-�

(����� �#� 5�
��� &�
	� "
�
����� ������
���� (Es, ‖ · ‖s)� ���%

���
����
 Es ������� �� �������� 
�
	����
���� � Ms � �
��
���%

��� �
 Ms, �

‖u‖s = max
z∈Ms

|u(z)|.

����
���� �
��
�� J�, � �
��� ������� u �
� ���"	��
���
 �
&
%

��
 ��
��
���� ������
���!� ��� �
&
��� �
�
�� J�.�

(����� �#� M"
������� ��� � �
��
���� ������
� u � ����� ������%

�
�
� ����
�
 3,�,/- ��

� ���� ����
���� � �
��
�
 J�.�
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��#������
����
��� ����
�

�� ����

� ����	������ ��� ����$����

3 ��&
��	
 ������
��� �
��
�� 1
� �� ���������� ���� ���
�#��:

"���&� 7CB �
����
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� ���	����# ��� �
"��#���; �������� ���� �
"��#��� ���6

��	��������*� ,�����
��; ������4�)�� � 	
�������� ���: �� �	��
�6

��� ���
 T 
 !�� �:��*� *�����*� 	
������*� ����X �� ���
 T2; ������
=

�L �
 ��

� ����
�����
) K�


 X(x) 
= 0, x ∈ T2L; �L �
 ��

� �
�����&
6

���, �����; A ��4
��	�
� *��
������"� ����; ��������:4�) ����� �
"

�����
���"����; ������
���) ���
� X; 	 ���
)��) �����; �� 
��# ��6

4
��	�
� ����� ������� h ∈ C∞(T2), h > 0, &�� ����� ϕs; ������
���)

���
� hX; ������*�&
��� ������
� ����
���	�� �
��
*� *��
������"��

ψ ���
)���� ������=

ψ−1 ◦ ϕs ◦ ψ : (x1, x2) �→ (x1 + s, x2 + ρs), K�
�L

���



����� �
 ���������� 
����� �� ���� ��1

*�
 ρ A ��� ��"�	�
��
 &���� 	��4
��� ���� X; �	��:4

�� ������*�6

&
���� ��	���������
 !���"��
�#��	� �	������ � ����
�
��: �
��
��

!����� � *��
������"�
 ����������
 O��
������"� ψ ���
�
�
� ��6

��"��&�� � ��&����#: �� ���
)��*� �������
���; � ��

� ����� 	�����;

�	��
��� �� �� *������
 B���� ����"��#; &�� ��4
��	�:� ����
 ������6

����#��
 &���� ρ; &�� *��
������"� ψ ���
 �
 �����:��� �
��
��	
�;

�
������ �� *�������# ������ ϕs


/�������� �
�
�# � ��
4������ �
"��#����; ����&���� �� ���#�� &��

��������*�
 F��������� "���&� � 	�"��4
��� 	
������*� ���� �� ���


Tn, n ≥ 2, "������*� 	����
��
�
n∑

k=1

ϕk(x)
∂

∂xk
, K�
�L

*�
 ϕk A �
�����&
���
 ������� �� Rn � �
������� 2π
 .�� ���
�
��:�

	
������
 ����; ���"��
 � ����������� ���:
n∑

k=1

ωk
∂

∂xk
, ω ∈ Rn. K�
�L

���	���� 	����� � ����������) ����)&�	���� ����*� ���������*� 	
�6

�����*� ���� �������
�#�� �
)��	�� *����� ����
������"��	 ����

Tn
 ����� ���	���; �� ���	�� ����) 	�����= ��� "������*� 	
������6

*� ���� ϕ = ω + f, *�
 f ����; ��4
��	�
� �� ����
������"� g ����

Tn, x = g (ξ) = ξ + v(ξ), *�
 v A �
�����&
���� 	
������� ������� ��

Rn � �
������ 2π; ������) �
�
	���� ϕ 	 ���������
 	
������
 ���
 ω_

����
��

 �"��&�
�; &��

dg (ξ)−1ϕ ◦ g (ξ) = ω. K�
$L
� ����		� 
��������	
��� ��������
�� ����	

� �	 
��� ��
�� ρ� � ���

 ��
	�� ��������� 
�

���� �� ����� ����������	"���� ��	������������� ���� ρ′ = (a + bρ)/(c + dρ), ��	 a, b, c, d $ �	��	

� ad − bc = ±1�



����� �
 ���������� 
����� �� ���� �� 

`���; &�� 	 ��4
� ���&�
 ��	
� �������
�
� �� ��
��:4
) ������) ���6

&��

 !��
 ���������
 	
������
 ���
 β; ���"��
 � ω; ����� �
�
	
���

	 ω, ���#�� ��*�� β = ω
 !
)��	��
�#��; 
��� <�� 	�"����� ��
���#; ��

����� ξ = βt ����� �
�
	
��� 	 �����; �������
��) ���
� ω; ��
����6

"�	���
� ωt+const = βt+v(βt), � ��� ��� t > 0 ����"	��#��; � �������

v �
�����&��; �� ω = β


��<���� �� �������� ��������
�#�� 	�"�������# �"�
�
��� �����6

*� 	
������*� ���� ϕ �� ���������) 	
���� λ ∈ Rn � �����	�� 	���6

�"�
�
���) � �������	
���) 	�����= ��4
��	�:� �� ��� �����*� ����

ϕ = ω + f ; *�
 f ����; ����) ���������) 	
���� λ ∈ Rn � ����) ���6

�
������"� g ∈ Diff(Tn), &��

dg (ξ)−1(ω + f + λ) ◦ g (ξ) = ω. K�
�L

�
�
���������
� "���&� 	 �
�����, �����������	
 %���-
�; &��

g (ξ) = ξ + v(ξ). ��� "������� f �� �4
� �
-
��
 u = (v, λ) ���	�
���

F (f, u) = 0, *�


F (f, u) = f ◦ (Id + v) + λ− ∂v; K�
�L

"�
�# ∂ A ��
��:4�) ����
�
�����#��) ��
����� 	 &�����, ����"	��6

��, � ����������� ��<�����
�����=

∂ =

n∑
k=1

ωk
∂

∂xk
. K�
1L

.������� �
������
 ���"��&
���
 G
�
" Es, 0 < s ≤ 1, ���"��&��

����������	� ������) *���������, 	 �����
����) ���
�������

Tn
s = {x+ iy | x ∈ Tn, |Im y| < rs, r > 0}



����� �
 ���������� 
����� �� ���� ��+

�
)��	��
�#��*� n6�
���*� ���� Tn = Rn/(2πZ)n, � �
��
��	��, 	 "�6

������� Tn
s 
 .���� 	 Es 		
�
� ��
��:4�� ����"��=

‖u‖s = sup
z∈Tn

s

|u(z)|.

B� ���
� �����#"�	��# ��
��:4�
 ����������	�=

Xσ = E2σ, Yσ = Eσ × R, Zσ = Es.

.���� 	 <��, ����������	�, �� ���
� ���"��&��# &
�
" | · |σ; �
����"�6
�
��) <�� 
����
 ���"��&
��
 �
 	�"�	
�


/��
���; &�� 	�
 �������; ������
 �� ���������	�
�; �	��:���

	
4
��	
���6�������&
�����; �
 

 �
)��	��
�#��
 &���� ��� �
�
	����

	 �
)��	��
�#��
=

v(z) = v(z).

`���; &�� F (0, 0) = 0.

G���� ����
���# ����:6���� �
��
�� � �
�	��) �������; �� ����6

�� ��������
�# D2F (f, u) ��� (f, u) = (0, 0). %�
�# � ���

 &
�
" Di ��

���"��&�
� ����
�
����� �� i6�� ��*��
���


!
)��	�� ���� ������#��; ��

�

D2F (0, 0)û = λ̂− ∂v̂, K�
 L

*�
 û = (v̂, λ̂). @���-� �"	
����� �
��� � ����, "���
���
��, *�����;

&�� ��� ���
�
�
���, 	
�����	 ω ∈ Rn � ��
������ K�
 L ��

��� ���	�)

�������); ������); ������; �
�*����&
�


4�,,� %#� ����� ω ����	
�����
� �	
����
� "
����
���� ����
�


�
�
�
����(

|(ω, k)|−1 ≤ C0|k|τ K�
+L



����� �
 ���������� 
����� �� ���� ��'

�	� ��
� �
	����	
���� �
������ k � |k| =
n∑

i=1
|ki| > 0, !�
 C0 � �
����%

�
� ��	����
	��
� �����
��
� 
 τ � �
������
 ���	�� "�	�&

 n− 1�

��
���	����� ��� ������� g ∈ Zσ ��

� ��
��

 ��
�
��


< g >=
1

(2π)n

∫
Tn

g (x) dx = 0.

 �!�
 �	� �
���!� σ′ < σ ���
����
� 
������
��
� ������� v ∈ Zσ′

�
�
�� ��� < v >= 0, ����	
�������
� ��
��
���

∂v = g .

��� '���

|v|σ′ ≤ C

(σ − σ′)ν
|g |σ

�	� ��
� σ′ < σ � ν = τ + 1 > n. 6�
�� C �"���
�

� �����
����

�
������� ��	��� �� τ, n � C0�

#��
�
�
	������ B� �����
� <�� ��	
���
��
 ���#�� 	 ���&�
; ��6

*�� ν = τ + n
 /�
���; ���	
�
���� 	 ���������	�
 �
���; "��&�6

�
�#�� ���#-
 � ����	��� �� ��� ����:�
���; &�� �� ����� �
�
 ��-#

�
���*�
 "���
���
�� ����
 F
-
��
 �
*�� ��)�� � ����4#: ��"��6

�
��� 	 ��� 5��#

 ����# g (x) =
∑
k 
=0

gke
i(k,x), ��*�� �
-
��
� ���
�

v(x) =
∑
k 
=0

vke
i(k,x), *�


vk =
gk

i(ω, k)
. K�
�'L

G���� ��
���# v; 	�����#"�
��� �
�; &�� g ∈ Zσ
 D�� ��
� ��� ��<�6

����
���	 5��#
 ��
��� |gk| ≤ e−|k|σ|g |σ A 

 ����� ����&��#; ��	�6

��	 ��	
�,����# ���
*����	���� 	 ��������� |Imxν| = ±σ. ��<���� ���



����� �
 ���������� 
����� �� ���� ���

|Imx| ≤ σ′ < σ �
-
��
 v ����� ��
���# � �&
��� �
��	
���	 K�
+L ���=

|v(x)| ≤
∑
k 
=0

|gk|
|(ω, k)|e

|k|σ′ ≤

≤ C0

⎛⎝∑
k 
=0

|k|τe|−k|(σ−σ′)

⎞⎠ |g |σ ≤

≤ C0

⎛⎝∫
Rn

|x|τe−|x|(σ−σ′)dx

⎞⎠ |g |σ ≤

≤ C1(σ − σ′)−(τ+n)|g |σ.
!��

; ������� v 	
4
��	
���6�������&��
 !
)��	��
�#��; ḡk = g−k �;

"��&��; 	 ���� K�
�'L; v̄k = v−k
 (
��� ����"���



 ������� 5����'���	�

������#�� ��
��� ��
������ ∂ ��

� 0 ��&��) �*�4
���; ��	�
� �


����; ���
� �� ��
����� D2F (f, u) ��� (f, u) 
= 0 ��
�# K,��� �� �
�*��6

��&
���)L ���	�) �������)
 %�
�# � 	�����
� 	 �*�� �������
���)

���	�) �������)
 ��
��
 	�
*� ����������
� �
"��#���


�����,� %#� -)��,������/ ����� ω ����	
�����
� ��	����� 3,�L-�

� ����� q = 2τ + 6, γ = τ + 2�  �!�
 ���
������ �
�
� ������
�

���
������� ��	� D ⊂ X1 � �
��
 ���"�
�
��
 ψ : D �→ Yσ, ���

F (f, ψ(f)) = 0 �	� ��
� f ∈ D;

#��
�
�
	������ .�� ���� ����"��#; &�� F ������	�
��� 	 ��4�:

�,
�� �
��
�� 1
� � ���	�
�	���
� ����	��� K.� A .�L �" <��) �
��
��

� α = 1, γ = τ + 2.



����� �
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����� �� ���� ���

/������
��
 F �
�
	���� �������&
���
 ������� 	 �������&
���
;

�� ��� ���� 
4
 ���������# F �� �
�
)��	� (Xσ), (Yσ), (Zσ)
 B� "��6


�; &�� F (0, 0) = 0. %������ �������
 ���
������� Bσ <�
�
��� (0, 0)

��
��:4�� ����"��=

Bσ = {(f, u) ∈ Xσ × Yσ : |f |σ < 1, |u|σ < R <
1

3n
}. K�
�L

�����
�; &�� F : Bσ �→ Zσ ��� σ ≥ 0 � &�� <�� �������
��
 �
��
6

��	��
 ��
��
 	�
*� ����; &�� ∂v ∈ Zσ; 
��� v ∈ Yσ. !��

 �����
�;

&�� 
��� f ∈ Xσ, � v ∈ Yσ, �� f ◦ (Id + v) ∈ Zσ. D�� 	����� ������� ���
6

�
�
���
 B� ��	
����
�; &�� |Im(ξ + v(ξ))| < (3/2)σ, 
��� |Imξ| < σ.

!������&�� ����"��#; &�� |Imv(ξ)| < σ/2 ��� |Imξ| < σ. !�� <��*� 	��6

���#"�
��� 	
4
��	
�����#: v=

Imv(ξ) =
1

2i
(v(ξ) − v(ξ)) =

1

2i
(v(ξ) − v(ξ̄)).

����
��� �
��
�� � ��
��
� "��&
��� � �&���	�� ��
��� |dv(ξ)| < 1/2,

	��
��:4�: �" K�
�L; ����&�
�

|Imv(ξ)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

dμdv(ξ̄ + μ(ξ − ξ̄))Imξ

∣∣∣∣∣∣ < 1

2
|Imξ|. K�
�L

G���� ���	
���# 	�����
��
 ����	�� K.�L; "��
���; &�� �������
��


F (f, ◦) : Bσ �→ Zσ′, σ′ < σ, ����
�
�����
�� �%

D2F (f, u)û = df◦(Id+v)v̂ + λ̂− ∂v̂, K�
�L

*�
 û = (v̂, λ̂). ��*����� ��
��
 7�-�

|df◦(Id+v)v̂|σ′ ≤ |f |σ′|v̂|σ ≤ (σ − σ′)−1|f |σ|v̂|σ ≤ (σ − σ′)−1|v̂|σ.
� &�#	 df◦wŵ ��������	
 '������ ξ �→ ((df ◦ w)(ξ)) · (ŵ(ξ)) = f ′(w(ξ)) · ŵ(ξ), ��	 df ≡ f ′

(����������� �
����#	��� f �



����� �
 ���������� 
����� �� ���� ���

G���� ��
���# Q(f ; u, v) = F (f, u) − F (f, v) − D2(F )(f, v)(u − v), ��

	�����#"�
��� �������) �
)���� ��� ������) � ��*�� ����&��; &�� ���

(f, u), (f, v) ∈ Bσ

|Q(f, u, v)|σ′ =

= sup
|Imξ|<σ′

∣∣∣1
2

1∫
0

dμ(1 − μ)d2f(ξ + μv(ξ) + (1 − μ)u(ξ))(u(ξ)− v(ξ))2
∣∣∣ ≤

≤ 1

2
|f |σ′,C2|v − u|2σ ≤ (σ − σ′)−2|v − u|2σ.

����� ����"��; ����	�
 K.�L 	�����
��


����	
���	���# ����	�� K.�L �&
	����


G���� ��������# ��� �������
��� D2F (f, u) �������
���
 ���	�


�������
; �����
� ���&��� ��
��:4

 ������
; �� �*��:4

 �
-�:4�:

���# ����������#��
 ����
��	� ��� ����"	����) K�
�L=

D2F (f, u)û = −(1 + dv)∂(1 + dv)−1v̂ + λ̂+ dF (f, u)(1 + dv)−1v̂, K�
$L

"�
�# d ���"��&�
� K���&��
L ����
�
�����	���
 ������) �� x
 !��6

�
�
�����	���
 ������� F (f, u) ��
�

dF (f, u) = df◦(Id+v)(1 + dv) − ∂dv,

������#�� ∂ A ��
����� � ����������� ��<�����
�����
 !��

; ��� ���6

�"	��#��) 	
������) ������� ω̂ ��

�

(∂dv)ω̂ = ∂(1 + dv)ω̂ = ∂((1 + dv)ω̂) − (1 + dv)∂ω̂.

��<����

dF (f, u) · (1 + dv)−1v̂ = df◦(Id+v)v̂ − dv̂ + (1 + dv)∂(1 + dv)−1v̂ =

= D2F (f, u)û− λ̂+ (1 + dv)∂(1 + dv)−1v̂,
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 ��*
����&
���
 �	�)6

��	� ��-
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 �
��
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 ��"�
-���)
 %���-
�

D2F (f, u)û = Lu(û) + R(f,u)(û), K�
�L

*�
 Lu(û) = −(1 + dv)∂(1 + dv)−1v̂ + λ � R(f,u)(û) = dF (f, u)(1 + dv)−1v̂.

�� �
��
  
� � ����, "���
���
��, ��
����� Lu ��

� �
�*����&
���)

���	�) �������) ηu = L−1
u ∈ L(Zσ, Yσ′) � ����"��
�
� ���
�� γ = τ + 2,

"���	�
��) ������-
�����

ηu(z) = (v̂, λ̂),

v̂ = −(1 + dv)η((1 + dv)−1{z − [(1 + dv)−1]−1[(1 + dv)−1z]}),
λ̂ = [(1 + dv)−1]−1[(1 + dv)−1z]

K�
�L

��� 	�
, z ∈ Zσ. %�
�# &
�
" η ���"��&
� ���	�) �������) � ∂ 	 ���6

�������	
 ������) � ���
	�� ��
����; ��4
��	�	���
 ������*� *����6

����
��� ���������) �
���)
 ���������) 	
���� λ̂ �����#"�	�� ��� ��6

*�; &���� ����������	��# ��
���
 "��&
���
 �" K�
�L � ����4#: ��) �


�
��� � ��
��� 7�-� 	�	����; &��

|ηu(z)|σ′ ≤ M

(σ − σ′)τ+2 |z|σ, K�
1L


��� (f, u) ∈ Bσ, *�
M A �
������� ���������; �
 "�	���4�� �� u
 /���6

���
��
 u �→ ηu, Bσ → (Zσ, Yσ′), �&
	����; �
��
��	�� ��� 	�
, σ′ < σ.

���� �� ������	���; &��

D2F (f, u) ◦ ηu(z) − z = R(f,u)(ηu(z)). K�
 L
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�����#"�� K�
1L � ��
��� 7�-�; ���	�: &���# ����� ��
���# ���=

|R(f,u)ηu(z)|σ′ ≤ |dF (f, u)|σ′|(1 + dv)−1|σ′|ηu(z)|σ′ ≤
≤M(σ − σ′)−(τ+3)|F (f, u)|σ|z|σ ≤
≤M(σ − σ′)−2(α+γ)|F (f, u)|σ|z|σ.

����� ����"��; ��
����� ηu �	��
��� �������
���� ���	�� ��������;

���	�
�	���:4�� ����	�: K.�L ��� 	�
, (f, u) ∈ Bσ ��� �
�������

M > 0. �
��
�� ����"���
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� 5�����$����� ����$� 5�*� 7 5�	���	���&

� ������� (	�������	�

7�����&
���) ���,�� � "���&
 7�-� A 7�	��
	���) �"���
� 	� ���6

*�, "��
&��
�#��, �&
�����,
 B� �������
��� ��
���# ���; &���� <���

��"�
� �������� ��4
��	�:4�
 �
���� ��� �� �
�����; ��� � �� ���
�6

����: �
��
�


3	
�
� ���"��&
���

Dm
t =

∂m

∂tm
,

������� α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn ∪ {0} � |α| = α1 + . . .+ αn. ��*��

Dα
x =

∂ |α|

∂α1x1 . . . ∂αnxn
.

F��������� ����
�� ���	�
��) 	���

Dm
t u =

∑
|α|+j≤m;j≤m−1

aα,j(t, x)D
α
xD

j
tu + f(t, x). K�
�L

���
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 !����� ��"� # ����������� ��1

%�
�# u = (u1, . . . , uN), f = (f1, . . . , fN), aα,j A ������� ������� N 


����
�� ���	�
��) ����*� ���� ��"�	�
��� ����
��) ���� 7�	��
	���)


8��
� �����# �
-
��
 <��) ����
��; ���	�
�	���:4

 ��
��:4�� ��6

&��#��� ����	���=

Dj
tu = ϕj, j = 0, . . . , m− 1 ��� t = 0. K�
�L

�����,� '#� >�	� ������� aα,j, f 
�
	������ � ���
�������

Ω = {(t, x) ∈ Cn+1, |x| < δ, |t| < T}

�
�
	
 �������
� � ������� ϕj 
�
	������ � Ω ∩ {t = 0}� �� ���
%
����
� ���
 � ��	��� ���
 �
����%������� u(t, x)� 
�
	����
��
� �

�
������� ���
������� Ω′ = {(t, x) ∈ Cn+1, |x| < δ′, |t| < T ′} �
%
�
	
 �������
� � ����	
�������
� � Ω′ ��
��
��� 3,�,- � ��	�����

3,�.-� 0 < δ′ ≤ δ, 0 < T ′ ≤ T.

�����,� '#	 ����� aα,j, f ��	����� �
��
������� ��������� �� t

��� |t| ≤ T �� ��
�
����� � ������
����
 �
����%�������� !�	�����%

��� � ���
������� ω = {x ∈ Cn, |x| < δ} �
�
	
 �������
� � Cn, �

������� ϕj 
�
	������ � ω�  �!�
 ���
����
� ���
 � ��	��� ���


�
����%������� u(t, x)� m%�
� �
��
����� ����
�
�����
�
� �� t ���

|t| < T ′ (0 < T ′ ≤ T ) �� ��
�
����� � ������
����
 �
����%��������

!�	�������� � ���
������� ω′ = {x ∈ Cn, |x| < δ′} �
�
	
 �������
�
� Cn� 0 < δ′ ≤ δ� ����	
�������
� ��
��
��� 3,�,- ��� x ∈ ω′, |t| < T ′

� ��	����� 3,�.- ��� x ∈ ω′, t = 0.

.�&�
� � �
������, ����4
��)
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 !����� ��"� # ����������� �� 

4�,,� '#� 6
�
�
 *�&� 3,�,-� 3,�.- '����
	
���
 �
�
�
 *�&� �	�

����
�� ��
��
��� �
���!� ������


∂U

∂t
=

n∑
j=1

Aj(t, x)
∂U

∂xj
+ B(t, x)U + f(t, x), K�
�L

U(0, x) = U0(x),

!�
 U = (U1, . . . , UM), f = (f1, . . . , fM), Aj, B � ��
��
���
 �
�����

������
 M, M � �
������
 "�	�&�
 ���	�� ��� '��� �������
 ��'�%

����
���� � �
&
��� "��� !�	��������� �	� �
��
������� ����
%

�������

!���"��
�#��	� <��) �
��� ����	�� ��� ������
��
; ����"	
�� �
��6

,�����: "��
�� ������)
 ����# u A �
-
��
 "���&� K�
�L; K�
�L
 ����6

���

u0 = u, uj = Dxj
u, 1 ≤ j ≤ n, un+1 = Dtu, K�
$L

� ����# v = (u0, u1, . . . , un+1) A 	
���� 	 (n+ 2)N 6�
���� ����������	



/&
	����; &��

Dm−1
t u0 = Dm−2

t un+1,

Dm−1
t uj = Dm−2

t Dxj
un+1, j = 1, . . . , n, K�
�L

Dm−1
t un+1 =

n+1∑
k=0

m−1∑
j=0

m−1−j∑
|α|=0

bk,j,αD
α
xD

j
tuk + f(t, x),

*�
 ����
��

 ���	�
��
 �
�
,���� 	 K�
�L; 
��� 	���"��# uk &
�
" u ��

�������� K�
$L
 ��4
��	�
� ���*� �������	 ��������� <��*� ���	�
���


.�����
�; ����	�� K�
�L �������:� ��� t = 0 ����	��

Dj
tu0 = ϕj,



�����  
 !����� ��"� # ����������� ��+

Dj
tuk = Dxj

ϕj, k = 1, . . . , n, K�
�L

Dj
tun+1 = ϕj+1, j = 0, 1, . . . , m− 2.

0��	�
��� K�
�L � ����	�� K�
�L ��*�� �
�
�# ���# "������� 	 	��
 ��6

��
�� ���	�
��)

Dm−1
t v =

m−2∑
j=0

m−1−j∑
|α|=0

bα,j(t, x)D
α
xD

j
t v + g (t, x), K�
1L

Dj
tv = ψj, j = 0, 1, . . . , m− 2; t = 0.

!������&�� ����"��# <�	�	��
������# <��, "���&
 ��; &�� ��<�����
�6

��; ��&��#��
 ����	�� � �
-
��� 	 ��,����) � 	 ��	�) "���&
 ��
:�

�������	�: *�������#; �&
	���� �" ������
���
 ������#�� ����
�� �
6

������ � ����
�
 ���	�
��) �
�#-
*� ������� ���
� ���# �������
�;

����"��
�#��	� �
��� "�	
�-�
��� �
" �����


�
��
�� +
� � +
� ����� ����&
�� ��� ��
���	�
 ��4
) ����������)

�
��
�� ���� 7�-� A 7�	��
	���)


����# Es, 0 ≤ s ≤ 1, A ����,�	� ����������	�; ����
; &�� 
��� s′ <

s⇒ Es ⊂ Es′ �

‖u‖s′ ≤ ‖u‖s, u ∈ Es. K�
 L

F��������� ����
��	� Lα ���
)��, ��
������	 A; �
)��	�:4�, �" Es

	 Es′, 0 ≤ s′ < s ≤ 1, � ���	�
�	���:4�, ����	�:

‖Au‖s′ ≤ α

s− s′
‖u‖s. K�
+L

�����,� '#� -4#�# 1�
�������/ �����

u0 ∈ E1, f ∈ C([−T, T ];E1), A(t) ∈ C([−T, T ];Lα).
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 �!�
(

A- )��
����
� ������� u ∈ C1((−T, T );E0), ����
�

u ∈ C1((−Ts, Ts);Es),

!�
 T ′ = 1/αe, Ts = T ′(1 − s), �	� �������

∂u

∂t
= A(t)u+ f(t), u(0) = u0. K�
�'L

5- >�	� �	� �
������!� T ′, 0 < T ′ ≤ T, � �
������!� s, 0 < s ≤ 1,

���
����
� ��
 ������� �� C1((−T ′, T ′);Es), ����	
��������
 3,�,N-�

�� ��� ����
�
���

!����
� ���&��� ����� CL
 ����#

v0(t) =

t∫
0

f(τ)dτ + u0,

vk+1(t) = u0 +

t∫
0

f(τ)dτ +

t∫
0

A(τ)vk(τ)dτ, k = 0, 1, . . . .

/&
	����; &�� vk ∈ C([−T, T ], Es), 0 ≤ s ≤ 1. ����# w0 = v0 � wk+1 =

vk+1 − vk
 ��*��

wk+1(t) =

t∫
0

A(τ)wk(τ)dτ.

�����
�; &��

‖wk(t)‖s ≤M(t)
(αe|t|

1 − s

)k

, |t| < T, K�
��L

*�
 M(t) = ‖u0‖1 +
∣∣∣ t∫

0
‖f(τ)‖1dτ

∣∣∣, 0 ≤ s < 1.

.
��	
���	� K�
��L ���	���#�� ��� k = 0
 ����# ��� 	
��� ��� k;

���	
��� 
*� ��� k + 1
 J��� 0 ≤ s′ < s < 1, ��

‖wk+1(t)‖s′ ≤ α
s−s′

∣∣∣∣ t∫
0
‖wk(τ)‖sdτ

∣∣∣∣ ≤
≤M(t) α

s−s′
(

αe
1−s

)k |t|k+1

k+1 .
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����# (s− s′)(k + 1) = 1 − s. ��*�� (1 − s)/(1 − s′) = (k + 1)/(k + 2) �

��<����

‖wk+1(t)‖s′ ≤M(t)

(
αe|t|
1 − s′

)k+1(
k + 2

(k + 1)e

)k+1

≤M(t)

(
αe|t|
1 − s′

)k+1

.

��� ��� M(t) ≤ M ; �� �" K�
��L ��
��
� �����:���� �,�������# ����
∞∑

k=0
wk(t) 	 Es; ��	���
���� �� ������ "�������� ���
"�
; �
��4
� 	��6

��� ���
�	��� |t| < 1−s
αe
. J*� ����� u(t) ���	�
�	���
� ����	��� �
��
��

�

u(t) = u0 +

t∫
0

f(τ)dτ +

t∫
0

A(τ)u(τ)dτ.

!����
� �
�
�# ����� 3L A 
�����	
�����#


����# v ∈ C1((−T ′, T ′);Es) ��� �
������� s, 0 < s ≤ 1, �

vt = A(t)v, v(0) = 0.

�����
�; &�� v = 0 	 (−T ′, T ′). ��

�

v(t) =

t∫
0

A(τ)v(τ)dτ.

����# s′ < s � M(t) = sup ‖v(τ)‖s ��� 0 ≤ τ ≤ t. ���	
���; &��

‖v(t)‖s′ ≤M(t)

(
αe|t|
s− s′

)k

, k = 0, 1, . . . . K�
��L

!�� k = 0 <�� ���	���#��
 J��� <�� 	
��� ��� �
������*� k ≥ 0, �� ���

s′′ < s′

‖v(t)‖s′′ ≤ α

s′ − s′′

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

‖v(τ)‖s′dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ αM(t)

s′ − s′′

(
αe

s− s′

)k |t|k+1

k + 1
.

����# (s′ − s′′)(k+ 1) = s− s′. ��*�� (s− s′)/(s− s′′) = (k+ 1)/(k+ 2) �

��<����

‖v(t)‖s′′ ≤M(t)

(
α|t|
s− s′′

)k+1

ek

(
k + 2

k + 1

)k+1

≤M(t)

(
eα|t|
s− s′′

)k+1

.
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����� ����"��; ��
��� K�
��L 	
��� ��� 	�
, k
 .� ���:�� ��
��
�;

&�� v(t) = 0 ��� |t| < (s − s′)/αe. �� �
��
��	����� v(t) = 0 ���

|t| ≤ (s−s′)/αe.��	����� <�� �������
��
; ����� ����"��#; &�� v(t) = 0

��� s−s′
αe ≤ t ≤ 2s−s′

αe � �
�
 %� ���
&��
 &���� -�*�	 �� ��&
���
� �:��)

���
"�� [−t0, t0], ���
���4�)�� 	 (−T ′, T ′). /��:�� ��
��
�; &�� v(t) = 0

	 (−T ′, T ′). �
��
�� +
� ����"���


!����
� �
�
�# �
��
�� +
�
 /�� ����&�
��� �" �
��
�� +
�; 
��� 	

��&
��	
 Es 	"��# ����������	� 	
����6������); *���������, 	

Ωs = {z ∈ Cn, |z| < sδ}, 0 < s ≤ 1,

� �����) ‖u‖s = sup
Ωs

|u(z)|. ���	
��� ����	
���	���# �
��	
���	� K�
+L


!�� �������� ����# n = 1. ��*�� ��� �����
����"��&��) ��������)

������� u ��� z0 ∈ Ωs′, s
′ < s, ��

�

u(z0) =
1

2πi

∫
|ζ−z0|=(s−s′)δ

u(ζ)

ζ − z0
dζ.

/��:�� ��
��
�; &��

∂

∂z0
u(z0) =

1

2πi

∫
|ζ−z0|=(s−s′)δ

u(ζ)

(ζ − z0)2dζ,

� ������ ∣∣∣∣∂u(z0)

∂z0

∣∣∣∣ ≤ 1

δ(s− s′)
‖u‖s.

����� ����"��;

‖Dz0
u‖s′ ≤ 1

δ(s− s′)
‖u‖s. K�
��L

D�� 	����� ������� ��"�	�
��� ��
���) 7�-�


!�� 	
����6������� u �� "��&
����� 	 CN �&
	���� 	�����
�� �
��6

	
���	�

‖Dz0
u‖s′ ≤

√
N

δ(s− s′)
‖u‖s.
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3 ���&�
 n > 1 ��

�∥∥∥∥∥
n∑

j=1

Aj(t, z)
∂u

∂zj
+ B(t, z)u

∥∥∥∥∥
s′

≤ α

s− s′
‖u‖s

� �
������) ���������) α, "�	���4
) �� N � ��������� �����
) <�
6

�
���	 ������ Aj � B


�� �
��
 K+
�L "���&� K�
�L; K�
�L <�	�	��
���� "���&
 K�
$L; K�
�L
 �"

�
��
�� +
� 	��
��
� ��4
��	�	���
 � 
�����	
�����# �
-
��� "���&�

K�
$L; K�
�L; �
��
��	�� ����
�
�����
��*� �� t
 �" ����"��
�#��	� �
�6

�� +
� 	����; &�� 	 ����� ���&�
 "���&� K�
�L; K�
�L ��

� �
-
��
; m

��" �
��
��	�� ����
�
�����
��
 �� t


�
�
�# �
�
)�
� � ����"��
�#��	� �
��
�� +
�
 3��&��
 "��
���; &��

�
-
��
 u(t) "���&� K�
�'L; ������
���
 	 �
��
�
 +
�; ���
� �������&6

��� �� t; 
��� A(t), f(t) �	��:��� �������&
����� ��������� �� t
 3

����� �
�
; ��� <��� ����	�� �������&
����� ����� ������� vk, wk;

������
���
 	 ,��
 ����"��
�#��	�
 �" ��
��� K�
��L 	��
��
� ��	��6

�
���� ��� |t| ≤ q(1 − s)/αe �,�������# ����
∑
wk(t) K"�
�# q < 1 A

����"	��#��
 &����L
 ��� ��� ����� ��	���
��� �,���4
*��� ���� ���6

����&
���, ������) �	��
��� �������&
���) ������
); �� �
-
��
 u(t)

"���&� K�
��L ���
� �������&
���) �� t ������
) �� "��&
����� 	 Es ���

|t| ≤ (1−s)/αe. /��:�� ��
��
�; &�� "���&� K�
$L; K�
�L ��

� �������&
6

���
 �� t � x �
-
��
 U(t, x); 
��� Aj, B, f �	��:��� �������&
�����

�� t � x ���������
 3 ���� �
��� +
� ���:�� 	��
��
� ����	
���	���#

�
��
�� +
�
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 (���.����& ����������& �����


�� -	������

B���������) �
��� ����"��
�#��	� ��4
��	�	���� � 
�����	
���6

��� �������&
���, �
-
��) ��&��#��) "���&� ��� ���
)��, ���	�
��)

	 &�����, ����"	����, 	�
�	�
 ��� ����
�
� /
 7�-� 	 � $� *���
 3

� 1$ *��� � ����4#: ���	
�-
���	�	����) 	
���� <��*� �
���� �
 7�6

	��
	���� �
-��� "���&� 7�-� 	 �
���
)��) �������	�
�


������� ���# ����������*� �
���� �� ����
�
 ��������) "���&�=⎧⎨⎩ ut = f(u, uz, z, t),

u |t=0 = u0(z),
K�
�L

*�
 ������� u0 �������&�� �� z 	 ���
=

u0(z) =
∑

k

u0kz
k,

������� f(u, v, z, t) �������&�� 	 ��&�
 (u0, v0, 0, 0)=

f(u, v, z, t) =
∑

i,j,m,n

fi,j,m,n(u− u0)
i(v − v0)

jzmtn,

*�
 u0 = u0(0) � v0 = (u0)z(0)
 8��
� �����# �
-
��
 "���&� K�
�L 	 	��


���� �� ��
�
��� z � t=

u(t, z) =
∑
i,j

ui,jz
itj . K�
�L

������	��� <��� ��� 	 K�
�L; �� ����&�� �
����
����: ����
�� ��*
6

����&
���, ���	�
��); �" ������) ����
��	��
�#�� � ����"��&�� ��,�6

����� ��<�����
��� ui,j
 !�� ����"��
�#��	� �,�������� ���� K�
�L 7�6
� � ������� �	�
���� �

���� 
	��	�� )�*� $ )����	�
��" ��#�� ���������
+
� �� ������

,-� ./�
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	��
	����; ���#"���# ������������ ���������; ��
����
����� 3
)6


�-�������; ��������� ����������: "���&�⎧⎨⎩ Ut = F (U, Uz, z, t),

U |t=0 = U0(z),
K�
�L

�
-
��
 ������) U(t, z) ��,������ 	 �	��� 	��

 %�
�# U0(z) =
∑

k U0kz
k,

F (U, V, z, t) =
∑

i,j,m,n

Fi,j,m,n(U − U0)
i(V − V0)

jzmtn,

� U0 = U0(0), V0 = (U0)z(0)
 5������ F � U0 ����	�; &�� |u0k| ≤ U0k �

|fi,j,m,n| ≤ Fi,j,m,n
 ����	
���	�:4�) ���

U(t, z) =
∑
i,j

Ui,jt
izj K�
$L

�,������ 	 �
������� �����*

 ���	��	�� �
����
����
 ������� ���

��<�����
���	 ui,j � Ui,j, ��
���
���; &�� |ui,j| ≤ Ui,j; ��<���� ��� K�
�L

�,������ 	 ��� �
 �����*



3 ���� �	�
) ���	
����#����� ����������� ����
�� K�
�L ��
� ��-#

�&
�# *����
 ��
��� ������� �,�������� ���� K�
�L
 !�� ���&-
��� <��,

��
��� �����; ��
��� �������
; ������# �����) ��" �	�: ����
�� K�
�L;

�&���	�� ��
������ "���&� K�
�L
 J��� �
 ����� ����&��# ��&��
 ��
�6

�� �
)��	��
�#��*� ����
����� 	�
�
�� ��4
��	�	���� �
-
���; <���

������ �
 ���,����; ��� ��� ���* 	 ��������� �����
����*� 	�
�
��; 	

������� �,������ �
-
��
; ���
� ���"��#�� �*����&
���� �"6"� ���6

��
����, ����
�����
); 	 �� 	�
�� ��� 	 �
)��	��
�#��� �����	�
���

�
-
��
 ����� ���������# � ���#-

 !�� <��*� 
��
��	
��� ��������6

	��# �
-
��
 "���&� K�
�L 	 ��� ��-# �� ����������	
���) �
�
�
���)

z � ��<�����
�����; "�	���4��� �� t; � ������# ��������� ��� ����*�



�����  
 !����� ��"� # ����������� �$�

���� K��������� �� ����������	
���) �
�
�
���) zL
 /����� <�� ���	�6

��� � ����
�
 �" �
����
&��*� &���� ������	
���, ����
�
�����#��,

���	�
��) �� <�� ��<�����
���; ������� �
 �	��
��� �
����
����); �

��<���� �
,���� ����"��
�#��	� ����	
���	�:4�, ��	
���
��) ��	
�6

-
��� ����


�
��
�� ��4
��	�	���� � 
�����	
������; ��	�����
���
 �� ��
��6

	���� �������&����� ���	�, &���
) "���&� K�
�L �� 	�
�
��; ��� ��"6

��&��, ��
������
���, ����&
�� 	 ������, >��; ��?
 /����� ���"����


�
"��#���� ��6��
��
�� �����#�� �� t


3 ���
 "���& �������� >�1; �+? 	�"����
� �
��,�������# 	 ����"�6

�
�#��	�, �
��
� ��4
��	�	���� �
-
��) ��� ����
� �" �
����
&��*�

&���� ���	�
��) 	 &�����, ����"	����,; � ����
 	 ����&
��� ��	��#6

�� ��&��, ��
��� K�
 	��
��:4�,; 	 &��������; �" ��4�, �
"��#����	

	��� >��; ��?L �
)��	��
�#��, ����
�����	 	�
�
�� ��4
��	�	���� �
6

-
��) 	 �����
���, ����
��,
 7���
 ��*�; �
��,������� ���"�	�:���

����������
 ��
��� <��, �
-
��)


.�����4�� *��	� ���	�4
�� ������ �" 	�"�����, ���
) ����&
���

����, ��
���
 3 �
) ������	�	�
��� �
��� �������� �� ����������	
�6

��� �
�
�
���� 	 ������
��� � ����
��� �" �&
���*� &���� ���	�
6

��) 	 &�����, ����"	����,; ���	�
 &���� ������, ��
����	��:� ����)

�
��
��	��
 �������
��� ����������	� �������&
���, ������) 	 �
��


3 ���

 ������&
���) �������	�
 K���	�
��) A ���
&��
 &����; ���	�


&���� A �������&
���
 ������� �� 	�
� �	��� ��*��
����; ����
 	�
�
6

��L ����������) �
��� ���������	���� 	 > ?
 /��
���; &�� ���
 ����6

&
�� �
��
�� ��4
��	�	����; 
�����	
�����# �
 �
-
��� 	 �����
���,

"���&�, ���
� ���# ����"��� � ����4#: �
"��#����	 ������ >��?




�����  
 !����� ��"� # ����������� �$1


�
 (
����������

3	
�
� 	 Cn = {z = (z1, . . . , zn)} ����� �������) ‖z‖ = maxk |zk|.
G
�
" BR ���"��&�� �������) �������* 	 Cn � �������� R � �
�����

	 ���
=

BR = {z ∈ Cn | ‖z‖ < R}.

G
�
" H ���"��&�� ����
��	� *���������, 	 BR ������) u : BR → C


%������ 	 H �
�
)��	� ���� �� ������


‖u‖r = sup
z∈Br

|u(z)|, 0 < r < R.

����������	� H �����������	����
 >� ?
 ������*�� 	 �
� ���
�
��6


��� ��
��:4�� ����"��= ���
� *�	����#; &�� ����
��	��
�#����# {uk}
�,������ � u ��� k → ∞ K���"��&�
��� uk → uL; 
��� {uk} �,������ � u ��

�:��) ����
 ‖ · ‖r, r < R
 ���; ������
�; ����
��	� K ⊂ H �������6

��; 
��� �" �:��) 
*� �
����
&��) ����
��	��
�#����� ����� �"	�
&#

�,���4�:�� �� �:��) ����
 ‖ · ‖r �������
��	��
�#����# � ��
�
� <��)

�������
��	��
�#����� �
��� 	 K


.��
 �����#"�:��� ��
��:4�
 �����������	����
 ����������	�=

����������	�

HN = {u(z) = (u−N(z), . . . , u0(z), . . . , uN(z)) | uk ∈ H}

� ������� ‖u‖N
r =

∑
|k|≤N ‖uk‖r;

����������	�

H∞ = {u(z) = {uk(z)}k∈Z | uk ∈ H}

� ������� ‖u‖∞r =
∑

k∈Z ‖uk‖r;



�����  
 !����� ��"� # ����������� �$ 

����������	� C �
��
��	��, �������
��) ���
"�� I = [0, T ] 	 H �

������� ‖u(t, z)‖r,c = supt∈I ‖u(t, z)‖r;

����������	�

CN = {u(t, z) = (u−N(t, z), . . . , u0(t, z), . . . , uN(t, z)) | uk ∈ C}

� ������� ‖u‖N
r,c =

∑
|k|≤N ‖uk‖r,c;

����������	�

C∞ = {u(t, z) = {uk(t, z)}k∈Z | uk ∈ C}

� ������� ‖u‖∞r,c =
∑

k∈Z ‖uk‖r,c; � ����
 ����,�	� ����������	� ���

���
� �
)��	��
�#��, &��
� Cr � �����) ‖ · ‖∞r,c; ������4

 �" �
����
&6

���
���, 	
�����	 {uk(t, z)}k∈Z; *�
 ������� uk(t, z) �� "��&
����� 	

C �
��
��	�� �� ����
��	
 I × Br K&
���) ���"��&
�� "�������
L �

*��������� 	 Br ��� 	�
, t ∈ I


.
��
��	����# �������
��); ���������	�
��, ���
; ������
��� 	

�����
 ������*�� �
, ����������	; �� ������, ��� ���
�
�
��


F��������� �	
 ������� �" C=

f(t, z) =
∑

i1,...,in≥0

fi1,...,in(t)z
i1, . . . , zin,

F (t, z) =
∑

i1,...,in≥0

Fi1,...,in(t)z
i1, . . . , zin.

1���������� '#� K��
� !�������� ��� F �
������
� f (f � F )�


�	� �
�
�
����� |fi1,...,in(t)| ≤ Fi1,...,in(t) ���
�
�	��� �	� 	�"�!� t ∈ I �

	�"�!� �
"��
 ���
���� i1, . . . , in�

>�	� f̃ = {f k}k∈Z, F̃ = {F k}k∈Z ∈ C∞, �� �
���� f̃ � F̃ ���
�

��

��� f k � F k �	� 	�"�!� k ∈ Z�



�����  
 !����� ��"� # ����������� �$+

8
�������� ��
 ���"�
�
��� f(u) � F (u) ������
����
 C∞ � �
"��

K��
� !�������� ��� F �
������
� f 3f � F -� 
�	� �	� 	�"��

v, V ∈ C∞� �
���� ��� v � V, �
��� ����&
��
 f(v) � F (V )�

%��
���; &�� 
��� f � F ; �� ‖f‖r ≤ ‖F‖r ��� �:��*� r < R.


�� (���	��� ����� ����

F��������� "���&� 7�-�=⎧⎨⎩ ut = f(u),

u |t=0 = u0(z),
K�
�L

*�
 u0 ∈ H∞; � �������
��
 f : C∞ → C∞ �
��
��	��
 3 &��������;

f ���
� ���# �
��
��	��) ������
) �� ����"	����, u
z

j1
k1

,...,zjs
ks


 ����#

�
��
��	��
 �������
��
 F : C∞ → C∞ ��������
� f = f � F ; � ��4
6

��	�
� ������� U(t, z) ∈ C∞; ���	�
�	���:4�� ��
��:4�� ����-
��6

��=
U(0, z) � u0(z),

U(t, z) � U(0, z) +
t∫

0
F (U)ds, ��� t ∈ I.

K�
�L

5�����: U ���
� ��"�	��# ����������) ������
) ��� "���&� K�
�L
 3

&��������; 
��� ������� U �	��
��� �
-
��
� "���&� 7�-�=

Ut = F (U), U |t=0= U0(z) � u0(z), K�
1L

�� ��� ���	�
�	���
� ����-
���� (2.6); ���&
� 	 �������, K�
1L 	�
���

"���� 9=9���
� �����# "��� 9�9


F��������� ����
��	�

W = {w(t, z) ∈ C∞ | w � U,

‖w(t′, z) − w(t′′, z)‖∞r ≤ ‖F (U)‖∞r,c · |t′ − t′′|, t′, t′′ ∈ I}.
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 !����� ��"� # ����������� ��'

�����,� '#� >�	� �
�
�
 3.�B- ������

� �
���
����� �������� ��

��
 ��

� �
&
��
 u(t, z) ∈ W �

F��������� �������
��
 P : C∞ → C∞; "������
 �������)

P (u) = u0(z) +

t∫
0

f(u)ds. K�
 L

�����,� '#� ����� ����	�
�� ��	���� �
��
�� L�? � ����
���� D ⊆
W �
������ � C∞ � �����	� � Cr� ��!�
 
�	� P (D) ⊆ D� �� �
�
�


3.�B- ��

� �
&
��
 v(t, z) ∈ D�

!�� ������
��) ���
"�� ��
��:4




�����3���� '#� 1���
���� W �
������ � C∞ � �����	� � Cr�


�" ����������

3 ��&
��	
 ����
�� �� ���������� ����
�
�����#��
 ���	�
���;

	�"����:4�
 ��� �
-
��� "���&� � 	���
��� ����
������"�� 	 �����

� ����4#: �
���� �
��
��	��*� ���
��
���
 ��������
 �"���
��
 <��)

�
���� � �����
 ����"��
�#��	� ���
������ 	 >�1?


<���� ������������  
��������

����# ���������	�
��� ����
�� ������	
���, ����
�
�����#��,

���	�
��)=
dz

dt
= â(t, z), z ∈Mm,

*�
 Mm A *�����
 n6�
���
 ���*�����"�

 B� �4
� "�	���4�: �� 	�
6

�
�� "��
�� �
�
�
���,=

z �→ Z K�
+L



�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

���; &���� 	 �
�
�
���, Z 	
������
 ���
 â "�����	����# 	 ���

 ����6

��� 	��
 a(t, Z). ��
���*�
��� �����# "��
�� K�
+L ��
�� ��
����"�	���)

���*�����"�� Mm; �������
��4�, ��"�	��� ������ {g δ
b (z)} �
������)

���*�) ����
��=
dz

dδ
= b(δ, t, z).

����� ����"��; a ���"�	�
��� �	�� "�	���4�� �� δ
 3
������
 ���
 b

���
�
��
��� ���
� a � ,�����
��� ���������	�
��) "���&�
 C������6

&
��� <�� ����� 	���"��# ���= b = ξa; *�
 ξ A �
������) ��
����� ��

����������	
 	
������, ���
)
 (
*�� ����"��#; &�� 	
������
 ���
 a

������ ���# �
-
��
� "���&� 7�-�

aδ = (ξa)t − [ξa, a], a |δ=0= â. K�
�'L

G
�
" [·, ·]; ��� ���&��; ���"��&
� ����������


.��
 �� ���
� �&����# ���*�����"�
Mm ���������� � 	
4
��	
���6

�������&
����; 	�
 	
������
 ���� �� �
� A 	
4
��	
���6�������&
�����

�� z; *������� � 2π6�
�����&���� �� t
 /�
����� ξ �������� ��
��:4��

����"��
 F�"����� ���
 a(t, z, δ) 	 ��� 5��#
=

a =
∑
k∈Z

ak(z, δ)eikt, K�
��L

��*��

ξa = i
∑
k∈Z

bZcU(k)ak(z, δ)eikt. K�
��L

(����� � ���3���� ��@@��,��@�=,� � �����

����# T : Mm → Mm A 	
4
��	
���6�������&
���) ����
����6

��"� ���������*� ���*�����"�� Mm
 3�"����
� 	�����= ����� �� ��6

������# ������&
���: ����
�� � 	
4
��	
���6�������&
���� �� z � t
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 !����� ��"� # ����������� ���

� 2π6�
�����&
���� �� t 	
������� ���
� a(t, z); ��� ������) ����
�6

�����"� T �	����� �� �������
��
� "� �
����_ /�	
� �� <��� 	�����

���"�	�
��� �������
�#��� ��� ����	��; &�� ����
������"� T �"�6

���
� ����
��	
�����; �


 ��4
��	�
� 	
4
��	
���6�������&
���) ���6

�
������"� Tt; �
��
��	�� "�	���4�) �� �����
��� t; ����); &��=

T0 = ZVMm, T2π = T.

!���"�	�
��� <�� �
��
�� ��
��:4�� ����"���
 B���� ����"��#; &��

�"������ Tt ���
� ���# 	������ ������ C3 �� t; � ��������# ������&
6

���: ����
�� � 	
������� ���
� â(t, z); ��"�	�) ����� ������) ��	����6


� � Tt
 ���
 â(t, z) ����� 	�����# 2π6�
�����&��� � C26*������ �� t; �

����
 	
4
��	
���6�������&
���� �� z K����������� ��
 	 >�1?L
 � ����6

4#: �
���� �
��
��	��*� ���
��
��� �������� 	
4
��	
���6�������&
�6

��� "��
�� �
�
�
���, K�
+L �����; &�� 	 ��	�, ����������, ���
 â(t, z)

������
��
� 	�� a(t, Z, δ), δ > 0; *�
 a A 	
4
��	
���6�������&�� �� t

� Z


!��

 	 <��� ����*���
 �� �����
� �������&����# 	
������*� ����

a(t, Z, δ); � "��
� ������� 	����� � 	�"�������� 	���
��� ����
����6

��"��; �������
��4
*� �
������) *����
 (�; 	 �����; ������
���)

	
������� ���
� �" ����	
���	�:4
) ��*
��� (�


������	��� ������� K�
��L; K�
��L 	 K�
�'L � �
��� "��
�� ak = vke−|k|δ;

����&�
� ��
��:4�: ����
��=

vk
δ = i bZcU(k)[v0, vk] − 2i

∑
l,n

[vl, vn]e−(|l|+|n|)δ, K�
��L

vk(z, 0) � A

(|k| + 1)2(B − ζ)
1, k ∈ Z. K�
�$L

� 0��������" ��	
+ ������ 
������ ��
��� 1� 2� ��	�	��



�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

%�
�# vk(δ, z) A m6�
���
 	
������
 ���
; z = (z1, . . . , zm); &
�
" [·, ·]
���"��&
� ����������; 	 ������� ����
�
�����	���
 ����"	������ ��

�
�
�
���� zj;

ζ = z1 + · · · + zm, 1 = (1, . . . , 1)T ∈ Rm,

A, B A �
������
 �������
�#��
 ���������
 �������	���
 ����"	����6

�� �� �
��� &����� l, n �����; &�� l + n = k, l > 0, n < 0
 5����6

�� K�
�$L 	��
��
� �" ��4�, �
��
� �� ��
���, ��<�����
���	 5��#


���
&��6*�����, ������) K��
; ������
�; >� ?L


4�,,� '#	 )��
������ �
��
 ��	����
	���
 ���������
 A,B,C�

��� �	� 	�"�!� δ ∈ [0, B2

4AC

)
�
&
��
 �
�
�� *�&� 3.�,/-�3.�,?- ���
%

����
� � ����	
�����
� ����&
����

vk(z, δ) � G(ζ, δ)

(|k| + 1)2 ,

!�


G(ζ, δ) =
2A

B − ζ +
√

(B − ζ)2 − 4ACδ
. K�
��L


�����3���� '#	 vk(z, δ) � wk(ζ, δ)1� !�
 wk � ��
	����
 ��������

����	
��������
 ����
�


wk
δ = m(w0wk)ζ + 2m

∑
l,n(w

lwn)ζ, K�
��L

wk(ζ, 0) = A
(|k|+1)2(B−ζ) , k ∈ Z. K�
�1L

!���"��
�#��	� <��*� ��
����
��� 	��
��
� �" ��*�; &�� ��&��#��


"��&
��� K�
�1L � ���	�
 &���� ����
�� K�
��L ��������:� ����	
�6

��	
��� ��&��#��
 "��&
��� K�
�$L � ���	�
 &���� ����
�� K�
��L




�����  
 !����� ��"� # ����������� ��$


�����3���� '#� wk(ζ, δ) � wk(ζ, δ) ≡ G(ζ,δ)
(|k|+1)2 � !�


Gδ = CGGζ , G(ζ, 0) =
A

B − ζ
, C = 2m

(π2

3
− 1
)
.

(�,������ '#� 8
&
� ���� ��
��
��
 �
 G� ��	��

� �����	� 3.�,B-�

 
��� �"�
���� 	
��
 L�. ���
�

� �� ��
�	��
��� L�. � L�/�

#��
�
�
	����� ��
�	��
��� L�/�

��� ��� wk(ζ, 0) = wk(ζ, 0); �� �� �
��
�
 +
$ ��� �������&�� ���	
6

���#; &�� ��� �:��*� k ∈ Z

wk
δ � m(w0wk)ζ + 2m

∑
l+n=k,l>0,n<0

(wlwn)ζ. K�
� L

���	�� &���# <��*� 	����
��� ��	��

2m

(|k| + 1)2GGζ + 4mGGζ

∑
l+n=k,l>0,n<0

1

(|l| + 1)2(|n| + 1)2 .

����
���� ����� �
 ��
	��,����

1

(|k| + 1)2

∞∑
j=1

1

(|j| + 1)2 =
1

(|k| + 1)2

(π2

6
− 1
)
,

� �� ����&�
�; &�� ���	�� &���# K�
� L �
 ��
	��,���� K�L

C

(|k| + 1)2GGζ = wk
δ .

��
����
��
 +
� ����"���


F��������� �
������
 	������� "���&� � 	���
��� ����
������"6

�� 	 �����
 ���	
�
���
 ���
 �
��
�� ���&��:� ���������	�� ����6

	
���	�:4�, �
"��#����	 �" >�1?


����# Mm
C A �����
����� ���
������# ���*�����"�� Mm
 .� ����
6

��	
 *���������, ��Mm
C ������) �� "��&
����� 	 C "������ �
�
)��	�

���� �� ������


‖f‖K = max
z∈K

|f(z)|,



�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

*�
 K ⊂Mm
C A ����"	��#��) �������


����# L A ��*
��� (� �������&
���, 	
������, ���
) �� Mm
C K���#

�����
��� �*��
� ��
����� ���������	����L
 3	
�
� 	 L �
�
)��	�

���� ��
��:4�� ����"��


J��� v = (v1, ..., vm) ∈ L; ��

‖v‖K = max
j

‖vj‖K. K�
�+L

��
��
� ���
���#; &�� ����
 ����� �
 ��	�������� �������
�#�� "�6

�
� ��������� �� Mm
C ; ��<���� ���
� �&����#; &�� ����
�� ���������

�������	���


.�"�	
� �����*
��� L ⊆ L "�������); 
��� �" ��*�; &�� ����
��	�6

�
�#����# {vk}k∈N ⊂ L �,������ 	 �����
 �:��) �" ���� K�
�+L; ��
��
�;

&�� ��
�
� <��) ����
��	��
�#����� �������
��� L
 �	�)��	� �����*
6

��� ���# "�������) �
 "�	���� �� 	����� ����
�� ���������


�����,� '#! ����� ���
	!
"�
 L ⊆ L �
�����
�

 �!�
 
�	� ��	
 â(t, z) ∈ L ��� 	�"�� t � ��
��� ����
�
�����
��

�� t� �� �
�
�
 3.�,N- ��

� �
&
��
 a(t, z, δ) ∈ L� ������
 ��	�
���

�
�
���
���%
�
	������� � 2π%�
��������� �� t ��� δ > 0�

7�� � 	�-
; �� ���������� �
-
��
 "���&� K�
��L6K�
�$L ��-# 	

���
������� ����"	��#��) ��&�� ���*�����"�� Mm; �����#��
 ������6

���� ������) ����� �&����# ���
	���


G
�
" L̂ ���"��&�� ����
��	� ����
��	��
�#����
)

{vk(δ, z)}k∈Z, vk(δ, z) ∈ L.

%�	�������# 	
������, ���
) vk �� δ �&���
��� ����"	��#��)




�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

(
*�� ����"��#; &�� 	�
 ��<�����
��� 5��#
 ��"���
��� 	
������*�

���� â(t, z) �� t �
��� 	 L
 /���
��� ����
���# �
��
�� +
� � "���&


K�
��L6K�
�$L
 %�
�# ����
��	� W ���
�
�
�� �
���) +
�;

P k({vj}) = vk(0, z) +

∫ δ

0
i bZcU(k)[v0, vk] − 2i

∑
l,n

[vl, vn]e−(|l|+|n|)s ds,

*�
 l + n = k, l > 0, n < 0; T D = W ∩ L̂

F��������� 
4
 ���� ����
� ����
�
��� �
��
�� +
�
 ����# g A ���6

����&
���) ����
������"� ���*�����"�� Mm, ��������
��) �� ���6

����&
���*� �������
��� Mm
C 	 �
��
 8��
� *�	����#; &�� 	
������


���
 u(t, z) ∈ L g 6��������; 
��� 	�����
�� ��	
���	�

u(t, z) = −
(
dg (z)

)−1
u(−t, g (z)). K�
�'L

B���
��	� g 6��������, 	
������, ���
) ���"��&�� &
�
" Rg


�����,� '#� >�	� ��	
 â(t, z) ∈ Rg ��� 	�"�� t � ��
��� ����
�
�%

����
�� �� t� �� �
�
�
 3.�,N- ��

� �
&
��
 a(t, z, δ) ∈ Rg� ������


��	�
��� �
�
���
���%
�
	������� � 2π%�
��������� �� t ��� δ > 0�

G
�
" R̂g ���"��&�� ����
��	� ����
��	��
�#����
)

{uk(δ, z)}, uk(δ, z) ∈ L

K"�	�������# 	
������, ���
) �� δ �&���
��� ����"	��#��)L; ���	�
�	�6

��:4�, �
��&�
 ���	�
��)

uk(δ, z) +
(
dg (z)

)−1
u−k(δ, g (z)) = 0, k ∈ Z,

������� ����&�
���; 
��� ��"�����# 	 ��� 5��#
 �
	�: � ���	�: &����

������� K�
�'L
 7�� � 	�-
; D = W ∩ R̂g




�����  
 !����� ��"� # ����������� ��1


�! ��������� ��	� ������ ������� 
��

B���
��	� W �
 �����; ��� ��� 
�� �������
��� 	
����; �
�����

������4�) �" ���
)


.��
 �����#"�:��� ��
��:4�
 	���
���= HN ⊂ CN ⊂ C∞ ⊂ Cr.

�
�	�
 	���
��
 ����&�
���; 
��� <�
�
��� ����
��	� HN ������#��

�&����# "�	���4��� �� t; 	����
 A 
��� �����
�
���# �����) <�
�
��

����
��	� CN ������ �� �
����
&��*� 	
�����=

(u−N , . . . , u0, . . . , uN) �→ (. . . , 0, u−N , . . . , u0, . . . , uN , 0, . . .),

(u−N , . . . , u0, . . . , uN) ∈ CN ,

(. . . , 0, u−N , . . . , u0, . . . , uN , 0, . . .) ∈ C∞.

4�,,� '#� >�	� u(t, z) ∈ C� �� u
z

j1
k1

,...,zjs
ks

(t, z) ∈ C.

!
)��	��
�#��; �
��
��	����# �� t ������� u
z

j1
k1

,...,zjs
ks

	 ��&�
 t0 ∈ I

	��
��
� �" ��
��� 7�-�=

‖u
z

j1
k1

,...,zjs
ks

(t0, z) − u
z

j1
k1

,...,zjs
ks

(t, z)‖r ≤
≤ (K

σ

)j1+...+js ‖u(t0, z) − u(t, z)‖r+σ.

.��
; ��� ���������; �� �
 	�
*�� ���
� �	�� ���"�	��# ��*��
���

������)


/��"��&��

V = {u(t, z) ∈ C | u� S ∈ C}.

4�,,� '#� >�	� ���	
���
�
	������ {uk}k∈N ⊆ V �������� � ����	


����� ‖ · ‖r,c� �� ��
�
	��
� ������� u ∈ V � � ��
�
��
� ���	
���
%

�
	������ �������� � u � ����	
 	�"�� ����� ‖ · ‖r′,c, r′ < R�



�����  
 !����� ��"� # ����������� �� 

#��
�
�
	������ �� �
��
�
 3
)
�-������ ������� u *���������

	 Br � �
��
��	�� 	 Br ��� �:��� t ∈ I
 /��"��&��

uk(t, z) =
∑

i1,...,in≥0

uki1,...,in(t)z
i1
1 , . . . , z

in
n ,

u(t, z) =
∑

i1,...,in≥0

ui1,...,in(t)z
i1
1 , . . . , z

in
n ,

S(t, z) =
∑

i1,...,in≥0

Si1,...,in(t)z
i1
1 , . . . , z

in
n .

5������ uki1,...,in(t) �
��
��	�� �� ���
"�
 I �� �
��
 +
�


3 ���� ��
��� 7�-�=

sup
t∈I

|uki1,...,in(t) − ui1,...,in(t)| ≤ i1!, . . . , in!

(
K

r

)i1+...+in

‖uk − u‖r,c

����
��	��
�#����� ����	
���	�:4�, ��<�����
���	 	 ����, �
)����

�,������ ��	���
��� �� t �� ���
"�
 I=

uki1,...,in(t) → ui1,...,in(t), ��� k → ∞. K�
��L

�" <��*� ��
��
�; &�� ������� ui1,...,in(t) �
��
��	��; � ��� 	�
, t ∈ I

����	
���	� �
��	
���	� |ui1,...,in(t)| ≤ Si1,...,in(t); ��<���� u ∈ V 


�����
�; &�� uk �,������ � u 	 �����
 ����� ‖ · ‖r′,c
 3��
�
� p ���;

&��
‖∑i1,...,in≥p+1 ui1,...,inz

i1
1 , . . . , z

in
n ‖r′,c+

+‖∑i1,...,in≥p+1 uki1,...,inz
i1
1 , . . . , z

in
n ‖r′,c <

ε
2.

D�� 	�"�����; ��� ��� uk, u ∈ V 
 3��
�
� N ���; &�� ��� k > N 	
���

��
���=

‖
∑

i1,...,in≤p

ui1,...,inz
i1
1 , . . . , z

in
n −

∑
i1,...,in≤p

uki1,...,inz
i1
1 , . . . , z

in
n ‖r′,c <

ε

2
.

D�� 	�"����� 	 ���� K�
��L
 /��:�� ��� k > N ��

� ‖uk − u‖r′,c <

ε
2 + ε

2 = ε.



�����  
 !����� ��"� # ����������� ��+

(
��� ����"���


(
��� +
$ �
*�� ����4�
��� �� ����������	�

T = {u(t, z) ∈ C∞ | u� U ∈ C∞}.

/��
���; &�� W ⊆ T 


4�,,� '#� >�	� ���	
���
�
	������ {uk}k∈N ⊆ T �������� � ����	


����� ‖ · ‖∞r,c� �� ��
�
	��
� ������� u ∈ T � � ��
�
��
� ���	
���
%

�
	������ �������� � u � ����	
 	�"�� ����� ‖ · ‖∞r′,c, r′ < R�

#��
�
�
	������ ����#

uk = {un
k(t, z)}n∈Z, u = {un(t, z)}n∈Z, U = {Un(t, z)}n∈Z.

�� ����	�: �
��� ����
��	��
�#����# {un
k} �,������ � un �� ����


‖ · ‖r,c; ��
��	��
�#��; �� �
��
 +
$ un ∈ C, un � Un, ��<���� u ∈ T ; �

����
��	��
�#����# {un
k} �,������ � un �� �:��) ����
 ‖ · ‖r′,c, r′ < R.

�����
�; &�� ��� �:��*� ε > 0 ��)�
��� ���
� N ; "�	���4�) �� ε

� �� r′; ����); &�� ��� k > N 	�����
�� �
��	
���	�= ‖uk − u‖∞r′,c < ε.

!
)��	��
�#��; 	 ���� ��*�; &�� uk, u ∈ T ; ��4
��	�
� ����) ���
� m;

&�� ��� 	�
, k ∈ N ����	
���	� ��
���=∑
|n|>m

‖un
k‖r′,c +

∑
|n|>m

‖un‖r′,c <
ε

2
.

3��
�
� ���
� N ���; &���� ��� k > N 	���������# �
��	
���	�=∑
|n|≤m

‖un
k − un‖r′,c <

ε

2
.

0�	
���
��
 �
��� 	��
��
� �" ����
���, �	�, �
��	
���	


(
��� ����"���


� ����4#: �
��� +
� ����&�
���



�����  
 !����� ��"� # ����������� ��'

4�,,� '#! 1���
���� W �
������ � C∞�

/��
��� 
4
 ���� ��	
���
��
; ������
 ��
��
� �" �
��� +
�; 
���

	 ��&
��	
 ������� U 	"��# <�
�
�� ����������	� HN 
 ����#

Q = {u(z) ∈ HN | u� G ∈ HN}.

4�,,� '#� >�	� ���	
���
�
	������ {uk}k∈N ⊆ Q �������� � ����	


����� ‖ · ‖N
r � �� ��
�
	��
� ������� u ∈ Q� � ��
�
��
� ���	
���
%

�
	������ �������� � u � ����	
 	�"�� ����� ‖ · ‖N
r′ , r′ < R�

4�,,� '#% ����� f : T → T � �
��
�����
 3� ����	
 ����	�!�� ��%

	���������
���� ������
����- ���"�
�
��
�  �!�
 ���"�
�
��
 f

�
��
����� �� 	�"�� ����
 ‖ · ‖∞r,c�

#��
�
�
	������ ����# un → u ��� n → ∞ �� ����
 ‖ · ‖∞r,c
 �"

�
��� +
� ��
��
�; &�� un → u �� �:��) ����
 ‖ ·‖∞r′,c, r′ < R. ��<����

f(un) → f(u) �� �:��) ����
 ‖ · ‖∞ρ,c (ρ < R); 	 &��������; �� ����


‖ · ‖∞r,c.
(
��� ����"���


4�,,� '#' 1���
���� W �����	� � ����
���� � Cr, r < R�

#��
�
�
	������ 3��������# ����
��	�W ���	
��
��� ������ 	�6

&���
��
�


���	
���; &�� ���
���� Wn ����
��	� W 	 ����������	� Cn ���6

������
 ���
���� "���
��� �������
��
�

{wk}k∈Z �→ (w−n, . . . , wn).



�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

!
)��	��
�#��; ����
��	�Wn ��	����
�
��� �
��
��	��= ��� �:��,

r < R � ε > 0 ��4
��	�
� δ; "�	���4

 �� r � ε, &�� 
��� |t′ − t′′| < δ; ��

supy∈Wn
‖y(t′, z)− y(t′′, z)‖n

r < ε
 D�� ��
��
� �
����
���	
��� �" ���
�
6

�
��� ����
��	� W 
 B���� �&����#; &�� δ = ε/‖F (U)‖∞r,c

%�������
 ����
��	� Wn(t) = {x(t, z) ∈ Wn} ⊆ Hn �*����&
��� ���

	�
, t ∈ I �� �
��
 +
1; ��� ��� 	�
 <�
�
��� ����
��	� Wn(t) ����6

����:��� 	
������ (U−n(t, z), . . . , Un(t, z))
 d�
��	��
�#��; �� �
��
�


B���
�� K��
 !�����
��
L ����
��	� W n(t) K&
���) ���"��&
�� "���6

����
L ��������� ��� 	�
, t ∈ I
 �� �
��
�
 C����� K��
 !�����
��
L

����
��	� W n ��������� 	 Cn


B���
��	� Wn 	���
�� 	 W = �����) 	
���� �" Wn �����
�
��
���

������ �� �
����
&��*� 	
�����; ������) �������
��� W 
 �����#"��

<��� ���� � �
��� +
�; ����&�
�; &�� ����
��	�Wn "�������=W n = Wn;

�; ��
��	��
�#��; 	 ����	
���	�� � ����"����� 	�-
; ���������


�" ���
�
�
��� ����
��	� W ��
��
�; &�� ��� �:��*� ε > 0 ���6

�
��	� Wn �	��
��� ε6�
�#: 	 W ��� �
������� n
 �� 
��# ��� �:��*�

r < R � ε > 0 ��)�
��� &���� n ����
; &�� ��� 	�
, w ∈ W 	�����
��

�
��	
���	� ‖wn − w‖∞r,c < ε; *�
 wn ∈ Wn �	��
��� ���
���
) <�
�
���

w


%��
���; &�� �" ������������ ����*�6���� ����
��	� 	 Cn 	��
��6


� 
*� �����������# 	 Cr; ��<���� ����
��	� Wn ��������� 	 Cr
 �����

����"��; ����
��	�Wn �	��
��� ���������) ε6�
�#: 	W 	 �����
 ���6

�������	� Cr; ��<���� W ��������� >��?


(
��� ����"���

� 3��#	

�� V ⊆ Hn ������	

� �������	����� 	
�� 456v∈V ‖v‖n

r ≤ Lr� ��	 Lr $ �	��
���	

���

��
��



�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

!����
� �
��
�� +
$
 ���	
���; &�� P (W ) ⊆ W K��
 K�
 LL
 !
)6

��	��
�#��; ����# w ∈ W ; ��*�� �" ���
�
�
��� ����������) �������

��

� P (w) � U 
 /��"��&�� b(t, z) = P (w) � 	������� ��
���=

‖b(t′, z) − b(t′′, z)‖∞r =
∥∥∥ t′∫

t′′

f(w)ds
∥∥∥∞

r
≤ ‖F (U)‖∞r,c · |t′ − t′′|.

/������
��
 P �
��
��	�� ��W 	 �����
 ����������	� Cr �� �
��


+
 
 �� �
��
�
 2���
�� K��
 !�����
��
L � �
��
 +
+ �������
��
 P

��

� �
���	����: ��&�� 	 W 
 D�� �
���	����� ��&�� �	��
��� ����6

��� �
-
��
� "���&� K�
�L


�
��
�� +
$ ����"���


���	
���; &�� ����
��	� D "������� 	 Cr
 !
)��	��
�#��; ����# ��6

��
��	��
�#����# {uk} ⊂ D �,������ 	 Cr ��� k → ∞; "��&��; �� �
��


+
� ��� �,������ � 	 C∞
 ��� ��� D "������� 	 C∞; �� ��
�
� <��) ��6

��
��	��
�#����� �
��� 	 D


B���
��	� D ��������� 	 Cr ��� "�������
 �������
��	� ��������

W 
 !���"��
�#��	� "�	
�-�
��� ����
�
��
� �
��
�� 2���
�� � ����6

���
��: P � ����
��	� D


�
��
�� +
� ����"���



�/ ��
�������

3 ����
�
��� � ���������	�
��� "���&�� �����#"�	����
 	 ����"�6

�
�#��	
 �
��
�� ����� ����������	��# ��
��:4�� ����"��


�����,� '#% -<������/ >�	� ����
���� V ⊆ HN �
������ � �!�
%

���
��� �� ��� ����
�����



�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

�����,� '#' -2
����/ >�	� ����
���� V ⊆ CN �
�����
�
��� �
��
%

������ � �
���
��
 ����
���
 V (t) = {u(t, z) ∈ V } ⊆ HN ����
����

��� 	�"�� t ∈ I� �� �
���
��
 ����
���
 V ����
�����

�����,� '#�$ -8� ���/ @
��
�����
 ���"�
�
��
 �����	�!� ���%

�
����!� �������
���
 "
�
���
 ������
����
 � �
"� ��

� �
��%

������� ������

� 3���������� ������� ��
� �����

3 �
���� ������	
���, ����
�
�����#��, ���	�
��) ��

��� �	


������

 ����������, �
��
�� ��4
��	�	����= �
��
�� ��4
��	�	����

� 
�����	
������ 7�-� A ������ � �
��
�� ��4
��	�	���� �
���
 �
6

��
�� 7�-� A ������ ��	
����
�; &�� 
��� ���	�� &���# ���	�
���

���	�
�	���
� ����	�: (��-���; �� "���&� 7�-� ��

� 
�����	
���


�
-
��

 !���"��
�#��	� <��) �
��
�� ����	��� �� �������
 �����,

�������
��)
 �
��
�� �
��� ��	
����
�; &�� ��� ��4
��	�	���� �
-
6

��� �������&��; &���� ���	�� &���# ���	�
��� ���� �
��
��	��)
 D��

�
��
�� ����"�	�
��� �" �������
��) ������������ � ����4#: �
��
��

C��
�� A C�����


%���&� 7�-� ��� ����
�
�����#��, ���	�
��) 	 &�����, ����"6

	����, 	 ����������) �������	�
 �"�&����# ���*��� �	������ 	 ��
�6

�����
��� ��*�; &�� ���	�
 &���� ���	�
��) ���	�
�	���:� ����	���

(��-���


3�
�	�
 	 ���
)��� 	������
 <�� "���&� ���� ��������
�� 	 ������,

`������ >1�? � /	�������	� >�1?; �; 	 �
����#�� ���) �������	�
; 	 �����


��
	� >1$?




�����  
 !����� ��"� # ����������� ��$

3 �����
 >�'? .��
��
�* ����&�� �
��
�� ��4
��	�	���� � 
�����	
�6

����� ��� �
���
)��) "���&� 7�-� A 7�	��
	���)
 !�� ����"��
�#��	�

.��
��
�* �����#"�	�� ��
��������: ����
���� �#:����	���*� ����

K��
 �
��
�� .<-� A B�"
��L; �
,��&
��� <�� ����"��
�#��	� ���"�� �

�
"��#����� 7CB6�
����
 3 �
��
�
 .��
��
�*� ���	�� &���# ���	�
6

��� �&���
��� ���#�� ����
�
�����
��� �������
��
�


.����� >��? �������� ��
��������: ����
���� .��
��
�*� � ����6

"��; &�� ���#��: ����
�
�����
����# ����� "��
���# ����	���� ����

(��-���


3 ����#
 >��? ������	 ����"��; &�� 	 ���,���4
� ����,�	�� ��������6

��	
 �
��
�� .��
��
�*� A .����� 	�	������ �" �������� �����, ����6

���
��)
 ������
��
 ����*� ����,�	� ����������	� �� ��,����) -���


�	��
��� 	
�#�� �����) "���&
)


3 <��� ��"�
�
 �� �����
� �
��
�� ��4
��	�	���� ��� ����������)

"���&� 7�-� A 7�	��
	���) �
" �����#"�	���� ����	�) (��-���


B� ��
��������; &�� ���	�� &���# ���	�
��) "�	���� �� �	�, ��6

*��
���	= ��� �*����&
�� � �
��
��	�� �� �
�	��� ��*��
��� K����	��

�
��
�� �
���L � 	������ �� 	������ ��*��
���
 7�� &�����) ���&�);

<�� �������	�� "���&� 	��:&�
� 	 �
�� �	�"����
)��
 ���	�
���; ���6

	�� &���# ������, "�	���� ���
)�� �� ����"	����, ������, ������)

� ��-# �
��
��	�� �� ����, ������)


��� (���	��� �������

����# {(Es, ‖ · ‖s)}0<s<1 A -���� ����,�	�, ����������	=

Es+δ ⊆ Es, ‖ · ‖s ≤ ‖ · ‖s+δ, s+ δ < 1, δ > 0. K�
�L



�����  
 !����� ��"� # ����������� ���

B� ��
�����*�
�; &�� 	�
 	���
��� K�
�L ���������
 ����
 ��
�����6

�
��
 	�
*�� 	�����
�� ��� -��� �������&
���, ������)


����#Bs(r) = {u ∈ Es | ‖u‖s < r} A �������) -�� 	Es, � ����# Bs(r)


*� "�������

 /���	��� ��H
���� ��-
*� �"�&
��� ���
� ��
��:4��

"���&� 7�-� A 7�	��
	���)=

ut = A(t, u, u) + h(t, u), u |t=0= 0. K�
�L

!�� �
������, �������
�#��, �������� T,R,M,K �������
���

A : [0, T ]×Bs+δ(R) ×Bs+δ(R) → Es,

h : [0, T ]×Bs+δ(R) → Es, δ > 0, s+ δ < 1,

�
��
��	��; � 
��� u, v ∈ Bs+δ(R), �� 	�����
�� ��
��:4�
 �
��	
�6

��	�=

‖A(t, u, v)‖s ≤ M‖v‖s+δ

δ
, ‖h(t, u)‖s ≤ K, δ > 0, s+ δ < 1. K�
�L

����# �������
��
 A 	������ �� ��
�#
�� ��*��
���= ��� 	�
, u, v, w ∈
Bs+δ(R) � 0 ≤ λ ≤ 1 �� ��

�

‖A(t, u, λv + (1 − λ)w)‖s ≤ λ‖A(t, u, v)‖s + (1 − λ)‖A(t, u, w)‖s. K�
$L

.�����
�; 
��� �������
��
 A ���
)�� �� ��
�#
�� ��*��
���; �� ���6

	
�
���
 	�-
 �
��	
���	� 	�����
��


�����,� '#�� )��
����
� �����
��
 a > 0� �
���	��� "�	�&
�� ���

�
�
�
 3/�.- ��

� �
&
��


u(t) ∈
⋂

1−s−τa>0

C1([0, τ ], Es).
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 !����� ��"� # ����������� ���

D�� �
��
�� �
 �	������ � �
"��#����� .����� >��?
 3 �
��
�
 .�����

�������	�:��� �
������
 ����	�� ���� ����	�) (��-���=

‖f(t, u′) − f(t, u′′)‖s ≤ M

δ
‖u′ − u′′‖s+δ, u′, u′′ ∈ Bs+δ(R), s+ δ < 1,

*�
 f A ���	�� &���# ����
�
�����#��*� ���	�
���


3 ��-
� ���&�
 �������
��
 A "�	���� �� ��
, ��*��
���	
 �
�	�)

��*��
�� A 	�
��; 	�
��� 	����*� � ��
�#
*� ��*��
��� ������	��
���

������� �������
 /������
��
 A �*����&
�� �� 	������ ��*��
���

� �
�*����&
�� �� ��
�#
��
 ��<���� �������&�� ��
��������# ���#6

�� �
��
��	����# �� 	������ ��*��
��� � ���
)����# ��� 	��������#

�� ��
�#
��


J��� �������
��
 A ����
��	
��� ��	�� ���:; �� �
��
�� +
�� �	6

��
��� �
����
���	
���� ����4
��
� ���
&���
���*� ���&�� �
��
��

��4
��	�	���� �
��� ��� -��� ����,�	�, ����������	


3 ��&
��	
 ����
�� ���������� -���� �������&
���, ������) 	 ���
��6

����� �
)��	��
�#��*� m6�
���*� ����

Tm
s = {z = x+ iy ∈ Cm | x ∈ Rm/(2πZm), |y| < s}.

����# Es A ����������	� ������); �������&
���, 	 Tm
s � ��������
6

��, 	 "�������
 T
m

s 
 3 ����������	�, Es 		
�
�� ����� ��	���
���)

�,��������
 J��� 	"��#

A(t, u, v) =
√

|u(0)|∂v(x)
∂x1

, h(t, u) = 1,

�� ����	
���	�:4�� "���&� ��

� �
-
��
 �� �
��
�
 +
��; �� �
"��#���

.��
��
�*� A .����� �
 ����
���


J�����	
������ 	 �
��
�
 +
�� ���
� � �
 ���#
 !��
 	 ���&�
 ����*�

����
�
�����#��*� ���	�
��� ��4
��	�:� ����
�� � �
��
��	��) K��

�
���-��
	�)L ���	�) &���#:; �
 ��
:4�
 
�����	
������




�����  
 !����� ��"� # ����������� ��1

�
�
,���� � ����"��
�#��	� �
��
�� +
��


��
 ����	������ ��� ����$����

3	
�
� ��
�*��#���=

Δ = {(τ, s) ∈ R2 | τ > 0, 0 < s < 1, 1 − s− τa > 0}.

F��������� �����������	����
 ����������	� E =
⋂

(τ,s)∈ΔC([0, τ ], Es)

� �
�
)��	�� ����=

‖u‖τ,s = max
0≤t≤τ

‖u(t)‖s.

/&
	����; &�� <�� ����� ���	�
�	���:� ��
��:4�� �
��	
���	��=

‖ · ‖τ,s ≤ ‖ · ‖τ+δ,s, ‖ · ‖τ,s ≤ ‖ · ‖τ,s+δ, δ > 0. K�
�L

����������	� E �	��
��� ������*�&
���� ����������	�� � ��"����

������*��; ���
�
��
��� ��������� -�����=

Bτ,s(R) = {u ∈ E | ‖u‖τ,s < R}.

1���������� '#	 K��
� !�������� ��� ����
���� G ⊆ E �
����
�%

�� �
��
������ 
�	� �	� ��
� ε > 0 � �	� ��
� (τ, s) ∈ Δ ���
����
�

δ = δ(ε, τ, s) > 0 �
��
� ��� 
�	� t1, t2 ∈ [0, τ ] � |t1 − t2| < δ, ��!�


sup
u∈G

‖u(t1) − u(t2)‖s < ε.

@
���
� ����
���� G ⊆ E �!�
���
����� 
�	� ���
������ �
��


�����
��� Mτ,s, ��� �	� ��
� u ∈ G �� ��

� ‖u‖τ,s ≤Mτ,s�

.������� �
��� C��
�� A C����� >� ?=
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 !����� ��"� # ����������� �� 

4�,,� '#�$ ����� H ⊂ C([0, T ], X) � ����
���� � ������
����


�
��
������ ������� �� ��
�
����� � "
�
����� ������
����
 X�

��
���	����� ��� ����
���� H �
������� �!�
���
��� �
�����
�
�%

�� �
��
����� � �	� �
���!� t ∈ [0, T ] ����
���� {u(t) ∈ X} ��	�%

��� ����
���� � ������
����
 X�  �!�
 ����
���� H ����
����

� ������
����
 C([0, T ], X)�

/&
	����; �������) ����
��) ������������ ��

��� � 	 ��������6

��	
 E


4�,,� '#�� >�	� �
������
 ����
���� G ⊆ E �
�����
�
��� �
��
%

����� � �!�
���
��� �� ��� ��	�
��� ����
�����

#��
�
�
	������ ����# (τ, s) A ����"	��#��� ��&�� 	 Δ


��� ��� ����
��	� G �*����&
�� � ��	����
�
��� �
��
��	�� 	 ���6

�������	
 C([0, τ ], Es+δ); �� �� �
��
 +
�' ��� ��������� 	 ����������	


C([0, τ ], Es)
 ��
��	��
�#��; ������ ����
��	��
�#����# {uk}k∈N ⊂ G ��6

�
���� �������
��	��
�#����#; ������� �,������ �� ����
 ‖ · ‖τ,s
 ����;

����
��� ����"��#; &�� ��)�
��� �������
��	��
�#����# ����
��	��
�#6

����� {uk}, ������� �,������ �� 	�
� ������ ‖ · ‖τ,s ���"�


F��������� ����
��	� ΔQ = Δ
⋂

Q2
 D�� ����
��	� �&
���; � ����#

γ : N → ΔQ A ����	
���	�:4�� ��
����


����# {u1
k} ⊆ {uk} A �������
��	��
�#����#; �,���4���� �� ����


‖ · ‖γ(1)
 3 ���� ���	
�
���, 	�-
 �������
��); ��4
��	�
� �������
6

��	��
�#����# {u2
k} ⊆ {u1

k}, �,���4���� �� ����
 ‖ · ‖γ(2) � �
�
 !��*�6

���#��� ����
��	��
�#����# {uk
k} �,������ �� ����
 {‖ · ‖γ(k)}k∈N
 ��
6

��	��
�#��; ���*����� �
��	
���	�� K�
�L ��� �,������ �� 	�
� ������




�����  
 !����� ��"� # ����������� ��+

��� ��������� ��	� ������� 8���

%���&� K�
�L �&
	���� <�	�	��
���� ��
��:4
) "���&
 � �
���	����)

��&�
 =

u(t) = F (u) =

∫ t

0
A(ξ, u(ξ), u(ξ)) + h(ξ, u(ξ)) dξ. K�
�L

J��� �
-
��
 ���	�
��� K�
�L �
��
��	�� �� �
�
�
���) t; �� ��� �

����
�
�����
�� �� t


����# S ⊂ E A ����
��	�; ������4

 �" ����, <�
�
���	 v; ������


���	�
�	���:� ��
��:4�� ����	���=

�L

‖v(t)‖s ≤ R, K�
1L

�L �
��	
���	�

‖A(t, u(t), v(t))‖s ≤ 1√
1 − at− s

K�
 L

��� 	�
, u ∈ E ����,; &�� ‖u(t)‖s ≤ R;

�L ��� t1, t2 ∈ [0, τ ], (τ, s) ∈ Δ ����	
���	� ��
���

‖v(t1) − v(t2)‖s ≤
(
K +

1√
1 − s− aτ

)
|t1 − t2|. K�
+L

%��
���; &�� ����
��	� S �
�����= 0 ∈ S


B���
��	� S 	������ 	 ���� ����	�� K�
$L � ��������� �� �
��
 +
��


J��� �� �����
�; &��

F (S) ⊆ S, K�
�'L

�� ����"��
�#��	� �
��
�� +
�� ���
� "�	
�-
�� ����
�
��
� �
��
��

8����
�� � �
���	����) ��&�
 � �������
��: F � ����
��	� S


����; ����# v ∈ S
 ���	
��� 	��:&
��
 K�
�'L
 %��
��	; &��

t <
1

a
,



�����  
 !����� ��"� # ����������� �1'

�����
�; &�� �������
��
 F ��,����
� �
��	
���	� K�
1L=

‖F (v)‖s ≤
∫ t

0
‖A(ξ, u, v(ξ)‖s + ‖h(ξ, v(ξ))‖s dξ ≤

≤
∫ t

0

1√
1 − aξ − s

+K dξ =
2

a

(√
1 − s−√

1 − at− s
)

+Kt ≤

≤ 2 +K

a
. K�
��L

����� ����"��; �
��	
���	� K�
1L ��,����
��� �������
��
� F ; 
��� ��

	�"#�
� 	 K�
��L a ≥ (2 +K)/R.

!�� ���	
��� �
��	
���	� K�
 L 		
�
� ���"��&
��
=

w(t) = A(t, v(t), v(t)) + h(t, v(t)).

� ����4#: �
��	
���	 K�
$L; K�
�L � �
��	
���	� e
��
�� >� ? ����&��∥∥∥A(t, u,

∫ t

0
w(ξ) dξ)

∥∥∥
s
≤ 1

t

∫ t

0
‖A(t, u, tw(ξ))‖s dξ ≤

≤ M

t

∫ t

0

‖tw(ξ)‖s+δ

δ

∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ ≤M

∫ t

0

‖w(ξ)‖s+δ

δ

∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ. K�
��L

����
���) &�
� 	 K�
��L �
 ���#-
; &
�

M

∫ t

0

‖A(ξ, v(ξ), v(ξ))‖s+δ + ‖h(ξ, v(ξ))‖s+δ

δ

∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ ≤

≤M

∫ t

0

( 1

δ
√

1 − aξ − s− δ
+
K

δ

)∣∣∣
δ= 1−aξ−s

2

dξ ≤ C

a
√

1 − at− s
, K�
��L

*�
 �������
�#��� ��������� C �
 "�	���� �� s, t, a
 3"�	 	 K�
��L a ≥ C;

�� 	����; &�� �������
��
 F ��,����
� �
��	
���	� K�
 L


���	
��� �
�
�# ����	�
 K�
+L
 ��
�������� ��� ���
�
�
������;



�����  
 !����� ��"� # ����������� �1�

&�� t2 ≥ t1
 ��*�� �
��	
���	� K�
 L ��
�

‖F (v)(t2) − F (v)(t1)‖s ≤
∫ t2

t1

‖A(ξ, v(ξ), v(ξ))‖s + ‖h(ξ, v(ξ))‖s dξ ≤

≤
∫ t2

t1

1√
1 − aξ − s

+K dξ ≤

≤
(
K +

1√
1 − s− aτ

)
(t2 − t1).

�
��
�� +
�� ����"���


" ��� ��&*�� ����.���� ����$�

5�*� 7 5�	���	���&

3 <��� ��"�
�
 �� ���������� "���&� 7�-� A 7�	��
	���) � ���6

*��
���� 	�
�
�
�
 .
������ �� �
������: ���	�����������# ����*�

��"	����; �
&# ��)�
� � �����
 ����
�
�����#��, ���	�
��); ���
�#6

��
 ��
����	��
�� ������*� &���� 	���
&�:��� 	 "���&�, ����
�
���6

��#��) *
��
���� � �
���� *���� (� >�1; ��?
 3 &��������; <�� �����
��

���� ������ ��� 5���
����� �� ���
*����
����� �����
�
�
��)
 ��6

&
�� �� *�	���� "�
�# � ���*��
���� 	�
�
��; ����
� ���� �" �����

����, ���	�
��)


3	
�
� ���"��&
���
 ����#

x = (x1, . . . , xm) ∈ Cm, u = (u1, . . . , up), t = (t1, . . . , tn) ∈ Cn.

!��

 �� ���
� ���#"�	��#�� D)�-�
)��	���� ��*��-
��
� � �����6

��	����


F��������� "���&�

∂uj

∂tk
= f j,s

k,l (t, x, u)
∂ul

∂xs
+ g j

k (t, x, u), uj |t=0= 0. K$
�L



�����  
 !����� ��"� # ����������� �1�

5������ f j,s
k,l , g

j
k *��������� 	 ���
������� ���� ����������	�

Cn × Cm × Cp.

��� n = 1 �� ����&�
� ����������: "���&� 7�-� A 7�	��
	���) 	

�	�"����
)��) �������	�

 ��� f j,s
k,l (t, x, u) ≡ 0 ����&�
��� "���&�; <�	�6

	��
����� "���&
 5���
����� �� ���
*����
����� �����
�
�
��)


5���������; ����4�) 	 ���	�) &���� ����
��; ���
� ���"��&��# &
6

�
" Aj
k=

Aj
k

(
t, x, u,

∂u

∂x

)
= f j,s

k,l (t, x, u)
∂ul

∂xs
+ g j

k (t, x, u),

*�
 ∂u
∂x

=
(

∂ul

∂xs

)
.

��
��
 &
� �
�
,����# � ���������	�
 �
"��#����; ����� ���
�
�
6

��
 �����) ����"	����) �� t 	 ���� ����
�� K$
�L
 F��������� ������:

h = h
(
t, x, u, ∂u

∂x

)
; � ����# η = (ηρ

τ ) =
(

∂uρ

∂xτ

)



����"	����) 	 ���� ����
�� K$
�L �� h ��"�	
� ��
��:4�) �����

������)=

Dkh(t, x, u, η) =
∂h

∂tk
+
∂h

∂uj
Aj

k(t, x, u, η) +
∂h

∂ηρ
τ

∂

∂xτ
Aρ

k(t, x, u, η).

����# q = m+ n; ���"��&�� &
�
"

Br = {z = (z1, . . . , zq) ∈ Cq | |z| < r}, |z| = max
i

|zi|

�������* 	 Cq


3	
�
� ����
��	�

W =
{
u(t, x) ∈

⋃
0<s

O(Bs) | DkA
j
i

(
t, x, u,

∂u

∂x

)
= DiA

j
k

(
t, x, u,

∂u

∂x

)}
,

������4

 �" ������	 �������&
���, ������) u(t, x), ���	�
�	���:4�,

��	
���	�

DkA
j
i

(
t, x, u,

∂u

∂x

)
= DiA

j
k

(
t, x, u,

∂u

∂x

)
. K$
�L



�����  
 !����� ��"� # ����������� �1�

3�
	�"�����
 9����	�� ���
*����
�����9 	 �"	
����, "���&�, ����
6

�
�����#��) *
��
���� <�	�	��
���� ����; &���� <�� ��	
���	� ����

	�����
�� ����
��	
��� ��� 	�
, ������	


F��������� ����
�
�����#��
 �����

ωj = Aj
i

(
t, x, u,

∂u

∂x

)
dti.

� ����4#: <��, ���� �������� �������
��


P (u) = (P 1, . . . , P p)(u), P j(u) =

∫
[0,t]

ωj,

*�
 [0, t] A ���
"�� 	 Cn


�����,� '#�	 ��
���	����� ��� ����
���� W ���
���� 0� �����%

	� �

P (W ) ⊆W. K$
�L

 �!�
 �
�
�
 3?�,- ��

� �
&
��
 u(t, x)� !�	�������
 � ���
�������

�
�
	
 �������
� � Cq�

D�� �
��
�� ����"�	�
��� �� �,
�
 ��
 ����&
���, ���

 �
"��#��6

��	
 .�����
�; � ����4#: ����������*� �
����; ��� <��� ��������	�6

��
 ���� ����"	����# �� ����� ������� �
�
�
���, (t, x)
 .�)�
���� 	

�
"��#���
 <��*� �
���	����� ��&�� �������
��� P �	��
��� �
-
��
�

�����	�
���) "���&�


F�	
���	� K$
�L A <�� ������ ����	�� "���������� ���� ωj
 ��� ���

<�� ����� "�������; ���
*��� 	 ���
�
�
��� �������
��� P �
 "�	����

�� ����; � ��<���� �������
��
 P ���
�
�
�� ����
����


/������ �
������#�� ����������) �
��� ��� "���&� K$
�L
 B� ��6

�
� �
)��	�	��# 	 ����
 ����"��
�#��	� ������&
���) �
��
�� 7�-� A
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7�	��
	���) >��?
 ����# τ = t1 + . . . + tn � ξ = x1 + . . . + xm. ��*��

�
-
��
 u(t, x) ���
� ��������	��# ������
) U(τ, ξ)
 ����# �
�
�#

f j,s
k,l (t, x, u) � F (τ, ξ, U), g j

k (t, x, u) � G(τ, ξ, U).

��*�� ����������� "���&� ��

� 	��

Uτ = F (τ, ξ, U)Uξ +G(τ, ξ, U), U |τ=0= 0.

F
-
��
 <��) ����������) "���&� ��4
��	�
� 	 ���� ����������) �
6

��
�� 7�-� A 7�	��
	���)
 ����� ����"��; ��� ��
��
� �����# �
��6

�	����: ��&�� �������
��� P �� ����
��	


V = {u(t, x) ∈ O(Br) | u� U}
⋂
W.

3 ���� ����	�� �
��
�� � �� �	�)��	�� �������� P (V ) ⊆ V 
 7���


��*�; ����
��	� V ��������� 	 O(Br), 	������ � �
�����= 0 ∈ V 
 ��
6

��	��
�#��; �� �
��
�
 8����
�� �������
��
 P ��

� 	 V �
���	����:

��&��


! #���$�

F��������� �����#�� 	������
 ���
)��
 ����������	� �
�����&
6

���, ������)

f(x) =
∑
n∈Zm

fne
i(n,x)

� �������

‖f‖s,ρ =
∑
n∈Zm

|fn|es|n|ρ, s ∈ (s1, s2), ρ ∈ (ρ1, ρ2).

/��"��&�� 
*� &
�
" E
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 !����� ��"� # ����������� �1�

(����� '#� 5�������� ��	�
��� 	� ��
�
��� �
����!� ����
�
�����%

�
��� ∂/∂xj �
��
������ � '��� ������
����
� #	� '��!� ��	�����

��
��� ���
 ��
��� *�&� 3,�,/-�

(����� '#	 G ������� �
��
�� 4���������
 ���	
���
�� �
��
&�%

����� �
�
�� *�&� � *��
	
����� � &�
	
 "
�
����� ������
����

{Es,ρ}s∈(s1,s2),

������
 ������� �� ������� = ���
����� ����
�� ‖ · ‖s,ρ� �
�
�
��

ρ ��������
��

(����� '#� 5�������� ��� �
��� ��
�
���� s, ρ ������
����� Es,ρ ��%

	�
��� "
�
����� 
	!
"��� �������
	��� ��
�
��� �����
��� �����

+���
�

(����� '#� 5�������� �"	
�

� 	� ������
����� E ��������� 1��%

�
	��

(����� '#� 4�
���� ��
�� ���
�����
��� �
&
��� � ����
�


ut(t, z) = be−at(uz(t, z))
2 +
√
|u(t, 0)|, u(0, z) =

1

1 − z
, t ≥ 0.

� �
��������� �� ��
�
��� �����
�� a, b ≥ 0� ������
����
��
� �
%

�
�
��
� z ∈ C ����
�	
��� ���
������� ��	��

(����� '#! ��
�	����� ����
�����
 ��	���� 
������
������ �
&
%

��� � �
��
�
 L�,,�

(����� '#� #��
���
� ��� �
	��
��
� �
�
�
 *�&� � *��
	
�����

ut = f(t, x, u, ux), u |t=0= u0(x)



�����  
 !����� ��"� # ����������� �1�

'����
	
���
 ��
��	��
���� �
�
�
 ���


vt = g (t, x, v)vx + h(t, x, v), v |t=0= v0(x),

��
�� u, v � �
��������
���
 �������� ��
�
��� g (t, x, v)vx 	��

� ��

vx�

*
��
 ��
���	��
��� �������
	��� f ����� ��
	
��:

(����� '#% 1���� 	� ���
�
�� �
��
�� L�,. � ������� �	
����
����

�
���
����� �
�����:

(����� '#' 9�	�
��� 	� ��	���
 �����	���� ����
���
 W � �
��
%

�
 L�,. �
�"�������:

(����� '#�$ ��
���	����� ��� f j,s
k,l = 0� 1���� 	� ���
�
�� �
��
%

�� ���
�����
��� � �
�
�
 ?�,� ���
�
�&��� �� ��
���	��
��� 
�
%

	���������:



����� ��

(����������
�� ���������

� ������� ��
� ����� ��� 
�������$����'�

���	�����

D��� ��"�
� ���	�4
� �	�"����
)��� ��������&
���� ���	�
���� �

�
���-��
	��� �
���
)�������
 3 ������&
���) �������	�
 �	�"���6

�
)��� ��&��#��� ��������&
���� "���&� ���	���� ��
��:4�� ����"��=

ut = f(t, u,∇ku) + Au, u|t=0 = û. K�
�L

%�
�# A A ���
)��) <������&
���) ��
����� ������� n; � &�
� ∇ku

���"��&�
� ����"	����
 ������� u �� ������� k 	��:&��
�#��
 7���


��*�; � ���	�
��: K�
�L ����� ����	��# *����&��
 ����	��


J��� ������� û �������
��� ���,���4
�� ����������	�; �������
6

��
 f �	��
��� ���-��
	�� K	 �
������� �����
L � k < n; �� "���&�

K�
�L ��

� 
�����	
���
 �����#��
 �� 	�
�
�� �
-
��

 D�� �
*�� 	�6

	������ ��� ����4� �������� �����:4�, �������
��)


B� ���������	�
� ���&�); ��*�� ������� f �
 �	��
��� ���-��
	�)


@���-� �"	
���� K��
 >��; �; 11?L; &�� 	 ��4
� ���&�
 �
����
&���
���6

�11



����� 	$
 
������������� ��������� �1 

*� ����,�	�*� ����������	� ��&��#��� "���&� ��� ����
�
�����#��*�

���	�
��� � �
���-��
	�) ���	�) &���#: �
 ��

� �
-
��)
 �
� �


�
�

 ��&��#��� "���&�; ��� ���	���; ���	���� �
 	 ����� ����,�	��

����������	
; � 	 -���
 ����, ����������	
 8��

 ��*�; ����������	�

	 -���
 	����
 �
��
��	�� 	���
��
 ����	�; ������
�; -���� ����6

�
	���, ����������	; -���� ����������	 �������&
���, ������)
 D��

������"�	�
� ���; &�� �����# �
-
��
 ���� �"�&�� "���&� 	� 	�
) -���



/��
��� 
4
 ���� �	�)��	� ���	�
��) 	��� K�
�L
 J��� �� �������

��
������
��
 � ���-��
	���� f ; �� ����&�� ����� ����
�; ��� ����6

��, �
��
�� ��4
��	�	���� ����	
���	� ���
 	 ���&�
 k ≥ n
 ����
��

����*� ���� ����:��� ��������&
����� K	 �
������� ����4
���� ����6

�
L


D��� <��
�� ��

� �
��� �
 ���#�� ��� ��������&
���, ���	�
��)


J��� ��������
�# "���&� 7�-� A 7�	��
	���) 	 �
���-��
	�) �����6

��	�
 K��
 >1 ?L; �� ��)����� ����
 ���	�
���; &�� ������� ����"	����,

	 �, ���	�) &���� 	�-
; &
� 	 �
	�); � �
-
��
 �
� �
 �
�

 ��4
��	�
�


����
 "���&� ��������� �
 � �
���� ������&
���, ���	�
��) 	 &���6

��, ����"	����,; � � �
���� ����������#��6����
�
�����#��, ���	6

�
��) � ����
�
�����#��, ���	�
��) � �
�����#���� &�
����


/���	��
 �
���� ����
��	����; ����
��
��
 	 �����) �����
; A <��

�
��
�� 2���
�� � �
���	����) ��&�
 ��� �����#�� 	������, ���6

�������	 � �
���� -��� ����,�	�, ����������	
 !��*�
 ���,��� � ��6

��������� ��������&
���� "���&�� 	 ���-��
	�) �������	�
 �����

��)�� 	 >��; �'?




����� 	$
 
������������� ��������� �1+

��� (���	��� �������

F��������� �	
 -���� ����,�	�, ����������	{
Es, ‖ · ‖E

s

}
s>0 �

{
Gs, ‖ · ‖G

s

}
s>0

����
; &�� Es ⊆ Gs ��� 	�
, s > 0
 3�
 	���
��� Es+δ ⊆ Es, δ > 0,

	����
 �
��
��	�� �

‖ · ‖E
s ≤ ‖ · ‖E

s+δ. K�
�L

�����
�� s �
 ���"��
�#�� ����
*�
� 	�: �������
�#��: 	
4
��	
���:

������#
 B� �
 �����#"�
� ����������	� Es, Gs � ���#-��� "��&
�����

s; ��<���� �����; ������
�; �&����#; &�� s ∈ (0, 1)
 (�-# ��� ��������

�� �&���
� s �������
�#���


3	
�
� ��������� C, T,R > 0 � φ, α ≥ 0.

����# St : Gs → Es, t > 0 
��# ���#�� �
��
��	��� ���
)��� ��6

��*����� 	 ��� �����
; &�� ��� �:��*� <�
�
��� u ∈ Es 	�����
��

��
��:4�
 ������-
���=

‖Stu− u‖E
s → 0 ��� t↘ 0,

‖Stu‖E
s ≤ C‖u‖E

s .

1���������� �$#� ��	�!����
 St �
���

��� �
�
"�	��
����� 
�	� ��%

�
����
� �
�
� ��������
� γ > 1� ��� �
�
�
�����

‖Stu‖E
s+δ ≤

C

tφ
‖u‖G

s K�
�L

����	��
��� ��� 	�"�� δ, t > 0, δγ < t < T �

����# Bs(r) A �������) -�� ������� r � �
����� 	 ��&��
 ��������� 	

����������	
 Es
 ����# f : (0, T ] × Bs+δ(R) → Gs A ����� �
��
��	���



����� 	$
 
������������� ��������� � '

�������; &�� �
��	
���	�

‖f(t, u)‖G
s ≤ C

δα
K�
$L

	������
��� ��� (s+ δ)γ < t ≤ T � u ∈ Bs+δ(R)


(�,������ �$#� )	��
�

‖f(t, u)‖G
s ≤ C

tβδα
, β > 0,

����	��� �
�������
�
�� ���
��� �����	��� δγ < t� �� �������� � 3,�?-(

C/(tβδα) ≤ C/δβγ+α.

!��

 �� ���������� �	
 �������	�� ���������	�
��) "���&�
 �
�6

	�� A ������&
���� K� �� ��,���� ������&
���
 �
-
���L; � 	����� A

����4
���� K	 <��� ���&�
 ����&�
� ����4
���
 �
-
���L


3 ����4
���) �������	�
 �� �4
� �
-
��� ��
��:4
*� ���
*���#6

��*� ���	�
���=

u(t) =

t∫
0

S(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ. K�
�L

3 ������&
���) �������	�
 �� �������	�
� �
����#�� ��������
�#6

��, ����	�)
 C ��
��� ����# Gs = Es
 3	
�
� ���
)��) ��
����� A :

Es+δ → Es � ��
��������; &�� ����*����� St = eAt; *
�
����
��� <���

��
�������; ����	�; &��

lim
h→0+

∥∥∥1

h

(
eAh − ZVEs+δ

)
u− Au

∥∥∥E

s
= 0 K�
�L

��� �:��*� u ∈ Es+δ


3 ������&
���) �������	�
 ���������	�
��� "���&� ��

� 	��

ut = f(t, u) + Au, K�
1L

u |t=0 = 0. K�
 L



����� 	$
 
������������� ��������� � �

����� ��&��#��*� ����	�� K�
 L ���
� ������
� ���



�
�
�# ����� ���
�
�
��



1���������� �$#	 K��
� �
���
�� �
�
�� 3,�J- �	� 3,�B- �
�
"�	�%

�
����� 
�	� ��	�!����
 St O�
�
"�	��
��
� �

χ = φ+
α

γ
< 1.

3 ���&�
; ���"����� 	 "��
&���� �'
�; ��

� χ = φ+ β + α/γ.

����# ����������	� E1(T ), T > 0 "����� �������)

E1(T ) =
⋂

0<sγ<τ<T

C1((τ, T ), Es). K�
+L

D�� ����������	� ������� �" 	�
, ������) u; ��������:4�, �:��
 &��6

�� t ∈ (0, T ) 	 <�
�
�� u(t) ∈ ⋂0<sγ<tEs; � ���
��
 u |(τ,T ) �������
���

����������	� C1((τ, T ), Es) ��� 	�
, s ∈ (0, τ 1/γ)


�����,� �$#�

,� 7�����&
���� �������	��
 ����� �
�
�
 K�
1LO�
�
"�	��
��
��  �%

!�
 ���
����
� �
�
� ��������
� T∗ > 0� ��� '�
 �
�
�
 ��

�

�
&
��
 u(t) ∈ E1(T∗) � �	� 	�"�� ���������� c ∈ (0, 1) ���
�
�%

	��� ������&
��


‖u(t)‖E
ct1/γ → 0 ��� t↘ 0. K�
�'L

+������ u(t) ����	
�����
� � ��
��
��� K�
�L�

.� /���4
���� �������	��
 ����� �
�
�
 K�
�LO�
�
"�	��
��
��  �%

!�
 ���
����
� �
�
� ��������
� T∗ > 0� ��� '�
 �
�
�
 ��

�

�
&
��


u(t) ∈ E(T∗) =
⋂

0<sγ<τ<T∗

C((τ, T∗), Es).



����� 	$
 
������������� ��������� � �

5 �"��� �	��
�� ��������
� T∗ �
����� ��	��� �� C, α, γ, φ.

�
��
�� �'
� ����"�	�
��� 	 ��"�
��, �
� � �
�


%��
�; &���� ����
���������	��# <��
��; � ������� *�	������# 	�

		
�
���; �
��
�� �'
� ����
��
��� � �
�����#��� ��������&
���� "�6

��&��
 G���� ���	���# ��- �
"��#��� � �
"��#������; ����&
����� ��6

�

; �� ����
 ���������	�
� ���	�
��
 .�	#
 A ������


J��� A A <�� ������&
���) ��
����� (������; � ��������&
���
 ���	6

�
��
 ���������	�
��� 	 ���,���4
) �������; �� γ = 2; � �
��	
���	�

�" ������� K�
+L �������
� 	�� 0 < s2 < τ 


�����
�� s ���"��&�
� ����������	
���: �
�
�
���:; ��<���� ��6

��
��

 �
��	
���	� ���
�
��
� ��������&
���: ������# 	 ���������

(τ, s)
 D�� �����
� ��	�) ����� �
����� f��������&
���
 ���	�
��
g


/��
���; &��; 
��� Gs = Es = Rm, ‖ · ‖E
s = | · |, s > 0; A = 0;

�� �
��
�� �'
� ����4�
� ������&
���: �
��
�� �
��� �� ���&�); ��*��

���	�� &���# ���	�
��� ���	�
�	���
� K�
$L � s = δ = (t/3)1/γ.

��
 ����	������ ��� �	������

�� ���������� ��'� �������

3 <��� ��"�
�
 ���	
�
�� �
������
 ����� �" ����������#��*� ���6

��"�
 /�� ����� �����#"�	��� 	 ��"�
�
 �
� ��� ����"��
�#��	
 �
��
6

�� �'
�


F��������� ����������	�

C([τ, T ], Eμτ1/γ), 0 < μ < 1, 0 < τ < T,

�� ������������ �������; � �������� ���
���	��) ��
�
� <��, ���6



����� 	$
 
������������� ��������� � �

�������	
 /��
�
��� ����������	� E(T ) ��
��:4�� ����"��=

E(T ) =
⋂

0<μ<1

⋂
0<τ<T

C([τ, T ], Eμτ1/γ).

J��# � ���*�
; <�	�	��
����
 ���
�
�
��
 ����������	� E(T )=

E(T ) =
⋂

0<sγ<τ<T

C([τ, T ], Es).

����������	� E(T ); �����
���
 ������� ��������

‖u‖τ,μ = max
τ≤ξ≤T

‖u(ξ)‖E
μτ1/γ , u ∈ E(T ), K�
��L

�����	���� �����#�� 	������� ������*�&
���� ����������	��


/&
	����; <�� ��������� ���	�
�	���:� ��
��:4�� �
��	
���	��=

‖u‖τ,μ ≤ ‖u‖τ,μ+δ, δ > 0, K�
��L

‖u‖τ,rμ ≤ ‖u‖rγτ,μ, 0 < r ≤ 1. K�
��L

!
)��	��
�#��; ������� K�
��L �
����
���	
��� ��
��
� �" K�
�L
 5��6

���� K�
��L 	��
��
� �" ��
���

‖u‖τ,rμ = max
τ≤ξ≤T

‖u(ξ)‖E
μ(rγτ)1/γ ≤ max

rγτ≤ξ≤T
‖u(ξ)‖E

μ(rγτ)1/γ = ‖u‖rγτ,μ.

�" ������ K�
��L; K�
��L ��
��
�; &�� E(T )a <�� ������*�&
���
 ���6

�������	�; ���	�
�	���:4

 �
�	�) ������
 �&
������= ������*�� <��*�

����������	� ���
� ���# "����� ����������� K�
��L ���#�� ��� μ, τ ∈ Q


.������� �
��
�� C��
�� A C����� K��
 >� ?L


�����,� �$#	 ����� H ⊂ C([0, T ], X) 
��� ����
���� � ������
�%

���
 �
��
������ ������� �� ��
�
����� � "
�
����� ������
����


X� ����� ����
���� H �
������� �!�
���
�� � �
����
��� �
��
%

������ 
 ����
���� {u(t) ∈ X : u ∈ H} ����
���� � ������
����
 X



����� 	$
 
������������� ��������� � $

�	� 	�"�!� t ∈ [0, T ]�  �!�
 ����
���� H ����
���� � ������
����


C([0, T ], X)�

�
�
�# ������	�� ���� �" �����*�	 <��*� �
"��#����



�����3���� �$#� ����� ����
���� K ⊂ E(T ) �
�������  �!�
 K

����
����� 
�	� ����	�
�� ��
 �	
������ ��	����=

,� 1���
���� K �!�
���
���

.� #	� 	�"�� ε > 0� τ ∈ (0, T ), μ ∈ (0, 1) ���
����
� �
�
� ���%

��
��
 δ > 0� ��� 
�	� t′, t′′ ∈ [τ, T ] � |t′ − t′′| < δ� ��

sup
u∈K

‖u(t′) − u(t′′)‖E
μτ1/γ < ε

K'�� ���
�

�� ��� K � �
����
��� �
��
�����
 ����
����L�

��
��
 	�
*� �����
� ��
��:4�: �
���


4�,,� �$#� ����� {vj} ⊆ K � ���	
���
�
	�������  �!�
 �	� 	�"�!�

τ ∈ (0, T ) '�
 ���	
���
�
	������ ���
���� ������	
���
�
	�������

���������� �� ��
� ����
�

‖ · ‖τ,μ, μ ∈ (0, 1).

#��
�
�
	������ !
)��	��
�#��; 	�"#�
� 	�"�����:4�: ����
��	�6

�
�#����# μk → 1, μ1 > 0, � "��������
� �:��
 "��&
��
 τ ∈ (0, T )
 ��6

����#�� ����
��	��
�#����# {vj} �*����&
�� � ��	���
��� �
��
��	��

	 C([τ, T ], Eμ2τ1/γ); �� 	 ���� �
��
�� �'
� ��� ���
���� �������
��	�6

�
�#����# {v1
j}; �,���4�:�� 	 C([τ, T ], Eμ1τ1/γ)


!��

; ����
��	��
�#����# {v1
j} �*����&
�� � ��	���
��� �
��
��	��

	 C([τ, T ], Eμ3τ1/γ)
 %��&��; ����� 	�����# ����: �������
��	��
�#����#



����� 	$
 
������������� ��������� � �

{v2
j} ⊆ {v1

j}; &�� ����
��	��
�#����# {v2
j} �,������ 	 C([τ, T ], Eμ2τ1/γ)

� �
 �


3 ���� �
��	
���	� K�
��L ���*����#��� ����
��	��
�#����# {vj
j} �,�6

����� 	� 	�
, �����, ‖ · ‖τ,μ; μ ∈ (0, 1); ��� 	�������� �������	�����

τ 


#��
�
�
	����� ��
�	��
��� 10.1�B���
��	� P = Q∩(0, T ) �&
���


��
��	��
�#��; 
*� <�
�
��� ����� "����
��	��# ��
��:4�� ����"��=

P = {τi}i∈N


B� ������ ����"��#; &�� �:��� ����
��	��
�#����# {uj} ⊆ K ��6

�
���� �,���4�:�� �������
��	��
�#����# {ujk
}.

�� �
��
 �'
� ��4
��	�
� �������
��	��
�#����# {u1
j} ⊆ {uj}; �,���6

4���� 	� 	�
, �����, ‖ · ‖τ1,μ, μ ∈ (0, 1). ��&�� ��� �
 ����"�	�
���; &��

��4
��	�
� ����
��	��
�#����# {u2
j} ⊆ {u1

j}; �,���4���� 	� 	�
, �����,

‖ · ‖τ2,μ, μ ∈ (0, 1); � �
 �


!��*����#��� ����
��	��
�#����# {uj
j} �,������ 	� 	�
, �����,

‖ · ‖τk,μ, k ∈ N, μ ∈ (0, 1).

3 ���� �
��	
���	� K�
��L ����
��	��
�#����# {uj
j} �,������ 	� 	�
,

�����, ‖ · ‖τ,μ; τ ∈ (0, T ); μ ∈ (0, 1).

��
����
��
 �'
� ����"���


4�,,� �$#	 ����� X � Y � "
�
���� ������
����
� ��
���	�����

��� Aa : X → Y � a′ > a > 0, � �
��� �
"�� �!�
���
���� 	��
����

��
�
������ ��� �	� 	�"�!� x ∈ X ���
�
�	��� ������&
���

sup
a′>a>0

‖Aax‖Y <∞,

‖Aax‖Y → 0 ��� a→ 0.



����� 	$
 
������������� ��������� � �

 �!�


sup
x∈B

‖Aax‖Y → 0 ��� a→ 0

�	� 	�"�!� ����
����!� ����
���
 B ⊂ X�

D��� �
"��#��� �
����
���	
��� ��
��
� �" �
��
�� 8���,� A 2�
)�*��6

"� K��
 >� ?L


.������� ����4
���: 	
���: �
��
�� 2���
�� � �
���	����) ��&6

�



�����,� �$#� -
,# 9	%:/ ����� W � �
������
 �����	�
 �������
%

���� 	��
	��� �����	�!� ������
����
 E�  �!�
 �����
 ����
����


�
��
�����
 ���"�
�
��
 f : W → W ��

� �
��������� ����� û�

�� 
� f(û) = û�

��� ��������� ��	� ������� �9��

�������

W (T∗) = {u ∈ E(T∗) | ‖u‖τ,ν ≤ R, 0 < τ < T∗, 0 < ν < 1}.

���������� T∗ > 0 ���
� ���
�
�
�� ���



��
��
 	�
*�; ��)�
� �
���	����: ��&�� �������
���

F (u) =

t∫
0

St−ξf(ξ, u(ξ)) dξ.

D�� �
���	����� ��&�� � ���
� ����4
���� �
-
��
�; � ��4
��	�	�6

��� ������*� *�	������ 	� 	����) &���� ��	
���
��� �
��
��
 %��
�;

�����#"�� ������� K�
�L; �� �����
�; &�� <�� �
���	����� ��&�� 
��#

������
 �
-
��
 "���&� K�
1L




����� 	$
 
������������� ��������� � 1

4�,,� �$#� >�	� ��������
� T∗ ����
����� �
	
� �� ���"�
�
��


F �
�
����� W (T∗) � �
"��

#��
�
�
	������ ����# ���������
 t � s ����	�; &�� 0 < s < t1/γ �

t ≤ T∗. ����# u ∈ W (T∗)
 /�
��� ������: v(t) = F (u)=

‖v(t)‖E
s ≤

t∫
0

‖St−ξf(ξ, u(ξ))‖E
s dξ = X + Y, K�
�$L

*�


X =

t−sγ∫
0

‖St−ξf(ξ, u(ξ))‖E
s dξ, Y =

t∫
t−sγ

‖St−ξf(ξ, u(ξ))‖E
s dξ.

G���� ��
���# ���*�
��
 X; 	��
�
� ���������
 ε � μ ���; &����

0 < ε <
s

t1/γ
< μ < 1 K�
��L

Kε 	�����
��� �������&�� �����; � μa�������&�� ���"��� � 
�����
L


3	
�
� �
�
�
���
 δ � δ′=

δ = s− εξ1/γ, δ′ = ξ1/γ(μ− ε).

0&���	��; &�� ξ ∈ (0, t− sγ]; ����&�
�; &�� δ, δ′ �������
�#�� �

s− δ > 0, s− δ + δ′ < ξ1/γ, δ < (t− ξ)1/γ. K�
��L

�" ��
��
*� �
��	
���	� ��
��
�; &��

u(ξ) ∈ Bs−δ+δ′(R), K�
�1L



����� 	$
 
������������� ��������� �  

� "��&��; ���*�
��
 X ��
��	�
��� ��
��:4�� ����"��=

X ≤ C

t−sγ∫
0

(t− ξ)−φ‖f(ξ, u(ξ))‖G
s−δ dξ ≤ C2

t−sγ∫
0

1

δ′α(t− ξ)φ
dξ ≤

≤ C2

(μ− ε)α

t−sγ∫
0

dξ

(t− ξ)φξα/γ

∣∣∣
ξ=yt

=

=
C2t1−χ

(μ− ε)α

1−sγ/t∫
0

dy

(1 − y)φyα/γ
≤ C2Jt1−χ

(μ− ε)α
,

K�
� L

*�


J =

1∫
0

dy

(1 − y)φyα/γ
.

/�
��� �
�
�# ���*�
��
 Y 
 3	
�
� ������: ψ=

ψ(y) = y1/γ + (1 − y)1/γ − 1.

3 ���
�	��
 (0, 1) <�� ������� �������
�#��
 /��
�
��� ��������� I

��
��:4�� ����"��=

I =

1∫
0

dy

(1 − y)φ(ψ(y))α
.

7�������� μ ���
�
�
�� 	�-

 �
�
���
�
��� �
�
�
���
 δ; δ′ ��
��:6

4�� ����"��=

δ = μ(t− ξ)1/γ, δ′ = μξ1/γ + δ − s.

�
�
�# �
�
�
���� ξ �������
��� [t− sγ, t]; � "��&��; �
�
�
���
 δ � δ′

�������
�#�� � ���	�
�	���:� �
��	
���	�� K�
��L


J�����	
���� �
���	���#��� ���
���� �	��
��� ����"��
�#��	� ��6

�����
�#����� �
�
�
���) δ′
 3��&��
 "��
���; &��

δ′ = μξ1/γ + μ(t− ξ)1/γ − s = t1/γ
(
μy1/γ + μ(1 − y)1/γ − s

t1/γ

)
K�
�+L



����� 	$
 
������������� ��������� � +

K��������; &�� y = ξ/tL
 �" K�
�+L ��
��
�; &��

δ′ > t1/γμψ(y). K�
�'L

7�� � ���#-
; 	��:&
��
 K�
�1L 	�����
�� ��� ��	�, δ; δ′


�
�
�# ����� ��
���# ���*�
��
 Y 
 �" K�
�'L ��
��
�; &��

Y ≤ C

t∫
t−sγ

(t− ξ)−φ‖f(ξ, u(ξ))‖G
s−δ dξ ≤ C2

t∫
t−sγ

dξ

(t− ξ)φδ′α
≤

≤ C2t1−χ

μα

1∫
1−sγ/t

dy

(1 − y)φ(ψ(y))α
≤ C2I

μα
t1−χ.

K�
��L

�
�
�# ��	
���
��
 �
��� ��
��
� �" ������ K�
�$L; K�
� L; K�
��L


����
���� �$#� $� �����	 K�
� L� K�
��L �	
��
�� ��� 
�	� 0 < sγ <

t ≤ T∗ � v(t) = F (u), u ∈ W (T∗)� �� �
��
��� �
�
� ��	����
	��
�

��������
� c2� �
 �
�����
� �� u, t, s, ���

‖v(t)‖E
s ≤ c2t

1−χ.

4�,,� �$#� 1���
���� F (W (T∗)) ��
�����
���� � E(T∗)�

#��
�
�
	������ 3 ���� ��
����
��� �'
� �������&�� ����"��#; &��

����
��	� F (W (T∗)) ��	���
��� �
��
��	��


����# u ∈ W (T∗); v(t) = F (u)
 B� ������ ����"��#; &�� 
��� t′, t′′ ≥ τ,

τ ∈ (0, T∗); ��

sup
u∈W (T∗)

‖v(t′) − v(t′′)‖E
μτ1/γ → 0 ��� |t′ − t′′| → 0

��� �:��*� μ ∈ (0, 1)




����� 	$
 
������������� ��������� �+'

!
)��	��
�#��; ��
�������� ��� ���
�
�
������; &�� t′′ > t′
 ��*��

v(t′′) − v(t′) =

t′′∫
t′

St′′−ξf(ξ, u) dξ+ K�
��L

+
(
St′′−t′ − idEs

) t′∫
0

St′−ξf(ξ, u) dξ, sγ < τ.

3������ �������
�#��: ���������: δ ���; &�� (s+δ)γ < τ ; � �����#"��

��������&����# ����*����� St; ��
��� �
�	�
 ���*�
��
 ���	�) &����

����
��
*� ��	
���	�=∥∥∥∥∥∥
t′′∫

t′

St′′−ξf(ξ, u) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

≤ C

t′′∫
t′

(t′′ − ξ)−φ‖f(ξ, u)‖G
s dξ ≤

≤ C2

t′′∫
t′

dξ

δα(t′′ − ξ)φ
=

C2

δα(1 − φ)
(t′′ − t′)1−φ.

����� ����"��; �
�	�
 ���*�
��
 ���	�) &���� K�
��L ��	���
��� ���
6

����� � ���:


F��������� ����
��	�

U =
⋃

τ≤t′≤T∗

⎧⎨⎩
t′∫

0

St′−ξf(ξ, u) dξ
∣∣∣ u ∈ W (T∗)

⎫⎬⎭ .

�� �
��
 �'
� ����
��	� U �*����&
�� 	 �:��� ����������	
 Eμ′τ1/γ �

1 > μ′ > μ
 %��&��; ��� ��������� 	 Eμτ1/γ 
 �� �
��
 �'
� ��

�

sup
w∈U

‖St′′−t′w − w‖E
μτ1/γ → 0 ��� t′′ − t′ → 0.

/��:�� ��
��
�; &�� � 	����
 ���*�
��
 ���	�) &���� K�
��L ��	���
���

���
����� � ���:




����� 	$
 
������������� ��������� �+�

����
���� �$#	 1���
���� F (W (T∗)) �
����
��� �
��
����� ����%

���
	��� �
�
�
���� t�

4�,,� �$#� 4��"�
�
��
 F : W (T∗) → W (T∗) �
��
����� � ����	�%

!�� ������
����
 E(T∗)�

#��
�
�
	������ ����# ����
��	��
�#����# {vl} ⊂ W (T∗) �,������ �

v ∈W (T∗) ��� l → ∞. .�� ����� ����"��#; &�� ��� �:��*� sγ < τ < T∗

����
��	��
�#����#

sup
τ≤t≤T∗

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

St−ξf(ξ, vl(ξ)) dξ −
t∫

0

St−ξf(ξ, v(ξ)) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

���
����� � ���: ��� l → ∞.

3 ���� ��
���	�� �'
� ����
��	��
�#����#⎧⎨⎩
t∫

0

St−ξf(ξ, vl(ξ)) dξ

⎫⎬⎭ K�
��L

��	���
��� �
��
��	�� 	 ���
�	��
 [τ, T∗]
 F�	���
���� �,�������# ��6

��) ����
��	��
�#����� <�	�	��
���� 

 ����&
&��) �,�������� K��
 >� ?L


����� ����"��; �������&�� ����"��#; &�� ����
��	��
�#����# K�
��L �,�6

����� 	 Es ��� �:��*� t ∈ [τ, T∗]


%��������
� t ∈ [τ, T∗]
 ����# ��������� ε, μ ���	�
�	���:� �
��6



����� 	$
 
������������� ��������� �+�

	
���	� K�
��L
 ��	����� �������
��� �
��� �'
�; ���
� ��
�#∥∥∥∥∥∥
t∫

0

St−ξ(f(ξ, vl(ξ)) − f(ξ, v(ξ))) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

≤

≤
t−sγ∫
0

(t− ξ)−φ‖f(ξ, vl(ξ)) − f(ξ, v(ξ))‖G
εξ1/γ dξ +

+

t∫
t−sγ

(t− ξ)−φ‖f(ξ, vl(ξ)) − f(ξ, v(ξ))‖G
s−μ(t−ξ)1/γ dξ.

K�
�$L

������#�� ������� f �
��
��	��; ��� �������	����*� ξ ����&�
� ��
6

��:4�
 ������-
���=

(t− ξ)−φ‖f(ξ, vl(ξ)) − f(ξ, v(ξ))‖G
εξ1/γ → 0, ξ ∈ [0, t− sγ],

(t− ξ)−φ‖f(ξ, vl(ξ)) − f(ξ, v(ξ))‖G
s−μ(t−ξ)1/γ → 0, ξ ∈ [t− sγ, t),

��� l → ∞.

8��

 ��*�; 	 ���� K�
� L � K�
��L ��� <�� 	����
��� ��������:���

L16���
*����
��) ������
)=

(t− ξ)−φ‖f(ξ, vl(ξ)) − f(ξ, v(ξ))‖G
εξ1/γ ≤

≤ (t− ξ)−φ(‖f(ξ, vl(ξ))‖G
εξ1/γ + ‖f(ξ, v(ξ))‖G

εξ1/γ) ≤

≤ 2C2

(μ− ε)αξα/γ(t− ξ)φ
,

(t− ξ)−φ‖f(ξ, vl(ξ)) − f(ξ, v(ξ))‖G
s−μ(t−ξ)1/γ ≤

≤ 2C2

tα/γμα(ψ(ξ/t))α(t− ξ)φ
.

��
��	��
�#��; 	 ���� �
��
�� � ��������	����) �,��������; ���
*��6

�� 	 ���	�) &���� K�
�$L ���
����� � ���: ��� l → ∞




����� 	$
 
������������� ��������� �+�

����; �� �
��
�
 �'
� � �
���� �'
�A�'
� �� ����&�
� �
���	����:

��&�� �������
��� F M ���"��&�� 

 &
�
" u=

F (u) = u ∈ W (T∗).

D�� ����"�	�
� 	����: &���# �
��
�� �'
�


G���� ����"��# �
�	�: &���#; �����
�; &�� <�� �
���	����� ��&��


��# �
-
��
 "���&� K�
1L
 ����# t, t+h > sγ
 ���&��� ���������� ���&�)

�������
�#��*� h
 �������
�
�����
� ������: u(t) �	��=

ut(t) =

= lim
h→0

h−1

⎛⎝ t+h∫
0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ−
t∫

0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ

⎞⎠ =

= lim
h→0

h−1

t+h∫
t

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ+

+ lim
h→0

h−1(eAh − ZVEs
)

t∫
0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ.

K�
��L

�" �
��� �'
� ��
��
�; &��
t∫

0
eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ ∈ Es′ � sγ < s′γ <

t, t+ h
 ��
��	��
�#��; ������� K�
�L ��
� ��
��:4

 ������-
��
=

h−1(eAh − ZVEs
)

t∫
0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ → A

t∫
0

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ K�
��L

	 Es ��� h→ 0.

!����
�; &��

h−1

t+h∫
t

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ → f(t, u(t)) K�
�1L

	 Es ��� h→ 0




����� 	$
 
������������� ��������� �+$

!�� <��*� "��
���; &��

h−1

t+h∫
t

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ − f(t, u(t)) =

= h−1

⎛⎝ t+h∫
t

eA(t+h−ξ)(f(ξ, u(ξ))− f(t, u(t))) dξ +

+

t+h∫
t

(eA(t+h−ξ) − ZVEs
)f(t, u(t)) dξ

⎞⎠ .
�
�	�) ���
*��� 	 ���	�) &���� <��) ������� ��
��	�
��� ��
��:4��

����"��= ∥∥∥∥∥∥
t+h∫
t

eA(t+h−ξ)(f(ξ, u(ξ))− f(t, u(t))) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

≤

≤ Ch max
t≤ξ≤t+h

‖f(ξ, u(ξ))− f(t, u(t))‖E
s = o(h).

������#�� ����*����� eAt ���#�� �
��
��	��; ��� 	����*� ���
*����

����&�
�; &��∥∥∥∥∥∥
t+h∫
t

(eA(t+h−ξ) − ZVEs
)f(t, u(t)) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

s

≤

≤ h max
t≤ξ≤t+h

∥∥∥(eA(t+h−ξ) − ZVEs

)
f(t, u(t))

∥∥∥E

s
= o(h).

J��� h < 0; �� 	�
��� K�
��L ����� �����#"�	��# ������-
��


ut(t) = lim
h→0

h−1
((

ZVEs
− e−Ah

) t+h∫
0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ−

−
t∫

t+h

eA(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ
)
.



����� 	$
 
������������� ��������� �+�

3 <��� ���&�
 ��	�� �	��
��� ��-# ����"��
�#��	� ��	
���	�

lim
h→0

h−1 (ZVEs
− e−Ah

) t+h∫
0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ =

= A

t∫
0

e(t−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ.

!����
� 
*�
 /&
	����;

(
ZVEs

− e−Ah
) t+h∫

0

eA(t+h−ξ)f(ξ, u(ξ)) dξ =

= (ZVEs
− e−Ah)u(t) + (ZVEs

− e−Ah)(u(t+ h) − u(t)).

K�
� L

B���
��	�

V =

{
u(t+ h) − u(t)

‖u(t+ h) − u(t)‖E
s′

∣∣∣∣∣ h ∈ (h′, 0)

}
,

*�
 h′ �������
�#�� � ���"�� � ���:; �*����&
�� 	 Es′, s
γ < s′γ <

t + h′
 ��
��	��
�#��; V A ���������
 ����
��	� 	 Es
 �� �
��
 �'
�

����
��	�

(A−h −A)V, A−h =
1

h

(
ZVEs

− e−Ah
)
,

�*����&
�� 	 Es
 %��&��; ����
��	� A−hV ���
 �*����&
��


����� ����"��; �&���	�� �
��
��	����# ������� u(t); ����&�
�∥∥∥∥1

h

(
ZVEs

− e−Ah
)
(u(t+ h) − u(t))

∥∥∥∥E

s

=

= ‖u(t+ h) − u(t)‖E
s′ ·
∥∥∥∥A−h

u(t+ h) − u(t)

‖u(t+ h) − u(t)‖E
s′

∥∥∥∥E

s

= o(1).

/��:�� 	��
��
� ��
��:4�� ��
��� ��� 	����*� ���*�
��*� ���	�) &�6

��� K�
� L= ∥∥(ZVEs
− e−Ah

)
(u(t+ h) − u(t))

∥∥E

s
= o(h).



����� 	$
 
������������� ��������� �+�

�
�	�
 ���*�
��
 ���	�) &���� K�
� L ��
��	�
��� ��
��:4�� ����"��=∥∥(ZVEs
− e−Ah)u(t) − hAu(t)

∥∥E

s
= o(h).

������	��� K�
��L � K�
�1L 	 K�
��L; �� 	����; &�� ������� u 
��#

�
-
��
 ���	�
��� K�
1L


5������ K�
�'L 	��
��
� �" ��
���	�� �'
�


�
��
�� �'
� ����"���



 ����������

3 ���#�
)-
� �� ���
� ���"��&��# 	�
 �
��4
��	
���
 �������
�#6

��
 ��������� ����) � ��) �
 ���	�) c



���������
���  �������� 
 ����������,� ���������
��,�

3 <��� ��"�
�
 �� ���������� ���
�#��) ����
�


����# M ⊂ Rm A �*����&
���� ������# � *�����) *�����
) ∂M 


F��������� ��
��:4�: "���&�=

ut = f(∇u) + Δu, u|t=0 = û ∈ H1,q
0 (M), u(t, ∂M) = 0, t > 0. K�
�L

%�
�# q > 1


5������ f �
��
��	�� 	 Rm � |f(z)| ≤ c(|z|p + 1), q ≥ p ≥ 1, ���

	�
, z ∈ Rm
 /��
���; &�� ������� f �
 ���"��
�#�� ���-��
	�


�����
�; &�� 
���

m(p− 1) < q, K�
�L

�� "���&� K�
�L ��

� ����4
���
 �
-
��
 �" C([0, T ], H1,q
0 (M)); *�
 ��6

�����
�#��� ��������� T "�	���� �� û




����� 	$
 
������������� ��������� �+1

J��� ������� f ���-��
	�; �� �
��	
���	� K�
�L ,���-� �"	
����=

��� ����	
���	�
� �������&
����� ���&�: 	 �����
 5������


����
 "��
�� �
�"	
����) ������� u = eΔtû + v ���������	�
���

"���&� �������
� 	��

vt = g (t, x,∇v) + Δv, v |t=0= 0, g (t, x,∇v) = f(∇(eΔtû+ v)). K�
�L

F��������� "���&� K�
�L 	 -����,

Es = H1+s0+s,q
0 (M), ‖ · ‖s = ‖ · ‖

H
1+s0+s,q
0 (M), s ∈ (0, S),

�

Gs = H−λ,q(M), ‖ · ‖G = ‖ · ‖H−λ,q(M).

%�
�# 	�
 ����������	� Gs ��	����:� ���* � ���*��; � ��������� S > 0,

s0 ≥ 0; 0 ≤ λ < m(1 − 1/q) ����
��� ���
�
�
��:


3	
�
� ���������

r =
qm

m+ λq
∈ (1, q].

%��
�; �����#"�� �"	
����
 ����� �" �
���� �����
	���, ����������	;

��
��� ������: g =

‖g (t, x,∇v)‖G ≤ c‖g (t, x,∇v)‖Lr(M) ≤
≤ c
(
‖∇(eΔtû+ v)‖p

Lpr(M) + 1
)
≤

≤ c
(
‖eΔtû‖p

H1,pr(M) + ‖v‖p
H1,pr(M) + 1

)
.

K�
$L

3��
�
� ��������� s0 ��
��:4�� ����"��=

s0 = m

(
1

q
− 1

rp

)
.

��*�� ����	�
 H1+s0,q
0 (M) ⊆ H1,pr

0 (M) 	�����
��




����� 	$
 
������������� ��������� �+ 

%�
�# �� 	�����
� λ ���; &���� 	���������# �
��	
���	� q < rp


/��
���; &��

‖eΔtû‖p
H1,pr(M) ≤ ct−β‖û‖p

H1,q(M), β =
m

2

(
p

q
− 1

r

)
.

J��� v ∈ Bs =
{
h ∈ Es | ‖h‖E

s ≤ 1
}
; �� 	 ���� 	�-
�"���
���*� �" ���6

���� K�
$L ��
��
� �
��	
���	�

‖g (t, x,∇v)‖G ≤ c

tβ
.

7���
 <��*�; ��� ����
��
��� �
��	
���	�

‖eΔtw‖s ≤ ct−φ‖w‖G, φ =
1 + s0 + s+ λ

2
,

������
 ���
 ��
��
� �" ������&
���) �
���� �����
	���, ����������	



�����3���� �$#	 4��"�
�
��
 (t, v) �→ g (t, x,∇v) �
��
����� �
%
�
����� (0, T )× Bs � Gs�

#��
�
�
	������ ��
�������� �����	��
= ��4
��	�
� ����� ����
6

��	��
�#����# (tk, vk); &�� tk → t ∈ (0, T ), vk → v 	 Es ��� k → ∞,

v, vk ∈ Bs �

‖gk(x) − g (x)‖G ≥ c > 0, K�
�L

*�
 gk(x) = g (tk, x,∇vk), g (x) = g (t, x,∇v)

7�� � 	�-
; �" K�
�L ��
��
�; &��

‖gk(x) − g (x)‖Lr(M) ≥ c > 0.

������#�� ∇vk → ∇v 	 Lpr(M); ��4
��	�
� ����� �������
��	��
�#6

����# {vk′} ⊆ {vk}; &�� ∇vk′ → ∇v ��&�� 	�:�� 	 M 
 %��&��; |gk′(x) −
g (x)|r → 0 ��&�� 	�:�� 	 M 
 ��
��	��
�#��; |gk′(x) − g (x)|r → 0 ��

�
�





����� 	$
 
������������� ��������� �++

/���
��� ����"��#; &�� ����
��	��
�#����# |gk′(x)− g (x)|r ��	���
�6

�� ���
*����
��
 3 <��� ���&�
; 	 ���� �
��
�� �,�������� 3�����

K��
 >��?L; ���
� ��
�# ‖gk′(x) − g (x)‖Lr(M) → 0; � ����&
���
 �����6

	��
&�
 "�	
�-�� ����"��
�#��	�


/��
���; &�� ������#�� vk, v ∈ Es, s > 0; ��� ����, σ > 0 ����6

	
���	� ������-
��
 ∇vk → ∇v 	 Lpr+σ(M)
 ����� ����"��; �������

gk′(x) − g (x) �������
��� �
 ���#�� Lr(M); �� � Lr+ε(M) � ������

ε > 0; � ����
��	��
�#����# ‖gk′(x)− g (x)‖Lr+ε(M) �*����&
�� K&�� ����6

"�	�
��� ��&�� ��� �
; ��� � 	�-
L
 D�� ����� "������# 	 ��
��:4
�

	��
=

sup
k′

∫
M

|gk′(x) − g (x)|rω(|gk′(x) − g (x)|) dx =

= sup
k′

‖gk′(x) − g (x)‖r+ε
Lr+ε(M) < ∞,

*�
 ω(y) = yε
 ������#�� ������� ω ��������� � �
�*����&
��� 	

R+; <�� ����"�	�
� ��	���
���: ���
*����
����# ����
��	��
�#�����

|gk′(x) − g (x)|r
 ��
����
��
 ����"���


����� ����"��; α = 0
 %��&��; &���� ����
���# �
��
�� �'
�; ���

����
��
��� �
��	
���	� χ = φ+ β < 1
 J*� �
*�� 	�	
��� �" K�
�L; 
���

���������� S �������&�� ����; � ���������� λ 	������ ���; &���� pr

���� �������&�� ���"�� � q


8���� ���������
��; @ ��A��

G
�
" Tm ���"��&�� m6�
���) ��� Rm/(2πZ)m
 3�� ��"	�	�
��� ��6

�
 �
,���� ���
� ���# �
�
�
�
�� K��&�� �
" �"�
�
��)L �� "���&� 	

m6�
���� ���
 � ���
	��� ���
	��� ����	����




����� 	$
 
������������� ��������� �''

/��"��&�� <�
�
�� ����������	� Rm &
�
" x = (x1, . . . , xm)


����# Tm
s = {z = x + iy ∈ Cm | x ∈ Tm, |yj| < s, j = 1, . . . , m} A

�����
����� ���
������# ���� Tm


/��
�
��� ����
��	� Es, s > 0; ��
��:4�� ����"��= Es = C(T
m

s ) ∩
O(Tm

s )
 %�
�# O(Tm
s ) ���"��&�
� ����
��	� ������); �������&
���, 	

Tm
s 


B���
��	� Es �	��
��� ����,�	�� ����������	�� � �����) ‖u‖s =

maxz∈T
m

s
|u(z)|
 �� �
��
�
 B���
�� 	���
��� Es+δ ⊂ Es, δ > 0; 	����


�
��
��	��
 ������� E0 = C(Tm); ‖ · ‖0 = ‖ · ‖C(Tm).

����# Δ ���"��&�
� ��
����� (������;

Δ =
m∑

j=1

∂2
j , ∂j =

∂

∂xj
.

4�,,� �$#! )��
����
� �
�
� ��	����
	��
� ��������
� c� ���

�	
����

 �
�
�
����� ���
�
�	��� �	� 	�"�� u ∈ Es, s ≥ 0 :

‖etΔu‖s+δ ≤ c exp

(
δ2

4t

)
‖u‖s, t, δ > 0.

��������
� c �
����� ��	��� �� m�

#��
�
�
	������ 0�	
���
��
 �
��� �
*�� 	�	������ �" ,���-� �"6

	
����) �������

(etΔu)(x) =
1

(4πt)m/2

∫
R

e−(ξ1−x1)2/(4t) dξ1 . . .

∫
R

e−(ξm−xm)2/(4t) dξmu(ξ).

3� 	�
, <��, ���
*����, ����� ��	����# ������ ���
*����	���� 	 ���6

��
����: ��������#; ��*�� ����
��

 �
��	
���	� ��
��
� �" ��������6

��, ��
���
 (
��� ����"���


�� �
��
 �'
� ����*����� etΔ ��������&�� � γ = 2.



����� 	$
 
������������� ��������� �'�

4�,,� �$#� 5����
� �����
��� ρ ∈ (0, 1/2]. #	� 	�"�!� ε ∈ (0, 2ρ)

���
����
� �
�
� ��	����
	��
� ��������
� c = c(ε)� ��� ����	%

�
�� �
�
�
����
 3��� u ∈ Es+δ-

‖(−Δ)−ρ∂ju‖s ≤ c

δ1−2ρ+ε
‖u‖s+δ, s ≥ 0, δ > 0, K�
�L

‖(−Δ)ρu‖s ≤ c

δ2ρ+ε
‖u‖s+δ. K�
1L

#��
�
�
	������ !����
� ������� K�
�L
 �����#"�� �"	
����
 ���6

�� �" �
���� �����
	���, ����������	; ����&�
�

‖(−Δ)−ρ∂ju‖s ≤ c‖(−Δ)−ρ∂ju‖Hε,p(Tm
s ) ≤

≤ c‖u‖Hε+1−2ρ,p(Tm
s ), εp > 2m.

��*�� K�
�L ��
��
� �" ���
�����������) ������� � �
��	
���	� 7�-�=

‖u‖Hε+1−2ρ,p(Tm
s ) ≤ c‖u‖ε+1−2ρ

H1,p(Tm
s )‖u‖2ρ−ε

Lp(Tm
s ),

‖u‖H1,p(Tm
s ) ≤ c

δ
‖u‖s+δ.

5������ K�
1L 	�	������ ����� �
 ����"��
 (
��� ����"���



�����3���� �$#� -
,# 9��:/ #	� 	�"�� a ≥ r ≥ 0 ���
�
�	��
 ��
�%

�


‖etΔu‖Ha(Tm) ≤ c

t(a−r)/2‖u‖Hr(Tm).

>�	� a > m/2� �� ‖u‖0 ≤ c‖u‖Ha(Tm).

�
�	�) �" ��
��:4�, �	�, ����
��	 ���:������
� <��
��; ������6

��) 	� 		
�
���; 	����) ���	������ ��� ���	�
��� ��-
*� �
"��#���� �

�
"��#������; ����&
����� ���






����� 	$
 
������������� ��������� �'�

?��������@@����A������� ����������
���  ��������

3 <��� ��"�
�
 �����#"�:��� -����

Gs = Es = C(T
m

s ) ∩ O(Tm
s ).

/���	��
 	������
 ���
� ��
�
�� �����
���� ����
��� Km = 1L


F��������� "���&�

ut = ‖(−Δ)nu |Tm ‖λ
L2(T) + Δu, K�
 L

u|t=0 = û(x) =
∑
|k|≥2

eikx

|k|1/2 log |k| ∈ L2(T).

%�
�# λ A �������
�#��) �����
��; n ∈ N


��������&
���
 ���	�
��� � ���	��� &������; "�	���4��� �� Lp6

���� �
�"	
����) �������; 	�"����:� 	 �
���� �
�����
��) 	�"��)

�������� K��
 >��?L


����
 "��
�� �
�
�
���, u = etΔû+ v ���������	�
��� "���&� ���6

����
� 	��

vt = f(t, v) + Δv, v |t=0= 0, K�
+L

f(t, v) = ‖(−Δ)netΔû+ (−Δ)nv‖λ
L2(T).

B���� ����"��#; &�� ������� f A ���-��
	�=

|f(t, v′) − f(t, v′′)| ≤ c

tns2n
‖v′ − v′′‖s.

/����� <�� �	�)��	� �
 ���
*&�
� "���&�= "���
���
�# tns2n ���-���

���; &���� �
-
��
 ����� ���� ��)�� ����
���	�� ��*� ��� ���*� ��
6

��������*� ����
���
 0����

 ����*������	��# <�� �
��	
���	� (��-�6

�� � ����
���# ���

 <��
���	��
 ��
���




����� 	$
 
������������� ��������� �'�

�����
�; &�� ��� nλ < 1 "���&� K�
 L ��

� �
-
��
 	 �����
 �
��
6

�� �'
�


��*�� ����&�� ��
���

|f(t, v)| ≤ c(‖etΔû‖λ
H2n(T) + ‖(−Δ)nv‖λ

L2(T)).

��
����
��
 �'
� ���	���� � ��
��


‖etΔû‖H2n(T) ≤ ct−n‖û‖L2(T),

� �
��	
���	� 7�-� A � ��
��


‖(−Δ)nv‖L2(T) ≤ c‖(−Δ)nv‖s ≤ cδ−2n‖v‖s+δ, δ > 0.

/�H
����� <�� �
��	
���	� � �&���	��; &�� (s+ δ)2 < t; ��

�

|f(t, v)| ≤ cδ−2nλ(‖û‖λ
L2(T) + ‖v‖λ

s+δ).

����� ����"��; χ = nλ; � �� �
��
�
 �'
� ��� nλ < 1 "���&� ��

� ,���

�� ���� �������&
���
 �
-
��



F��������� ���&�) λ = 1, � ����# K��� ��������L n = 1


/��"��&�� ��<�����
��� 5��#
 ������� u &
�
" uk=

u(x) =
∑
k∈Z

uke
ikx.

/��
���; &�� ����� 	 L2(T) ����� ��
����	��# ��
��:4�� ����"��=

‖u‖2
L2(T) = c

∑
k∈Z

|uk|2.

��*��; ��"�
��� �
�
�
���
 	 "���&
 K�
 L; ����&�
�; &��

u0 = c

t∫
0

⎛⎝∑
|k|≥2

|k|3e−2ξ|k|2

(log |k|)2

⎞⎠ 1
2

dξ, uk =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ��� |k| = 1,

e−t|k|2

|k|1/2 log |k| ��� |k| ≥ 2.

K�
�'L



����� 	$
 
������������� ��������� �'$

.
������ ����"��#; &��⎛⎝∑
|k|≥2

|k|3e−2ξ|k|2

(log |k|)2

⎞⎠ 1
2

≥ − c

ξ log ξ
, ξ ∈ (0, 1).

%��&��; ���
*��� 	 ������
 K�
�'L �
 ��4
��	�
�
 ��<���� 	 ���������6

	�
��� ���&�
 �
-
��) �
 ��4
��	�
�


���;,�����  �������� ����� + ����
�

3 <��� ��"�
�
 �����#"�
��� -���� Gs = Es = C(T
m

s ) ∩ O(Tm
s )


F��������� ���	�
��
 .�	#
 A ������ �� �	������) ��	
�*
���
)


���
���� (
�
 ���	
�
� <�� ���	�
��
 � �"	
����) ����


(uk)t = Ak
l ∂j(u

jul) + Δuk, Ak
l = (Δ−1∂k∂l − δkl),

uk|t=0 = ûk ∈ Hr(T3),
K�
��L

*�
 δkl ��	�� 
�����
 ��� k = l � ���: 	 �����	��� ���&�
; k, l, j = 1, 2, 3

� �����#"�
��� <)�-�
)��	���
 ���"��&
��
 �������	����


�" >$$; ��? ��
��
�; &�� ��� r = 1/2 "���&� K�
��L ��

� �
-
��


ui(t, x); ������
 �
*������ �� ����������	
���� �
�
�
���� ��� 	�
,

t ∈ (0, T∗)
 %�
�# T∗ A ����� �������
�#��� ����������


�����
�; &�� �" �
��
�� �'
� ��
��
� ��4
��	�	���
 �������&
���*�

�
-
��� ��� �:��� r > 1/2; �
 

; �����#"�� �
�������*�: >��?; �
��
6

�� �'
� ���*���� ��-# ��� �������&
���*� ���&��
 /��
���; &�� <��

	����
 
��
��	
���; ������#�� �
��
�� �'
� A �&
�# ��4��


��
��������; &�� �����
�� ρ ∈ (0, 1/2) ���"�� � 1/2 � "��
��� �
6

�
�
���
 	 K�
��L=

uk = etΔûk + (−Δ)ρvk.



����� 	$
 
������������� ��������� �'�

%���&� ����
� �����

vk
t = f k(t, v) + Δvk, vk |t=0= 0,

*�


f k(t, v) = Ak
l ∂j(−Δ)−ρ(etΔûjetΔûl + etΔûj(−Δ)ρvl+

+ (−Δ)ρvjetΔûl + (−Δ)ρvj(−Δ)ρvl).

/�
��� �����
 ���*�
��

 �����#"�� �
��� �'
1; ����&��

‖Ak
l ∂j(−Δ)−ρ((−Δ)ρvj(−Δ)ρvl)‖s ≤

≤ c

δε+1−2ρ

3∑
j,l=1

‖(−Δ)ρvj(−Δ)ρvl‖s+δ/2 ≤

≤ c

δε+1−2ρ

3∑
j,l=1

‖(−Δ)ρvj‖s+δ/2‖(−Δ)ρvl‖s+δ/2 ≤

≤ c

δε+1+2ρ

3∑
j,l=1

‖vj‖s+δ‖vl‖s+δ.

�
�
�# ����� 	�����# �����
��� ε > 0 � ρ ∈ (0, 1/2) ���; &����

ε+ 1 + 2ρ

2
< 1. K�
��L

����
��� �
��� �'
�; �'
1 � ��
����
��
 �'
� K(s+ δ)2 < tL; ��
���



����� 	$
 
������������� ��������� �'�

���*�
 ���*�
��
 ������� f =

‖Ak
l ∂j(−Δ)−ρ(etΔûjetΔûl)‖s ≤

≤ c

δ1+ε−2ρ

3∑
j,l=1

‖etΔûj‖s+δ‖etΔûl‖s+δ ≤

≤ c

δ1+ε−2ρ

3∑
j,l=1

‖etΔ/2ûj‖0‖etΔ/2ûl‖0 ≤

≤ c

δ1+ε−2ρ

3∑
j,l=1

‖etΔ/2ûj‖Ha(T3)‖etΔ/2ûl‖Ha(T3) ≤

≤ c

δ1+ε−2ρta−r

3∑
j,l=1

‖ûj‖Hr(T3)‖ûl‖Hr(T3),

*�
 a > 3/2
 %��&��; ��� �����; &���� 	���������# �
��	
���	�

1 + ε− 2ρ

2
+ a− r < 1. K�
��L

��&�� ��� �
 ����&�
� ��
���

‖Ak
l ∂j(−Δ)−ρ(etΔûj(−Δ)ρvl)‖s ≤

≤ c

δε+1t(a−r)/2

3∑
j,l=1

‖ûj‖Hr(T3)‖vl‖s+δ.

%��&��; ��� �����; &���� 	���������# 
4
 � �
��	
���	�

ε+ 1 + a− r < 2. K�
�$L

.
������ ����"��#; &�� ��� �:��*� r > 1/2 ��4
��	�:� ����
 ������6

�
�#��
 "��&
��
 ����*� �����
��� ε > 0; ����
 ���"��
 � 3/2 K� ���#-



&
� 3/2L "��&
��
 �����
��� a � ����
 ���"��
 � 1/2 K� �
�#-

 &
� 1/2L

"��&
��
 �����
��� ρ; &�� �
��	
���	� K�
��LAK�
�$L 	�����
��




����� ��

������ ��&���� ���������

����� ' ���
��

F
"��#���� ��"�
�� �
� ��"	���:� ����&��# ��-# �����#��
 �� 	�
6

�
�� �
��
�� ��4
��	�	���� ��� <	��:������, "���&
 D�� �
 ���&�)��=

�
��
��; ������
 ��� ����"�	�:���; ����4�:� ������&
���
 �
��
��

��4
��	�	���� ��� ������	
���, ����
�
�����#��, ���	�
��)
 !��


	 <��� ���&�
 �
*�� ���	
��� ����
�; 	 ������� �
-
��
 ���
�
�
��

���#�� �� ���
&��� ����
����
 	�
�
��


O�����#��
 �
��
�� ��4
��	�	����; �
 

 �
��
��; ������
 ������	6

��	�:� ��4
��	�	���
 �
-
��� �� ����# �*���� ���#-�� ����
����


	�
�
�� t ∈ [0, T ], 	�
*�� �	�"��� � ���
�
�
���) ��
������) "���&�


3
�#�� �����������
���) ���&���) ��4
��	�	���� *�����#��*� �
-
6

��� 	 ���	�
���,; ���-
�-�, �" ��"���; �	��:��� "����� ��,���
���


.�����
�; <�
�*�� 	�"��) �
�����
��) �������� �
 ������ �	
��6

&�	��#�� 	 ����
��
 �
&
���
 B��
����&
��� <��� ���� 	�����
��� 	

���; &�� �
-
��
 ���	�
��� .�	#
 A ������ KT hYZ\YZL ���	�
�	���
�

�
�������� ���
*���#���� �
��	
���	�
 ��� ���	��#��� 	����
 ����6

������#��*� ����������	� <�� �
��	
���	� 	�����
��� 	 �
�����, ����

�'1



����� 		
 ��������� ����� # ������ �' 

�����*� ����������	� � ����"�	�
�; &�� �
-
��
 	� 	�
 	�
�� �	�
*� ��6

4
��	�	���� ������ ���# �*����&
�� �� ����

 D�� ��"�	�
��� ����6

����) ��
���) �
-
���


3 <��� ���&�
 "����� ��,���
��� ���� ������"�	�:� 	���� ��������6

��	� ��� ����"��
�#��	� *�����#��) �
��
�� ��4
��	�	����


3 ��&
��	
 ����
�� ����
�
��� �����) �
,���� �� ���������� ��6

��
�� ���	�
��) �	��
��� 	�"��) �
�����
��) �������� A ����
�� .�6

	#
 A ������


3�����
; ���# ����"��
�#��	� ������� 	 ��
��:4
�
 B� ����������6

��
� ����
�� .�	#
 A ������ ����
���� ������	
���, ����
�
�����#6

��, ���	�
��) ���; &�� �	�)��	� ��������) �*����&
������ �
-
��)

<��, ����
� ��,����
���; � ������ �, �
-
��� ���
�
�
�� *�����#��


%��
� �� 	��
��
� �" ����
��	��
�#����� <��, �
-
��) ����� �,���6

4�:�� � ����"�	�
�; &�� 

 ��
�
� � 
��# ������
 �
-
��

 B
����

����*� ����� ������� ��"�	��# �
������ O��
�����


0��	�
��
 .�	#
6������ �	��
��� ����� �" �
�����#��, ��H
���	

����
��	���� ��	�
�
���*� �
���
)��*� �����"�; �
� �
 �
�

 ����	��


	������; �	�"����
 � 
*� �
-
�����; �� ��, ��� ����:��� ���������


�
�	�
 �
"��#���� 	 <��) ������� �������
��� (
�
 >$�?; >$�? � ��6

������� � �'6� *���� �	������*� ����
���
 (
�
 ��������
� ���	�
��


.�	#
 A ������ 	 ��
,�
���� ����������	
 � ����"�� *�����#��: K��

	�
�
��L �
��
�� ��4
��	�	����
 .
������#�� *�	���; �
-
��
 (
�


u(t, x) �������
��� ������ L2([0, T ], H1
loc(R

3)) � �:��� T > 0
 ����


�
-
��
 ��"�	�
��� ������
 `	��
��� �� �����
 �
-
��
 
�����	
����

��� "������� ��&��#��� ����	��; �
 ������	�
�� �� ��, ���
 7���
 <��6

*�; �
�"	
����; �	��
��� �� <�� �����
 �
-
��
 ���#���; �
 

 �������
6



����� 		
 ��������� ����� # ������ �'+

��4�� ����������	�

L∞([0, T ], H1
loc(R

3))
⋂
L2([0, T ], H2

loc(R
3)).

/�� <��, 	������ �
-
�� �������
�#�� ��-# ��� ������, �
&
��)


����; �� �
�
,���� � ���������	�
 � ����"��
�#��	� �
��
�� (
�


� ��4
��	�	���� �����, �
-
��)
 3 �"���
��� �� ��
��
� 	 ����	���

����*����� >$1?


� �������	�� ����$�� 0��������	�� ����� ����

����# Ω A �*����&
���� ������# 	 Rn, n ≥ 3 � *�����
) Γ K*�������#

Γ ���&��� �
 �*��
� ����L
 /��"��&�� &
�
" u 	
���� K	
���� ��������L

u = {u1, . . . , un}, K�
�L

���
�
�
���) 	 Q = Ω × (0, T ). �������

∂u

∂t
= u′ = {u′1, . . . , u′n} =

{
∂u1

∂t
, . . . ,

∂un

∂t

}
,

Diu = {Diu1, . . . , Diun} =

{
∂u1

∂xi
, . . . ,

∂un

∂xi

}
,

Δu = {Δu1, . . . ,Δun}.

0��	�
��� .�	#
 A ������ 	 <	��:������� ���&�
 ��
:� ��
��:4�)

	��=
∂u

∂t
− νΔu+

n∑
i=1

uiDiu = f − gradp (ν > 0), K�
�L

divu = 0
(
�




n∑
i=1

Diui = 0
)
, K�
�L



����� 		
 ��������� ����� # ������ ��'

� ��&��#��
 � *����&��
 ����	�� ����	�=

u = 0 �� Σ (�


 ui = 0 �� Σ, i = 1, . . . , n), K�
$L

u(x, 0) = u0(x) �� Ω (�


 ui(x, 0) = u0i(x), x ∈ Ω). K�
�L

%���&� ������� 	 ���; &���� ��)�� u � p K�&
	����; &�� p ���
�
�
��

� ��&����#: �� ������	��) ���������)L; ���	�
�	���:4�
 K�
�L A K�
�L


(�,������ ��#� M�
��
��� 3,�.-� 3,�/- �
 ��	����� ��
��
����� ��%

�
 *�&� � *��
	
����� 3�����	��� ���������
� ���������
� ∂p/∂t-P

��� ��
������� ��
��
����� ���
 *�&� � *��
	
������ 
�	� �� �
%

���
�� � �
����%������
����
 ������
����
 �
���
�
	
��� � � ���%

���
����
 V ′� ���
�
	
���� ���
�

�
�
�# �� ���
�
��� ��� ��"�	�
��
 �����
 �
-
��
 ���; ��*�����

(
�
; ������
����
 �
-
��
 "���&� K�
�L A K�
�L
 !�� <��*� ��� ������6

����� ��
��:4�
 ���"��&
���= �������

V = {ϕ | ϕ ∈ D(Ω)n, divϕ = 0} K�
�L

H = "�������
 V 	 (L2(Ω))n. K�
1L

!�� f, g �" H �������

(f, g ) =

n∑
i=1

∫
Ω

figidx, |f | = (f, f)1/2. K�
 L

!��

 �� ���������� ����������	� Hs(Ω), s ≥ 0, ���&
� s ���
�

���# ��� �
���; ��� � �
�
���M ����������	� (Hs(Ω))n �� �������

*��#�
���	�� ��������� ����"	
�
��
�

((u, v))s =
n∑

i=1

(ui, vi)Hs(Ω). K�
+L



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

%��
� �� ���
�
���

Vs = "�������
 V 	 (Hs(Ω))n, ‖u‖s = ((u, u))1/2
s . K�
�'L

3 &��������; �������

V1 = V, ‖u‖1 = ‖u‖. K�
��L

��*��

Vs ⊂ V ⊂ H, 
��� s > 1, K�
��L

���&
� �����
 �" <��, ����������	 ������ 	 ����
��:4
�


B� �����
��	��
� H � 
*� ������
����= H ′ = H
 B� ���
� ����


��� ��� �
 ����� �����
��	�
��� �����
��	��# V ′, V ′
s � �����������6

��	��� H �; ��
��	��
�#��; ��������# K�
��L 	��:&
�����

Vs ⊂ V ⊂ H ⊂ V ′ ⊂ V ′
s . K�
��L

(�,������ ��#	 ������
����� V ′ 3
 �
��
 V ′
s- ��	�
��� �
����%

������
������ ������
����
 D′(Ω)n.

(�,������ ��#� >�	� v ∈ Vs, �� vi ∈ Hs
0(Ω) �� �	
���
�
	��� 3���

s > 1/2-� vi = 0 �
 Γ�  
��� �"�
���� �� ���
� �����
�� 3,�/-� 3,�?-

�
� ��	���� ����
�	
������ � � V �	� ����� ��
� t�

�
�
�# �������

a(u, v) =

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂uj

∂xi

∂vj

∂xi
dx, u, v ∈ V, K�
�$L

b(u, v, w) =

n∑
i,k=1

∫
Ω

uk(Dkvi)widx K�
��L

��� ���)�� ����, 	
�����	 u, v, w; ��� ������, �,������ ����	
���	�:6

4�
 ���
*����M 	 <��) �	�"� ���
��� ����: �
���=



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

4�,,� ��#�  ��	��
��
� ����
 u, v, w → b(u, v, w) �
��
����
 �
 V ×
V × (V ∩ (Ln(Ω))n)�

#��
�
�
	������ 3 ����� �
�
; 
��� u ∈ V, �� ui ∈ H1
0(Ω) �; ��
��6

	��
�#��; 	 ���� �
��
�� �����
	�

ui ∈ Lq(Ω),
1

q
=

1

2
− 1

n
K�
��L

Kq ���
&�� � ����"	��#�� ��� n = 2.L

%��
��	; &��∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

uk(Dkvi)widx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖uk‖Lq(Ω)‖Dkvi‖L2(Ω)‖wi‖Ln(Ω),

�� ����&�� ��- �
"��#���
% !�� n = 2 ���
���; ������
�; &��∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

uk(Dkvi)widx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖uk‖L4(Ω)‖Dkvi‖L2(Ω)‖wi‖L4(Ω).

(
��� ����"���


�
�
�# ���
� ���# ����������	���

6
�
�
� ����# "�����

f ∈ L2(0, T ; (H−1(Ω))n); K�
�1L

u0 ∈ H. K�
� L

�4���� ����
 u � p, p ∈ D′(Q), &��

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), K�
�+L

u′ − νΔu+
n∑

i=1

uiDiu = f − gradp (��	����
� � K�
�L), K�
�'L

u(0) = u0. K�
��L

� 7��	
��� �
� V ∩ (Ln(Ω))n = V, 	
�� n ≤ 4�
� &� 
���� �	�	 �

�����	�� �	��	�����

+ �� (Lq(Ω))n × V × (Ln(Ω))n.



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

3 K�
�+L ����	�
 �������
������ u � L∞(0, T ;H) ���
� ����"��#6

�� �������	
����; � ��� �� ����� �
�
 �
 ��4
��	
��� ��� �������	��

"���&�M ������ �� �����
� ��4
��	�	���
 ��
��� 	 �����
 K�
�+L
 7��

��
 ���� ���
&
�� 	 "��
&���� ��
�; ����	�
 u ∈ L2(0, T ;V ) 	 �
�������

�����
 ���
���� 	 �
�
 ����	�� K�
�L � K�
$L


��
��
� ���
���#; &�� ����� ���# �	� ���
�
�
��� ����������	� V ;

������
 T hYZ\YZ 	 ��	��) �
�
 
��
��	
���=

�
���
 ���
�
	
��
( V = "�������
 V 	 (H1(Ω))n;

�����
 ���
�
	
��
( V = {v | v ∈ (H1
0(Ω))n, divv = 0}.

D�� ���
�
�
��� <�	�	��
����
 3 ����� �
�
; ���"��&�� �� ������

����������	� �" 	����*� ���
�
�
��� &
�
" Ṽ 
 `���; &�� V ⊂ Ṽ M ������6

	�� �������
 	��:&
��

 ����# L A �
��
��	��� ���
)��� ����� �� Ṽ ;

��	��� ���: �� V M 	 ���� �
��
�� @��� A 8���,� L ����� ��
����	��#

K�
 
�����	
���� ����"��L 	 	��


L(v) =

n∑
i=1

(Li, vi), Li ∈ H−1(Ω).

��� ��� L ��	�� ���: �� V ; � �
� ���

 �� V ; �� �� �
��
�
 �	�)��	
�6

����� �
 F���

Li =
∂S

∂xi
, S ∈ D′(Ω).

/����� ����� ����"��#; &�� ��*�� S ∈ L2(Ω), � 	 <��, ����	��,

L(v) =
n∑

i=1

(
∂S

∂xi
, vi

)
= −(S, divv) = 0 ∀v ∈ Ṽ ,

������ ��
��
� ��- �
"��#���


(�,������ ��#� @
������ �
 �
������� ��������� �����	�����


�
�
�� 3,�,J- � 3,�.,- ���
���� ���� �������	
������( � �
� �
� ��%



����� 		
 ��������� ����� # ������ ��$

�
��� ��
�
��� �������
	��� u′ � p� 	�&� ��	��� ������&
��


u′ + gradp = νΔu−
n∑

i=1

uiDiu+ f �
 Q, K�
��L

��	
�����
 �
!� �
 ��
���
� ����	 ��	���� 3,�.,-�

>�	� �� �����
� ϕ ∈ V, ��

(gradp, ϕ) = 0 (� D′(0, T )n),

� 3,�..- �������� � �
�
�����

(u′, ϕ) = −νa(u, ϕ)− b(u, u, ϕ) + (f, ϕ). K�
��L

K
� ����
 ����� ����
����� ���

b(u, u, ϕ) = −b(u, ϕ, u), K�
�$L

�
� ��� 3,�./- '����
	
����

(u′, ϕ) = −νa(u, ϕ) + b(u, ϕ, u) + (f, ϕ). K�
��L

����� X � �
���
��
 V � (W 1,n/2(Ω))n; ��

�

|b(u, ϕ, u)| ≤ c1‖u‖2
(Lq(Ω))n

n∑
i,j=1

‖Diϕj‖Ln/2(Ω) ≤ c2‖u‖2‖ϕ‖X ,

�� �	
���
�
	����

b(u, ϕ, u) = (g , ϕ), ‖g‖X ′ ≤ c‖u‖2,

�����
 g ∈ L1(0, T ;X ′).

#
	

� �� 3,�.B- �	
��
�� ���

u′ ∈ L2(0, T ;V ′) + L1(0, T ;X ′), K�
��L

�
� ��� 3,�.,- ��

� ����	 3�
����
�� � X ′-�



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

%��
&���
 ��
$ 
��
��	
���� ����"�� ���	���� � ���*�) �������6

��	�
 "���&� K�
�1L A K�
��L


6
�
�
� ����# "�����

f ∈ L2(0, T ;V ′), K�
�1L

u0 ∈ H (��	����
� � (1.18)). K�
� L

�4
��� ����
 u; &��

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) (��	����
� � (1.19)), K�
�+L

(u′, v) + νa(u, v) + b(u, u, v) = (f, v) ∀v ∈ V ∩ (Ln(Ω))n, K�
�'L

u(0) = u0. K�
��L

(�,������ ��#� M�	���
 3,�/,- ���
���
����
��� �
��� �
 �"�
%

���� �
� � �
�
�
��� ,,�?P 	
��
 ,,�, ����	���
��� �	� ��!�� ���"�

����
�� ����	 ����
 b(u, u, v)�

!����
� <�	�	��
������# �	�, ���	
�
���, 	�-
 ���������	��


J��� u A �
-
��
 "���&� K�
�1L A K�
��L; �� K�
��L 	�����
�� ��� 	�
,

ϕ ∈ V, ������ K�
�'L ��
��
� � ����4#: ��
�
�#��*� �
�
,��� 	 V ∩
(Ln(Ω))n; ����� ����"��; u �	��
��� �
-
��
� "���&� K�
�1L A K�
��L


/������; ����# u A �
-
��
 ���	�
��� K�
�'L
 ��*��; 
��� �� �������

u′ − νΔu+
n∑

i=1

uiDiu− f = S, K�
��L

�� S ���
� �������
���# (D′(Q))n �

(S, ϕ) = 0 	 (D′(0, T ))n ∀ϕ ∈ V. K�
��L

/��:�� ��
��
�; &�� S ��

� 	��

S = −gradp, p ∈ D′(Q), K�
�$L



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

&�� ����"�	�
� ��	
���
��
 �� <�	�	��
�������


�����,� ��#� -4���/ )��
����
� �
&
��
 u �
�
�� 3,�.J- � 3,�/,-

��� �������	���� ���
���� T > 0�


 ��������� ��	� ������� %���


�� ����	������ ��� ����$����

3 ���#�
)-
� �� ���
� ��
�# �
�� � ����������	�� Vs; *�


s =
n

2
.8 K�
�L

B� ���
� ���#"�	��#�� ��
��:4��� �
�����=

4�,,� ��#	 ��� ��	���� 3,N- 
�	� v ∈ Vs, �� Divj ∈ Ln(Ω).

#��
�
�
	������ 3 ����� �
�
; Divj ∈ Hs−1(Ω), � Hs−1(Ω) ⊂ Lr(Ω),

*�
 1
r = 1

2 − s−1
n = 1

n ; � �
��� ����"���


4�,,� ��#� ��� u ∈ V, v ∈ Vs ��

�

b(u, u, v) = −b(u, v, u). K�
�L

#��
�
�
	������ D��� �
"��#��� �&
	��
� ��� u, v ∈ V, "��
� ����

�
�
)�� � ��
�
��


4�,,� ��#� ��� u ∈ V 	��
��
� ����
 v → b(u, u, v) �
��
����
 �


VsP

b(u, u, v) = (g (u), v), g (u) ∈ V ′
s , K�
�L

� ��	����
	�+��� ��� n = 2 
��	

������	 ��������	

� 
 �
���+������	� 
��+�� ���

���

��

V1 = V �



����� 		
 ��������� ����� # ������ ��1

����
�

‖g (u)‖V ′
s
≤ c6‖u‖2

(Lp(Ω))n, K�
$L

!�

1

p
=

1

2
− 1

2n
(p < q, !�
 q �� (1.16)). K�
�L

#��
�
�
	������

|b(u, u, v)| = | − b(u, v, u)| ≤ c7‖u‖2
(Lp(Ω))n

n∑
i,j=1

‖Divj‖Ln(Ω),

������ 		��� �
��� ��
� ��
��
� K�
$L


4�,,� ��#� ����� u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H).  �!�


u ∈ L4(0, T ; (Lp(Ω))n, p ���
�
	
�� � (2.5). K�
�L

#��
�
�
	������ ����# u = {ui}. ��

�

ui ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)). K�
1L

��*����� �
��
�
 �����
	�; H1
0(Ω) ⊂ Lq(Ω), 1/q = 1/2 − 1/n, � �"

K�
1L ��
��
�; &��

ui ∈ L2(0, T ;Lq(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)). K�
 L

3 ���� �
��	
���	� O
�#�
��

‖ui(t)‖Lp(Ω) ≤ ‖ui(t)‖1/2
Lq(Ω)‖ui(t)‖1/2

L2(Ω) ≤ c‖ui(t)‖1/2
Lq(Ω),

������

ui ∈ L4(0, T ;Lp(Ω)),

�� 
��# �� ���,���� � K�
�L; � �
��� ����"���


4�,,� ��#! 5	��
��
 Vs → H ����
�����



����� 		
 ��������� ����� # ������ �� 

#��
�
�
	����� �&
	����; ��� ��� Vs ⊂ V1 = V � 	���
��
 V1 → H

��������� 		��� ������������ 	���
��� H1
0(Ω) → L2(Ω).

����
���� ��#� )�
���
	��
� �
�
�
 3� �"���
�
���� 3,�L--

((w, v))s = λ(w, v) ∀v ∈ Vs K�
+L

������

� ���	
���
�
	������ �
��	
��� �
&
��� wj� ���
�
���� ��%

�	
���
�
	������ ��"���
���� ��
�
��� λj(

((wj, v))s = λj(wj, v) ∀v ∈ Vs, λj > 0. K�
�'L

B� �����#"�
� ������� wj 	 ��&
��	
 9��
����#��*� ��"���9 	 �
6

���
 5�<�� A O��
����� ��� ����"��
�#��	
 �
��
�� (
�



B���� ����
 �����#"�	��# ����������	� Vs ��� ����"��
�#��	� ��
6

��:4
*� ��	
���
���=

�����,� ��#	 #	� 	�"�!� �
&
��� �
�
�� 3,�.J- � 3,�/,- ��

� �
���

��	��
��


u′ ∈ L2(0, T ;V ′
s), s = n/2. K�
��L

#��
�
�
	������ !
)��	��
�#��;

a(u, v) = (Au, v), A ∈ L(V ;V ′), K�
��L

� �����#"�� K�
�L; �� 	�	
�
� �" K�
�'L; &��

u′ = −νAu− g (u) + f. K�
��L

��*����� K�
$L � K�
�L; g (u) ∈ L2(0, T ;V ′
s); ��� ��� Au ∈ L2(0, T ;V ′),

f ∈ L2(0, T ;V ′) � V ′ ⊂ V ′
s , �� �" K�
��L ��
��
� K�
��L




����� 		
 ��������� ����� # ������ ��+

����
���� ��#	 5����
 �
&
��
 �
�
�� 3,�.J- � 3,�/,- ���	
� "��� ��%

�
�� ���
�
��� �
 ����
���
 �
�� ��	� "��
� �
��
����� �
� ����%

��� [0, T ] → V ′
(s−1)/2, � �
��
 �	
"� �
��
����� �
� ������� [0, T ] →

H.

#��
�
�
	������ 3�����#"�
��� �
��
��) ���
��������= u �
��
��	6

�� ��� ������� [0, T ] → [V, V ′
s ]1/2 = V ′

(s−1)/2.

7���
 ��*�; ��� ����"��
�#��	� �
��
�� (
�
 ��� ����
��:��� ��
6

��:4�
 ��	
���
��� � ������������


����# B0, B, B1 A ��� ����,�	�, ����������	�; ���&
�

B0 ⊂ B ⊂ B1, B0, B1 �
��
���	��; K�
�$L

	���
��
 B0 → B ���������. K�
��L

����#

W = {v | v ∈ Lp0(0, T ;B0), v
′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)}, K�
��L

*�
 T ���
&�� � 1 < pi <∞, i = 0, 1. ������	 W �����)

‖v‖Lp0(0,T ;B0) + ‖v‖Lp1(0,T ;B1),

����&�� ����������	� 8���,�
 /&
	����; &�� W ⊂ Lp0(0, T ;B)


��

� �
��� ��
��:4�� ,���-� �"	
����� �
���=

4�,,� ��#� 5 ��
���	��
��� 3.�,B- ∀η > 0 �
��
��� �
�
� �����
�%

�
 cη, ���

‖v‖B ≤ η‖v‖B0
+ cη‖v‖B1

. K�
�1L

#��
�
�
	��������
��������; &�� K�
�1L �
 	�����
��
 ��*�� ∀η > 0

��4
��	�:� vn ∈ B0 � cn → +∞, ����
; &��

‖v‖B ≥ η‖vn‖B0
+ cn‖vn‖B1

.



����� 		
 ��������� ����� # ������ ��'

����*�� wn = vn

‖vn‖B0
, �� ����&��

‖wn‖B ≥ η + c‖wn‖B1
K�
� L

�

‖wn‖B ≤ const · ‖wn‖B0 ≤ const.

.� ��*�� �" K�
� L ��
��
�; &��

‖wn‖B1 → 0. K�
�+L

!��

; ‖wn‖B0
= 1, � ������#�� 	���
��
 B0 → B ���������; �" ��6

��
��	��
�#����� wn ����� 	��
���# �������
��	��
�#����# wμ, ���#6

�� �,���4�:�� 	 BM 	 ���� K�
�+L ‖wμ‖B → 0, &�� �����	��
&�� K�
� L


(
��� ����"���


�����,� ��#� 5 ��	����� 3.�,?-� 3.�,B- ��� 1 < pi < ∞, i = 0, 1,

�	��
��
 W � Lp0(0, T ;B) ����
�����

#��
�
�
	������ J��� �������
��	��
�#����# vn �*����&
�� 	W ; ��

����� 	��
���#. �������
��	��
�#����# vμ ����:; &�� vμ → v ����� 	

W 
 ����� ����"��; ��� ���� ����"��# K�"�
��	 ���"��&
���L ��
��:4



��	
���
��
= ����# vn A ����� ����
��	��
�#����# 	 W, &��

vn → 0 ����� 	 W.

��*�� vn → 0 ���#�� 	 Lp0(0, T ;B)


�� �
��
 ��
1 ∀η > 0 ��4
��	�
� ����
 dη, &��

‖vn‖Lp0(0,T ;B) ≤ η‖vn‖Lp0(0,T ;B0) + dη‖vn‖Lp0(0,t;B1). K�
�'L

� 3� ��	
+ ���+��	�
� 
	�� �
� ���

���

�� Lpi(0, T ; Bi) �	'�	�
����� 	
�� 1 < pi < ∞ � Bi

�	'�	�
�����



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

����# "����� ε > 0. ������#��

‖vn‖Lp0(0,T ;B0) ≤ c,

��

�

‖vn‖Lp0(0,T ;B) ≤ ε/2 + dη‖vn‖Lp0(0,t;B1),

���# ����� η 	������ ����� ����"��; &�� ηc ≤ ε/2.

�
�
�# ����
��� ����"��#; &��

vn → 0 ���#�� 	 Lp0(0, T ;B1). K�
��L

��� ��� W ⊂ C0([0, T ];B1), �� ‖vn(t)‖B1
≤ const, ��� &�� �� �
��
�


(
�
*� K�
��L ���
� 	�����
��; 
��� �� �����
�; &��

vn(s) → 0 ���#�� 	 B1 ∀s ∈ [0, T ].

������#�� s �
 �*��
� ������) ��
����#��) ����; ��� ����
��� ���#��

����"��#; &��

vn(0) → 0 ���#�� 	 B1. K�
��L

J��� �� ���
�
��� wn ��	
���	��

wn(t) = vn(λt), λ > 0 �������	���, K�
��L

��

vn(0) = wn(0),

‖wn‖Lp0(0,T ;B0) ≤ e1λ
−1/p0, ‖w′

n‖Lp1(0,T ;B1) ≤ e2λ
1−1/p1. K�
�$L

J��� ������� ϕ �������
��� C1 �� ���
"�
 [0, T ], ϕ(0) = −1, ϕ(T ) = 0,

��

wn(0) =

T∫
0

(ϕwn)
′dt = βn + γn,



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

βn =

T∫
0

ϕw′
ndt, γn =

T∫
0

ϕ′wndt.

�" K�
�$L ��
��
�; &��

‖vn(0)‖B1
≤ ‖βn‖B1

+ ‖γn‖B1
≤ c3λ

1−1/p1 + ‖γn‖B1
. K�
��L

J��� ε > 0, �� 	��
�
� λ ����� ����"��; &���� c3λ
1−1/p1 ≤ ε/2; ��

����
� � K�
��L; 
��� �����
�; &��

γn → 0 ���#�� 	 B1. K�
��L

.� wn → 0 ����� 	 Lp0(0, T ;B0) Kλ �������	���; � �� 	�
*�� ���
�

�&����#; &�� λ ≤ 1L; �; ��
��	��
�#��; γn → 0 ����� 	 B0. ��� ��� 	��6

�
��
 B0 → B1 ���������; �� ����&�
� K�
��L � ��	
���
��
 �
��
��



�
 ��������� ��	� ������� %���

���"	��
���
 �
&
��
�B� 	�����#"�
��� 9��"����9 w1, . . . , wm, . . . ,

		
�
���� ����
���	�� K�
�'L


/��
�
��� 9�������
���
9 �
-
��
 um(t) ������� m ��
��:4��

����"��=

um(t) ∈ [w1, . . . , wm], um(t) =
m∑

j=1

gjm(t)wj,

(u′m(t), wj) + νa(um(t), wj) + b(um(t), um(t), wj) =

= (f(t), wj), 1 ≤ j ≤ m, K�
�1L

um(0) = u0m, u0m ∈ [w1, . . . , wm], u0m → u0 	 H. K�
� L

D�� ����
�� ����
�
�����#��, ���	�
��) K�������
�#�� gjm(t)L ��"6

	���
� ���
�
���# um(t) 	 ���
�	��
 [0, tm]M �� �	����; &�� ����� 	"��#

tm = T.



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

A������
� ��
��
 3Q-� 0������ K�
�1L �� gjm(t) � ����������
� ��

jM ��� ��� ��*����� �
��
 ��
� b(um, um, um) = 0, ����&��

1

2

d

dt
|um(t)|2 + νa(um(t), um(t)) = (f(t), um(t)), K�
�+L

������

1

2

d

dt
|um(t)|2 + ν‖um(t)‖2 ≤ ‖f(t)‖‖um(t)‖ ≤ ν

2
‖um(t)‖2 + c‖f(t)‖2,

������

|um(t)|2 + ν

t∫
0

‖um(σ)‖2dσ ≤ |u0m|2 + 2c

t∫
0

‖f(σ)‖2dσ. K�
�'L

�����#"�� K�
� L; �� ����&��; &�� tm = T � &��

um �*����&
�� 	 L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H). K�
��L

A������
� ��
��
 3QQ-� B� �
�
�# ������
��� ����"��# A � <�� �
�6

����#��
 �
��� ����"��
�#��	�; A &��

u′m �*����&
�� 	 L2(0, T ;V ′
s). K�
��L

3 ����� �
�
; ����# Pm A ���
���� H → [w1, . . . , wm]; ��� &��

Omh =
m∑

i=1

(h, wi)wi.

3 ���"��&
���, K�
��L � K�
�L �� 	�	
�
� �" K�
�1L; &��

u′m = −Pm(g (um)) − νPmAum + Pmf. K�
��L

/����� ‖Pm‖L(Vs;Vs) ≤ 1 K���*����� ��-
�� 	����� wjLM ��*�� �" ��6

�����
��) �	�)��	
������ K������#�� P∗m = PmL=

‖Pm‖L(V ′
s ;V ′

s ) ≤ 1. K�
�$L



����� 		
 ��������� ����� # ������ ��$

�" K�
��L; K�
$L � K�
�L ��
��
�; &�� g (um) �*����&
�� 	 L2(0, T ;V ′
s) �;

��
��	��
�#��; Pm(g (um)) �*����&
�� 	 L2(0, T ;V ′
s)


!��

; ��� ��� Aum �*����&
�� 	 L2(0, T ;V ′), � ��*�� � 	 L2(0, T ;V ′
s),

�� K�
��L ��
��
� �" K�
��L


��
�
	���� �
�
���� B� 	�����#"�
��� �
��
��) � ������������

��
�; ����*��

B0 = V, p0 = 2,

B1 = V ′
s , p1 = 2,

B = H.

��*�� �" ����
��	��
�#����� um ����� 	��
���# ����: �������
��6

	��
�#����# uμ, &��

uμ → u ����� 	 L2(0, T ;V ), K�
��L

uμ → u ∗ 6����� 	 L∞(0, T ;H), K�
��L

uμ → u ���#�� 	 L2(0, T ;H) � ��&�� 	�:�� 	 Q, K�
�1L

u′μ → u′ ����� 	 L2(0, T ;V ′
s), K�
� L

�" K�
��L; K�
� L ��
��
�; &�� uμ(0) → u(0) 	 V ′
s ����� K������
�L �

&�� u(0) = u0.

��*����� �
��
 ��
�; uμiuμj �*����&
�� 	 L2(0, T ;Lp/2(Ω)), �; ��
��6

	��
�#��; ����� �&����#; &��

uμiuμj → χij ����� 	 L2(0, T ;Lp/2(Ω)). K�
�+L

/����� ���*����� K�
�1L �� ��

�

χij = uiuj K�
$'L



����� 		
 ��������� ����� # ������ ���

K&���� <�� ������	��#; �������&�� "��
���#; &�� uμiuμj → uiuj 	 D′(Q);

�
)��	��
�#��;∫
Q

uμiuμjϕdxdt→
∫
Q

uiujϕdxdt ∀ϕ ∈ D(Q),

������#�� uμi → ui ����� 	 L2(Q), � uμjϕ→ ujϕ ���#�� 	 L2(Q))


�" K�
�+L; K�
$'L ��
��
�; &��

b(uμ, uμ, wj) → b(u, u, wj) ����� 	 L2(0, T ). K�
$�L

3 ����� �
�
; 
��� ψ ∈ L2(0, T ), ��

T∫
0

b(uμ, uμ, wj)ψdt = −
T∫

0

b(uμ, wj, uμ)ψdt

� ����� �
�
)�� � ��
�
��; �����#"�� K�
�+L


B
��� �
�

(u′μ, wj) → (u′, wj), ����
�; 	 D′(0, T ),

�; ����� ����"��; ��	
���	� K�
�1L K��� m = μL 	 ��
�
�
 ��
� ��	
���	�

(u′, wj) + νa(u, wj) + b(u, u, wj) = (f, wj),

	�����
���
 ��� 	�
, j
 /��:�� 	��
��
� ����	
���	���# K�
�'L ∀v ∈ Vs

� ���

 ∀v ∈ V ∩ (Ln(Ω))n. �
��
�� ����"���


� #���$�

(����� ��#� 8
�������� �
�
��

∂u

∂t
− νΔu+

n∑
i=1

uiDiu = f, ν > 0, f ∈ L∞(Ω)
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 ��������� ����� # ������ ���

� �
���� �
 �
�
	����� � !�
������� ��	������� �
� �	� ��
��
���

@
��
 � )����
�

#��
���
� ��� '�
 �
�
�
 ��

� �
&
��
 � L2(0;T,H1,p
0 (Ω)) � 	�%

"�� p ≥ 2 � 	�"�� T > 0�

(����� ��#	 #��
���
� ��� ������
����� Lp(0, T ;B) �
�	
�������


�	� 1 < p <∞� � "
�
���� ������
����� B �
�	
�������
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ОПИСАНИЕ КУРСА И ПРОГРАММА  

 

 

Цели и задачи курса  

- представленный в курсе материал относится к области 

дифференциальных уравнений 

- целью курса является знакомство с методами нелинейного 

функционального анализа, используемыми для качественного 

исследования нелинейных дифференциальных уравнений в частных 

производных, нелинейных функционально-дифференциальных и 

функциональных уравнений, дискретных бесконечномерных 

динамических систем, а также динамических систем с дискретным 

временем.  

- курс предназначен для бакалаврской программы обучения 

- рекомендуется в качестве спецкурса по выбору для студентов 

физико-математических факультетов вузов и университетов, 

обучающихся по направлению «Математика» 

- курс носит теоретический характер 

- курс рассчитан на 144 часа учебной нагрузки (один семестр, 4 

кредита), из которых 36 часов отводится на лекции, 36 часов – на 

практические занятия, 72 часов – на самостоятельную работу 

студента  

- Лекции и практические занятия по данному курсу будут проводиться 

в мультимедийном классе, что позволяет сочетать изложение новых 

математических результатов и современных вычислительных 

средств и средств визуализации для лучшего усвоения знаний 

студентами. 
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Инновационность курса 

-  представленный в курсе материал опирается на современные 

исследования и содержит ряд новых результатов, в том числе и 

результаты автора, которые до настоящего момента не были 

отражены в учебно-методической литературе. 

- курс готовится с учётом реализации в рамках кредитно-модульной 

системы 

 

Структура курса 

Тема 1. Пространства функционального анализа (лекции – 2 часа, 

практические занятия – 2 часа, самостоятельная работа – 4 часа).  

Определение полунормы. Свойства полунорм. Функционал Минковского. 

Теорема о семействе полунорм. Теорема о топологизации пространства с 

помощью полунорм. Определение локально выпуклого топологического 

пространства. Теорема о функционале Минковского. Определение 

бикомпактных носителей. Эквивалентность норм в конечномерном 

пространстве. Нормируемость и метризуемость топологии. 

Нормируемость локально выпуклой топологии в конечномерном 

пространстве. Секвенциально полные полунормированные пространства. 

Теоремы Асколи. 

 

Тема 2. Топологическая степень и ее приложения (лекции – 8 часов, 

практические занятия – 8 часов, самостоятельная работа – 16 часов).  

Определение регулярной точки отображения. Теорема Сарда. Определение 

топологической степени отображения. Лемма о свойствах степени 

отображения и ее следствия. Определение гомотопных отображений. 

Теорема о степенях гомотопных отображений. Степень непрерывных 

отображений. Теорема Руше. Теорема о свойствах гладких отображений. 
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Нелинейные уравнения в конечномерном пространстве. Теорема Брауера. 

Теорема существования решений нелинейных уравнений в конечномерном 

пространстве. 

 

Тема 3. Нелинейные уравнения в пространствах Банаха (лекции – 8 

часов, практические занятия – 8 часов, самостоятельная работа – 16 часов).  

Определение компактного отображения. Теорема Шаудера о неподвижной 

точке непрерывного компактного отображения. Теорема о неподвижной 

точке непрерывного отображения выпуклого компакта в себя. 

Определение семинепрерывного отображения. Монотонное отображение. 

Коэрцитивное отображение. Теоремы о существовании решений 

нелинейных уравнений. Теорема о множителях Лагранжа. 

Полунепрерывные функции. Теорема Мазура – Шаудера. Замкнутость 

выпуклого подмножества банахова пространства. Теорема о минимуме 

коэрцитивной функции. Определение полувыпуклой функции. Теорема 

Браудера.  

 

Тема 4. Нелинейные эллиптические уравнения (лекции – 2 часа, 

практические занятия – 2 часа, самостоятельная работа – 4 часа).  

Тождество Похожаева. Принцип максимума. Теорема о существовании 

слабого решения. Принцип сравнения. Функционально-дифференциальные 

уравнения. 

 

Тема 5. Нелинейные уравнения в локально выпуклых топологических 

пространствах (лекции – 6 часов, практические занятия – 6 часов, 

самостоятельная работа – 12 часов).  

Абстрактная схема теории возмущений. Теорема о существовании 

приближенного решения. Оценка Тейлора. Равномерное условие Липшица. 
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Приближенное правое обратное отображение. Показатель потери. Теорема 

Нэша – Мозера. Итерационный метод Ньютона. Теорема Браудера о 

неподвижной точке. Следствия теоремы Браудера. Лемма о непрерывном 

отображении.  

 

Тема 6. Абстрактная задача Коши – Ковалевской (лекции – 4 часа, 

самостоятельная работа – 8 часов, практические занятия 4 часа).  

Абстрактная линейная теорема Коши – Ковалевской. Теорема 

Овсянникова. Постановка нелинейной задачи Коши – Ковалевской. 

Теорема Ниренберга – Нишиды. Метод Мозера. Нелинейная задача Коши. 

Теорема о неявной функции. Теорема Сафонова. Лемма Арцела – Асколи. 

Абстрактная теорема типа Пеано.  

 

Тема 7. Параболические уравнения (лекции – 6 часов, практические 

занятия – 6 часов, самостоятельная работа – 12 часов). 

Символ функционально-дифференциального оператора. Параболические 

полугруппы. Теорема Банаха – Штейнгауза. Предкомпактность множеств. 

Равномерная непрерывность множеств. Свойства параболических 

полугрупп в различных функциональных пространствах. Параболические 

уравнения с градиентными нелинейностями. Шкала аналитических 

функций. Интегродифференциальные параболические уравнения. 

Трехмерное уравнение Навье – Стокса. Липшицева теория параболических 

уравнений в шкале банаховых пространств. Нелипшицева теория 

параболических уравнений в шкале банаховых пространств.  
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Система контроля знаний 

включает  

- промежуточный контроль в форме письменной контрольной работы 

- написание реферата по выбранной теме 

- итоговый контроль в форме письменной итоговой работы 

 

На письменную контрольную работу отводится одно практическое 

занятие на 8-10-й неделе семестра. Целью работы является проверка 

усвоения материала первой части курса, охватывающего краевые задачи 

для обыкновенных функционально-дифференциальных уравнений (темы 

1-3). Работа выполняется каждым студентом в аудитории, без обращения  

к конспектам и литературе по предмету. Контрольная работа состоит из 

трёх задач по темам 2 и 3. Оцениваются как ход решения (чёткость 

рассуждений, достаточная аргументация), так и правильность полученного 

ответа. Точное содержание контрольной работы студентам заранее 

неизвестно. Примерные варианты приведены ниже. 

 
Вариант 1 

1) Доказать, что отделимая локально выпуклая топология конечномерного 

пространства нормируема. 

2) Доказать, что проективный предел шкалы банаховых пространств с 

компактными вложениями является топологическим пространством со 

свойством Монтеля. 

3) Доказать, что компактное множество бесконечномерного банахова 

пространства не может иметь внутренних точек. 
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Вариант 2 

1) Сформулировать и доказать критерий компактности в терминах ℇ-сетей 

для полуметрического пространства. 

2) Доказать, что если топология метрического пространства задана 

счетным количеством полурастояний, то это пространство метризуемо. 

3) Привести пример неметризуемого пространства. 

 
Написание реферата является самостоятельной неаудиторной формой 

работы студента в семестре. Распределение тем рефератов происходит в 

течение первой недели, а представление рефератов – не позднее, чем за 

неделю до проведения итогового контроля. Целью написания реферата 

является более глубокое освоение студентом изучаемого предмета, 

включая связи с другими областями, а также выработка навыков 

самостоятельной работы с современной математической литературой. При 

оценке реферата учитываются стиль и последовательность изложения, 

соответствие написанного заданной теме, умение выделить главные 

моменты.  

 
При подготовке реферата недопустимо включать в свою работу 

выдержки из работ других авторов без указания на это, пересказывать 

чужую работу близко к тексту без отсылки к ней, использовать чужие идеи 

без указания первоисточников (это касается и источников, найденных в 

Интернете). Все случаи плагиата должны быть исключены. В конце работы 

даётся исчерпывающий список всех использованных источников. 

 
В конце обучения проводится итоговая работа, охватывающая весь 

материал курса. Задание к итоговой работе включает два теоретических 

вопроса и одну задачу. Один из вопросов должен отражать темы 1-3, а 

другой вопрос и задача должны отражать темы 4-7. Перечень вопросов и 
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основные типы задач, выносимых на итоговую работу, даются за неделю 

до неё. Каждый студент выполняет итоговую работу в аудитории, 

письменно отвечая по памяти, «своими словами». Время, выделяемое на 

написание итоговой работы – не более двух академических часов. В ходе 

итогового контроля проверяются способность свободно ориентироваться в 

пройденном материале и наличие практических навыков по его 

применению. Ниже приведены возможные варианты заданий к итоговой 

работе. 

 

Вариант 1 

 

1) Рассмотрим пространство функций аналитических в окрестности 

действительного тора. Доказать, что топология, заданная семейством норм 

∑=
k

sk
ks euu ||||||||  равномерно эквивалентна топологии равномерной 

сходимости. 

2) Построить пример подпространства в пространстве аналитических 

функций на торе, в котором операция дифференцирования имеет 

показатель потери равный 1/2. 

3) Найти показатель потери оператора 1−
ωL , где ω  -- диофантов вектор. 

 

Вариант 2 

 

1) Доказать, что оператор дифференцирования является компактным 

оператором на пространстве аналитических функций с топологией 

равномерной сходимости. 

2) Привести пример линейного параболического уравнения, для которого 

задача Коши с нулевыми условиями Дирихле на границе области не имеет 

решения, продолжаемого аналитически в окрестность этой области. 



ОПИСАНИЕ КУРСА И ПРОГРАММА 

 

242

3) Какими должны быть начальные условия для параболического 

уравнения на торе, что бы решение этого уравнения было аналитическим в 

точке t=0. 

 

 Для оценки работы студента применяется балльная  система. 

Наилучшему результату соответствуют 100 баллов, которые 

распределяются по видам контроля следующим образом: 

-   промежуточная контрольная работа – от 0 до 30 баллов; 

-  реферат – от 0 до 20 баллов; 

-  итоговая работа – от 0 до 50 баллов.  

Соответствие суммарного количества набранных баллов итоговой оценке 

(по пятибалльной шкале и европейскому стандарту) показано в таблицах. 

 

Баллы 0-50 51-68 69-85 86-100 

Оценка неуд. удовл. хорошо отлично 

 

Баллы 0-30 31-50 51-62 63-73 74-83 84-92 93-100 

Оценка F FX E D B C A 

 

Методика выставления и шкала итоговых оценок отвечают принятым в 

РУДН для теоретических дисциплин. 
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Программа курса 

 

Аннотированное содержание курса 

 

Раздел 1.  

Темы: 1, 2 

Трудоёмкость: 1 кредит, 40 часов, из них 

- лекции – 10 часов, 

- практическия занятия – 10 часов, 

- самостоятельная работа – 20 часов. 

 

В этом разделе изучаются две темы: пространства функционального 

анализа и топологическая степень отображения.  

Первая тема дополняет стандартные курсы функционального анализа, в 

которых рассматривается теория банаховых пространств. В этой теме 

изучаются локально выпуклые линейные топологические пространства, 

даются примеры таких пространств, изучаются сходства и различия этих 

пространств и пространств Банаха. Основным источником получения 

локально выпуклых линейных топологических пространств в этом курсе, 

являются шкалы банаховых пространств. Шкалы банаховых пространств 

возникают в связи с использованием пространств Соболева и пространств 

аналитических функций. 

Вторая тема посвящена степени конечномерных отображений. Целью 

изучения этой темы является получение теорем существования решений 

для нелинейных конечномерных уравнений. Эти теоремы существования в 

дальнейшем обобщаются на случай банаховых пространств и локально 

выпуклых линейных топологических пространств. Построение теории 

степени конечномерных отображений является самозамкнутым и не 
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подразумевает знакомство слушателя с методами дифференциальной 

геометрии.  

В качестве приложения теории степени доказываются классические 

теоремы о существовании решений нелинейных уравнений: Брауэра, 

теорема существования для монотонного и коэрцитивного отображения. 

 

Раздел 2.  

Темы: 3 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

- лекции – 8 часов, 

- практическия занятия – 8 часов, 

- самостоятельная работа – 16 часов. 

 

В этом разделе рассматриваются нелинейные уравнения в пространствах 

Банаха. Основными результатами раздела являются теорема Шаудера о 

неподвижной точке, которая получена как бесконечномерное обобщение 

теоремы Брауэра, доказанной в предыдущем разделе, и теорема 

существования решения монотонного коэрцитивного отображения, 

которая тоже является обобщением конечномерных результатов, 

полученных ранее.  

Теорема Шаудера рассмотрена в двух формулировках, одна из которых 

предполагает компактность области, а другая – компактность 

отображения. Доказывается эквивалентность этих двух формулировок. 

При доказательстве теоремы Шаудера используется лемма об 

аппроксимации компактных отображений конечномерными. Эта лемма 

представляет самостоятельный интерес и за рамками обсуждаемых в этом 

разделе вопросов. В последующих главах теорема Шаудера применяется в 

теории задачи Коши-Ковалевской. 
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Теорема о решении уравнения с монотонным коэрцитивным отображением 

используется в этом курсе в приложении к нелинейным эллиптическим 

уравнениям. С методической точки зрения, сочетание этих двух 

результатов в последовательном изложении очень полезно, так как дает 

возможность слушателю почувствовать разнообразие методов и идей, 

лежащих в основе теорем существования решений уравнений. 

 

Раздел 3. 

Темы: 4, 5 

Трудоёмкость: 1 кредит, 32 часа, из них 

лекции – 8 часов, 

практические занятия – 8 часов, 

самостоятельная работа – 16 часов. 

 

В этом разделе рассматриваются нелинейные эллиптические уравнения и 

уравнения в локально выпуклых линейных топологических пространствах. 

В теме «Нелинейные эллиптические уравнения» рассматривается несколько 

методов решения и видов уравнений. Сначала, в качестве вспомогательного 

аппарата, выводится лемма, которая является ослабленной H^1-версией 

эллиптического принципа максимума. Оценки, получаемые с помощью этой 

леммы, позволяют применить теорему Шаудера к одному полулинейному 

функционально-дифференциальному уравнению весьма общего вида и 

получить теорему существования слабого решения. Далее в этой теме 

рассматривается классическое тождество Похожаева, позволяющее 

получить ряд результатов о несуществовании решения; эти результаты 

сравниваются с ранее доказанной теоремой. Тема «Нелинейные 

эллиптические уравнения» носит наименее абстрактный характер и 
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позволяет слушателю уяснить общие методы решения нелинейных задач на 

конкретных примерах. 

В теме «Нелинейные уравнения в локально выпуклых топологических 

пространствах» рассмотрены три результата. Абстрактная схема теории 

возмущений, теорема Нэша-Мозера, теорема Браудера о неподвижной 

точке. Изучение абстрактной схемы теории возмущений вводит слушателя в 

круг характерных задач, возникающих при качественном анализе уравнений 

в шкалах банаховых пространств. Основной результат абстрактной теории 

возмущений -- это теорема о приближенных решениях уравнения с малым 

параметром. Методологически эта теорема связана с принципом сжатых 

отображений и методом последовательных приближений. Далее 

рассматривается теорема Нэша-Мозера, которая знакомит слушателя с 

другим итерационным методом – методом Ньютона. Теорема о 

приближенных решениях уравнения с малым параметром и теорема Нэша-

Мозера являются количественными результатами. Как пример 

качественного результата изучается теорема Браудера о неподвижной точке. 

Теорема Нэша-Мозера в этом курсе используется в КАМ-теории, а теорема 

Браудера -- в применении к нелипшицевым версиям задачи Коши-

Ковалевской и нелипшицевым квазилинейным параболическим 

уравнениям. 
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Раздел 4.   

Темы: 6, 7 

Трудоёмкость: 1 кредит, 40 часов, из них 

лекции – 10 часов, 

практическия занятия – 10 часов, 

самостоятельная работа – 20 часов. 

 

В этом разделе изучаются локальные теоремы существования для 

абстрактной задачи Коши-Ковалевской и квазилинейного параболического 

уравнения. Обе задачи рассматриваются в нелипшицевой постановке и 

представляют собой обобщения классической теоремы Пеано в различных 

направлениях. Эти теоремы иллюстрируются примерами функционально-

дифференциальных уравнений, возникших в последнее время в различных 

приложениях. 
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Темы рефератов 

1. Степень отображений в банаховых пространствах (отображения вида 

I+K, K – компактное отображение). 

2. Степень отображения и многомерные вычеты. 

3. Монотонные операторы и теоремы Минти. 

4. Абстрактная задача Коши-Ковалевской: Теорема Сафонова и 

теорема Ниренберга-Нишиды. 

5. Параболические уравнения в банаховых пространствах с 

отношением частичного порядка. 
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6. Параболические уравнения в шкалах банаховых пространств: 

критические показатели. 

7. Вариационные обобщения тождества Похожаева. 

8. Тождество Похожаева для сильно нелинейного эллиптического 

уравнения (p-Лаплас). 

9. Вариационный принцип Икланда. 

10. Полулинейные эллиптические уравнения с монотонной 

нелинейностью. 
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Учебный тематический план курса 

 

в том числе № Название разделов и тем Всего 

часов лекции практ. 

занятия 

самост. 

работа

1. Пространства функционального 

анализа 

8 2 2 4 

2. Топологическая степень и ее 

приложения 

32 8 8 16 

2.1 Определение и основные свойства 

степени 

8 2 2 4 

2.2 Поведение степени при гомотопиях 8 2 2 4 

2.3 Степень непрерывных отображений 8 2 2 4 

2.4 Нелинейные уравнения в 

конечномерном пространстве 

8 2 2 4 

3. Нелинейные уравнения в 

пространствах Банаха 

32 8 8 16 

3.1 Некоторые следствия теории 

топологической степени 

8 2 2 4 

3.2 Вариационные методы 8 2 2 4 

3.3 Выпуклая теория 8 2 2 4 

3.4 Условные экстремумы 8 2 2 4 

4. Нелинейные эллиптические 

уравнения 

8 2 2 4 

5. Нелинейные уравнения в 

локально выпуклых линейных 

топологических пространствах 

24 6 6 12 
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в том числе № Название разделов и тем Всего 

часов лекции практ. 

занятия 

самост. 

работа

5.1 Абстрактная схема теории 

возмущений 

8 2 2 4 

5.2 Приложение к задаче об 

усреднении в одночастотной 

динамической системе 

8 2 2 4 

5.3 Теорема Нэша-Мозера 8 2 2 4 

6. Абстрактная задача Коши-

Ковалевской 

16 4 4 8 

6.1 Теорема Ниренберга-Нишиды 8 2 2 4 

6.2 Абстрактная теорема типа Пеано 8 2 2 4 

7. Параболические уравнения 24 6 6 12 

7.1 Символ функционально-

дифференциального оператора 

8 2 2 4 

7.2 Свойства параболической 

полугруппы в различных 

функциональных пространствах 

8 2 2 4 

7.3 Параболические уравнения в шкале 

банаховых пространств: липшицева 

теория 

8 2 2 4 

Итог 144 36 36 72 
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