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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы исследования обусловлена тем, что в мире суще-

ствует стабильный интерес к созданию экзоскелетов. Они могут быть исполь-

зованы в военных целях, производственных, бытовых, медицинских приложе-

ниях, для разработки антропоморфных роботов, близких к локомоциям челове-

ка. Механические системы, состоящие из стержней с шарнирами, позволяющи-

ми изменять геометрию под действием внутренних управляющих усилий и 

наложенных внешних связей, служат основой для моделирования и практиче-

ской реализации робототехнических систем – от манипуляторов до экзоскеле-

тов и антропоморфных роботов. Используемые при создании антропоморфных 

механизмов абсолютно жесткие звенья приводят к модели, далекой от свойств 

опорно-двигательного аппарата человека. В реальных антропоморфных систе-

мах звенья кинематических цепей в процессе функционирования меняют свою 

длину, что вызывает необходимость исследования механических моделей со 

звеньями переменной длины. При этом увеличивается число степеней свободы 

механизма, и возникают трудности с составлением систем дифференциальных 

уравнений движения. Создание моделей механизмов, близких к реальным био-

логическим системам, происходит также за счет увеличения количества звень-

ев. Эти два фактора создают необходимость разработки новых методов, авто-

матизирующих составление уравнений движения рассматриваемых систем. В 

теоретическом аспекте актуальность темы диссертационной работы обусловле-

на тем, что впервые проводится моделирование антропоморфных механизмов 

на базе стержневых систем со звеньями переменной длины. Практическая зна-

чимость темы исследования вызвана возрастающим интересом к динамическим 

возможностям человеко-машинных механических систем. Вышеперечисленные 

факторы позволят создать экзоскелеты и антропоморфные механизмы, близкие 

к движениям человека, что обеспечивает актуальность данного исследования. 

Цель диссертационной работы – создание моделей звеньев переменной 

длины применительно к динамике стержневых механических систем с шарни-

рами с изменяемой геометрией под действием внутренних управляющих уси-

лий и наложенных внешних связей, создание матричного метода и рекуррент-
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ного алгоритма получения дифференциальных уравнений движения усложнен-

ных систем, что составляет новое направление в динамике стержневых систем, 

применительно к движению эндо-, экзоскелетов и антропоморфных роботов. 

Задачи исследования: 

— провести анализ существующих подходов к созданию моделей эндо-, эк-

зоскелетов и антропоморфных роботов с целью выявления актуальных про-

блем в данной области, установить причины, приводящие к изменению 

длины звена в опорно-двигательном аппарате человека, разработать для ис-

следования изменения геометрии шарниров приближенную модель шарни-

ра-сустава в виде многослойной системы сфер; 

— разработать модели звеньев переменной длины для исследования опорно-

двигательного аппарата человека, моделирования экзоскелета и антропо-

морфного робота, составить для них дифференциальные уравнения движе-

ния с учетом ветвления звеньев в плоском и пространственном случаях для 

одноопорной, безопорной и двухопорной фазах движения; 

— разработать матричный метод и рекуррентный алгоритм составления диф-

ференциальных уравнений движения антропоморфных систем со звеньями 

переменной длины и изменяемой геометрией под действием внутренних 

управляющих усилий и наложенных внешних связей; 

— исследовать явление синхронизации звеньев кинематической цепи при 

установившемся движении для комфортабельного движения человека в эк-

зоскелете; 

— численно решить системы дифференциальных уравнений движения меха-

нических стержневых систем с разработанными моделями звеньев перемен-

ной длины, провести сравнительный анализ движения моделей механизмов 

с различными конструкциями звеньев; разными алгоритмами управления 

движениями экзоскелета: теоретическим и на основе эмпирической инфор-

мации о движениях человека; различным расположением масс на звене; мо-

делей со звеньями постоянной и переменной длины. 

— применить разработанные методы создания многозвенных стержневых ме-

ханических систем к модели плоского змееподобного робота со звеньями 

переменной длины. 
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Объектом исследования являются многозвенные антропоморфные ме-

ханические стержневые системы со звеньями переменной длины. 

Предметом исследования являются методы построения усложненных 

антропоморфных систем типа эндо-, экзоскелета с произвольным конечным ко-

личеством звеньев переменной длины и изменяемой геометрией под действием 

внутренних управляющих усилий и наложенных внешних связей, приближен-

ных к реальным. 

Методы исследования. Для решения вышеуказанных задач и достиже-

ния цели использовались методы теоретической механики, численно-

аналитические методы, теории дифференциальных уравнений, теории устойчи-

вости, математического моделирования, нелинейной динамики, эмпирические 

данные о человеке при анализе механики движения. 

Техническое обеспечение: использовалась система компьютерной матема-

тики «Mathematica 6.0.3», номер лицензии: L3259-1206, приобретенная за счет 

средств Гранта Президента Российской Федерации, номер МК-2524.2008.1. 

Достоверность полученных результатов, научных положений, выводов и 

рекомендаций математически строго обоснована: 

— использованием классических положений теоретической механики и совре-

менных методов математического моделирования; 

— соответствием полученных результатов численных расчетов эксперимен-

тальным данным и результатам, полученным другими авторами. 

Научная новизна исследования заключается в том, что оно является 

первым комплексным исследованием механики опорно-двигательного аппарата 

человека, экзоскелета предназначенного для создания человеко-машинной си-

стемы совместно функционирующей и моделирующего человека антропо-

морфного робота. На основе имеющихся моделей экзоскелетов и изучения 

свойств эндоскелета были впервые выявлены проблемы, препятствующие ком-

фортабельной эксплуатации экзоскелетов: отсутствие изменения длины звеньев 

при ходьбе и отсутствие синхронизации при движении человека в экзоскелете. 

В диссертации впервые было введено понятие звена переменной длины в 

рамках теоретической механики, что отличает его от моделей теории упруго-
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сти. Предложен комплекс моделей звеньев переменной длины применительно к 

моделированию механических свойств опорно-двигательного аппарата челове-

ка и созданию экзоскелета или антропоморфного робота. В предложенной мо-

дели изменение длины звена является дополнительным управлением в меха-

низме наряду с изменением углов между звеньями, что является новым в моде-

лировании антропоморфных систем и отличает данную работу от имеющихся. 

Для реализации рассматриваемых моделей с большим количеством звеньев 

разработаны эффективные скоростные методы составления дифференциальных 

уравнений движения, что особенно востребовано для трехмерных моделей. 

Проведен численный анализ разработанных моделей со звеньями пере-

менной длины в разных режимах функционирования, управления и с различ-

ными параметрами системы, получены практические рекомендации к созданию 

экзоскелетов. 

Основные положения диссертации, выносимые на защиту: 

1. Модели управляемых звеньев переменной длины, разработанные для моде-

лирования опорно-двигательного аппарата человека, создания экзоскелета и 

антропоморфного робота. 

2. Общие закономерности в структуре матриц, входящие в матричную форму 

записи дифференциальных уравнений движения в двухмерном и трехмерном 

случаях, их обобщения для стержневых механических систем со звеньями 

переменной длины и изменяемой геометрией под действием внутренних 

управляющих усилий и наложенных внешних связей типа эндо-, экзоскелета 

и антропоморфного робота. 

3. Эффективные матричный метод и рекуррентный алгоритм записи дифферен-

циальных уравнений движения двухмерных и трехмерных моделей типа эн-

до- и экзоскелета, новый способ перехода от уравнений плоской модели к 

уравнениям пространственной модели такой же конструкции. 

4. Расширение класса рассматриваемых систем, к которым применимы разра-

ботанные модели звеньев переменной длины для исследования модели плос-

кого механизма движущегося по горизонтальной плоскости и новый способ 
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его перемещения плоских змееподобных механизмов, основанный на про-

дольных и поперечных волнообразных движениях тела плоского робота. 

5. Явление синхронизации звеньев кинематической цепи стержневой механиче-

ской системы при колебаниях в процессе движения. 

6. Модели управляемого движения экзоскелета со звеньями переменной длины, 

сравнительный анализ динамики моделей с различными параметрами. 

7. Качественные и количественные характеристики модели и рекомендации для 

создания теоретико-механической модели экзоскелета в виде робототехниче-

ской мехатронной системы, близкой по своим локомоциям к движениям че-

ловека. 

Личный вклад соискателя. Основные результаты и выводы диссертации 

получены автором самостоятельно. Некоторые публикации осуществлены в со-

авторстве при непосредственном участии автора. 

Теоретическая значимость полученных результатов. Работа носит 

теоретический характер. Её значимость заключается в разработке новых моде-

лей звеньев переменной длины и нового способа записи систем дифференци-

альных уравнений движения стержневых механических систем, на основе мат-

ричного метода и рекуррентных алгоритмов усложнения модели вследствие 

увеличения количества подвижных звеньев с учетом изменения их длины. 

Практическая значимость полученных результатов. Результаты дис-

сертационного исследования позволят разрабатывать, учитывающие антропо-

метрические особенности человека, экзоскелеты различного назначения, проте-

зы в медицине, антропоморфные роботы, скафандры, внедрение которых вне-

сет значительный вклад в развитие различных отраслей промышленности, ме-

дицины, спорта страны и повышение ее обороноспособности. 

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертационного ис-

следования использованы в учебном процессе филиала ФГБОУ ВПО "НИУ 

"МЭИ" в г. Смоленске, в работе предприятия ООО «СВ-ГРУПП» г. Смоленск, в 

«Центральном институте травматологии и ортопедии им. Н.Н. Приорова», 

г. Москва. 
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Основные положения, выводы и результаты научного исследования до-

кладывались и обсуждались на международных научных конференциях в 

Москве, Новосибирске, Новокузнецке, Смоленске, Сочи, Туле в 2006-2017 го-

дах, на международной конференции «Mechanika 2009. 14
th 

international confer-

ence. April 2-3, 2009 Kaunas University of Technology, Lithuania», на Междуна-

родной научно-технической конференции «Экстремальная робототехника» в 

2010 и 2017 гг., на Российской конференции по Wolfram технологиям, Санкт-

Петербург в 2015 году (http://www.wolfram.com/events/technology-conference-

ru/2015/), на заседаниях научного семинара кафедры теоретической механики 

БНТУ (Минск, 2009-2018 годах), научном семинаре «Математическое модели-

рование процессов динамики» (2014, 2017 г., Москва, РУДН), научном семина-

ре имени академика А.Ю. Ишлинского по прикладной механике и управлению 

(2014 год, Москва, МГУ), научном семинаре «Теория управления и динамика 

систем» (2015 год, Москва, ИПМех РАН), научном семинаре «Динамика отно-

сительного движения» на механико-математическом факультете МГУ (2016 

год, Москва, МГУ), научном международном семинаре по ТММ имени 

И.И. Артоболевского (2017 год, Москва, ИМАШ РАН им. А.А. Благонравова). 

На конкурсах молодых ученых Смоленской области автор занял 2-е место 

в 2009 г., 1-е место в 2010 г. и 1-е место в 2012 г. Монография автора [24] стала 

лауреатом Всероссийского конкурса на лучшую научную книгу 2012 года. 

«Программа, для реализации матричного и рекуррентного алгоритмов со-

ставления систем дифференциальных уравнений движения стержневых меха-

нических робототехнических систем», разработанная в диссертации, зареги-

стрирована в государственном Реестре программ для ЭВМ (Свидетельство о 

государственной регистрации программы для ЭВМ № 2018617640). 

Работа выполнялась при поддержке Гранта Президента Российской Фе-

дерации для молодых ученых – кандидатов наук (номер МК-2524.2008.1), 

Грантов Российского фонда фундаментальных исследований (номера 13-01-

97512, 15-41-03224 р_центр_А, 16-41-670740 р_а, 18-01-00139 А). 

Опубликованность результатов. По теме диссертации опубликовано 36 

научных работ, среди которых 2 монографии, 1 учебник с грифом Министер-
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ства образования Республики Беларусь [17], 14 статей в научных журналах из 

списка ВАК, 19 статей в других научных журналах, сборниках и материалах 

конференций. Общий объем опубликованных материалов составляет около 700 

страниц. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че-

тырех глав, заключения, списка литературы и шести приложений. Объем дис-

сертации составляет 257 страниц. Список литературы содержит 344 наименова-

ния отечественных, зарубежных авторов и интернет-ресурсов. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении дана общая характеристика работы, обосновывается акту-

альность выбранной темы, сформулированы цели и задачи исследования, научная 

новизна работы и практическая значимость, перечислены основные результаты 

и положения, выносимые на защиту, дана информация о публикации результатов. 

В первой главе «Глава 1. Описание имеющихся моделей экзоскелетов, 

антропоморфных роботов и причин, вызывающих изменение длины зве-

на» проведен анализ имеющихся теоретических и технических разработок эк-

зоскелетов в мире. 

Модели многозвенных антропоморфных устройств и их отдельных ком-

понентов в рамках теоретической механики рассматриваются в работах Белец-

кого В.В. [1], Бербюка В.Е. [2], Вукобратовича М. [8], Формальского А.М. [3]. 

Более общие проблемы создания мобильных роботов, экзоскелетов, различных 

процессов в динамических системах и управления ими рассматриваются в ра-

ботах Ананьевского И.М. [5, 22], Болотина В.В. [6], Болотника Н.Н. [7], Брис-

кина Е.С. [8], Ганиева Р.Ф. [9], Глазунова В.А. [9, 10], Голубева Ю.Ф. [11], Ма-

лолетова А.В. [8, 12], Маркеева А.П. [13], Мухарлямова Р.Г. [14, 15], Новожи-

лова И.В. [16], Охоцимского Д.Е. [17], Павловского В.Е. [18], Погорелова Д.Ю. 

[11], Решмина С.А. [5, 19, 22], Степанова С.Я. [20], Холостовой О.В. [21], Чер-

ноусько Ф.Л. [19, 22] и многих других авторов. 

В главе получено обобщение решения задачи об изменении радиуса сфер 

в шарнирах стержневой системы применительно к опорно-двигательному аппа-
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рату человека. В качестве примера взята головка тазобедренного сустава, кото-

рая является практически идеальной сферой (рис. 1). В результате определены 

давления сфер друг на друга (1) и получены оценки изменения радиуса шарни-

ра-сустава для конечного количества оболочек, находящихся под внешним дав-

лением. 
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Рис. 1. Модель n – 1 сфер и шара 
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где: k = 2, …, n, 

i

i

E

 21
=ai, 

i

i
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1
=bi, Ri

3
= di, 33

1

1

ii RR 

 = ci, 

ei = iiiiiiiiiiii acdacdbcdbcd   111111 ,    fi= 1111   iiiiii bcdacd , 

gi = iiiiii bcdacd  ,    hi= iiiiiii aacdbcd   11111 ,    i = 1, 2, …, n. 

Описываются факторы, влияющие на изменение длины звена в опорно-

двигательном аппарате человека. Сформулировано определение звена перемен-

ной длины в рамках теоретической механики применительно к задачам моде-

лирования стержневыми системами опорно-двигательного аппарата человека, 

экзоскелета или антропоморфного робота. Под звеном переменной длины по-

нимается часть механизма между шарнирами-суставами в виде прямолинейной, 

быть может достаточно сложной механической управляемой конструкции, спо-

собной изменять свою длину вдоль направления между шарнирами-суставами, 

т.е. реализовывать растяжение-сжатие, но не подверженное деформациям изги-

ба и кручения, при этом представляющее единую динамическую систему в ме-

ханизме. 

Таким образом, в первой главе обозначены нерешенные теоретические и 

технические проблемы в сфере создания экзоскелетов и антропоморфных робо-

тов и определено место диссертационной работы в исследуемой области. 
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Во второй главе «Моделирование опорно-двигательного аппарата че-

ловека стержнями переменной длины с сосредоточенными массами» ана-

лизируется динамика стержневых механических систем с подвижными звенья-

ми, изменяющими свою длину в плоском и пространственном случаях приме-

нительно к моделированию опорно-двигательного аппарата человека. 

Разработаны две модели звена переменной длины (рис. 2 а и б). Модель 

состоит из одного подвижного звена длиной AB = l1(t) в виде одного невесомого 

стержня переменной длины и трех точечных масс, две из которых размещены 

на стержне в шарнирах-суставах А и В на концах стержня, третья масса С рас-

положена между точками А и В (рис. 2 а). Массами в шарнирах-суставах, кроме 

самих подвижных соединений, может моделироваться сустав или электродви-

гатель, установленный на оси шарнира, имеющий значительную массу и со-

здающий управляющий момент. 

Введены двухиндексные обозначения, первый индекс обозначает номер 

звена, второй – номер точечной массы на этом звене. В точке A есть масса m10, в 

точке C масса m11, в точке B масса m12. Положение массы в точке C, находя-

щейся на стержне между его концами и не совпадающей с ними, задается по-

стоянным множителем n11 (0 < n11 < 1). Длина АС = n11l1(t) является переменной 

величиной – функцией времени. Точечная масса C, находящаяся на стержне, 

совершает сложное движение: вращательное около полюса – нижней точки 

звена А и поступательное вдоль АВ. Такое же движение совершает и точечная 

масса, расположенная в точке В. Так учитывается изменение положения массы 

во время движения звена при изменении его длины. На рис. 2 б, представлена 

модель с тремя массами на стержне. Их положение задается множителями nij, 

где первый индекс относится к номеру звена, второй к номеру массы на звене. 

Массы сосредоточены в точках C10 масса m10, C11 масса m11, C12 масса m12. По-

ложение однозначно определяется углом 1(t) и переменной длиной всего 

стержня l1(t) рис. 2 а,б, следовательно модели имеют две степени свободы. M1 – 

управляющий момент, развиваемый в шарнире А. F1 – продольная сила, дей-

ствующая вдоль стержня. Теоретическая модель невесомого стержня перемен-
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ной длины с сосредоточенными массами на нем при создании экзоскелета мо-

жет быть реализована в виде телескопического звена (рис. 2 д). Тогда продоль-

ные силы Fi(t) – это двигатели, реализующие поступательное движение одной 

части звена относительно другой. Управляющие моменты Mi(t) можно реализо-

вать в виде двигателей, осуществляющих вращательное движение звена. 

 
а)                 б)                          в)                                   г)                          д) 

Рис. 2. Модели звеньев переменной длины опорно-двигательного аппарата 

человека, экзоскелета и антропоморфного робота 

Требуется получить дифференциальные уравнения движения для одно-

звенной и многозвенных систем, выявить их структуру, представить в матрич-

ном виде, установить закономерности построения матриц и получить обобще-

ния выражений элементов матриц для создания эффективного матричного и ре-

куррентного алгоритмов записи дифференциальных уравнений движения для 

многозвенных систем. Учитывая выражение для кинетической энергии звена 

(сумма кинетических энергий каждой сосредоточенной на звене массы на рис. 2 

а) [11] и для потенциальной энергии 

T = ζ1(
2

1l
  + l1

2 2
1 )/2,   П = η1gl1S1,   ζ1 = m12 + m11n11

2
,   η1 = m12 + m11n11, (2) 

запишем, используя уравнения Лагранжа второго рода, систему дифференци-

альных уравнений движения рассматриваемой стержневой модели: 

l1
2
ζ1 1  + gl1η1C1 + 2l1ζ1 11

l  = M1,         – l1ζ1
2
1  + gη1S1 + ζ1 1l

  = F1 (3) 

и начальные условия t = 0:        ,
011  ,

011  ,
011 ll 

011 ll   , (4) 

где: C1 = cosφ1, S1 = sin1. 

Для звена на рис. 2 б обобщение дифференциальных уравнений движения 

(3), если имеется произвольное количество  масс на стержне, имеет вид: 
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Данная модель позволяет приблизить модель звена с дискретными масса-

ми к модели с распределенными параметрами, используя большое количество 

масс. Появляется возможность моделировать неравномерность распределения 

масс и смещения мышц звена человека при движении. Моделирование опорно-

двигательного аппарата человека имеет особенность, отличающую его от дру-

гих механизмов: звенья соединяются не только последовательно, но и с ветвле-

нием. Точкой ветвления называется точка механизма в виде шарнира, из кото-

рой выходит более одного звена и после нее изменяется способ отсчета угла. 

Например, опорная нога и переносимая, корпус и руки. Проведен анализ влия-

ния ветвления звеньев на дифференциальные уравнения движения. 

Обобщения дифференциальных уравнений движения на случай мо-

дели с n подвижными звеньями. Рассматривая модели с тремя и более по-

движными звеньями, получаем обобщения для механизма с n подвижными зве-

ньями переменной длины (рис. 3). 

 

Рис. 3. Модель экзоскелета с n подвиж-

ными звеньями переменной длины 

 

Рис. 4. Модель трехмерной 

механической системы 

с одним подвижным звеном 

переменной длины 

Уравнения движения элементов n-звенной механической системы в одно-

опорной фазе являются системой нелинейных дифференциальных уравнений, 
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которые можно записать в векторно-матричной форме. Нижние индексы у мат-

риц указывают на описание соответствующей обобщенной координаты:  = 1, 

2, где 1 соответствует обобщенной координате , 2 – обобщенной координате l. 

A(φ,l)  + (φ,l) l  + D(φ,l)   + 2H(φ,l)( l) + gP(φ) = M(φ,l), (6) 

где:  = (1, …, n)
Т
 – вектор угловых обобщенных координат; l = (l1, …, ln)

T
 – 

вектор обобщенных координат, описывающих изменения длин звеньев;   – 

вектор угловых скоростей;   – вектор угловых ускорений;   = diag( 1 ,…, n ) 

– диагональная матрица; A, D – матрицы, учитывающие инерционные свой-

ства; P – матрицы, определяемые моментами силы тяжести; H,  – матрицы, 

учитывающие переменную длину звеньев; M – векторы обобщенных сил. Эти 

матрицы определены в диссертации. 

Матричная форма записи уравнений движения (5) является универсаль-

ной и может быть применена к описанию движения экзоскелета с любым коли-

чеством звеньев. Приведем обобщения по индукции полученных матриц для 

произвольной n-звенной системы (рис. 3). Элементы для симметрической мат-

рицы А при j  i имеют вид: 


ija  = (ijζi + (1 – ij)j + 




n

jk
k

1

)liljcos(i – j), (7) 

где: ij – символ Кронекера: ij = 








.,0

,,1

ji

ji
 

Остальные элементы: 

jia  = 


ija . В диссертации определены все матрицы, 

входящие в систему (6). 

Примечания: 1) во всех случаях, когда значение индекса k превышает n, 

необходимо значение соответствующей величины положить равным нулю. 2) В 

данных формулах не используется суммирование по повторяющимся индексам. 

3) Матрицы для стержневой системы с ветвлением, подчиняются обобщениям 

(7), полученным для неразветвленных систем типа модели с n подвижными 

звеньями (рис. 3), но при этом необходимо изменить знаки на противополож-

ные после перехода через точку ветвления перед соответствующими элемента-
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ми матрицы. Необходимо остановить суммирование при достижении последне-

го звена присоединенной части конструкции. При этом для основной конструк-

ции следует пропустить номера, соответствующие присоединенной части кон-

струкции, и продолжить суммирование, начиная с номера звена, следующего за 

последним номером звена присоединенной части конструкции. 

Таким образом, впервые получены обобщения элементов матриц, входя-

щих в дифференциальные уравнения движения стержневой механической си-

стемы со звеньями переменной длины. 

В диссертации рассмотрены антропоморфные системы в безопорной и 

двухопорной фазах составленные из звеньев, показанных на рис. 2 б. Получены 

дифференциальные уравнения движения и их обобщения в матричной форме. 

Далее рассматриваются трехмерные модели, так как для создания, реаль-

но работающего экзоскелета, необходимы пространственные модели (рис. 4). 

Пусть стержень переменной длины имеет конструкцию, показанную на рис. 1 б. 

Положение центра масс звена определяется двумя углами: 1 – углом 

между осью ОХ и проекцией звена AB на плоскость XOY, отсчитываемым от 

оси ОХ против часовой стрелки; 1 – углом между звеном AB и его проекцией 

на плоскость XOY, отсчитываемым от проекции звена AB на плоскость XOY 

против часовой стрелки и изменением его длины l1. Рассматриваемые углы и 

длину звена считаем функциями времени: 1 = 1(t), 1 = 1(t), l1 = l1(t). Модель 

имеет три параметра, однозначно определяющих ее положение. Вращение про-

исходит в жестко закрепленном шарнире O. Массы считаем сосредоточенными: 

в точке C10 масса m10, в точке C11 масса m11, в точке C12 масса m12. Их положе-

ние на стержне задается постоянными множителями n10, n11 и n12 соответствен-

но. Первый индекс обозначает номер звена, второй – номер массы на звене. 

Матричная форма записи дифференциальных уравнений движения. 

Система нелинейных дифференциальных уравнений движения стержневых ме-

ханических систем в пространстве записана в векторно-матричной форме. 

Нижние индексы у матриц указывают на соответствующую обобщенную коор-

динату:  = 1, 2, 3, где 1 соответствует обобщенной координате , 2 – , 3 – l. 
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A(,,l)  + B(,,l)  + (,,l) l  + D(,,l)   + E(,,l)   + 

+ 2G(,,l)   + 2H(,,l) l + 2K(,,l) l + gP() = M(,,l), 
(8) 

где: ,  – угловые обобщенные координаты сосредоточенных масс  = (1, …, 

n)
Т
 и  = (1, …, n)

Т
 – векторы углов; l – обобщенные координаты, связанные 

с изменениями длин звеньев l = (l1, …, ln)
T
 – вектор длин звеньев переменной 

длины;  ,   – векторы угловых скоростей;  ,   – векторы угловых ускоре-

ний;   = diag( 1 ,…, n ),  = diag( 1 ,…, n ) – диагональные матрицы; M – 

векторы обобщенных сил; A(,,l), B(,,l), D(,,l), E(,,l), G(,,l) – 

матрицы, учитывающие инерционные свойства; (,,l), H(,,l), K(,,l) – 

матрицы, учитывающие переменность длины звеньев; P() – матрицы, опре-

деляемые моментами силы тяжести. 

Обобщения матриц уравнений для трехмерных моделей стержневых 

систем типа эндо- и экзоскелета со звеньями переменной длины. В диссер-

тации получены обобщения матриц для произвольной n-звенной трехмерной 

системы с α массами на стержне. Приведем в качестве примера матрицу 

А(,,l). Элементы для симметрической матрицы А при j  i имеют вид: 


ija  = (ijζi  + (1 – ij)j + 




n

jk
k

1

)liljcos(i – j)cosicosj, (9) 

где: ij = 








,,0

,,1

ji

ji
    ζi = 






1

0

2
ii nm ,    ηi = 






1

0
ii nm ,    θi = 






1

0
im ,   (i = 1,2, …, n). 

Остальные элементы: 

jia  = 


ija . 

Построение матриц уравнений для трехмерных моделей стержневых 

систем по соответствующим матрицам для плоских моделей. Впервые по-

лучена закономерность записи уравнений трехмерного движения по соответ-

ствующему дифференциальному уравнению для двумерной модели. Для того, 

чтобы отличать элементы матриц пространственной и плоской моделей снаб-

дим их верхними индексами «3D» и «2D» соответственно. Плоская и простран-

ственная модели должны быть одинаковой структуры, т.е. иметь одинаковое 

количество звеньев, расположение точек ветвления, распределение масс на 

звене. Формулы для перехода матриц А имеют следующий вид. 
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
ij

Da3
 = 


ij

Da2
cosicosj,  


ij

D a3
 = – 

l
ij

Da2
licosjsini,  

l
ij

Da3
 = 

l
ij

Da2
cosicosj. (10) 

Таким образом, впервые предложен метод записи дифференциальных 

уравнений движения для пространственного механизма со звеньями 

переменной длины по уравнениям движения плоского механизма. 

Матричный метод составления дифференциальных уравнений дви-

жения модели экзоскелета со звеньями переменной длины. Предложенный 

новый матричный метод построения уравнений сводится к записи матриц по 

имеющимся формулам, а затем умножению матриц на соответствующие векто-

ры из системы (6). Это существенно упрощает получение дифференциальных 

уравнений движения экзоскелета. Покажем, как составляются уравнения дви-

жения, используя полученные обобщения. Для модели, состоящей из четырех 

звеньев переменной длины, т.е. n = 4, представленной на рис. 5. 

 

Рис. 5. Модель экзоскелета с четырьмя подвижными звеньями переменной 

длины с массами в шарнирах и одной массой между ними 

Матрицы, входящие в уравнения движения, имеют размер 44. Построим 

матрицу A по предложенной формуле нахождения отдельных ее элементов (7), 

учитывая свойства матрицы. Выпишем для нее отдельно каждый элемент. 

a11 = l1
2
(m11n11

2
 + m12 + 






4

2

2

0 k
km ), 

a12 = a21 = l1l2(m21n21 + m22 + 





4

3

2

0 k
km )cos(1 – 2), 

aj3 = a3j = ljl3(m31n31 + m32 + 




2

0
4m )cos(j – 3),      j = 1,2, 

(11) 
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aj4 = a4j = ljl4(m41n41 + m42)cos(j – 4),      j = 1,2, 

a22 = l2
2
(m21n21

2
 + m22 + 






4

3

2

0 k
km ),       a33 = l3

2
(m31n31

2
 + m32 + 




2

0
4m ), 

a34 = a43 = l3l4(m41n41 + m42)cos(3 – 4),            a44 = l4
2
(m41n41

2
 + m42). 

Аналогично определяются элементы для всех остальных матриц, входя-

щих в (6), по предложенным формулам. После этого умножаем каждую запи-

санную матрицу на соответствующий ей вектор в уравнениях (6). Матрица A 

умножается на вектор  . В результате записаны дифференциальные уравнения 

движения экзоскелета с четырьмя подвижными звеньями переменной длины. 

Чтобы перейти от плоской к пространственной модели, необходимо каж-

дый элемент матрицы домножить в соответствии с формулами (10). 


11

3 aD
 = l1

2
(m11n11

2
 + m12 + 






4

2

2

0 k
km )cos

2
1. (12) 

Далее построение аналогично выражениям (11). Таким образом, 

предложен новый метод построения дифференциальных уравнений движения 

для пространственной стержневой модели со звеньями переменной длины. 

Рекуррентный алгоритм составления дифференциальных уравнений 

движения. В диссертации были получены обобщающие формулы вида (7) для 

матриц, входящих в систему дифференциальных уравнений движения, позво-

ляющие ее записать для экзоскелета с n подвижными звеньями переменной 

длины. Построим на их основе рекуррентный алгоритм, позволяющий по мат-

рице для n-звенной механической системы строить матрицу для (n + 1)-звенной 

механической системы. Матрица n-звенной механической системы имеет вид: 

An = 






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

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k
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


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1
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1

1111
1

1111
2

1

)(,
. (13) 

Тогда, матрица для n + 1-звенной механической системы строится так: 
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Аn + 1 = An + An, (14) 

причем матрица An должна иметь размер (n + 1)(n + 1), поэтому она записывается 

с дополнительными (n + 1)-й нулевой строкой и (n + 1)-м нулевым столбцом. 

Матрица An строится так: 

An=









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
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1,111111111111111
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nnnnnnnnnnjnjnnnnn

nnnnnnnnnnnjjnnnnn

ninininninijjiniin

nnnnnnjjnn
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





, (15) 

где: Cij = cos(φi – φj), n+1 = 





1

0
,1nm , n+1 = 






1

0
,1,1 nn nm , n+1 = 






1

0

2
,1,1 nn nm . 

Аналогично можно построить остальные матрицы, входящие в систему 

дифференциальных уравнений движения. 

Алгоритм построения матрицы трехмерной модели с n + 1 звеном по мат-

рице двумерной модели с n звеньями имеет последовательность действий: 

2D
Аn   

2D
Аn + 1  

3D
An + 1. (16) 

Таким образом, получен рекуррентный алгоритм составления уравнений 

движения двумерной стержневой механической системы с n + 1 звеном по из-

вестному уравнению для n-звенной механической системы и дальнейшего пере-

хода к трехмерной модели соответствующей структуры. Он позволяет автомати-

зировать составление системы дифференциальных уравнений движения стерж-

невой механической системы со звеньями переменной длины. Появляется воз-

можность синтеза большого количества моделей с разным количеством звеньев. 

Описанные матричный метод и рекуррентный алгоритмы были реализо-

ваны в среде системы компьютерной математики Mathematica. При составлении 

уравнений Лагранжа второго рода для модели звена (рис. 2 а) было затрачено 

время в секундах для модели с одним подвижным звеном – 0.59, с двумя по-

движными звеньями – 5.3, с тремя подвижными звеньями – 37, при использова-

нии матричного метода 0.46, 0.55 и 0.79 соответственно. Рекуррентный алго-
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ритм при составлении дифференциальных уравнений движения для модели с 

двумя и тремя подвижными звеньями затратил 0.59 и 0.86 секунды соответ-

ственно. Для трехмерной модели с двумя подвижными звеньями (рис. 4), время, 

затраченное на составление дифференциальных уравнений движения с помо-

щью уравнений Лагранжа второго рода равно 113.69 секунды, с помощью мат-

ричного метода 1.30 секунды. Таким образом, видно, что различия в скорости 

составления системы дифференциальных уравнений движения нарастают с 

увеличением количества звеньев и перехода к трехмерной модели. 

В третьей главе «Моделирование экзоскелета и антропоморфного ро-

бота многозвенными стержневыми механическими системами со звеньями 

переменной длины» разработаны модели звеньев переменной длины для непо-

средственной практической реализации в экзоскелете, либо антропоморфном 

роботе, они показаны на рис. 2 в-д. 

Представленная на рис. 2 в система имеет одно звено АВ, состоящее из 

невесомой части изменяющей свою длину AD и весомой абсолютно твердой ча-

сти DB. Положение однозначно определяется углом 1(t) и переменной длиной 

участка стержня 1(t). Рассматриваемая система имеет две степени свободы. M1 

– момент, развиваемый в шарнире А, F1 – продольная сила, действующая вдоль 

стержня. Они являются управлением и определяют движение звена. 

Модель на рис. 2 г отличается от предыдущей наличием двух невесомых 

участков переменной длины 11(t) и 12(t). 

Телескопическая модель звена (рис. 2 д), состоит из двух весомых абсо-

лютно жестких частей – штока АВ = l1 и корпуса CD = l2, совершающих движе-

ние относительно друг друга вдоль прямой, проходящей через его начало и ко-

нец. Один из шарниров жестко соединен со штоком, второй с корпусом. Под 

действием реакций со стороны опоры и соседних стержней происходит движе-

ние штока внутри корпуса. Переменность длины звена реализуется за счет от-

носительного движения вдоль направления AD звена CD относительно закреп-

ленного в неподвижном шарнире A звена АВ. Пружинный элемент на участке 

AC моделирует восстанавливающую силу. Пружина считается невесомой. По-
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ложение однозначно определяется углом 1 и переменной длиной участка 

стержня 1(t) = AC. Рассматриваемая система имеет две степени свободы. В 

диссертации записаны системы дифференциальных уравнений движения для 

моделей, представленных на рис. 2 в-д, а также для моделей с двумя подвиж-

ными звеньями переменной длины. 

Алгоритм составления дифференциальных уравнений движения с 

использованием локальной системы координат. В работе [22] представлен 

алгоритм составления дифференциальных уравнений движения робототехниче-

ских систем. Используем его для рассматриваемых стержневых механических 

систем со звеньями переменной длины (рис. 2 г). В алгоритме используются 

главные локальные системы координат. Рассмотрим n-звенный стержневой ме-

ханизм со звеньями переменной длины, схематично представленный на рис. 6. 

С каждым i-м звеном свяжем подвижную локальную систему координат 

Aixiyi (i = 1,2, …., n). Неподвижную абсолютную систему координат обозначим 

Oxy (рис. 6). Начало каждой подвижной системы координат совместим с полю-

сом соответствующего звена, то есть с его точкой прикрепления к предыдуще-

му звену, а для первого звена – в точке прикрепления к опоре. Движение полю-

са можно определить, исходя из движения предыдущего звена. Ось Aixi напра-

вим вдоль звена, ось Aiyi направим перпендикулярно звену. Угол i определяет 

поворот осей i-й системы координат Aixiyi относительно неподвижной Oxy. Уг-

лы i являются первым набором обобщенных координат, так как определяют 

положение звеньев механизма на плоскости. Вторым набором обобщенных ко-

ординат являются участки переменной длины звеньев механизма iα (α = 1,2). 

Обобщенные координаты считаем функциями времени: i = i(t), iα = iα(t). 

В диссертации описан данный алгоритм. В итоге получаются дифферен-

циальные уравнения движения механизма, совпадающие с соответствующими 

уравнениями, рассмотренными ранее в данной главе. 

Обобщения дифференциальных уравнений движения на случай мо-

дели с n подвижными звеньями. Рассмотрим многозвенную стержневую мо-

дель с n звеньями (рис. 7). Все длины стержней складываются из участка посто-
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янной длины li (i = 1, ..., n) и переменной длины iα = iα(t) (α = 1,2 – номер неве-

сомого участка переменной длины на звене). Длины звеньев являются функци-

ями времени за счет наличия двух участков переменной длины. 

 

Рис. 6. Схематическая модель 

экзоскелета с локальными 

системами координат 

 

Рис. 7. Модель n звеньев экзоскелета 

переменной длины, шарнирно 

соединенных между собой 

Положение однозначно определяется углами i и участками переменной 

длины стержней iα. Система имеет 3n – 1 степеней свободы. Массы звеньев 

обозначим mi, моменты инерции звеньев относительно осей, проходящих через 

один из концов весомого стержня, перпендикулярно плоскости движения – Ii. 

Обозначим: Mi – моменты, развиваемые в i-м шарнире; Fiα – продольные силы, 

действующие вдоль i-го стержня. Моменты и продольные силы являются 

управлением в данной механической системе. Дифференциальные уравнения 

движения n-звенной модели в одноопорной фазе в матричной форме записи 

имеют вид: 
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A(,)  + B(,)   + gC() + 

+ 2D1(,) 1
  + 2D2(,) 2

  + E1(,) 1
  + E2(,) 2

  = M(,), 

(17) 

Gα(,)  + Hα(,)   + gKα() + 

+ 2Lα1(,) 1
  + 2Lα2(,) 2

  + Pα1(,) 1
  + Pα2(,) 2

  = Fα(,), 
(18) 

где:  = (1, …, n)
Т
 – вектор углов; α = (1α, …, nα)

T
 – вектор участков звеньев 

переменной длины; l = (l1, …, ln)
T
 – вектор участков звеньев постоянной длины; 

  – вектор угловых скоростей;   – вектор угловых ускорений;   = 

= diag( 1 ,…, n ) – диагональная матрица; M, Fα – векторы сил; A, B, Gα, 

Hα – матрицы, учитывающие инерционные свойства; C, Kα – матрицы, опреде-

ляемые моментами силы тяжести; D1, D2, E1, E2, Lα1, Lα2, Pα1, Pα2 – матрицы, 

учитывающие переменную длину звеньев. 

Приведем обобщающую формулу для симметрической матрицы А, эле-

менты которой при j  i имеют вид: 

aij = ijIi + (li + i1 + (1 – ij)i2) 

 







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

n

jk
kijjijjijjjjjjijjj mlllm

1
21211 ))(()

~
( cos(i – j), 

(19) 

где: ij – символ Кронекера, тогда ij
~

 – половинный антикронекер: 

ij = 








,,0

,,1

ji

ji
  








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,,0~

ji

ji
ij  

Остальные элементы: aji = aij. 

Примечания 1-3 к формуле (7) для модели с точечными массами, остают-

ся справедливыми и в данном случае. 

Таким образом, впервые получены обобщения дифференциальных урав-

нений движения стержневой системы со звеньями переменной длины. 

В главе проведено аналитическое исследование модели. Показано, что 

для механизма с n подвижными звеньями решение задачи Коши для системы 

дифференциальных уравнений движения (17)-(18) при любых начальных усло-

виях существует, единственно и неограниченно продолжаемо. 



 

24 

24 

В диссертации составлены дифференциальные уравнения движения эле-

ментов плоских стержневых систем в безопорной и двухопорной фазах. Уста-

новлено, что в матричной форме записи они имеют вид (17)-(18). 

В работе предложена трехмерная математическая модель звена, анало-

гичная рис. 2 в и составленных из него механических систем. 

Рекуррентный метод построения уравнений стержневой механиче-

ской системы со звеньями переменной длины. Получив выше обобщения для 

матриц, построим рекуррентный алгоритм, который бы позволял по матрице 

для n-звенной механической системы строить матрицу для n + 1-звенной меха-

нической системы. 

Рассмотрим на примере матрицы А для плоского случая модели пред-

ставленной на рис. 2 г. Для остальных моделей и матриц метод построения бу-

дет аналогичным. Матрица для системы с n подвижными звеньями имеет вид: 

An=
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(20) 

где: i1 = 21 ii l , i2 = 21 iii l  , i = ii l 1 , Cij = cos(φi – φj). 

Матрица для механической системы с n + 1 подвижным звеном строится так: 

Аn + 1 = An + An, (21) 

где матрица An записывается с дополнительными (n + 1)-й нулевой строкой и 

(n + 1)-м нулевым столбцом. Матрица An имеет вид: 

An =
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(22) 

Аналогично строятся остальные матрицы, входящие в уравнения движе-

ния. Таким образом, получен рекуррентный алгоритм составления уравнений 
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движения стержневой механической системы с n + 1 звеном по известному 

уравнению для n-звенной модели со звеньями переменной длины. 

Сравнительный анализ методов получения дифференциальных 

уравнений движения. В данном исследовании реализованы в виде программ в 

системе компьютерной математики «Mathematica» четыре метода, описанных 

выше. В таблице 1 представлены оценки времени для модели экзоскелета, со-

ставленной из звеньев, предложенных на рис. 2 г. 

Таблица 1 – Сравнение времени составления дифференциальных уравнений 

движения для модели экзоскелета различными методами 

с помощью системы компьютерной математики «Mathematica» 

Метод 
Время, с. 

одно звено два звена три звена 

Уравнения Лагранжа второго рода 0.99 7.27 26.81 

Алгоритм, использующий локальные системы координат 0.86 6.87 25.08 

Матричный метод 0.74 0.82 0.89 

Рекуррентный метод –– 0.88 0.98 

Из таблицы следует, что для составления дифференциальных уравнений 

движения наиболее эффективными являются специально разработанные в дис-

сертации рекуррентный и матричный методы. Различия в скорости составления 

уравнений нарастают с увеличением количества звеньев, эффективность пред-

ложенных в диссертации методов становится явно видимой. Открывается воз-

можность автоматизированного проектирования двумерных и трехмерных мо-

делей экзоскелетов и антропоморфных роботов с большим количеством звень-

ев, совершенствуя их и приближая их движения к движениям человека. 

Продемонстрирована универсальность разработанных методов составле-

ния дифференциальных уравнений на примере плоского змееподобного робота. 

Таким образом, в третьей главе предложены двумерные и трехмерные 

модели различных конструкций звеньев экзоскелета и антропоморфного робота 

и разработаны алгоритмы получения дифференциальных уравнений движения. 

В четвертой главе «Численное исследование моделей эндо- и экзоске-

лета» проведен анализ синхронизации кинематических цепей опорно-

двигательного аппарата человека и экзоскелета. Установлено, что колебания 
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практически сразу синхронизируются и далее происходят согласованно. Это 

можно реализовать при ходьбе человека в экзоскелете, для одной ноги с нало-

женными на неё звеньями экзоскелета. 

Проведено численно-аналитическое исследование динамики экзоскелета 

с пятью подвижными звеньями переменной длины в виде абсолютно твердого 

весомого стержня и невесомого пружинного элемента и сопоставление с абсо-

лютно твердым звеном. Показана необходимость учета изменения длины звена. 

   
а)                                               б)                                                  в) 

Рис. 8. Модели экзоскелетов с пятью подвижными звеньями переменной 

длины с ветвлением, шарнирно соединенных между собой 

(а – с абсолютно твердым звеном; б – с сосредоточенными массами; 

в – пространственная модель с сосредоточенными массами) 

Численное решение проведено для моделей с пятью подвижными звеньями 

переменной длины (рис. 8 а и б), звенья экзоскелетов соответствуют рис. 2 а и 

рис. 2 в. Сопоставим влияние конструкции звена на поведение модели при од-

ном и том же управлении, эмпирически определенным ранее [15]. Значения па-

раметров модели для рис. 2 в: m1 = m4 = 2.91 кг, m2 = m3 = 8.93 кг, m5 = 28.93 кг, 

длины весомой абсолютно твердой части звена l1 = l4 = 0.385 м, l2 = l3 = 0.477 м, 

l5 = 0.771 м [15]. На рис. 2 а значения масс звеньев брались такими же, но рас-

пределялись они в виде точечных масс – в шарнирах ¼ и на стержне ½ от массы 

звена. Множители, задающие положение сосредоточенной массы на стержне 
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равны: n11 = n41 = 0.595, n21 = n31 = 0.545, n51 = 0.500. Длины звеньев задавались 

в виде интерполяционных функций времени по эмпирическим данным [15]. 

Начальные условия для обеих моделей: 1(0) = 1.68 рад, 2(0) = 1.70 рад, 

3(0) = 1.21 рад, 4(0) = 0.39 рад, 5(0) = 1.57 рад, 1 (0) = –1.57 рад/с, 

2 (0) = –2.92 рад/с, 3 (0) = –0.19 рад/с, 4 (0) = –2.83 рад/с, 5 (0) = –0.07 рад/с. 

Численное решение полученных систем дифференциальных уравнений 

движения с описанными выше данными о моделях, представлено на (рис. 9). 
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Рис. 9. Численное интегрирование системы дифференциальных уравнений 

движения для моделей на рис. 1 а и рис. 1 в и эмпирические данные 

По графикам видно, что для модели с сосредоточенными массами полу-

чается хорошее совпадение с исходным движением, а для модели с абсолютно 

твердым звеном совпадение отдаленное. Следовательно, распределив точечные 

массы так, чтобы они соответствовали звену опорно-двигательного аппарата 

человека, получается движение механизма близкое исходному. Однородный 

абсолютно твердый стержень отдаленно моделирует звено опорно-

двигательного аппарата человека. Этим объясняется некомфортабельность мо-

делей экзоскелетов, которые делаются из абсолютно твердых звеньев. 

Решена задача управления движением экзоскелета с человеком внутри 

путем усиления эмпирически определенных управляющих моментов. Проведе-

но численное решение системы дифференциальных уравнений движения с уве-

личенными управляющими моментами. На (рис. 10) представлены зависимости 

от времени угла поворота, угловой скорости и углового ускорения для бедра 

опорной и переносимой ног с учетом массы экзоскелета. 

эмпирические данные 
модель с абсолютно 
твердым стержнем 
модель с точечными 
массами 
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Рис. 10. Решение системы дифференциальных уравнений движения с уве-

личенным управлением для бедра опорной (j = 2) и переносимой (j = 3) ног 

По полученным графикам видно совпадение исходного движения челове-

ка и движений экзоскелета с человеком внутри. Полученный результат показы-

вает путь к решению задачи управлением экзоскелета – считывание управляю-

щих импульсов для соответствующих суставов, их усиление, масштабирование 

и реализация приводами в шарнирах экзоскелета. 

Проведен сравнительный анализ эмпирического способа управления 

движением экзоскелета (рис. 8 б) и аналитического алгоритма управления дви-

жением экзоскелета на основе использования периодических функций. 

Осуществлен сравнительный анализ управления движением экзоскелета 

при различном распределении масс на звене. Установлена важность адекватно-

го распределения масс на звене при проектировании экзоскелета, так как звенья 
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опорно-двигательного аппарата человека обладают несимметричностью в рас-

пределении массы. Рассмотрен вопрос управления трехмерной моделью эк-

зоскелета с пятью подвижными звеньями (рис. 8 в). 

Используя результаты второй главы, составлены уравнения движения для 

системы, приближенной к опорно-двигательному аппарату человека, содержа-

щему 11 подвижных звеньев переменной длины (рис. 11). 

 

Рис. 11. Схема стержневой механической системы типа эндо- и экзоскелета с 

одиннадцатью подвижными звеньями переменной длины в одноопорной фазе 

Решена прямая задача динамики: по известным усилиям определены ки-

нематические характеристики движения звеньев экзоскелета. Параметры си-

стемы выбирались равными соответствующим параметрам моделируемого че-

ловека. Расчеты проводились для модели с абсолютно жесткими звеньями и со 

звеньями переменной длины. В таблице 2 приведены результаты расчетов от-

ношения максимального значения кинематических и динамических характери-

стик модели со звеньями переменной длины к этим же характеристикам модели 

с абсолютно твердыми звеньями. Учет изменения длины звеньев позволяет в 

несколько раз снизить требования к управляющим моментам опорной ноги и 

корпуса в шарнирах-суставах и ударные нагрузки на опорно-двигательный ап-

парат человека. 
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Таблица 2 – Результаты расчетов отношения максимального значения 

кинематических и динамических характеристик движения модели 

со звеньями переменной длины и абсолютно твердыми 

Отношение 

величин 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

П/Т 0.79 0.81 0.88 0.97 1.00 0.72 0.30 0.43 0.47 0.32 0.83 

П/Т 0.52 0.43 0.71 0.53 0.54 0.80 0.20 0.56 0.92 0.56 0.80 

MП/MТ 0.29 0.46 0.86 0.93 1.00 0.89 0.40 0.92 1.00 1.00 1.00 

 

В результате исследования была создана теоретико-механическая модель 

экзоскелета. При предложенных значениях параметров модели должны быть 

обеспечены следующие характеристики для значений моментов сил, развивае-

мых в шарнирах-суставах экзоскелета (табл. 3). 

 

Таблица 3 – Максимальные абсолютные значения моментов силы, 

развиваемые в шарнирах-суставах экзоскелета 

Величина 
Шарнир-сустав 

O1 A1 B1 C B2 A2 D1 E1 D2 E2 

M,  Нм 600 600 500 250 60 20 60 20 90 20 

 

Исходя из максимальной нагрузки в стопе опорной ноги, возникающей 

при постановке на опору и последующем толчке, полагаем, что необходимы 

двигатели с высоким импульсным крутящим моментом. Приводы должны под-

бираться индивидуально для каждого сустава и, в случае с нижними конечно-

стями, обеспечивать широкий диапазон рабочих значений. 

Таким образом, в главе проведены численные расчеты и получены прак-

тические рекомендации по созданию экзоскелета. Дальнейшее применение ре-

зультатов диссертационного исследования возможно при изготовлении физиче-

ской модели опытного образца экзоскелета. 

В заключении сформулированы основные результаты исследования, ко-

торые состоят в следующем: 

1. Обосновано наличие изменения длины звена при ходьбе в опорно-

двигательном аппарате человека и показана значимость этого фактора на дви-
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жение модели. Используя разработанную модель многослойного шарнира-

сустава, состоящего из произвольного конечного количества слоев, получены 

выражения для изменения диаметра шарнира-сустава при нагружении. 

2. Сформулировано определение звена переменной длины и созданы 

модели таких звеньев для разработки и теоретического исследования экзоске-

лета, антропоморфного робота и опорно-двигательного аппарата человека. 

3. Предложены модели, описывающие реальные условия функциониро-

вания экзоскелета и антропоморфного робота в одноопорной, безопорной, дву-

хопорной фазах движения на плоскости и в пространстве. Получены диффе-

ренциальные уравнения движения и обобщения для матричной формы записи. 

4. Разработаны новые методы записи дифференциальных уравнений 

движения для механической стержневой системы, выразившиеся в создании 

рекуррентного алгоритма и матричного метода. Эти методы позволяют автома-

тизировать получение усложненных систем за счет увеличения количества зве-

ньев. Вместе с моделью звена переменной длины, перечисленные методы соста-

вили новое направление в динамике нелинейных стержневых механических си-

стем применительно к эндо-, экзоскелетам и антропоморфным роботам. 

5. Впервые проведено исследование явления синхронизации движений в 

механической системе при колебаниях звеньев применительно к двуногой ан-

тропоморфной ходьбе, так как комфортабельная эксплуатация человеком эк-

зоскелета возможна при синхронизации колебаний всех элементов эндо- и эк-

зоскелета. 

6. Составлена система нелинейных дифференциальных уравнений для 

исследования динамики многозвенной стержневой механической системы со 

звеньями переменной длины. Ее можно применить к описанию движения чело-

века, экзоскелета или антропоморфного робота. Проведено решение прямой за-

дачи динамики для модели экзоскелета с изменяющими длину звеньями при 

экспериментально найденных управляющих усилиях. В дальнейшем можно бу-

дет измерять управляющие импульсы на человеке, и после преобразования и 

усиления использовать их в качестве управляющих движением экзоскелета. 
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7. Исследованы параметры, влияющие на поведение экзокелета: учет 

собственной массы экзоскелета с человеком внутри, различные алгоритмы 

управления движением, распределение масс звена. Установлены факторы, зна-

чительно влияющие на движения экзоскелета. 

8. В результате проведенного сопоставления моделей звеньев, изменя-

ющих свою длину с абсолютно твердыми звеньями, установлена важность уче-

та изменения длин звеньев. Результаты использованы для создания теоретико-

механической модели экзоскелета, свойства которого близки к эндоскелету че-

ловека. Определены требования к управляющим приводам экзоскелета. Прове-

денное исследование дает возможность более глубокого понимания механиз-

мов функционирования эндоскелета человека. 

9. Разработанные методы составления дифференциальных уравнений 

движения и модели звеньев переменной длины применены к созданию плоско-

го змееподобного робота. Разработана модель перемещения плоских змеепо-

добных механизмов с помощью продольных и поперечных волнообразных 

движений плоского механизма. 
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АННОТАЦИЯ 

Борисов А.В. 

Динамика механических стержневых систем со звеньями переменной 

длины применительно к эндо- и экзоскелетам 

В рамках нового направления в динамике нелинейных стержневых си-

стем с переменной длиной звеньев и изменяемой геометрией под действием 

внутренних усилий и наложенных внешних связей разработаны новые модели 

звеньев переменной длины, матричный метод и рекуррентный алгоритм со-

ставления дифференциальных уравнений движения. Полученные аналитиче-

ские результаты применены к моделированию эндо- и экзоскелета. Установле-

на необходимость учета изменения длины звеньев при движениях человека и 

предложены рекомендации для разработки теоретико-механической модели эк-

зоскелета в виде робототехнической мехатронной системы с перспективой 

применения в медицине, робототехнике. 

ABSTRACT 

Borisov A.V. 

Dynamics of mechanical rod systems with links of variable length 

with respect to endo - and exoskeletons 

In the new direction in the dynamics of nonlinear rod systems with variable 

link lengths and variable geometry under the influence of internal forces and imposed 

external constraints, new models of links of variable length, a matrix method and a 

recurrent algorithm for the construction of differential equations of motion are devel-

oped. The obtained analytical results are applied to the modeling of the endo- and ex-

oskeleton. It was established that it is necessary to take into account the change in the 

length of links during human movements and suggested recommendations for the de-

velopment of a theoretical-mechanical model of the exoskeleton in the form of a ro-

botic mechatronic system with a perspective in medicine and robotics. 
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