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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы 
Диссертация иослящсиа построению теории индекса для иелока.аьиых эллипти-

ческих задач па гладких миогообра'зиях. Иаиомпим, что построение теории индекса 
включает в себя слс;ц'ющпе основные шаги: 

1) (теорема фред10льмовости) даются условия, называемые условиями эллиптич-
ности, при ВЫ110ЛИСИИИ которых рассматриваемые операторы являю-1'ся фрсд-
гольмовыми в иодходянщх фупкциоиа.11ьных иространствах; 

2) (теорема об нидсксе) находится формула индекса, т.о. выражение для индекса 
эллиитическог'о оператора в тep^ншax тоиоло1Т1чес1;их инвариантов символа 
оператора и многообразия, па котором он задан. 

1. Первой теоремой об индексе в многомерном случае была знаменитая теорема 
Атъи-Зипгера' об индексе эллиптических п(;евдодиф<})ереициальпых операторов (да-
лсю ПДО) на гладком замкнутом \нкэгообр;!;5ин, полученная в 1962 году как ответ па 
вопрос, поставлетнтын Гел1,фандом^ в 1960 ти'Ц'- Отметим, что установлегпю формулы 
индекса потребовало применения самых совремепных методов анализа и топологии 
и сти.мулпровало взаимодействие этих дисциплин. 

Позднее теоремы об индексе бы.:н1 нолучены и для многих других классов опера-
торов. Ниже мы будем рассматривать класс нелокальных операторов, бо.лее точно, 
операторов, ассоциированных с дн4)феоморфизмами гладко1Ч) замкнутого миогооб-
ра;?пя. Одной из привлекателыплх черт зтой теории является то, что, пo^пIмo указан-
ного вьппе взаимодействия аиалпза и топологии, в случае нелокальных оп(;ратороп 
важную рол1. играет связь с теорией динамических систем. 

2. Теория нелокальп1,тх эллиптических операторов и теория краевых задач с нело-
кальными краевыми условиями восходят к работе Карлемапа^ 1932 г., который рас-
сматривал задачу о нахождеиии г'ололшрфной функцгн! в 0гра1п1чсгп10й области 
yдoплeтвopяюu^eй пелокал1>ному краевому условию, связываюн1сму значение функ-
ции о точке X е дИ грашщы со значением в точке д{х) € 9П, где д : 0£2 дИ — 
гладкое отображен по периода два: д^ = Ы. При сисдепии такой задачи па границу 
об.ласти возиик;ю не сингулярное интегра1ьиое уравнение, как это было бы в слу-
чае локального краевого условия, а сингулярное интегральное уравнение со сдвигом. 
Эта работа мотивировала изучение операторов со сдвигами гладких :замкпутых 
М1юг(юбргвиях. Дадим определеппе таких операторов. 

На гладком замкнутом многообразии М рассматриваются оператортл пнда 

и = ^ ОдТд : ) (Л/), (1) 
9ее 

' Atiyah М. F., Singer I. М. The iudex of elliptic operators on compact rnaiiifolds. Bull. Anter. Math. 
Soc., 09, 1963, 422-433. 

'-Ге,1ьфа11д I i М. Об эллиптических уравнениях. Успехи .иатем. тук, 15, .Nî  3, 1960, 121-132. 
^Carleman Т. Sur la thßorie des equations integrales et scs applications. Verli. Internat. Math.-Kougr. 

1., 1932. 



где G — некоторая дискретная группа диффеоморфизмов многообразия, {Tgu){x) — 
и{д~^{х)) — оператор сдвига, отвочаютций ди(})ф(;оморфизму д, {Dg} — набор псев-
доди(}х})сренцпа11Ы1ых операторов (ПДО) порядка < т . Операторы вида (1), кото-
рые далее будем называть нелокальными операторами, иптснсипно исследовались 
(см. основонолагаюпще работы Аптопевича'''^, а также работы Аптопевича и Лебе-
дева®''' и цитированную в этих работах литературу). В часгиостп, была установле-
на теорема фродгольмовости. Более точно, для операторов вида (1) было дано два 
определения символа. Во-первых, символ можно определить как функцию на ко-
касательпом расслоении Т*М многообразия, иринимаюно'ю значения в операторах, 
действующих в пространстве P{G) квадратично суммируемых функций на группе. 
Во-вторых, спмвол можно определить как элемент скрещенного произведения® ¡ш-
гебры тиэтрорывных с1)ункций на косферическом расслоении S* M многообразия и 
группы G. Условие эллиггтичгюсти в этой ситуации состоит в тробовап1П1 обрати.мо-
сти символа оператора (1). При вос1.ма обгцих предположениях было установлено, 
что условия эллиптичпости, отвечающие двум различпы.м онрсдолониим символа, 
являются эквива-тентными. Из эллиптичности следует фрсдгольмовость оператора 
в подходящих пространствах Соболева. 

Отмети.м здесь одно существенное отличие эллиптической теории нелокальных 
операторов от аналогичной теории для обычных ПДО. А именно, примеры®-'" по-
казывают, что эллиптичность (и фрсдгольмовость) оператора (1) в соответствую-
гцих пространствах Соболева Я ' сущсстветпго зависит от показатйтя гладкости s. В 
частности, выражение для символа оператора (1) также зависит от .s. Однако, до 
настоящмо времеин по было известно онисапие возможных областей значений пара-
метра а, для которых оператор является эллиптическим. Также не было известно, 
зависит ли пндекс от s? Одной из причин, сдерживающих продвижение в ответе па 
эти вопросы, было то, что имеюпц1еся формулы для символа были достаточно гро-
моздкими и, в частности, включали в себя римапову метрику на многообразии. В 
диссертацпп исслсщована разрешимость в шкале пространств Соболева операторов, 
ассоцпирова1пп.1Х с диффеоморфизмом растяжения (глава 1). 
3. Персйде.м Tcncpi> к проблеме В1,1чнслепия индекса пслока,т1,ных оггсраторов. Пер-
вая формула индекса пе:юка.тьных операторов была ио.т1учсиа'' для случая конечной 
группы G диффеоморфизмов. В этом с.11учас индекс иелокальпого оператора выра-

".411101100114 А. Б. Краевые задачи с сильной пслокгииыюстью для эллиптических уравнений. I h e . 
АН СССР. Сер. м.атсш., 53, No. 1, 1989, 3-24. 

''Антоневич А. Б. Линейные функциональные уравнения: Операторный подход. Минск. Универ-
ситетское. 1988. 

"Autorievich А., Lcbedov А. Functional-Differential Equations. I. С*-theory. Longman, Harlow, 1994. 
'Аптоневич .A.B., Лебедев A.B., "Функциональные н функционально-опер.эторные уравнения. 

с"-алгебраи'|сский подход". Тр. С.-Пстерб. мат. о-ва, 6, 1998, 34-140. 
'Zellcr-Mciei G. Produits croisés d'uno C*-algèbrc par un groupe d'automorphismes, ,/. Math. Parcs 

Appt. (9), 47, 1968, 101-239. 
"Antonevicli -A., Belousov M., Lebedev Rmctional diirereiitial equations. IT. C"-applications. Parts 

1, 2, Longrnau, Harlow. 1998. 
"•'Россовскин Л.Е. Краевые задачи для эллтггическнх функционально-ди4х{к;ренппальных урав-

нений с растяжением м сжагнем аргументов. Тр. Моск. мат. о-ва. 02. 2000. 198-228. 
"Антонович Б. Эллиптические нсевдодиффереициальиые операторы с конечной группой сдви-

гов. Изв. АН СССР, сер. мат., 37, № 3, 1973, G63-ii75. 



жается через числа Лофшеца некоторого вспомогательного эллиптического ПДО на 
мтюгообргюпп М. Для чисел Лефтеца имеется форм\-ла аналогичная формуле Атьи-
Зппгера'^ и поэтому проблему индекса в случш; конечной группы можно считать 
решегпюй. 

Для бесконечных групп проблема индекса оказалась намггого более сложном и 
потребова..'1а привлечения новых методов, связанных с некоммутативпой геометрией. 
Первое нродвнжспие на этом пути было получено в знаменитой работе Конпа'^. В 
этой работе была предъявлена формула индекса для операторов 

D = (2) 
ав 

на примой, где коэффициенты Oaj} являются ыпогочлепами Лорана от операторов 
(Uf){x) = e"J{x), (Vf){x) = /{.т - в), à в — фикспрова1и1ое число. Теорема об 
индексе таких дпфференцнально-разпостных оиераторо)!, но.лучепная Конном, есге-
ственпо формулируется в тер.мипах некоммутативной г ео.метрииОператоры вида 
(2), пазт.тваемые также; операто|)ами на некоммутативном торе (по той причине, что 
алгебра, порожденная операторами U и V', является некоммутативной дс4)ормагщей 
алгебры функций на торс Т^), были использованы для математического об1>яспения 
квантового эффекта Хо.тла^^. После цитнропапных работ Копна стало ясно, что ап-
парат некоммутативной г'со.мстрии является не только полезпы.м, но и остествеппым 
в задаче об иидексе иелока'шных операторов. Так, методы некоммутативной геомет-
рии нашли применение в задаче нахождения формул индекса в случае деформаций 
алгебр функций на торическнх многообразиях Ланди н вап Суйлеко.мом (Landi, van 
Suijlekom), Конном и Дюбуа-Виолеттом (Coiiues, Duboi.s-Violette). 

Д;и1ьпсйни;е продвижение в репюпии проблемы индекса пелокалын.гх операторов 
было сделано в 2008 го,\у Назайктнюким, Стер1н«1ым и диссертантомИменно, бы-
ла получена формула иидекса операторов тжда (1) в случае, когда действие rpyinn.t 
является изометрическим, т.е. сохраняет некоторую метрику па многообразии. От-
мстим, что эта фор.мула содержит все ужо упомяпутг.ю форлгулы индекса в качестве 
частных случаев. 

Б снтуации об1цсго (т.е. пеиаомет.ричйского) действия формулы индекса в много-
мерном случае до настояп;его времени отсутствопгинг. Были известны только весьма 
частные ро;зультат1.1. А именно, оператор (1) в случае группы, порождетнюй одним 
дпффеоморфизмо.м g : M M, сводился®''® с коптролируемг.гм измснсгп(ем индекса 
к ВИД}' специального двучленного оператора 

D = ATgP + B{i-P).. (3) 

'^.Atiyah M. F., .Singer 1, M. The index of elliptic operators III. Ann. Math., 87, 1968, 546-604. 
•^Connes A. C' algijbrcs et gcoiiiitrie diffcreiitielle. C. R. Acad. Sci. Fans Ser. A-B, 290, No. 13,1980, 

Ao99~.\604. 
"Goiines ,4. Noncorrumitative geometry. .4cademic Press Inc., San Diego, 1994. 
'•"'Naziiikiuskii V. E., Savin A. Yu., Steriiin B. Yu. Elliptic theory and noncomniutative geometrj'. 

Birldiauser Verlag, Basel, 2008. 
i®Pimsiier M., Voioulescu D. Exact sequences for Jf-groups and Ext-groups of certain cross-product 

C*-algebras. J. Oper. Theory. 4. 1980. 93-118. 



где А.В.Р — псевдодифференцнальиые операторы, причем Р — проектор {Р^ = Р). 
Проблема пыч11сле1П1я индекса операторов, ассоциироваипых с неизометрическими 
диффеоморфизмами, была долгое время открытой даже для 0перат01)а (3). Эта 
проблема рептепа в главе 1 дисссртаиик. 

4. Уравнения, отвечающие рассмотретппэхм выпте операторам со сдвигами, связывают 
значения функции в конечном (или счетном) числе точек многообразия. В литерату-
ре также рассматривались нелокальные уравнения, в которых связывались значения 
фуггкций па подмногообразиях положительной размерности. Например, Стсрпи1гым 
и Шаталовым^^ рассматрива-иась алгебра нелокальных операторов па тотальном про-
странстве гладкого расс^юония п : М А', порожденная ПДО на лпюгообразии М и 
семействами, параметризованными точками базы, интетральных операторов с глад-
ким ядром на слоях расслоения. Позднее Кордюков'* расс.матривал а-пгебру, порож-
денную ПДО на М п семействакн! ПДО в слоях расслоения тт. Эта алгебра, назы-
ваемая алгеброй трансверсальных пссвдодиффер(!нцпапы17.1х операторов, оказалась 
полезгюй при получении некоторых результатов об асимптотике спектра в а,а;.иаба-
тическом пределе. Однако, для элементов этой алгебр1>7 услопис э.тлиптичгюсти и 
теорема фредгольмовости до последнего времени получены не были. 

Другой способ определения нелокальных операторов, связывающих значения функ-
ций на иодмногообразиях положительной размерности, состоит в том, чтобы рас-
сматривать операторы вида 

D ^ l D . i y i g : С^{М) С ^ ( М ) (4) 
G 

(ср. С (1)), ассоциирова!н1ые с действием компактной группы Ли G на многообразии 
М. Здесь dg — мера Хаара. Такие операторы изучались Стерниным'®. В цитирован-
ной работе оператор, ассопипроватгаый с компактной группой Ли, представлялся как 
классический псевдодиффереидиатьный оператор, депствуюпщй в сечениях беско-
нечномерных расслоений слоем которых является пространство функций па груп-
пе G. Этот метод посходит к работам Бэббиджа и для конечной группы преобразо-
ваний приводит к конечной системе у р а в н е н и й К р о м е этого, получаемый оператор, 
который мы обозначим через V, является (7-иивариа1ггным, а его сужение на под-
пространство G'-ннвариангный ф^'нкндй оказывается изоморфным исходному опера-
тору D. Теперь, если onepa-j'op V = 1 + Т> является трапсверса-тыю-эллиптическим 
по отнонхепию к действию группы G (Это понятие было введено Атьёй н Зипгером'^, 

"Стсриии Б. Ю., Шаталов В. Е. Расширение алгебры пссвдодиф^жреициальных операторов и 
некоторые нелокальные задачи. Матш. сборник. 185, No. 3, 1994, 117-159. 

'^Kordyukov Yu. А. Noncomiimtativc ¡spectral geometry of Riemaiiinaii foliations. Manuscriptu Math., 
94, No. 1, 1997, 45-73. 

"Stemin B. Yu. On a class of nonlocal elliptic operators for compact Lie groups. Uniformization and 
(iiiitcness theorem. Cent Em-. J. Math., 9, No. 4, 2011, 814-832. 

^"Luke G. Pseudodifferential operators on Hilbert bundles. ,/. Dig. Equations, 12, 1972, 566-589. 
^'Babbage Ch. An assay toAvards the calculus of functions. Part II. Philo.s. 7>вш. of the Royal Society, 

1816, IOC, 179-256. 
^^Atiyah M. F. Elliptic operators and compact groups. Lecture Notes in Math.. \Ъ1. 401. Springer-

Verlag, Berlin, 1974. 



и затем активно исс;1едовалось, см. в особенности работы''''''^'' и цитированную в них 
литературу), то отсюда сле,тует с})редгольмовость, т.е. индекс оператора D = 1 + D 
конечен. Надо отметить, что формула ипдсжса и соответствуюидие топологические 
ип!1ариа71ты символа эллиптических операторов, ассоциировапптлх с группой Ли, до 
настоящего времс1П1 тю рассматривалис1>. В диссертации (глава 2) получена формула 
индекса в этом случае. 

5. Современная теория эллиптических краеш.тх за,';ач имеет дело с задачами двух 
типов. Во-первых, это классические краевые за,т,ачи, которые мы будем иногда назы-
вать задачами типа Атьп-Богга. Эти задачи доиускают' рса-тзацто в ипде фредголь-
моиых оисратороц в пространствах Соболева. Во-вторых, — краевые задачи, которые 
можно назвать задачами типа Атьи-Патоди-Зингера''^"'''''"', которые могут быть реали-
зованы как фредгольмо|и,1 операторы в некоторых подпространствах нрострапств 
Соболева. При этом подпространства, о которых идет р(;чь в этих задачах, являются 
образами некоторулх нсевдодггфферепгшальных проекторов, действующих в соболев-
ских пространствах. Отметим, что краевые задачи типа Атьп-Патоди-Зипгера явля-
ются пелотлъпъши в силу пслокалт.пости проектора, опрсдсляюп;его подпростран-
ство правых частей. Эти два класса задач и.меют нриициниальное различие. Пмсиио, 
первый из них определен не Оля любого эллиптического оператора (действующего 
на многообразии с краем). Соответствующее нрепяютвие известно как д]репятствие 
Атьи-Ботга^''. Второй класс задач свободен от этого ограничения: фродго;1ьмовы 
краевые зал,ачи указанного типа Nioryx быть поставлены для любого эллиптического 
оператора. С другой стороны, эта постановка налагает сухцественпое ограничение на 
"правые части" краевой задачи. Именно, предполагается, что, как уже ука31.гна.?10сг. 
выше, правые части берутся из некоторого подпрострапства пространства Соболетш, 
вообще говоря, бесконечной коразмерности. Возникает естествепный вопрос: нель-
зя ли построить эллиптическую теорию, которая является "деформацией" этих двух 
теорий таким образом, чтобы па одном ее копне бы.ла классическая теория краевых 
заддч, а па другом — задачи тина Атьи-Патоди-Зингера. Другиьпг словами, ¡ipo-
блема состоит в том, чтобы построит[> серию промежуточ1п,1х теорий :адлиптических 
краевых задач, которая бы в качестве частп1>1х (и полярных) с,лучаев включма в 
себя как классические краевг.те задачи, так и задачи с проекторами. TaKiie проме-
жуточгнле теории краевтлх задач до иастояи;сго времени не были известит.!. Они 
построены в гааве 3 диссертации. 

6. В теории пелокалын.ге краевых задач paccMaTpuBajrnci. задачи, в которых, как и в 
задаче к'арлемаиа, условия спязьп!ают значения футгкцип в разп!.1х точках грапицьг 

-^Kordyukov Yu. .4. TrarisversaUy elliptic operators on G'-manifolds of bounded geometry. Parts I and 
II. Russian J. Math. Phys. 1094. 2. W2. 175-198, 1995. 3. .^i'l. 41-64. 

^"'Кордюков Ю.А. Теория индекса ii пскоммутативпая геометрия па мпогсюбразиях со слск'писм. 
2009. УМН, 64, №2, 73-202. 

^•''Atiyali М., Patodi V., Singer I. Spcctral asymmetry and Rieruannian geometry. I. Math. P7vc. 
Cambridge Philos. Soc. 1973. 7T. 43-(i9. 

^••Стернин Б.Ю., Шата.г]Ов B.E., Шульце Б.-В. Об общих краевых задачах д,ая эллиптических 
уравиеиий. Маупсм. сб. 199S, 189, № 10, 145-160. 

^^Atiyali М. F., Bott R. The index problem for rnanifolds with boundary. bi Bombay Colloquium on 
Differential Analysis, 1964, 175-186, Oxford. Oxford University Press. 



(см. монографию .Лнтоневпча, Белоусова п Лебедева" и цитированную в ней лите-
ратуру). Однако, формул, выражаюн1их индекс через топологические инварианты, 
до настоящего времени практически не было. Формула индекс такого типа устанав-
ливается в главе 3. Отметим также, что в ряде работ рассматривались нелокапьные 
краевые задачи 28,29,30̂  j, которых краевое условие связывает значения функщ1и на 
грагп1це обл:асти со значениями на нод.многообразиях, лежащих внутри области. В 
диссертации такие задачи не рассматриваются. 

7. При решении проблемы индекса важную роль играет задача о го.мотогпгческой 
классификации э.;1липтических операторов. Эта задача состоит в вычислении группы 
эллиптических операторов па фиксироваппом многообразии Л/, рассматриваемых с 
точностью до стабильных гомотоиий. Обозначим эту группу через Е11(Л/). В случае 
нсевдодиф4)еренциальиых операторов на гладком замкнутом м!10гообразни Атья и 
Зингер^' получили изоморфизм 

ЕЦМ) ~ К{:Г'М), (5) 

при котором эллиптическо.му оператору сопоставляется класс его символа в топо-
логической /i-группе кокасательного расслоения с ко.мпактпыми носптелямп. Для 
иелок;1лыпэ1х операторов имеет место изоморфизм ан;шогичный (5). А пментю, по-
казано'^ что группа стабильных гомотопических классов эллиптических операторов 
на М, ассо)Ц1ировапных с группой диффеоморфизмов G, изоморфна A'-i-pynne скре-
щенного произвсдеппя шпебры непрерывных функций па кокасатслыюм расслоеппп 
Т'М, обращающихся в нуль па бесконечностн, и группы G. Дачее, A'-i-pyuna скре-
щенного произведения выражается в топологических терминах для широкого класса 
групп G в соответствии с так-называе,мой гипотезой Баума-Конпа^^. Э гн два резуль-
тата дают выражишс для группы стабилыпях гомотопических классов эллиптиче-
ских операторов в топологических термтп1ах, т.е. дают гo^ютoпичecкyю классифика-
цию на многообразии без края. Однако, резулг.татов по гомотопической классифика-
ции полока.ты1ых элл1!птичсских краевых задач до настояп;сго времени практически 
не было. В диссертации в главе 4 устанавливается такая классификация для одного 
важного класса пс-токальных краевых задач. 

8. Важное распгарсние попятия фрсдгол1>мова индекса было дано в работе Мит,енко 
и Фомепко^^ (эта теория затем интенснвио псследова-тась многими авгора.ми, см. мо-

^"Бицадзо А. В., Са.марский А. А. О некоторых простейнтх обобгценнях линейныхэплинтических 
задач. Докл. АН СССР, 185, № 4, 1969, 739-740. 

^^Skubadievskii .A.L. Elliptic functional differential equations and application.?. Birkliau.ser, Basel-
Boston-Berlin, 1997. 

'"Скубачепский Л. Иеклассические краевые задачи. I, II. Совреметшя .матпслштика. Фупда-
мснтальные направления, 2е, 2007, 3-132. 33, 2009, 3-179. 

^'Atiyali М. F., Singer I. .М. The index of elliptic operators I. Ann. of Math., 87, 1908, 484-530. 
'^Baurn P., Connes A. Geometric Л'-theory for Lie groups and foliations. Enscign. Math. (2), 46, № 

1-2, 2000, 3-42. 
^̂  Мтценко A.С., Фоменко A.Т. Индекс аалттгических oneparopois над C"-a.!ire6pa.\m. Пяв. АН 

СССР, 43, 1979. 831-859. 



ног])афии'''''''''' и цитированную в них литературу). Фиксируется некоторая C'*-ajHe6pa 
А (называемая алгеброй скгияров) и рассматриваются операторы F, действующие 
в пространствах, которые являются модулями над этой алгеброй. Иггдскс фредголь-
мова оператора в этом случае, называемый такл<о индексом Mип^eпкo-Фoмeнкo, яв-
ляется элементом 

ind,4 F е А'о(Л) (6) 
А'-грунпы алгебры А. Если в качестве алгебры .4 взять поле комплексных чисел С, 
то индекс (б) сводится к обычному с))редгольмову индексу (т.к. Ао(С) = Z). Также в 
цптпроваппой работе было дано опредслмпю псевдодиффсрегпцшльггглх операторов 
над С-гшгебра^п!. Символы таких операторов являются Л-зпачными функпия.ми на 
кокасатольпол! расслоении многообразия. Для соотвстствуюп1,их эллиптических опе-
раторов была получена формула для 1Н1декса (б). Для приложонтн"! бывает удобно 
иметь не только индекс (6), по и числовые инварнант'ы. Такие инварна1ггы можно 
строить, по.тьзуясь подходом неком.мутативной геометрии Копна'' ' , снариваиис.м ин-
декса (6) с цик;и1ческими коцикла.ми над а.игеброй А. Соотетствующпе числовые 
пиварианты были опредслепы п вычислены в тер.минах си.мвола оператора в работах 
Лотта (Л. Lott), Шика (Th. Schick), Вал (Cli. ^Vahl) п д1). Нелокалыпле операторы над 
С'*-алгеб1)ами были ощхделопы Назайктпкччпм, Стерииным и диссертантом'®. Было 
дано опредслсиие символа и установлена теорема фрсдгольмовости. Од!1ако, фор.му-
ла 1Н1дскса была устагювлена только для некоторых специальных операторов. Задача 
получения формулы индекса для общих нелокальных операторов над С*-алгебра.\ш 
до сих пор не рассматрпвшшсь. Эта задача решена в диссертации в главе 5. 

Цель работы 
Целью работы является изучение следующих взаимосвязанных вопросов/ 
1. Г1сследова!П1е разрепшмости в шкале пространств Соболева операторов, ассо-

циироватгых с диффеоморф1ГЗмамп мпогооб{)азия. Получение формул индекса. 
2. Получение формулы иидекса эллиптических операторов, ассоципровапных с 

действием компактной грутнил Ли. 
3. Построение теории краевых задач, являющейся деформацией мовду классиче-

скими краевыми задачами и задачами тина Атьи-Патоди-Зиигера с проекторами. 
4. Получение гомото:п1ческой классификации нелокальных эл.;!П1пических задач. 
5. Вычисление числовых инварпангов индекса ]Мищенко-Фо,менко нелокальных 

эллиптических операторов над С - м г е б р а м и в терминах топологических инвариан-
тов символа. 

Методы исследования 
Основным методом исследования нелокальных задач, применяемым в диссерта-

ции, является метод униформиэации, кото]^ый состоит в ред>'кн,пп рассматр1П!аемой 
пелокатьной проблемы к некоторой локальной (нсевдодифференцпа.;1ьной) задаче, 
индекс которой совпадает с индексо.м первоначальной (пелокалыгоп) задачи. По.ту-
чеппая в результате ре.^укцип задача исследуется совремсигплмп аналитическими и 

'"'Со.гювьев Ю.П., Троицкий Е.В. С*-а.ч1^ры п эл.пишические операторы в дифференциальной 
'Юпологии. М : Факториал, 1996. 

Мануйлов В.М., Троицкий Е.В. С*-1ильС>ерювы моду'ли. М. Факторигш пресс. 2001. 



топологическими методами, что приводит к естественному определению её эллип-
тичпости, установлет1ю теоремы конечности и предъявлению формулы индекса. 

В работе также используются методы теории урашгений с частными производ-
1ГЫМИ (псевдодифферепциалыпле операторы, эллиптические краевые задачи), фупк-
циот)ального анализа (С'-алгебры, скреп;е1т1.гс произведения), алгебраической топо-
логии (когомологин, А'-теория, А'-гомолопт), а также некоммутативной геометрии 
(некоммутативное дифференциальное исчисление, А'-теория а.1Н'ебр). 

Основные результаты. Научная новизна 
Результаты диссертации являются новыми и состоят в следующем. 

1. Нсследовапа разрешилюсть в шка-те пространств Соболева нелокальных опера-
торов, ассоциированных с диф4.>еомо1)фг13мом растяжения. Один из основных 
результатов состоит в том, что для данного показателя гладкости з оператор 
эллиптичегг па (явно указываемом) открытом и связном мтюжестве е. В част-
пости, индекс пе зависит от 5. 

2. Получена теорема об нидексе для эллиптических операторов, отвечающих об-
щему диффео.морфнзму многообразия. А именно, для нелокального эллиптиче-
ского оператора на многообразии М построена эллиптическая краевая задача 
на цилиндре М х [0,1] с тем же индексом. Формула индекса для последней 
задачи пред1>является. Для нелокальных операторов, ассоциированных с дпф-
феоморфизкюм растяжения, дана когомологическая формула индекса. 

3. По.тучена теорема об индексе пе.!юкалы1ых операторов, ассоциированных с ком-
пактными гру1и1ами Ли. Здесь дано опреде.пение символа таких операторов и 
построен характер ^1ерна эллиптических симв0.г10в как элемент к0Г0.\10Л0111й 
множеств ноподвижтдх точек действия. 

4. Построетш теория краевых задач, которая является деформацпей между- теори-
ей классических краевых задач и задач Атьи-Патоди-Зингера. Краевые задачи 
в этой теория являются нелокаяьиымн и ставятся на многообразиях, край кото-
рых представляет собой расслоение над некоторой компактной базой с компакт-
ным же слоем. Получена теорема фредгольмовосги для таких краевых задач и 
в атучае пак})ыт1н"1 даётся формула индекса. 

•5, Получена гомотопическая классификация пелокальтплх эллиптических опера-
торов па многообразиях, окрестность края которых является тотальным про-
странством гладкого расс.тоения. Более точно, устаповлеп изоморфизм груп-
пы стабильных гомотопических классов эллиптических операторов и группы 
А'-гомологий специального многообразия с особенностями. В качестве прило-
жений классификации вычислетю препятствие типа Атьи-Ботта к существова-
нию нелокгшьпых эллиптических краевых условий; вычислены АГ-группы гш-
гебры символов и алгебры псевдодиффереппиальиых операторов; построен ана-
лог двопствегаюсти и изоморфизма Пуанкаре в Л'-тсории д,г1я многообразий с 
накрытием на крае. 
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6. Получена теорема об индексе для эллпитическпх операторов над С*-а.тгебрамн, 
ассоцппропаппых с кзометрпческнл! дейстпие.м дискретной группы иа гладком 
замкнутом многообразии. Соответстиующая формула индекса вт.тражаст aniuin-
тические числовые нивариаитт.! индекса КЬицепко-Фомспко оператора и терми-
нах топологических и1Н)ариаптов символа. Для к.аассичсских геометрических 
операторов (операторов Эйлера, сигнатуры, Дирака) указаны явные выраже-
ния для индекса. 

Теоретическая и практическая ценность 

Работа носит теоретический характер. По.лучепиые результаты могут быть пс-
пользованы в исследованиях по теории уравнений с частгЕЬГми производными, а.тт:б-
рапческой топологии и некоммутативной геометрии. Резулт.таты диссертации могут 
быть использоватп.! в специал1>пых курсах для студетгтов и аспирантов, обуча1оии1хся 
по cneiHiaibHocTH математика. 

Апробацрш результатов 

Результат!,I диссертации докладывались на следующих сс.мииарах: 
1. Семинар по топологии и апа.!!изу в МГУ (руководител!. проф. A.C. Мищепко). 

Доклады 25.10.2001, 31.01.2002, 4.12.2008, 25.03.2010. 
2. Семинар по ана-лизу в университете г.Лион (Франция) (руков. проф. Т. Фак). 

Доклад 22.06.2005. 
3. Заседание московско!Х) математического общества 22.04.2008. 
4. Семинар по дпфферетнипии.иглм урависпиям и математической физике. Руко-

водители прос{). Л.А. Калякпн и проф. В.Ю. Новокшенов (Уфа, ИМВЦ УНЦ РАН). 
Доклад 25.03.2008. 

5. Семинар кафедр!.! диффере!!!ц!ал1л!0й геометрии и топологии МГУ. Руководи-
тель акад. А.Т. Фоменко. Доклады 25.03.2008, 20.10.2008. 

6. Семипар по хеомстрическо.му апа.)шзу университета i-, Ганновер (ФРГ). Руко-
водитс.!ь проф. Э. Шроэ. До1члады 11,08.2008, 28.07.2009. 

7. Се.мипар по диффере!пц1алы1Ь!м и функциона.лы10-дифференциал1.ным урав-
нениям. Руководитель проф. А.Л. Скубачевский. Доклад 20.10.2009. 

Также результат!.! диссерта!Ц1и доклад1>!пались па следую1цпх российских и .меж-
дупарод1п,1х конференциях. 

1. Мсжда-!!арод!!1.!Й математический конгресс, 20-28 ав!'уста 2002. Пекин (КНР). 
2. Международная конференция "Колм01'оров н современная математика", 16-21 

июня 2003. Москва. 
3. Международная конференция "Workshop: Iudex problems", 26-28 апре-тя 2004. 

Париж (Фрап1щя). 
4. Совместное заседание амери!ча!!С!<ого, немецкого и австрийского математиче-

ских обществ (AMS, DMV, OMG). 16-19 июня 2005. Майнц (ФРГ). 
5. Четвертая мсждународпая кот|фере!НЦ!я по дпфферепи,иаль!!ь!.м и функциопал1.по-

диффсреии,иа:п.!1ым уравнениям, 14-21 августа 2005, Москва. 
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6. Меж,цународный математический конгресс, 22-30 августа 2006. Мадрид (Испа-
ния). 

7. Международная конференцпя "Spectral theory and global analy.sis", 14-18 августа 
2006. Ольденбург (ФРГ). 

8. Межд^чшродпая конференция "Groupoids in operator algebras and noncommutative 
geometry", 26 февршм - 2 марта 2007, Париж (Франция). 

9. Мсжд>'народиая конфертиция "Дпфферспдиальные уравнения и топология', 
посвягценная 100-летию со дня рождения Л.С. Поитрягпна. 17-22 июня 2008, Москва. 

10. Международная конференцпя по некоммутативной геометрии, 28 июля-1 ав-
густа 2008. Бонн (ФРГ). 

11. Междучгародная конференция " C*-algcbras and Elliptic theory ПГ', 26-31 января 
2009. Бедлево (Польша). 

12. Межд\ч1ародпая конференция " A'-theory, C*-aIgebras and topology of manifolds", 
1-5 июня 2009. Тянцзин (КНР). 

13. Международная конференция "Noncommutative geometric methods in global 
analysis", June 29-July 4, 2009. Бонн (ФРГ). 

14. XLVI всероссийская конференция no проблемам мате.матики, информатики, 
физики и химии, апрель 2010. Москва. 

15. Межд\чгародпая ко1к}х;ренция "A'-thciorj', C*-algebras and index theory". 1-5 
ноября 2010. Гёттинген (ФРГ). 

16. Межда-пародная конференция "Differential and Functional Differential Equations", 
14-21 августа 2011. Москва. 

17. Международная конгресс "ISAAC 2011", 22-27 августа 2011. Москва. 

Развитый в диссертации метод получения го.\ютоиической классификации эллип-
тических операторов позже применялся дпя получения гомотогнпеской классифи-
кации в других ситуациях''®''' . Транспсрса,льп!ле пссвдодифференциа.лы1ые операто-
ры также применялись'® для построегам двойственности Пуанкаре; в А'-теорпи на 
многообразиях с ребрами, а также при доказательстве^' фредгольмовости для опе-
раторов, ассоциированных с компактной группой Ли. На основе части рсзу.тьтатов 
диссертацпн были разработаны исследовательские проекты, ноддержапные грантом 
Президента РФ МК-1713.2005.1 и премией 2007 г. фонда Пьера Де-'шня для .\!0Л0дых 
россппскнх математиков. 

Публикации 
Резу,т1>таты диссертации опубликоват,г в 16 статг.ях в ведутцих пауч1п,1х журналах 

и сборниках. 13се результаты совместных работ с Б.Ю. Стертптым, включенные в 
диссертацию, припадлежаг диссертанту. 

^®Назайкинский В. Е., Савпн А.Ю., Стернин Б. Ю. О гомотопическоП классификации эллипти-
ческих операторов на стратифицнрованиы.х .мпогообра'зиях. Известия РАН, сср. матем., 71, № 6, 
2007, 91-118. 

^^Nazaikin.skii V., Savin А,, Sternin В. Elliptic theory on manifolds corners. П. Homotopy 
classification and K-homology. In С-algebras and Elliptic ТНемт/ II, 2008, 207-226. Birkhauser, Basel. 

^^На-.!айкппскнй В. E., Савин А.Ю., Стершш Б. Ю. Об пзо.чорфизме Пуанкаре в А'-теории па 
многообразиях с ребрами. Современная математика. Фунд. направления, 34, 2009, 109-120. 
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Структура диссертации 

Дисс(;ртацпя состоит из введения, пяти глав и списка лит(;ратуры (121 иаимепо-
вапис). Общий объем дпссертацип составляет 212 страшп1. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Глава 1. Операторы, ассоциированные с дискретной группой преобразо-
ваний. Глава посвящена исследованию операторов, ассоциированных с диффеомор-
физмом гладкого замкнутого мпогооб1)азия М. 

В параграфе 1.1 рассматриваются оператор!.! !5!!да 

D = Y^ О^Г'-' : Н'{М) —> (7) 
к 

где о[1ератор сд|!И1'а Ти{х) — и{д{х)) О'двечает фиксированному диффеоморфизму 
д : М — М \ {i?^} —- такой 1!абор ПДО порядков < т !1а М, что тол!>ко ко1!еч1!ое 
число его элсме!!тов отлично от пуля. Основшлм резул!:.татом нарагра(})а является 
определение символа (7{0) как оператор-функции, заданной на кокасатсл!.ном рас-
слоении многообразии М, значение которой в точке (х, является оператором 

а{0){х, О : 14^: ¡4^, М х , ( 8 ) 

действую!цим в пространстве ¡юследоватсльпостей квадратично суммируемых 1!0 
некоторой мерс /х .̂̂ ,.,. Эта мера явно выписывается как в инвариантных тср.мииах, 
так и в локалыпдх коорди!1атах. Оператор (7) называется эллиптическим, ссли его 
сп.мвол (8) является обратимым при всех х,^, таких что ^ -ф- 0. Эллиптический опе-
ратор является фрелгол!>мов1>!м. 

Параграс}) 1.2 носвяще!! !1ССледовапию эллнптич1!0ст!1 оператора (7) в завис!1мо-
сти от значений показателя глад!<ости А именно, в этом 1!араграфе рассматрива-
ются операторы на сфере ассо1пп1рова1шые с диффеоморфизмом растяжения 

5:8"' —>• З*", д{х) = qx, (9) 

где через .т 6 Е™ обозначена координата, получаемая при помощи стереографической 
проекции сферы без Север1!01-0 полюса па пространство Е™ с координата.ми х. По-
лож1гте.:1ьное число q в (9) предполагается (})иксированным. Соответствующие нело-
к{и1ьные операторы наз1^1ва1отся онератора.чп! с растяжениями Используя опреде-
ление символа (8), получается 0С!10В!10Й резул!>тат этого параграфа —• сле,д\чоп1;ая 
те^оре.ма. 

Теорема 1. Пусть О — оператор с растяжениями, который элаиптичен при хо-
тя бы одном значении показателя гладкости з. Тогда мноэюестоо значений з, при 
которых этот оператор является эллиптическим, является открытым интерва-
лом (допускаются конечные и (полу)бесконечные интервалы). При этом, границы 
указанного интервала явно вычисляются в терминах значений символа оператора 
в н,еподви.У1с?шх точках диффео.морфизма д. 
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Следствие 2. Индекс оператора с растяжениями не зависит от 8. 

В параграфе 1.3 устапавливается теорема об индексе для операторов (7) в случае 
диффео.морфизма д произвольного многообразия М. Именно, эллиптическому опе-
ратору О сопоставляется некоторая эллиптическая краевая задача, обозначаемая 
через (Т>,В), на цилиндре М х [0,1]. При этом, краевое условие задачи связывает 
значс1И1я неизвестной функции и точках оснований Л/ х {0} и М х {1} цилиндра. 
Например, в важпо.м част1том случае специальных двучленных операторов (см. (3)) 

О = АТдР -Ь В{1 - Р) 

краевая задача {V, Б) имеет вид 

/ \сп у 
ATgu\t=o + = /2. 

Здесь Л м — неотрпцательпый оператор .Лапласа на М, правая часть Д и неизвестная 
и являются функцпямп па ци.тнндре М х [0,1] с координатами {х,1), а граничное 
зиаченис /г — функция па М. Сформулируем основной резл'льтат этого параграфа. 

Теорема 3. Имеет место равенство 1п(1 В = ¡псЦ©, В). 

От.метим, что индекс последней краевой задачи можно вычислить, если восполь-
зоваться теоремой об индексе из параграфа 3.3. 

В параграфах 1.4 и 1.5 рассматриваются примеры. С1тач!1ла на двумерном рима-
ПОБОМ многообразии Ар рассматривается касательный оператор Эйлера 

действуютций па пространстве диффсренцна.г|ьных форм всех стенетнгй. Здесь (1 — 
оператор внешнего дпфферепгтировання, а. с1* — сопрялсепный оператор. Через Р 
обозначим спектральный проектор этого онератора, отвечающий неотрицательным 
собственным зпачсииям. Показывается, что специальный двучленный оператор 

Во = ТдР + {1-Р) 

фредгольмов индекса нуль для любого диффеоморфизма д : А'Р —)• А/^ и любой мет-
рики. Это позволяет свести вычисление индекса произвольного специального дву-
членного онератора В — АТдР + В(1 — Р) к индексу псевдодпффереициально[-о 
оператора ВВд^. 

Зате.м получена форму.ча иидекса для операторов с растяжениями из параграфа 
1.2. Через У обозначим пространство орбит действия группы растяжент"! х н-> (¡"х 
па сфере без полюсов: 

У = (К"- \ 0 ) / 2 ~ X 

Через 5*У обозггачим косферическое расслоенпе. Тогда символ (г{В) (см. (8)) вне 
но '̂иосов сферы определяет гладкий эидоморфиз.м 

а{В) € С"=(5'*У,Егк1 £) (10) 
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некоторого бесконечномерного расслоения Z над S*Y. При этом, слой расслоения S 
есть niwcxpaiiCTno /^(2, //j) (n этом случае мера п (8) с точностью до экпинментностп 
не зависит от точек х и которые мы опускаем). Основной результат параг1)афа — 
следучощая теорема. 

Теорема 4. Для оллиптического опсрагпира D с растяжениями имеет место фор-
мула индекса 

S'Y 

где tr обозначает след оператора а пространстве f{Z). 

Здесь надо отмет|ггь, что онераторно-значный символ (10) не удов.г|етворяет стан-
дартным УС.ПОВИЯМ тина компактной послойной в а р и а ц и и П ( з э т о м у ко[)ректпость 
определения правой части в формуле (11) необходимо специально обосно1И)1вать. 

Глава 2. Операторы, ассоциированные с компактной группой Ли преобра-
зований. Глава посвяи;ена построетнпо эллиптической теории для операторов, ассо-
циированных с действием некоторой компактной rpynni>i Ли па гладком замкнутом 
многообразии Л/. А именно, п параграфе 2.1 рассматриваются операторы вида 

D = JT,D,dg : 6™(M) (12) 
а 

которые определяются гладкими семействами псевдоди(})<}х!рен1Ц1апы1т,1х операторов 
{Dg}, g £ G ттулевого тторядка на M и операторами сдвит'а Tgu(x) — и(д~^{х)). 

Оказывается, что оттераторы (12) являтотся сг.паясиватотцттмтт вдолт. орбит дей-
ствия группы G. По эгой ттрттчште символ операторов рассмагртюамся тте па всём 
кокасателыюм расслоении Т*М, а только тта ттодттроегранстве 

= I (x',.J) е Т'М I коветстор ^ ортогонален орбите Ga^j. (13) 

Через SgM С Т^М обозначим иодпростраттство ковекторов едиттичттой длн1н,г. Мы 
опреде.)тяем си.мвол оттератора D как элемент 

а{В) е С{.%М) G (14) 

CKpeiTiennoT-o нроизведенття атт'сбры непрерт.твттт.тх футтктнтй тта ттростраттстве 8},М и 
i'pyiHiT.i Ли G. Оператор D = I + D называется эллиптическим, еслтт ет-о символ 
a{D) = 1 f a(D) обратим в а-^пебре С(6дЛ/) xi G с добавленной сдлттпцсй. 

Теорема 5. Пусть оператор D = 1 + D : Н''{М) Я' '(М) является эллиптиче-
ским. Тогда он фредгольмов при всех s. 

Т'аМ 

^^Rozcnbluin G. On some analytiaû index formulas related to opcrator-v;ilued symbols. Electron. J. 
Differential Equation.'}. 2002. Л̂  17. 1-31. 
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в параграфе 2.2 получены формулы индекса. Предполагается, что действгсе груп-
пы С на М является локалгто-свободным, т.е. некоторая окрестность едптигчного 
элемента е € С действует на Л/ свободно (без неподвижных точек). При этом нред-
положеппи пространство Т^М является расслоением на,п, М и эллиптический символ 
(тф) определяет элемент в К-теорпи 

[а(б)1 6 X О). 

Здесь С^(ТдЛ:[) — алгебра гладких функций с компактпьтми носителями. Для по-
следией К-груш1Ы строится характер Черна, который представляет собой гомомор-
физм групп 

сЬ : С) ^ ф (15) 
(9)са 

Здесь М^ С М — подмногообразие неподвижных точек. О-' = {Л е С | дН = Нд} — 
цеит])а1тизатор элемента д. Суммирование производится по к.тассам сопряженности в 
группе С, для котортлх соответствуюп1ее множество неподвижных точек АР пе пусто. 
При этом сумма является конечной. Наконец, через обозначены четномерные 
базисгнэш когомологин^" с компактными носителями для С-прострапства У. 

Основная сложность при построспии отображения (15) состоит в том, что надо по-
строить представитель класса кого.мологий в виде явной дифферепциальпой формы. 
Этого удается добиться, выбирая (даже в случае скалярного оператора) снецпа-ньную 
некоммутативная связность. В терминах отображения (15) получается след\чо1н,ая 
теорема об индексе. 

Теорема 6. Пусть В = 1 +О: Я® (Л/, С'') —>• - элшпгпическхш опера-
тор. Тогда для индекса этого оператора, имеет, место формула 

ш З = ^ у (16) 
{¡з). рз /Пя М' ф. 0 

где F^ — {ТдМУ — множество неподвижных точек, Т(1д(7дД/ ® С) — некоторый 
к.ласс когомологий, через обозначено количество элементов в стабилизаторе 
общего поАоо/сения связной компоненты- подмногообразия М', а интегра-ш в правой 
части формулы (16) суть трансверсальные итпегра.аы^'^. 

Глава 3. Задачи на многообразиях с расслоенным краем. Глава посвящена 
построению теории э.т.тигггических краевых задач на многообразиях, край которых 
яв.ляется тотальным пространством расслоения. 

Параграс}) 3.1 иосит вспомогательнт.гй характер. Здесь рассматривается рассло-
ение 7Г : У X гладких замкнутых лпюгооб1)азий. На тотальном пространстве У 
строится алгебра трансверсально-псеододифференциальпых операторов, обозначае-
мая через Ф(У, 7г), которая порождена ПДО на У и гла^п.кимн семействами ПДО в 

"""Koszul J. L. Sur certains groupes de transformations de Lie. In Giométrie différentielle. Colloques 
Internationaux du Centre National de la Rcclierdie Scientifique, Strasbourg, 1953. 137-141. Centre 
National de la Recherche Scientifique, 1953. 
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слоях расслооипя тг, параметризованными точками базы X. Показывается, что сим-
вол оп(!ратора D G Ф(У, тг) им(!ет две компоненты. Первая компонента ау{В) — обыч-
нвп"1 символ оператора D — япля(!тся (})упкпией на T'Y. Эта (¡пункция, вообиц; гово 
ря, и.меет разрт.гв первого рода па горизоптатыюм подпространстве т:'"Г*Х С T'Y 
и гладкая вне этого подпространства. Вторая комнонента <Гх{Т)) является гладкой 
операторно-значной функцией на Т^Х = Т'Х \ О, нринимающсй значения в ПДО 
на с.;юях расс.110сиия тт. Основной результат параграфа — следучощая теорема фред-
гольмовости. 

Теорема 7. Оператор D G тг) фредгольмов тогда и только тогда, когда он 
эллиптичен, т.е. обе ко.чпопспты его символа (Ту{0) и ax{D) обратгши. 

Параграф 3.2 является цешральпым в настоящей главе. Здсст строится новый 
класс нелокатьиых краевых задач, явля10ип1йся деформацией межд)' теорией клас-
сических краевых задач и теорией краевых задач типа .Агьи-Патоди-Зпнгера^''--®. 
Рассматривается гладкое многообржне M с краем дМ, который расслоен на,т ба-
зой X (такие многообразия будем называть многообразиями с расслоенным краем). 
Соответстпуюицто проекцтпо обозначим через тг : дМ X. Для эллиптического 
дифференциалг.ного оператора порядка d 

D : С'^{М,Е) —iC^iALF), 

действуюн;его в сечениях расслоений Е, F па М, расс.матрпваются краевые задачи 
вида: 

(Du=f, иеС^{М,Е), 
\B(ju) =^gehuP, hnP CC^(dM,G). * '' 

Здесь j : Е) —>• С^{дМ, Ef^^^) —• оператор, сопоставляющий функции cyxic-
пис па крап ее джета порядка d— 1 в пормально.м к краю нанравлиши; G — векторное 
расслоен[1е на крае дМ; подпрострапство I m P определяется семейство.м Р = Р{х) 
псевдодифференцпальпых проекторов, действуюи;их на функциях на слоях рассло-
етпш 7г; наконец, компоненты краевого условия В — элементы гыгебры 3'(ЭЛ/, тг). В 
случас;, когда слой расслоения тг есть точка, задача (17) является классической кра-
евой за,чачей, а в случае, когда база X есть точка, является краевой задачей типа 
.'\т1>н-Патоди-Зитпсра. 

^1тобы сфор-мулировать теорему с|)редгольмоиости, обозначим через Q проектор 
Ка-тьдсрона"" для оператора D. 

Теорема 8. Краевая задача (17 

D s Я'-<'(Л/. F) 
]-.H^{M,E)—f е s>d/2, 

фредгольмова тогда и 7П0.гък0 тогда, когда выпо.апепы два условия: 

''^Ciildcron А. OiitliiK'S of tlic joint Soviet American symposium on partial differential equations. Но-
восибирск. 1963. 303-304. 



1) символ на пространстве Т'дМ\т:'Т*Х осуществляет изоморфизм 

сгдм{В) : ImagMiQ)—>]тсгам{РУ, 

2) символ ах(В) на пространстве Т*Х \ О осуществляет изоморфизм 

ах(В) : Imax((?) —> ImP. 

В качестве примера строится новая краевая задача для оператора сигнатуры'^. 
В параграфе 3.3 устанавливается фор.мула иидекса для элли1гтически.х краевых 

Зс1дач пз предыдущего параграфа в частио.м с.;[учае, когда проекция тг является на-
крьггие.м, т.е. слой состоит пз конечного числа точек. Такая нелокальная краевая 
задача сводится к онератору нулевого по1)ядка па замкнутом мгюгообразии стандарт-
ной для теорпн краевых задач редукцией порядка. Полученный оператор является 
оператором следукяцего типа. 

Пусть дано некоторое гладкое замкнутое многообразие IV, которое покрыто дву-
мя областя.ми и, V, и в области U задано иакрытие тг : ¡7 —)• U q . Тогда на N рас-
смотрим оператор D : C'^{N) —'t C'^(iV), который в области V является обычным 
ПДО с символом c r f f { D ) , а в области U представляется как ПДО на Uo с си.мволо.м 
auaiD) (здесь функции на U интерпретируются как сечения некоторого конечномер-
и(Зго расслоения над ['о)- Для таких операторов D естественно определяется понятие 
симво./1а. Основной результат параграфа 3.3 •— следлчогцая т(!орема об индексе. 

Теорема 9. Имеет место равенство 

mdD= j с11ал:(1))-Т(1(ГЛ'®С)+ j chcrt7„(L>) • Td(r*[''o ® С), 

T4N\U) T'Uo 

где дифференциальные фюрмы Td{T'N ® С) и Td{T*Uo С), представляющие со-
ответствующие классы Тодда, вычисляются по римановым метрикам, которые 
согласованы на пересечении областей U и V. 

Глава 4. Гомотопическая классификация эллиптических операторов и ее 
приложения. Главаносвягцена нробле.ме классификации эл.тиитнческих операторов 
с точностью до стаби-яьных гомотоний. 

Параграф 4.1 носит вспомогательный характер. Здесь даётся определение ста-
бильных гомотопнй как отпошепия эквивалептностн на множестве эллиптических 
операторов. Далее формулируется проблема гомотопической классификации как за-
дача вычисления группы, образоваиюй эллиптическими операторами по мо^^улю ста-
бильных го.чотопий. Основной результат параграфа: установлена эквива.тептность 
задачи о классис{)пкащш и задачи вычисления Л'-групны некоторой операторной a.)i-
гебры. Более точно, показывается, что группа стабильных гомотопических классов 
эллип'1Т1чееких операторов изоморфна rjiynne /io(Coiie(^ -4 S)), где Е — ajH'e6pa 
символов рассматриваемых операторов, А С S — подалгебра, проекторы над ко-
торой определяют пространства, в которых действуют эллиптические операторы, а 
Cone — конус гo^юмopфизмa алгебр. Рсзул1>таты этого пункта позволяют применять 
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к псследопанпю проблемы индекса методы алгебраической топологии и пекоммута-
типпой геометрии, п используются па протяжении всей диссертации. 

Параг1)аф 4.2 поспящеи гомотопической класси(^)икации эллиптических операто-
ров па многообразии с расслоенным краем. Более подробно, рассматрипается ^пto-
гообразие М с краем, в тюротиикогюй окрестности которого за,т,ано расслоение ж : 
дМ X [0,1) X X [0,1). Рассматривается а^ггебра операторов, которые вне ворот-
никовой окрестности края являются обычными ПДО, в окрестности края являются 
трапсверсальпыми ПДО в смысле главы 3 для расслоения тг, а в еще меньшей окрест-
ности края ЯВ.ЛЯЮТСЯ oнopaтopa^m умножения. Обозначим эту алгебру через Ф(Л/, тг) . 

Груниу стабильных гомотопических к.тассов аллиптичееких операторов из этой ал-
гебры обозначим через Е11(Л/, тг). Осповпой результат параг{)афа — сле,ч^чо1п,ая тео-
рема, которая вы1)ажает эту группу в терминах группы А'-гомологий''^ епецигыьного 
многообразия с особениостями. 

Теорема 10. Имеет место изоморфизм групп 

Е 1 1 ( Л / , 7 г ) ~ Л ' о ( ] й " ) , (18) 

где М" — многообразие с особенностями, получаемое из М отождесталением то-
чек в слоях проекции тг, а Ко(М ) — группа К-гомологии пространства М . 

Отлгетим, что изоморфизм (18) определяется явной (})ормулой, если реатпзовать 
гругн1у А'-1'омологнй н терминах абсграктит.тх эллигггических операторов'*^. 

В параграфе 4.3 приводятся следствия гомотопической классификации. Сначала 
вычисляется в топологических терминах преиягствие типа Атьи-Ботта^^ к иострос-
нию э.ыинтическог'о оператора с заданным впутрс1нн1м cuмв0JЧ0м: 

Следствие 11. Пусть [О] е Ко(М^ \ Х ) — элемент, определя,емый эмиптическим 
оператором В на внутренности многообразия М. Тогда этот элемент можно под-
нять до элемента из группы Е11(1\/, тг), определяемого некоторым оператором, эл-
липгпическим на всё.м многообразии Л'/ ", тогда и только тогда, когда выполнено 
равепство 

д{П] = О, 

где д : Ко(М \ А') —> Л'] (А") — грмничнос отобра'жение в точной последователь-
ности пары X С jW в К-гомология,х. 

Далее, ретпепа задача о вычислении А'-групп алгебр ПДО. 

Следствие 12. Имеет место изоморфизм групп {г = О или 1) 

тг)) КЧМ) @ 

где К, — приведенная группа К-гомологии. 

"•^Atiyali М. F. GlobiJ theory of elliptic operators. In Proc. of the Int. SjTiiposium on Functional 
Analysis. 21-30. 1969. Tokyo. 
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Наконец, в случае, когда тг — накрытие, в терминах нелокальных операторов 
строится аналог изоморфизмов Пуанкаре. А именно, многообразию М и его кока-
сательному расслоен1но сопоставляются некоторые С*-алгебры Дл/.т и Ат'м,-к, для 
которых доказывается след\чопшя теорема. 

Теорема 13. Для многообразия {М, тг) с накрытием на крае имеют место изомор-
физмы Пуанкаре (г = О или 1) 

Кг (Лт-м,.) Ki (КГ), Ю {ТЧГ) ~ 1С (Лл^,.), 

где М' и Т*М — многообразия с особенностями, получаемые «э М и Т*М отоэк-
дес7пвлением точек в слоях проекций тг : дМ X и дТ'М —)• Т'Х х К. 

Глава 5. Операторы над С"-алгебрами для дискретной группы изометри-
ческих преобразований. В этой главе рассматривается эллиггтическая теория для 
нелокалыплх операторов над С*-алгсбра,ми. При этом, onepaTopi,i ассоциированы с 
изометрическим действием дискретной группы. 

В параграфе 5.1 определяются рассматриваемые нелокальные операторы и дает-
ся теорема фредгольмовости для них. Фиксируе.м некоторую C*-a.;ire6py А с едини-
цей ({шгебру скаляров) и конечно-порождюнную группу Г, действуюндую на глад,ком 
замкнутом многообргипи М. Предполагается, что задано вложение Г С G в неко-
торую компактную группу Ли диффео.морфпзмов многообразия. Рассматривается 
класс операторов вида 

ser 

т'де С'^{М,А) — пространство гладких .4-значиых функций на Л/; — такой 
набор нсевдодифференциа1и.ных операторов над алгеброй А в c^нJcлe Мищепко-
Фоменко, что только конечное число его элементов отлично от ну.тя. Символ опера-
тора (19) определяется как эле.мент 

a{D) е C{S'M,A) >í Г 

скрепцдтпого произведения C(S*M, А) х Г алгебры непрерывных >1-значных (}>уик-
rtnñ ita косфсрическом расслоетнн! и группы Г. Оператор (19) называется эмитпи-
ческим, если его символ обратн.м в указатпюй алгебре. Показывается, что эллигсти-
ческий оператор определяет с1}редгольмов оператор в с.мыслс Мищеико-Фомс1н<о^^ 
в за.мыканнях иространств А) до гильбертовых у1-мод,улей и определен его 
индекс 

HidAl>e А'о(.4) (20) 

со зиачетпгями в J\-группе алгебры А. 
В параграфе 5.2 определяются (аиалитич(!ские) числовые инварпаиты, отвеча-

юпц!е индексу (20). Пусть т : А(.4) —> С — замкнутый градуироваипьп"! след па 
алгебре Л(А) некоммутативных дифференциальных фор.м в смыате Каруби''^ для 
а,чгсбры .4. След т определяет функционал 

ch, : /^.(.4) С (21) 

"•'Karoubi M. Homologie cyclique et A'-théorie. Astérisque. 149. 1987. 1-147. 
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lia K-rpyuuc шц'сбры ска-тяроц. Это позволяет определять числовые ппварпапты опе-
ратора D как образ ипд(;кса (20) при отображении (21). 

Полученньи! чистовые инварианты определяются символом ff(D) оператора, и, 
чтобы их вычислить, строятся когомологические шпиариаиты символа. С этой це-
Л1.Ю м е д т продолжается до диффсрспциа.?ть710г0 следа па алгебре пскоммутатив-
иых форм, отвечающих скрещеппому нроизведсппю Со(Т'М, А) х Г, что позволяет 
определить характер ^lepua па Л'-г'рупие эт01'0 скрсщеииого произвсдепия как i o m o -
морфизм групп 

ehr : К.{Со{Т'М, А) Г) —^ 0 (22) 
адсг 

где суммирование производится по классам сопряжеппости {д), для которых мно-
жество пс;нодг.нжпых точек Л/-' нетхто, а чс^рез Я* обозначены когомологин с ко.м-
пактпымн носителями. 

В параграфе 5.3 устаиавлшкается осповпой рсзул1.тат главы — теорема об 1П1дексе, 
вычисляющая числовой инвариант с11̂ (1п(1.4 В) в терминах символа оператора. 

Теорема 14. Пусть Г — конечно-порожденная группа степенного роста. Тогда 
имеет мест,о равенство 

с Ь г ( т в А П ) = ' £ / с К М П } ] - Щ { Т - А Г 0 С ) , (23) (indA D)= [ • T d , ( ' r 

где обозначает д-компоненту в (22); [ст(£')] £ Ко{Со(Т*М,А) х Г) — класс 
эмиптического символа в К-группе; Т(1,(7"Л/<8С) € Н'{М'-') ~ н,еко7порый класс 
коголимогий, определяемый многообрсшием. При этом, ряд в (23) сходится абсо.,гют-
по. 

Также в параграфе 5.3 рассмотрено применение с1)ор.мулы (23) к вычислению так-
называемых высших индексов для эллинтпческих операторов над мгеброй А = С. 

В параграфе 5.4 вы'и1сляется индекс для важнейших операторов — оператора 
Эйлера, опе1)атора сигнатуры и оператора Дирака. Также показывается, что дтя 
групп Г, не содержат,их элементов конечного порядка, с1юрмула индекса (23) состоит 
только из одного слагаемого, отвечаютцего единице группт.1. 
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Савин А.Ю. 
Теория индекса нелокальных эллиптических задач 

Исследуется теория индекса для нелокальных эллиптических задач, содержащих 
операторы сдвига вдоль траекторий диффеоморфизмов (или групп диффеоморфиз-
мов) гладкого многообразия. Получена теорема об индексе для эллиптических опе-
раторов, отвечающих общему диффеоморфизму. Для нелокальных операторов, ас-
социированных с диффеоморфизмом растяжения, дана когомологическая формула 
индекса и исследована разрещимость таких операторов в шкале пространств Соболе-
ва. Получена теорема об индексе нелокальных операторов, ассоциированных с дей-
ствиями компактных групп Ли. Построена теория краевых задач, которая является 
деформацией между теорией классических краевых задач и задач Атьи-Патоди-
Зингера. Краевые задачи в этой теория являются нелокальными и ставятся на мно-
гообразиях, край которых представляет собой расслоение над некоторой компактной 
базой с компактным же слоем. Получена гомотопическая классификация нелокаль-
ных эллиптических операторов па м1Югообразиях, окрестность края которых явля-
ется тотальным пространством гладкого расслоения. Получена теорема об индексе 
для нелокальных эллиптических операторов над С*-алгебрами, ассоциированных с 
изометрическим действием дискретной группы на гладком замкнутом многообразии. 

Savin A.Yu. 
Index theory for nonlocal elliptic problems 

We study index theory for nonlocal elliptic problems with shift operators along the 
trajectories of a diffeomorphism (or a group of diffeomorphisms) of a smooth manifold. We 
obtain an index theorem for elliptic operators associated with a general dilTeomorphism. 
For nonlocal operators associated with dilation diffeomorphism, we give an index formula 
in cohomology and study solvability of such operators in the scale of Sobolev spaces. An 
index theorem for nonlocal elliptic operators associated with compact Lie group actions 
is obtained. We construct a theory of boundary value problems that is a deformation 
between the theory of classical boundary value problems and the Atiyah-Patodi-Singer 
boundary value problems. The boundary value problems in this theory are nonlocal and 
are defined on manifolds, whose boundary is fibcred over a compact base with a compact 
fiber. We obtain a homotopy classification of nonlocal elliptic operators on manifolds, 
whose boundary is the total space of a smooth fibration. An index theorem is obtained 
for nonlocal elliptic operators over C"-algebras, where the operators are associated with 
an isometric action of a discrete group on a smooth closed manifold. 
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