
íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÊÈÑÅËÅÂÀ Êñåíèÿ Ìèõàéëîâíà

ÎÖÅÍÊÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ

ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

ÌÀÑÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

05.13.18 � Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,

÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2017



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

Âîëîãîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð
Çåéôìàí Àëåêñàíäð Èçðàèëåâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð

Áåëÿåâ Êîíñòàíòèí Ïàâëîâè÷,

âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà îêåàíîëîãèè

èì. Ï.Ï. Øèðøîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ÈÎ ÐÀÍ)

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ñåìåíîâà Îëüãà Âàëåðüåâíà,

ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðîáëåì

óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà (ÈÏÓ ÐÀÍ)

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé

ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ 16 ôåâðàëÿ 2018 ã. â 15 ÷àñîâ 30 ìèíóò íà çàñåäàíèè

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.203.28 ïðè Ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû

íàðîäîâ ïî àäðåñó: Ìîñêâà, óë. Îðäæîíèêèäçå, äîì 3, àóäèòîðèÿ 110.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ÐÓÄÍ ïî àäðåñó:

117198 Ìîñêâà, óë. Ìèêëóõî-Ìàêëàÿ, äîì 6 è íà îôèöèàëüíîì ñàéòå äèññîâåòîâ

ÐÓÄÍ ïî àäðåñó: www.dissovet.rudn.ru.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ äåêàáðÿ 2017 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ñ.À. Âàñèëüåâ



1Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Ìåòîäû è ìîäåëè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â èñ-

ñëåäîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì.

Ïåðâûå ðàáîòû ïî äàííîé òåìàòèêå áûëè ïðîâåäåíû À. Ê. Ýðëàíãîì. Çà-

äà÷è, ñâÿçàííûå ñ îáñëóæèâàíèåì áîëüøèõ ìàññèâîâ îäíîðîäíûõ òðåáîâàíèé

âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ èññëåäîâàíèé: â òåõíèêå, ýêî-

íîìèêå, îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà. Òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ ðàçäåëîì ïðèêëàäíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, öåëü èñ-

ñëåäîâàíèé êîòîðîãî - ðàöèîíàëüíûé âûáîð ñòðóêòóðû ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ

è ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ.

Î÷åíü âàæíûìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ èçó÷åíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðå-

äåëüíîìó ðåæèìó è óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè èíèöèèðîâàíû Á. Â. Ãíåäåíêî.

Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå äàííîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé âíåñëè òàêæå

ñëåäóþùèå ðîññèéñêèå è çàðóáåæíûå ó÷åíûå Â.Â. Àíèñèìîâ, Ë.Ã. Àôàíàñüåâà,

Ã.Ï. Áàøàðèí, Ê.Ï. Áåëÿåâ, À.À. Áîðîâêîâ, Ï.Ï. Áî÷àðîâ, Ð.Ë. Äîáðóøèí, À.Í.

Äóäèí, À.È. Çåéôìàí, Â.Â. Êàëàøíèêîâ, Í.Â. Êàðòàøîâ, Â.Þ. Êîðîëåâ, Å.Â.

Ìîðîçîâ, À.Â. Ïå÷èíêèí, Â.Â. Ðûêîâ, Î.Â. Ñåìåíîâà, Â.Ã. Óøàêîâ, Ñ.Ã. Ôîññ,

E. Van Doorn, M.Neuts, R.L.Tweedie, W.Whitt è äðóãèå.

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýðãîäè÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ

ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, à òàêæå ïðèëîæåíèå ýòèõ ðåçóëü-

òàòîâ ê ìîäåëÿì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, îïèñûâàåìûì ïðîöåññàìè ðîæäåíèÿ

è ãèáåëè, íà÷àòî â ðàáîòàõ À.È. Çåéôìàíà. 1

Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé èçó÷àëèñü òàêæå Â.Â. Àíè-

ñèìîâûì, À.Þ. Ìèòðîôàíîâûì, Â.Â. Êàëàøíèêîâûì, Í.Â. Êàðòàøîâûì.

1Zeifman A. I. Stability for contionuous-time nonhomogeneous Markov chains // Lect. Notes Math.. - 1155. -
1985. - p. 401-414; Zeifman A. I. Upper and lower bounds on the rate of convergence for nonhomogeneous birth
and death processes // Stoch. Proc. Appl.. - 1995. - 59. - p. 157-173; Çåéôìàí À. È., Áåíèíã Â. Å., Ñîêîëîâ È.
À. Ìàðêîâñêèå öåïè è ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ì.: Ýëåêñ-ÊÌ, 2008.
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Êðîìå òîãî, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíà âîïðîñàì, ñâÿ-

çàííûì ñ àïïðîêñèìàöèåé íåñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé. 2

Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ íåñòàöèîíàðíûõ (íåîäíîðîäíûõ ïî âðåìåíè) ìàð-

êîâñêèõ öåïåé ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ïîãðåøíîñòè

àïïðîêñèìàöèè äëÿ íîâûõ êëàññîâ ìîäåëåé, à òàêæå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ

îöåíîê äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíêðåòíûõ ñè-

ñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íåêîòîðûõ íîâûõ êëàññîâ íåñòàöèîíàð-

íûõ ìîäåëåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ïîëó÷åíèå îöåíîê âåðîÿòíîñòíûõ õàðàê-

òåðèñòèê: ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðåæèìó, óñòîé÷èâîñòè è àïïðîê-

ñèìàöèè, ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ïîñòðîåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê,

ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ çàäà÷è Êîøè íà ñîîòâåòñòâóþùåì îò-

ðåçêå äëÿ óñå÷åííîãî ïðîöåññà.

Îñíîâíûå çàäà÷è.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ çàÿâëåííîé öåëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè, îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ïðî-

öåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ

ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé;

- ïðîâåäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ ÷èñëî òðåáîâàíèé â íåêî-

òîðûõ êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ;

- ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íóëü-ýðãîäè÷íîñòè, ýêñïîíåíöèàëüíîé ýðãîäè÷íîñòè è îöåí-

êè óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå ïðîâåäåíà àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþ-

ùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ìîäåëè ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè è îäíèì ñåðâåðîì;

- èññëåäîâàí è èñïîëüçîâàí ìåòîä äâóñòîðîííèõ óñå÷åíèé äëÿ ìîäåëåé, îïèñû-

âàåìûõ íåîäíîðîäíûìè ïðîöåññàìè ðîæäåíèÿ è ãèáåëè è ìîäåëè Mt/Mt/S.

2Mandelbaum A., Massey W. Strong approximations for time-dependent queues// Math. Oper. Res., 1995,
No.20, p. 33-64; A. I. Zeifman, A. Korotysheva, Y. Satin, V. Korolev, V. Bening. Perturbation bounds and
truncations for a class of Markovian queues, Queueing Systems, vol. � 2014. � 76, p. 205-221.
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Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ

è ïðîãðàìì ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíû âåðîÿòíîñòíûå õà-

ðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñ-

ëî òðåáîâàíèé â ìîäåëè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì

è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé.

2. Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ

îñîáåííîñòÿìè.

3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äâóñòîðîííèõ óñå÷åíèé äëÿ íåîäíîðîäíûõ ïðîöåññîâ

ðîæäåíèÿ è ãèáåëè è ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ìîäåëè

Mt/Mt/S ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

4. Ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, óñòîé÷èâîñòè è àïïðîêñèìàöèè äëÿ

ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ìîäåëè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè è îäíèì ñåðâåðîì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

- äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ñ ãðóïïîâûì ïî-

ñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé, ïîëó÷åíî óñëîâèå ñëàáîé

ýðãîäè÷íîñòè, íîâûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ïðåäåëüíîìó ðåæèìó è ïðå-

äåëüíîìó ñðåäíåìó, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè;

- äëÿ ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ ðàçëè÷íûìè èíòåíñèâíîñòÿìè êàòàñòðîô

ïîëó÷åíî óñëîâèå ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè;

- äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè è ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî

÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ Mt/Mt/S, ïîëó÷åíû íî-

âûå îöåíêè ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè äâóñòîðîííèìè óñå÷åíèÿìè;

- äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæè-

âàíèÿ ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè è îäíèì ñåðâåðîì, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ýðãîäè÷-

íîñòè, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè è àïïðîêñèìàöèè.

Ëè÷íîå ó÷àñòèå àâòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåìûõ ìî-

äåëåé, ïîëó÷åíèè íîâûõ îöåíîê äëÿ íèõ, à òàêæå ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ è ïðî-
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ãðàìì ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-

öåññîâ.

Àëãîðèòì, íà êîòîðîì îñíîâàíî ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê

ïðîöåññà, ïîäðîáíåå îïèñàí â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ âûøåîïèñàííûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð Êîøè äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è îöåíêè åãî íîðìû. Âîïðî-

ñû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì òðåáóåìûõ ïàðàìåòðîâ ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ áåñ-

êîíå÷íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ìíîæåñòâå ñòîõàñòè÷åñêèõ

âåêòîðîâ. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, áàçèðóþùèéñÿ íà äâóõ ìîìåíòàõ: îöåíêàõ, îñíî-

âàííûõ íà ïðèìåíåíèè ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ëèíåéíîé îïåðàòîðíîé ôóíê-

öèè è ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé

ìàðêîâñêîé öåïè.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò èç ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèè êîí-

êðåòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòîõàñòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé â òåõíèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ôèçèêå è äðóãèõ îòðàñëÿõ. Îïèñàííûå ïîä-

õîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ìîäåëèðîâàíèè ïîòîêîâ èíôîðìàöèè, ñâÿçàííûõ

ñ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà:

- ñåìèíàðàõ êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÂîÃÓ "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû

ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì"(2014-2017),

- âòîðîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Çàäà÷è ñîâðåìåííîé èíôîðìàòè-

êè"(Ìîñêâà, 2015),

- 29-é Åâðîïåéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìîäåëèðîâàíèþ, ECMS (Âàðíà, Áîëãàðèÿ,

2015),
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- 30-é Åâðîïåéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìîäåëèðîâàíèþ, ECMS (Ðåãåíñáóðã, Ãåð-

ìàíèÿ, 2016),

- íàó÷íîì ìåæâóçîâñêîì ñåìèíàðå "Ñîâðåìåííûå òåëåêîììóíèêàöèè è ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåëåòðàôèêà"(ÐÓÄÍ, Ìîñêâà, 2017),

- 7-é Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè (ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì)

"Èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ ñèñòåì"(â ðàìêàõ 53-é Âñåðîññèéñêîé

êîíôåðåíöèè ïðîáëåì ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè, ôèçèêè è õèìèè) (ÐÓÄÍ,

Ìîñêâà, 2017),

- 31-é Åâðîïåéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìîäåëèðîâàíèþ, ECMS (Áóäàïåøò,

Âåíãðèÿ, 2017).

Ïóáëèêàöèè àâòîðà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [1]-[12].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû,

çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 97 íàèìåíîâàíèé,

â òîì ÷èñëå ðàáîòû àâòîðà. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 97 ëèñòàõ ìàøèíîïèñíîãî

òåêñòà.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèññåðòàöèè, ïðè-

âîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå, ñôîðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â ðàáîòå.

Â 1 ãëàâå ïðèâîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, íåîá-

õîäèìûé äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïî-

íÿòèé: ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî, ïðîñòðàíñòâà l1, ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû îïåðà-

òîðà, à òàêæå íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû, âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäî-

âàíèÿ.

Â �1 ãëàâû 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ìîäåëåé, â êîòîðûõ äîïóñêàþòñÿ

ãðóïïîâîå ïîñòóïëåíèå è ãðóïïîâîå îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé. Îáùàÿ ìîäåëü

òàêîãî òèïà ââåäåíà è èññëåäîâàíà ðàíåå. 3

Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé äëÿ äàííîé ìîäåëè èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

A(t) =



a00(t) µ1(t) µ2(t) µ3(t) · · · µS(t)

λ1(t) a11(t) µ1(t) µ2(t) · · · µS−1(t)

λ2(t) λ1(t) a22(t) µ1(t) · · · µS−2(t)

· · ·
λS(t) λS−1(t) λS−2(t) λS−3(t) · · · aSS(t)


, (1)

ïðè÷åì aii(t) = −
∑i

k=1 µk(t)−
∑S−i

k=1 λk(t), è λk(t) = 0 ïðè k > N .

Â äàííîé ðàáîòå ïîäðîáíåå èçó÷àåòñÿ áîëåå êîíêðåòíàÿ ñèòóàöèÿ.

Îáùåå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé íå ïðåâîñõîäèò S, ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð

ãðóïïû ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé ðàâåí N ≤ S, èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ

ãðóïïû k ≤ N òðåáîâàíèé åñòü λk(t) = λ(t)
k . Èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ãðóï-

ïû k ≤ S èìåþùèõñÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèé åñòü µk(t) = µ(t)
k .

3Ñàòèí, ß. À., Çåéôìàí, À. È., Êîðîòûøåâà, À. Â., Øîðãèí, Ñ. ß. Îá îäíîì êëàññå ìàðêîâñêèõ ñèñòåì
îáñëóæèâàíèÿ. Èíôîðìàòèêà è åå ïðèìåíåíèÿ.�2011� 5, âûï. 4, 6�12;
Çåéôìàí, À.È., Êîðîòûøåâà, À.Â., Êèñåëåâà, Ê.Ì., Êîðîëåâ, Â.Þ., Øîðãèí, Ñ.ß. Îá îöåíêàõ ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.// Èíôîðìàòèêà è å¼ ïðèìåíåíèÿ.
� 2014. � 8, âûï. 3, 19-27;
A. I. Zeifman, A. Korotysheva, Ya. Satin, G. Shilova, T. Pan�lova. On a queueing model with group services,
Lecture Notes in Communications in Computer and Information Science. � 2013. � 356, 198-205.
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Çäåñü X = X(t), t ≥ 0, - ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ.

Ýòî íåîäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ïðîñòðàíñòâîì

ñîñòîÿíèé Z = {0, 1, . . . , S}. ¾Áàçîâûå¿ èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ è îáñëóæè-
âàíèÿ λ(t) è µ(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè íà [0,∞) ôóíêöèÿ-

ìè âðåìåíè t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(t) = (p0(t), p1(t), . . .)
T , t ≥ 0 - âåêòîð-ñòîëáåö

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, ÷åðåç E(t, k) = E {X(t) |X(0) = k} ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ïðîöåññà (ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé) â ìîìåíò t ïðè óñëîâèè, ÷òî â

íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè îí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k. Ìàðêîâñêàÿ öåïü èìååò

ïðåäåëüíîå ñðåäíåå φ(t), åñëè E(t, k)− φ(t)→ 0 ïðè t→∞ è ëþáîì k.

Òåîðåìà 1 . Ïðîöåññ X(t), îïèñûâàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé â ðàññìàòðèâà-

åìîé ñèñòåìå, ñëàáî ýðãîäè÷åí ïðè ëþáîì N (1 ≤ N ≤ S) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå:

∞∫
0

(λ(t) + µ(t)) dt = +∞. (2)

Ñëåäñòâèå 1 . Åñëè (2) ñïðàâåäëèâî, òî ïðîöåññ X(t) ñëàáî ýðãîäè÷åí, èìååò

ïðåäåëüíîå ñðåäíåå φ(t) è ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 8Se−
∫ t

0
µ(u)du, (3)

ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ p∗(s),p∗∗(s) è ëþáûõ s, t, 0 ≤ s ≤ t,

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8S2e−
∫ t

0
µ(u)du (4)

ïðè ëþáîì k, åñëè
∫ +∞

0 µ(t)dt = +∞, à ïðè
∞∫
0

λ(t) dt = +∞, ñîîòâåòñòâåííî:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 8S (1 + lnS) e−
1
S

∫ t

0
λ(τ) dτ , (5)

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8S2 (1 + lnS) e−
1
S

∫ t

0
λ(τ) dτ . (6)

Ïóñòü X̄ = X̄(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé äëÿ ¾âîçìóùåííîé¿ ñèñòåìû îáñëó-

æèâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå åãî õàðàêòåðèñòèêè îáîçíà÷èì òåìè æå áóêâàìè ñ
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÷åðòîé ñâåðõó. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

ìàëîñòè ‖A(t)− Ā(t)‖ ≤ ε.

Ñëåäñòâèå 2 . Ïóñòü
∫ +∞

0 µ(t)dt = +∞, è âäîáàâîê, ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ M, α è âñåõ 0 ≤ s ≤ t ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e−
∫ t

s
µ(u)du ≤Me−α(t−s). (7)

Òîãäà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ p(0) è p̄(0) ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâåäëè-

âû íåðàâåíñòâà

lim sup
t→∞

‖p(t)− p̄(t)‖ ≤ ε(1 + ln 4SM)

α
, (8)

lim sup
t→∞

|Ep(t)− Ēp̄(t)| ≤
εS(1 + ln 4SM)

α
. (9)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (7) çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè èíòåíñèâíîñòü îáñëó-

æèâàíèÿ 1−ïåðèîäè÷íà, ïðè ýòîì α =
∫ 1

0 µ(t) dt, à

M = emax|t−s|≤1
∫ t

s
µ(u)du.

Â �2 ãëàâû 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, îïèñû-

âàåìàÿ ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ êàòàñòðîôàìè â ñëó÷àå, êîãäà èíòåíñèâ-

íîñòè êàòàñòðîô ðàçëè÷íûå. Çäåñü ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå ðàíåå.4

Äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ñè-

ñòåìå ïîëó÷åíî óñëîâèå ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè, îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê

ïðåäåëüíîìó ðåæèìó è ïðåäåëüíîìó ñðåäíåìó.

Â �1 ãëàâû 3 èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì

ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé, ÷àñòíûé ñëó÷àé êîòî-

ðîé ðàññìîòðåí â �1 ãëàâû 2. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè è

ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Â �2 ãëàâû 3 ðàññìîòðåíû äâóñòîðîííèå óñå÷åíèÿ è ïðèâåäåíû ïðèìåðû

äëÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ÷èñëî òðåáîâàíèé â êîòîðûõ îïèñûâàåò-

4A. Zeifman, A. Korotysheva, Ya. Satin, V. Korolev, S. Shorgin, R. Razumchik. Ergodicity and perturbation
bounds for inhomogeneous birth and death processes with additional transitions from and to origin. Int. J. Appl.
Math. Comput. Sci., 2015.
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ñÿ íåîäíîðîäíûì ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ è ãèáåëè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû

ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [4].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T , t ≥ 0 âåêòîð-ñòîëáåö âåðî-

ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà, λk(t) è µk(t) èíòåíñèâíîñòè ðîæäåíèÿ è ãèáåëè

ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç A(t) - òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòåé.

Ïîëàãàåì

λn(t) ≤ Λn ≤ L <∞, µn(t) ≤ ∆n ≤ L <∞, (10)

ïðè ïî÷òè âñåõ t ≥ 0.

Îáîçíà÷èì

gk =
i−1∑
j=k

dj, Gk =
k∑

j=i+1

dj,

ãäå dj - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 2 . Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè X(t) ñ èíòåíñèâíîñòÿ-

ìè λk(t) è µk(t). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå M è α òàêèå, ÷òî

e
−

t∫
s

α(τ) dτ
≤Me−α(t−s), (11)

äëÿ ëþáîãî 0 ≤ s ≤ t. Òîãäà ïðîöåññ X(t) ñëàáî ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷åí ïî

íîðìå 1D.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dk} òàêàÿ, ÷òî (11) âûïîëíÿ-
åòñÿ. Òîãäà X(t) ñëàáî ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷åí ïî íîðìå 1D, è ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå îöåíêè

pk (t) ≤

{
M(di−1∆i+di+1Λi)

α gk
, k < i

M(di−1∆i+di+1Λi)
αGk

, k > i
, (12)

äëÿ ëþáîãî k.

Ðàññìîòðèì óñå÷åííûé ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè X∗(t) ñ ïðîñòðàíñòâîì

ñîñòîÿíèé N1, N1 + 1, . . . , N2 è èíòåíñèâíîñòÿìè λ
∗
k(t) = λk(t) ïðè N1 ≤ k < N2,

è µ∗k(t) = µk(t) ïðè N1 < k ≤ N2. Ïîëîæèì îñòàëüíûå èíòåíñèâíîñòè ðîæäåíèÿ

è ãèáåëè ðàâíûìè íóëþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî ïðîöåññà

îáîçíà÷èì òåìè æå áóêâàìè ñî "çâåçäî÷êîé".
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Ïóñòü {d∗k} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

e
−

t∫
s

α∗(τ) dτ
≤M ∗e−α

∗(t−s), (13)

äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ M ∗, α∗ è ëþáîãî 0 ≤ s ≤ t.

Ïîëîæèì g∗k =
i−1∑
j=k

d∗j è G
∗
k =

k∑
j=i+1

d∗j .

Ïóñòü òàêæå

d = min (di−1, di+1) , W = inf
k

(
gk
k
,
d

i
,
Gk

k

)
. (14)

Òåîðåìà 3 . Ðàññìîòðèì ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè X(t), X∗(t) òàêèå,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ (11) è (13). Ïóñòü p (0) = p
∗ (0) = ei (òî åñòü X(0) =

X∗(0) = i). Òîãäà:

‖p (t)− p∗ (t) ‖ ≤
4MM ∗ (∆i d

∗
i−1 + Λi d

∗
i+1

)
dαα∗

·
(
gN1−1∆N1

g∗N1

+
GN2+1ΛN2

G∗N2

)
,

(15)

è

‖p (t)− p∗ (t) ‖1E ≤
4MM ∗ (∆i d

∗
i−1 + Λi d

∗
i+1

)
Wαα∗

·
(
gN1−1∆N1

g∗N1

+
GN2+1ΛN2

G∗N2

)
.

(16)

Ñëåäñòâèå 3 . Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Òåîðåìû 3 è, êðîìå òîãî, N2 =

∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

‖p (t)− p∗ (t) ‖ ≤
4MM ∗ (∆i d

∗
i−1 + Λi d

∗
i+1

)
gN1−1∆N1

dαα∗g∗N1

,
(17)
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‖p (t)− p∗ (t) ‖1E ≤
4MM ∗ (∆i d

∗
i−1 + Λi d

∗
i+1

)
gN1−1∆N1

Wαα∗g∗N1

,
(18)

äëÿ ëþáîãî i > N1.

Ñëåäñòâèå 4 . Ïóñòü â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3 N1 = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëå-

äóþùèå îöåíêè:

‖p (t)− p∗ (t) ‖ ≤
4MM ∗ (∆i d

∗
i−1 + Λi d

∗
i+1

)
GN2+1ΛN2

dαα∗G∗N2

,
(19)

‖p (t)− p∗ (t) ‖1E ≤
4MM ∗ (∆i d

∗
i−1 + Λi d

∗
i+1

)
GN2+1ΛN2

Wαα∗G∗N2

,
(20)

äëÿ ëþáîãî i < N2.

Â �3 ãëàâû 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿMt/Mt/S

(â ñëó÷àå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè òðàôôèêà).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïîëó÷åíû îöåíêè ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìà-

öèè äâóñòîðîííèìè óñå÷åíèÿìè (ñì. [4]).

Â 4 ãëàâå èññëåäóåòñÿ íåêîòîðûé êëàññ ìîäåëåé ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè,

à èìåííî íåîäíîðîäíàÿ ìîäåëü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîâòîðíûìè âûçîâà-

ìè è îäíèì ñåðâåðîì, ââåäåííàÿ è â îäíîðîäíîì ñëó÷àå ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå.5

Â óêàçàííîé ðàáîòå òàêæå ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå ñîäåðæàòåëüíîå îïèñàíèå ìîäå-

ëè, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåí äâóìåðíûé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé

â ñèñòåìå, ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ïîñòóïëåíèÿ λ(t), îáñëóæèâàíèÿ µ(t) è ïåðåõîäà

êëèåíòà ñ îðáèòû íà ñåðâåð µ0(t).

Ïðîöåññ ñâåäåí ê îäíîìåðíîìó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà èí-

òåíñèâíîñòåé Q = (qij) ñëåäóþùåãî âèäà:

5Zeifman A., Satin Ya., Morozov E., Nekrasova R., Gorhsenin A. On the ergodicity bounds for a constant retrial
rate queueing model // Proceedings of the 8th International Congress on Ultra Modern Telecommunications and
Control Systems and Workshops. � 2016.
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Q(t) =

−λ λ 0 0 0 0 0 0 · · ·
µ −(λ+ µ) 0 λ 0 0 0 0 · · ·
0 µ0 −(λ+ µ0) λ 0 0 0 0 · · ·
0 0 µ −(λ+ µ) 0 λ 0 0 · · ·
0 0 0 µ0 −(λ+ µ0) λ 0 0 · · ·
0 0 0 0 µ −(λ+ µ) 0 λ · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...


.

Äëÿ äàííîãî ïðîöåññà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè, îöåíêè óñòîé÷è-

âîñòè, ïðîâåäåíà àïïðîêñèìàöèÿ.

Ïóñòü ïðîöåññ áëèçîê ê îäíîðîäíîìó, è åãî èíòåíñèâíîñòè áëèçêè ê ïî-

ñòîÿííûì. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îáùèé ïîäõîä6 , ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà 4 . Ïîëîæèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòè èìåþò âèä

λ(t) = λ∗ + l(t), µ(t) = µ∗ +m(t), µ0(t) = µ∗0 +m0(t),

ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

µ∗µ∗0 > λ∗(λ∗ + µ∗0),

εB < α∗,

ãäå α∗ = min(λ∗+µ∗0−µ∗b−1, λ∗+µ∗−λ∗(b+ab)−µ∗0a−1), εB ≥ l(t)+m(t)+l(t)(b+

ab) + m0(t). Òîãäà äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0), p∗∗(0) ïðîöåññ X(t)

ñëàáî ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷åí è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè:

‖ p∗(t)− p∗∗(t) ‖≤ 2e−(α∗−εB)t ‖ p∗(0)− p∗∗(0) ‖1D .

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p(0) è p̄(0) íåîäíîðîäíîãî è îäíî-

ðîäíîãî ïðîöåññîâ ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà óñòîé÷èâî-

6Zeifman A., Korolev V. On perturbation bounds for continuous-time Markov chains// Statistics & Probability
Letters. � V. 88. � 2014. � P. 66-72.
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ñòè:

lim
t→∞

sup ‖ p(t)− p̄(t) ‖1D≤
fεB + α∗εf
α∗(α∗ − εB)

.

Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(t) = µ0(t) è ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ (1; b),

÷òî ∫ ∞
0

β(t)dt = +∞,

ãäå β(t) =
(
λ(t)(1− b− ab) + µ(t)(a−1

a

)
. Òîãäà X(t) - ñëàáî ýðãîäè÷íûé äëÿ ëþ-

áûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé p∗(0), p∗∗(0) è

‖ p∗(t)− p∗∗(t) ‖≤ 2e−
∫ t

0
β(τ)dτ ‖ p∗(0)− p∗∗(0) ‖1D

Êðîìå òîãî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èññëåäóåòñÿ óñå÷åííûé ïðîöåññ,

à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè.

Â çàêëþ÷åíèè îïèñàíû è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå â õîäå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîãðàììû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âû-

ïîëíÿþòñÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Îñíîâíûå âûâîäû è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ

ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì è ãðóïïîâûì îá-

ñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé;

2) ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè äëÿ ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ îñîáåííîñòÿìè;

3) èññëåäîâàí è èñïîëüçîâàí ìåòîä äâóñòîðîííèõ óñå÷åíèé äëÿ ìîäåëåé, îïèñû-

âàåìûõ íåîäíîðîäíûìè ïðîöåññàìè ðîæäåíèÿ è ãèáåëè è ìîäåëè Mt/Mt/S;

4) ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè è ïðîâåäåíà àïïðîê-

ñèìàöèÿ äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè è îäíèì ñåðâåðîì.
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Êèñåëåâà Êñåíèÿ Ìèõàéëîâíà (Ðîññèÿ)

Îöåíêè âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê íåêîòîðûõ íåñòàöèîíàðíûõ

ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû íåñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâ-

ñêèõ ìîäåëåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì

è ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé è ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè. Èíòåí-

ñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè è

òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ÷èñëî òðå-

áîâàíèé â ñèñòåìå, ïðèìåíÿåòñÿ îáùèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè

ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû îïåðàòîðà ïðÿìîé ñèñòåìû Êîëìîãîðîâà è ñïåöèàëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ê ïðåäåëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì, óñòîé÷èâîñòè, ïîãðåøíîñòè àïïðîêñè-

ìàöèè ïðîöåññàìè ñ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ. Äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ ñ ïîìîùüþ

ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïî-

ñòðîåíû ïðåäåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ. Ðàññìîòðåíû

êîíêðåòíûå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ.

Kiseleva Kseniia Mikhailovna (Russia)

Bounds of probability characteristics for some nonstationary queueing

systems

Some classes of nonstationary queueing models are considered in this work,

including model with batch arrivals and batch services and retrial queuing system.

Intensities of arrivals and services are assumed to be locally integrable functions

depend on t and on the current state of the system. We deal with the queue-

length process and employ the general approach for the study of forward Kolmogorov

system via logarithmic norm of a operator function and related estimates. We obtain

bounds on the rate of convergence, truncations and perturbations for the considered

queue-length processes. The limiting characteristics of the corresponding processes

are constructed using numerical methods, developed algorithms and programs.

Speci�c queuing systems are studied.


