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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Исследование систем, в которых волна может рас-
пространяться в некотором выделенном направлении, именуемых волноводами,
имеет давнюю историю, однако наибольшее значение эти исследования приоб-
рели в связи с развитием радиофизики и оптоэлектроники. Однако предметная
область теории волноводов не ограничивается радиофизикой, к волноводным за-
дачам можно отнести и ряд задач о рассеянии частиц из квантовой механики,
например, недавние исследования В.С. Мележика о рассеивании частицы цен-
трами, закрепленными на продольной оси гармонической волноводообразной
ловушки (Мележик В.С. и др., 2018), и задачи из механики деформируемых тел,
например, моделирование волн в соосных упругих оболочках, заполненных вяз-
кой жидкостью (Блинков Ю.А. и др., 2016-8 гг.). По всей видимости, в будущем
может возникнуть математическая теория волноводов, отвлеченная от предмет-
ной области и понятая как теория бесконечномерных систем дифференциальных
уравнений (А. С. Зильберглейт и Ю. И. Копилевич, 1983). Характерная осо-
бенность механических задач –– нелинейность дифференциальных уравнений,
используемых для описания математической модели. В электродинамике и кван-
товой механике значение линейных моделей много выше, поскольку уравнения
Максвелла и уравнение Шредингера –– линейные. Нелинейность в электроди-
намических задачах появляется в том случае, когда принимают во внимание
зависимость диэлектрической и магнитной проницаемостей от поля. Настоящая
диссертация посвящена распространению электромагнитных волн по волново-
дам с идеально проводящими стенками, рассматриваются линейные модели,
основная сложность в исследовании которых — необходимость решать задачи
на собственные значения несамосопряженного операторного пучка с бесконеч-
номерным ядром.

Изначально моделирование распространения волноводных мод по закры-
тым волноводам выполнялось для нужд проектирования каналов передачи СВЧ
излучения. Однако область применения модели закрытого волновода много
шире классических задач о распространении радиоволн, поскольку модель за-
крытого волновода используется и при моделировании открытых волноведущих
систем (Боголюбов А.Н. и Едакина Т. В., 1991-92; Диваков Д.В. и др., 2017). При
моделировании распространения направляемых мод по открытому волноводу в
оптическом диапазоне естественно принять, что поле на расстоянии несколь-
ких длин волн от границы такого волновода равно нулю. Поэтому, поместив
открытый волновод в ящик с идеально проводящими стенками, мы получим при-
ближеннуюмодель открытого волновода, на что впервые указал А.Г. Свешников.
Модель «открытый оптический волновод в ящике» является корректной мате-
матической моделью, описывающей распространение волноводных мод, и на
данный момент является корректной моделью, описывающей волноводную ди-
фракцию в открытых оптических системах (Диваков Д.В. и др., 2017). Границы
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применимости этой модели можно описать количественно, сравнив результа-
ты, получающиеся при разном удалении стенок ящика от границы волновода.
Безусловным недостатком модели «волновод в ящике» является чрезмерная ка-
нализация энергии, вытекающей из волноводов, в направлении оси волновода.
Это не существенно для моделирования распространения волноводных мод, но
важно, например, для задач о вытекании энергии из такого волновода через от-
крытый торец.

Укажем на одно из многих приложений этой модели, связанное с при-
оритетным научным направлением Института прикладной математики и те-
лекоммуникаций РУДН «Опережающие исследования беспроводных 5G сетей
и Интернета вещей» (Диваков Д.В. и др., 2018). Увеличение скорости пере-
дачи данных по беспроводным сетям должно быть обеспечено повышением
пропускной способности оптоволокона, соединяющего вышки беспроводной
связи. Однако уже переход к 4G подвел к пределу пропускной способности
существующих оптоволокон. Поэтому интернациональные телекоммуникацион-
ные компании уделяют большое внимание разработкам новых оптоволокон с
большой пропускной способностью и именно в этом направлении были достиг-
нуты существенные технологические успехи за последние пять лет (Extance,
2017). Наиболее перспективным приемом повышения пропускной способно-
сти оптоволокна является использование многожильных (multicore) волноводов,
представляющих собой пучок из десятков и даже сотен диэлектрических жил
(Coffey, 2013). Можно ожидать, что при правильном подборе частоты по много-
жильным волноводам распространяется столько же мод, сколько в системе жил,
и каждую из этих мод можно использовать для передачи информации. Пробле-
ма, однако, состоит в том, что жилы расположены близко друг к другу и поэтому
модель, в рамках которой каждая жила рассматривается как закрытый волно-
вод, –– слишком грубая, чтобы использовать ее на практике. Подводя итог всему
сказанному можно утверждать, что опережающие исследования беспроводных
5G сетей требует исследования математической модели закрытого волновода,
диэлектрическая проницаемость внутри которого не только не является посто-
янной, но и даже медленно меняющейся функцией.

Степень разработанности темы. Рассмотрим теперь основные методы
моделирования распространения излучения в закрытых волноводах.

Простейший путь для моделировния явлений классической электроди-
наики –– использование уравнений Максвелла для описания электромагнитного
поля и их последующая дискретизация по методу конечных разностей. Раз-
витие компьютерной техники в настоящее время позволяет применять метод
конечных разностей непосредственно для дискретизации уравнений Максвел-
ла и проводить численные исследования прикладных электродинамических
задач, рассматриваемых в ограниченных областях пространства, например, в
резонаторе, призме, дифракционной решетке и т.д. Одним из наиболее широ-
ко применяемых методов такого рода является метод FDTD (Finite-Difference
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Time-Domain), подробно описанный в ряде учебников по современной вычис-
лительной электродинамике (Григорьев А.Д., 2013; Taflove A. and Hagness S.C.,
2000). Специфика волноводных задач, например, задачи о волноводной ди-
фракции, состоит в том, что в них проводится расчет электромагнитных полей
на значительном расстоянии от исследуемого объекта, рассевающего электро-
магнитное поле, что приводит в рамках метода FDTD и его модификаций к
необходимости огромных объемов вычислений. Следует также добавить, что
этот метод вносит в задачу «численную дисперсию», приводящую к ошибкам
в определении фазовой скорости, и «численную анизотропию», при которой
волновые числа волн, распространяющихся в различных направлениях в изо-
тропной среде, различаются (Хардиков В.В. и др., 2008; Егоров А.А. и Ставцев,
А.В., 2010–2012).

По этой причине при решении прикладных задач теории волноводов
часто прибегают к скалярному приближению, то есть для моделирования рас-
пространения монохроматических волн используют не уравнения Максвелла,
а уравнение Гельмгольца. Модель, в которой вместо электромагнитного поля
используется скалярная функция, а вместо уравнений Максвелла –– уравнения
Гельмгольца, мы будем называть скалярной и противопоставлять ее векторной
модели, основанной непосредственно на уравнениях Максвелла.

В некоторых случаях, например, в случае планарного волновода, можно
строго доказать, что компоненты электромагнитного поля порознь удовлетворя-
ют уравнению Гельмгольца и не зацепляются через граничные условия. Поэтому
эти случаи можно исследовать в рамках скалярной модели. В принципиально
трехмерных задачах, в которых диэлектрическая проницаемость меняется плав-
но, такой переход требует удаления из уравнений Максвелла членов, представ-
ляющих собой произведение градиента ε на поле; например, такое выражение
получается при исследовании характеристик лазерного излучения, рассеянного
в интегрально-оптическом волноводе с трехмерными неоднородностями (Его-
ров А.А. и Ставцев А.В., 2012). В случае изогнутых волноводов переход к
скалярной модели требует удаления члена, пропорционального кривизне, как,
например, в случае тороидального волновода (Ступаков Г.В. и др., 2003). По
этой причине использование приближенной скалярной модели волноводов до-
пустимо только для слабо направляющих структур и не всегда подходит для
исследования и проектирования целого ряда интегрально-оптических устройств,
в том числе для устройств, волноводных линз и датчиков, которые исследовались
в работах сотрудников и выпускников кафедры радиофизики РУДН (Шевчен-
ко В.В., Чехлова Т.К., Тимакин А.Г., Егоров А.А.).

Исследование волноводных задач в полной электромагнитной постанов-
ке было начато работами А.Н. Тихонова, А.А. Самарского, П.Е. Краснушкина и
А.Г. Свешникова, написанными во второй половине прошлого века. А.Н. Тихо-
нов и А.А. Самарский рассмотрели распространение электромагнитных волн
по цилиндру постоянного односвязного сечения, имеющему идеально прово-
дящие стенки и заполненному однородным веществом. В этой работе было
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доказано несколько фундаментальных теорем, характеризующих произвольное
электромагнитное поле в таком волноводе –– теорема о разложении поля на поля
трансверсально электрического и трансверсально магнитного типов (ТЕ- и ТМ-
типов) и теорема о разложении поля на нормальные моды. Эти результаты поз-
волили П.Е. Краснушкину ввести понятие нормальной волноводной волны или
моды, а А.Г. Свешникову ввести парциальные условия излучения и строго ма-
тематически поставить задачу о дифракции нормальных волн в волноводе.

По существу в этих работах были предложены две классические модели
теории волноводов –– модель регулярного полого волновода и модель локально
нерегулярного волновода.

В рамках первой модели была рассмотрена спектральная задача об отыска-
нии нормальных мод. Эта задача была сведена к задаче на собственные значения
для оператора Лапласа с краевыми условиями Дирихле и Неймана, числен-
ные методы решения которой хорошо разработаны. В редких случаях, когда
сечение волновода –– круг или прямоугольник, эта задача допускает решения в
символьном виде. В общем же случае эти задачи без труда решаются численно,
например, в компьютерных реализациях метода конечных элементов (МКЭ).

В настоящее время МКЭ стал стандартным подходом к решению краевых
задач математической физики и, более общо, к дискретизации непрерывных мо-
делей. На наш взгляд важным этапом на пути распространения и стандартизации
МКЭ стал переход от написания программного обеспечения, ориентированно-
го на решение задач того или иного класса, к созданию языка для работы с
конструкциями МКЭ. Такой новый язык программирования, по существу яв-
ляющийся диалектом C++, разрабатывается в лаборатории Лионса и получил
название FreeFem++ (Université Pierre et Marie Curie, Laboratoire Jacques-Louis
Lions). В дальнейшем, говоря о стандартной реализации МКЭ, мы будем пони-
мать реализацию, которая может быть записана на этом языке.

В рамках второй модели была рассмотрена задача об отыскании ам-
плитуд нормальных волн, рассеянных диэлектрическим телом, помещенным
внутрь регулярного волновода, при падении на него той или иной суперпози-
ции нормальных волн. Волновод, который вне некоторого компакта совпадает
с регулярным, называют локально нерегулярным, а названные амплитуды –– ко-
эффициентами отражения и прохождения. Эта задача может быть записана как
краевая задача для бесконечномерной системы линейных дифференциальных
уравнений на отрезке с условиями третьего рода. Эта задача не допускает реше-
ния в символьном виде, естественным же способом ее приближенного решения
состоит из двух шагов:

1. усечение, то есть замена бесконечномерного пространства, в котором
ставится задача, на то или иное конечномерное пространство,

2. решение конечномерной системы линейных дифференциальных урав-
нений с краевыми условиями третьего рода.

В данном случае метод усечения сводит уравнение в частных производных к
системе линейных обыкновенных дифференциальных уравнений и поэтому его
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можно считать частным случаем метода Канторовича (Виницкий С.И. и др.,
2005-2018). В качестве первого шага в оригинальных работах А.Г. Свешнико-
ва выбиралось пространство, натянутое на первые базисные функции оператора
Лапласа на сечении волновода, этот метод дискретизации задачи получил на-
звание неполного метода Галеркина (Свешников А.Г., 1977). В современных
работах (например, в работах А.Н. Боголюбова, А.Л. Делицына, А.В. Лавре-
новой, Н.Е. Шапкиной, Д.А. Коняева и А.А. Петухова) заменяют исходное
пространство на пространство конечных элементов. Усечение и вычисление
матриц конечномерной системы линейных дифференциальных уравнений в рам-
ках неполного метода Галеркина естественно выполнять символьно, используя
системы компьютерной алгебры (что было предложено в работах Л.А. Сева-
стьянова, Д.В. Дивакова и А.А. Тютюнник, 2014-17 гг.), а в рамках МКЭ ––
стандартными средствами FreeFem++ (Малых М.Д., 2018).

В качестве второго шага необходимо решить систему дифференциальных
уравнений с краевыми условиями третьего рода методом конечных разностей
или одномерным МКЭ. К сожалению, FreeFem++ не имеет встроенного модуля
для решения краевых задач для систем обыкновенных линейных дифференци-
альных уравнений. Подходящие специализированное программное обеспечение
было разработано С.И. Виницким, А.А. Гусевым и О. Чулуунбаатаром (Дубна,
2000-2018 гг.) для нужд квантовомеханических задач рассеяния на основе МКЭ
с элементами высокого порядка. Несмотря на классичность этой задачи для тео-
рии волноводов, вопросы сопряжения программного обеспечения в полной мере
не автоматизированы.

Обоснованию метода усечения в литературе не было уделено должного
внимания. Для случая сред с затуханием неполный метод Галеркина был обос-
нован в упомянутых выше работах А.Г. Свешникова, однако предположение
о наличии затухания принципиально для указанного метода. В реальных сре-
дах, конечно, затухание всегда присутствует, однако постановка парциальных
условий излучения подразумевает пренебрежение этим эффектом. Для простей-
шего случая планарного волновода вопросы обоснования в средах без затухания
рассматривались в работе А.Л. Делицына (2010 г.). Было показано, что лем-
ма Сеа, играющая ключевую роль при строгом обосновании применения МКЭ
для эллиптических уравнений (Ж. Деклу, 1976), переносится на случай задачи
о волноводной дифракции; там же была отмечена характерная для этого клас-
са волноводных задач трудность –– погрешность вычисления билинейных форм,
заданных в виде бесконечных рядов. Эта проблема не характерна для эллип-
тических задач, но возникает естественным образом при применении МКЭ в
краевых задачах с дробным оператором Лапласа, теория которых сейчас актив-
но разрабатывается (например, в этом году этой теме был посвящена секция на
конференции «Numerical Methods and Applications’2018»).

Еще в середине прошлого веке на практике активно использовались вол-
новоды с сердечниками, то есть цилиндры, заполнение которых меняется вдоль
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сечения и остается постоянным вдоль оси, такую конструкцию мы будем даль-
ше называть регулярным волноводом, заполненным оптически неоднородным
веществом. Современные технологии в области создания новых материалов и
метаматериалов дают в руки практиков волноводы с практически любым рас-
пределением диэлектрической проницаемости. При этом все чаще пытаются
использовать фрактальные вставки (Петухов А.А. и др., 2011), а это означает,
что скалярная модель с ее предположением о малости и медленности изменения
диэлектрической проницаемости становится все менее и менее адекватной. Этот
же вывод можно сделать применительно и к исследованию упомянутых выше
многожильных волноводов, исследование которых ориентировано на обеспече-
ние 5g сетей.

К сожалению, метод, восходящий к работам А.Н. Тихонова и А.А. Са-
марского, был основан на возможности введения для полого волновода двух
потенциалов, которые теперь интерпретируют как электрическую и магнитную
функции Боргниса (А.Г. Свешников и др., 2002). Это обстоятельство принци-
пиально отличает вычислительную сложность спектральных задачи для полых
волноводов и для волноводов, заполненных оптически неоднородным веще-
ством. В первом случае задачи получаются скалярными и к ним применимы
хорошо разработанные методы, пригодные в равной мере и для задач акусти-
ки, и для задач квантовой механики. В случае же волновода, заполненного
оптическим неоднородным веществом, приходится численно решать задачи в
полной векторной постановке. Это означает, что аналоги двух разобранных вы-
ше задач –– спектральной и задачи дифракции –– для волноводов с переменными
проницаемостями оказываются значительно более сложными и до сих пор неис-
следованными в полной мере.

Переходя к обсуждению результатов, полученных при исследовании спек-
тральных характеристик волноводов, заполненных неоднородным веществом,
условимся работать в декартовой системе координат, осьOz которой совпадает с
осью волновода. Задача об отыскании нормальных мод регулярного волновода,
заполненного оптически неоднородным веществом, состоит в следующем. Даны:

– сечение волновода S,
– распределение ε и µ по сечению S, здесь и далее предполагается, что эти
функции принимают только положительные значения,

– частота ω, а следовательно, и волновое число k = ω/c.
Требуется найти все значения параметра β ∈ C, при которых уравнения Макс-
велла допускают нетривиальное решение вида

E⃗(x,y)eikβz−iωt, H⃗(x,y)eikβz−iωt,

удовлетворяющее условиям идеальной проводимости стенок волновода и
условиям сопряжения на границах разрывов диэлектрической и магнитной
проницаемостей. Параметр β называют коэффициентом фазового замедления.
Традиционно эта задача записывается как задача на собственные значения отно-
сительно трех компонент поля. Выбор трех компонент поля из шести компонент
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векторов E⃗ и H⃗ может быть выполнен различными способами, что ведет к
различным постановкам задачи. В работах А.Н. Боголюбова и Т.В. Едакиной
(1991-92 гг.) и работах Франка Шмидта (2001, 2008 г.) использовалась запись
относительно компонент вектора H⃗ , в работах Е. Лезара и Д. Девидсона (Lezar
E. and Davidson D. B., 2011 г.), выполненных в рамках The FEniCS Project, ––
относительно вектора E⃗, в работах А.Л. Делицына (1999-2011 гг.) относительно
Hx,Hy, Ez . Нормальные моды осесимметричного волновода с диэлектриче-
ским сердечником рассматривались в работах Н.А. Новоселовой, С.Б. Раевского
и А.А. Титаренко (2010 г.), а также в работах А.Л. Делицына и С.И. Круглова
(2011-2012 гг.).

Теоретическое исследование и численное решение задачи на собственные
значения представляют значительные трудности.

Во-первых, при любом из названных подходов получаются спектральные
задачи для несамосопряженных операторов в функциональных пространствах,
которые строятся по аналогии с пространствами Соболева, но заметно менее
изучены. Это значительно усложняет доказательство теоремы о разложении мо-
нохроматической волны в волноводе по нормальным модам, без доказательства
которой невозможно перейти к постановке парциальных условий излучения в
задаче о волноводной дифракции (Делицын А.Л., 1999-2007 гг.). В случае поло-
го волновода эта теорема была доказана А.Н. Тихоновым и А.А. Самарским как
следствие теоремы Стеклова, в случае же волновода, заполненного неоднород-
ным веществом, приходится пользоваться общей теоремой Келдыша о полноте
системы собственных и присоединенных векторов (Краснушкин П.Е. и Моисеев
Е.И., 1982 г., СмирновЮ.Г., 1987-1991 гг., Делицын А.Л., 1999-2011 гг.). В насто-
ящее время полнота системы корневых векторов волновода доказана, однако уже
вопрос о базисности этой системы был решен в утвердительном смысле только
для случая волновода круглого сечения, заполнение которого зависит только от
радиуса (дипл. работа М.Д. Малых, науч. рук. А.Л. Делицын, 2001).

Многочисленные вопросы о распределении собственных значений,
условиях существования кратных собственных значений остались не иссле-
дованными ввиду трудности спектральной теории для несамосопряженных
операторов. Бывают ли случаи, в которых коэффициенты фазового замедления
β нормальных мод имеют и вещественную, и мнимую часть? Бывают ли случаи,
в которых возникают присоединенные нормальные моды? Каков их физический
смысл? Численные эксперименты не дают однозначного ответа на эти вопросы.
например, в наших экспериментах, выполненных при помощи комплекса про-
грамм, представленного на ежегодной конференции Saratov Fall Meeting ’2017, у
старших мод появлялись моды, имеющие комплексный коэффициент фазового
замедления. Однако численные методы всегда вычисляют старшие моды хуже
младших, поэтому в рамках тех экспериментов осталось не ясным, выявили ли
мы новый физический эффект, или столкнулись с вычислительным артефактом.
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Во-вторых, спектральная задача имеет нулевое собственное значение бес-
конечной кратности, из-за которого при численном решении задачи на соб-
ственные значения возникают фиктивные моды, «духи». В конце своего обзора
текущих успехов решения спектральной задачи теории волноводов А.Н. Бого-
любов и Т.В. Едакина отметили:

... Появление ложных мод –– едва ли не самая трудная проблема в
решении волноводных задач с помощью конечных элементов или
конечных разностей в вариационной постановке, и, по нашему мне-
нию, к ней еще не раз обратятся исследователи в поисках наиболее
простых и экономичных способов выявления реально распространя-
ющихся в волноводе волн.

К настоящему моменту известно два способа борьбы с духами: использо-
вание штрафов (А.Н. Боголюбов и Т.В. Едакина, 1991-92 гг.) или использование
смешанных конечных элементов (Lezar E. and Davidson D. B., 2011 г.; Дели-
цын А.Л., 2011-12 гг.). Главный недостаток метода штрафов состоит в том,
что хотя увеличение параметра, характеризующего размер штрафа и приво-
дит к уменьшению количества фиктивных решений, однако точность расчета
характеристик истинных мод при этом уменьшается. Метод смешанных конеч-
ных элементов требует существенной доработки базиса МКЭ. Вероятно, именно
по этой причине в тестовых примерах Е. Лезар и Д. Девидсон рассматривают
прямоугольные волноводы с прямоугольными вставками. В настоящее время
разработка программного обеспечения для удобного применения метода сме-
шанных конечных элементов весьма активно ведется китайскими авторами (Jun
Hu, Peking university) и нужно думать, что через несколько лет мы получим весь-
ма эффективный инструмент.

Следует также заметить, что применение штрафов при анализе мод откры-
тых волноводов допускает строгое обоснование, поэтому спектральную задачу
можно рассматривать в пространстве Соболева W 1

2 (R2), на что впервые обра-
тили внимание А. Бамбергер и А. Бонне (A. Bamberger, A.S. Bonnet, 1990 г.).
Поэтому, с точки зрения применения метода штрафов, спектральная задача для
открытых волноводов проще спектральной задачи для волноводов закрытых. В
работах Р.З. Даутова, Е.М. Карчевского и Г.П. Корнилова (2002, 2005 гг.) было
предложено свести исходную спектральную задачу вR2 к удобной для численно-
го решения линейной параметрической задаче на собственные значения в круге
с нелокальными граничными условиями.

В-третьих, условия на стенках волновода

E⃗ × n⃗ = 0⃗, H⃗ · n⃗ = 0

не являются классическими, FEA Softwares не имеют встроенных элементов для
таких условий. Не вполне ясно, насколько точно эти условия аппроксимируют-
ся в опубликованных работах. В работах, посвященных оптическим волноводам
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(А.Н. Боголюбов и Т.В. Едакина, 1991-92 гг., Франк Шмидт и др., 2001, 2008
г.) предполагают, что на стенках поле равно нулю. С физической точки зрения
это предположение очень разумно, но к сожалению оно ведет к конфликту с тео-
ремой Мюллера о поле, равном нулю на элементе аналитической поверхности
(Cl. Müller, 1957, Satz 34). Этот конфликт снимается дальше, на стадии введения
штрафов, и поэтому в итоге получается корректная математическая задача.

В-четвертых, в наиболее интересных для приложений примерах ди-
электрическая проницаемость имеет разрывы на границе раздела различных
веществ, заполняющих волновод. На этих границах электромагнитные поля
терпят разрывы, из-за чего приходится выполнять аппроксимацию по МКЭ
для разрывных функций. Результаты численных экспериментов убедительно
свидетельствуют в пользу законности этой операции, однако для данной си-
туации теоретически влияние разрывов на сходимость исследована не была.
Исследование этого вопроса существенно осложнено и тем, что аппроксимация
ведется в нестандартных, мало исследованных функциональных пространствах.
например, в упомянутых выше работах А.Л. Делицына доказывались теоремы
вложения, которые для пространств Соболева были установлены еще в начале
прошлого века.

Наконец, в-пятых, достигнутая точность вычислений не велика. Е. Лезар и
Д. Девидсон сравнили свои результаты с результатами, полученными ранее Джи-
ном (Jin, 2002) тем же путем, для одного и того же волновода –– прямоугольного
волновода, заполненного наполовину. На дисперсионной кривой лишь первая
ветвь совпала с графической точностью, следующие три ветви у Джина слились
в две.

Обращаясь к задачам о дифракции волн на теле, помещенном в регулярный
волновод со сложным заполнением, или к более простой задаче о дифракции на
стыке двух таких волноводов, следует заметить, что полноты системы нормаль-
ных мод достаточно для постановки парциальных условий излучения, однако
отсутствие базисности делает их формулировку весьма непрозрачной, а дальней-
шую работу с ними –– весьма нетривиальным делом. К этому следует добавить,
что использование многомодовых моделей подразумевает возможность вычис-
ления младших мод, а не только первой, с высокой точностью. Поэтому на
практике исследование волноводной дифракции проводят в рамках скалярно-
го приближения. Однако это не снимает ни вопроса об исследовании задачи
дифракции в полной электромагнитной постановке, ни вопроса о соответствии
между этими моделями.

Подводя итог всему сказанному, можно утверждать следующее:
– исследование закрытых волноводов, заполненных неоднородным веще-
ством, является актуальной, практически важной задачей, находящей
разнообразные приложения в широком спектре задач, от проектирова-
ния каналов передачи СВЧ излучения до проектирования многожильных
оптических волокон, необходимых для построения 5G сетей.
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– исследование векторной модели волновода, заполненного неоднород-
ным веществом, встречает значительные трудности как теоретического,
так и вычислительного плана, зато эта модель основана на уравнениях
Максвелла и ее адекватность не вызывает никаких сомнений,

– исследование скалярной модели волновода, заполненного неодно-
родным веществом, напротив, не представляет принципиальных
трудностей, однако в нашем распоряжении нет числового парамет-
ра, характеризующего адекватность этой модели для данного волновода
с тем или иным профилем диэлектрической проницаемости.

Настоящее диссертационное исследование выполнено в группе проф.
Л.А. Севастьянова (РУДН), конечной целью этих исследований является со-
здание численных методов решения основных задач теории волноводов и их
реализация в виде комплексов программ, ориентированных на широкий круг
практических проблем от классических вопросов передачи СВЧ излучения до
проектирования оптических волноводов и датчиков. При этом крайне важна
простота реализации разрабатываемых методов в системах компьютерной ал-
гебры (Maple, Sage) или в программном обеспечении, ориентированном на
метод конечных элементов (FreeFem++).

В работах автора диссертации было предложено неизвестное ранее пред-
ставление электромагнитных полей в волноводе при помощи четырех потен-
циалов. Эти потенциалы не уменьшают число искомых функций, то есть не
«интегрируют» уравнения Максвелла. Но даже в том случае, когда диэлектри-
ческая и магнитная проницаемости описываются разрывными функциями, они
оказываются достаточно гладкими функциями. Строго говоря, удалось заменить
условия сопряжения электромагнитных полей на границах разрыва проницае-
мостей условиями принадлежности потенциалов стандартным пространствам
Соболева. Это означает, что переход от непрерывной к конечномодовой модели
волновода может быть выполнен хорошо разработанным для скалярной модели
способом и позволяет при разработке программного обеспечения использовать
стандартные конструкции языка FreeFem++.

Спектральная задача, записанная относительно четырех потенциалов, не
имеет бесконечномерного ядра, поэтому представление поля при помощи че-
тырех потенциалов дает в наше распоряжение метод вычисления нормальных
мод волновода, свободный от появления духов. Тем самым, из общих соображе-
ний очевидно, что этот подход должен устранить и вторую, вероятно ключевую
проблему спектральной теории волноводов. Состоятельность этого метода была
убедительно продемонстрирована в серии численных экспериментов, выполнен-
ных в рамках диссертационного исследования А.А. Тютюнник (2018 г., науч.
рук. проф. Л.А. Севастьянов).

Как было отмечено выше, существующие методы вычисления спектраль-
ных характеристик волноводов используют смешанные конечные элементы для
борьбы с духами и аппроксимацию разрывных компонент электромагнитного
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поля. Поэтому численные методы, основанные на представлении поля при помо-
щи четырех потенциалов, выгодно отличаются от уже существующих простотой
реализации.

В случае, когда диэлектрическая и магнитная проницаемости волновода
являются постоянными величинами, система уравнений Максвелла, записанная
относительно четырех потенциалов, распадается на две подсистемы, одна опи-
сывает ТЕ-поля, вторая ТМ-поля, причем обе системы дают самосопряженные
спектральные задачи для нормальных мод. Это автоматически приводит к тому,
что нормальные моды имеют структуру ТЕ- или ТМ- мод, а квадраты показателя
фазового замедления мод всегда оказываются вещественными.

В случае, когда проницаемости волновода являются кусочно гладкими
функциями, эти подсистемы связаны перекрестными членами, что приводит к
гибридизации мод. Из-за этих членов спектральная задача, по крайней мере в той
форме, в которой ее пока удалось получить, становится несамосопряженной. Для
ее численного решения приходится использовать решатели, ориентированные
на отыскание комплексных собственных значений, что приводит к появлению
малых комплексных возмущений к квадрату показателя фазавого замедления
нормальных мод. В рамках численных экспериментов мнимые добавки к квадра-
ту показателя фазового замедления были обнаружены впервые при исследовании
цилидрического волновода, обладающего осевой симметрией (С.Б. Раевский,
1988). В наших численных экспериментах мнимые добавки малы и наблюдаются
на модах большого порядка или возле перехода через нулевое значение, поэтому
не всегда понятно, отражает ли появление этой комплексной добавки реальное
явление или она является численным артефактом. Следует также заметить, что
при численных расчетах не всегда удается заметить, что та или иная компонента
поля равна нулю. например, при расчетах осесимметричного волновода не сразу
было отмечено, что появляется именно ТЕ-мода (С.Б. Раевский, 2010). Эти об-
стоятельства существенно затрудняют исследование и главное классификацию
нормальных мод в полной векторной постановке.

Если в уравнениях Максвелла, записанных относительно потенциалов,
пренебречь перекрестными членами, то получится новая самосопряженная мо-
дель распространения излучения по волноводу. В иерархии моделей она занима-
ет место между скалярной и полной векторной моделями. Эта модель, очевидно,
точнее скалярной, поскольку совпадает с векторной для случая полого волно-
вода, но хуже векторной, поскольку принципиально не может описать процесс
гибридизации. Ее самосопряженный вид заставляет предположить, что все или
почти все известные качественные свойства скалярной модели можно перенести
на нее. Эта модель, естественным образом возникающая при записи уравне-
ний Максвелла в четырех потенциалах, ранее исследована не была. Пополнение
иерархии моделей новыми промежуточными звеньями крайне полезно, как само
по себе, так и для сравнения простейших моделей и наиболее полных.

Цель данной диссертационной работы –– разработка методов качественно-
го и количественного анализа распространения электромагнитного излучения в
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волноводах, основанных на представлении электромагнитного поля при помо-
щи четырех потенциалов, в том числе исследование самосопряженной векторной
модели, занимающей промежуточное положение между скалярной и полной век-
торной моделями волновода.

Для достижения поставленной цели необходимо было провести значи-
тельные подготовительные теоретические исследования и решить следующие
задачи:

1. разработать новое представление электромагнитных полей в закрытых
волноводах, заполненных оптически неоднородным веществом, при
помощи потенциалов, подобрав их таким образом, чтобы условия со-
пряжения полей на границах разрыва диэлектрической и магнитной
проницаемостей и условия идеальной проводимости стенок волново-
да можно было заменить на условия принадлежности потенциалов тем
или иным классическим пространствам Соболева,

2. обосновать применимость этого представления, доказав, что
а) всякое электромагнитное поле в волноводе, удовлетворяющее

в классическом смысле уравнениям Максвелла, условиям со-
пряжения на границах разрыва диэлектрической и магнитной
проницаемостей и условиям идеальной проводимости стенок
волновода, представимо при помощи этих потенциалов,

б) всякое решение уравнений для потенциалов, которые получа-
ются формально из уравнений Максвелла, определяет обоб-
щенное решение уравнений Максвелла.

3. описать самосопряженную векторную модель распространения излуче-
ния по волноводу на языке четырех потенциалов и перенести на нее
известные качественные свойства скалярной модели, в том числе:

а) базисность системы нормальных мод волновода,
б) разделение нормальныхмод на трансверсально электрические

и трансверсально магнитные,
в) конечность числа мод с вещественным коэффициентом фазо-

вого замедления,
г) отсутствие мод с коэффициентом фазового замедления, име-

ющим одновременно ненулевую и вещественную, и мнимую
часть,

4. в рамках самосопряженной модели на основе метода конечных элемен-
тов разработать новый численный метод решения спектральной задачи
теории волноводов, свободный от фиктивных мод («духов»)

5. исследовать состоятельность этого метода путем проведения серии чис-
ленных экспериментов, с этой целью:

а) разработать алгоритм построения дисперсионной кривой вол-
новода и реализовать его в виде программы, написанной на
языке FreeFem++,
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б) разработать алгоритм вычисления младших нормальных мод
заданного волновода при заданной частоте и реализовать его
в виде программы, написанной на языке FreeFem++,

6. исследовать состоятельность разработанного метода решения спек-
тральной задачи теории волноводов как составной части метода реше-
ния задачи волноводной дифракции,

7. провести сравнение самосопряженной модели со скалярной и полной
векторной моделями.

Научная новизна:
1. Представление электромагнитного поля в волноводе при помощи че-

тырех потенциалов, лежащее в основе разрабатываемого метода, было
предложено впервые, окончательная форма представления была опуб-
ликована в «Ветнике РУДН» в этом году (Малых М.Д., 2018).

2. Самосопряженная векторная модель волновода с кусочно гладкими
проницаемостями ε и µ описана и исследована впервые.

3. Выполнено оригинальное исследование нормальных мод регулярного
двухжильного волновода в рамках самосопряженной векторной модели.

4. Выполнено оригинальное исследование задачи дифракции ТМ-волны
на стыке двух регулярных двухжильных волноводов в рамках самосо-
пряженной векторной модели.

Предложенное представление поля в волноводе при помощи четырех
потенциалов можно рассматривать как двумерный аналог декомпозиции Гельм-
гольца, хорошо известной в теории упругости (Ляв, 1939), приспособленный к
исследованию электромагнитного поля в задачах с выделенной осью. В электро-
динамике для поля H⃗ такие потенциалы возникали при доказательстве полноты
системы нормальных мод в качестве вспомогательной конструкции в работах
А.Л. Делицына (А.Л. Делицын, 1999, 2000 г.). Все четыре потенциала были вве-
дены в наших работах 2017 г.

Практическая значимость обусловлена в первую очередь возможностью
применения разрабатываемых методов к исследованию спектральных свойств
многожильных оптических волокон и вообще волноводов с быстро меняющимся
по сечению заполнением, а также для исследования дифракции волноводныхмод
открытых волноводов на протяженных возмущениях, например, на волноводных
линзах. Особо следует подчеркнуть, что разрабатываемые методы ориентирова-
ны на реализацию стандартными средствами численного анализа краевых задач,
что существенно упростит их реализацию на ЭВМ.

В настоящей диссертации предлагается новый подход к векторной задаче,
который существенно упрощает ее исследование, по целому ряду параметров
приближает сложность этой задачи к сложности скалярной задачи. Однако, не
следует думать, что расчеты в рамках векторной модели станут более экономиче-
ными в сравнении с аналогичными расчетами, выполняемыми в рамках модели
скалярной, равно как полагать, что модель многомодовая станет проще мало-
модовой. Важно, что эти модели можно выстроить в иерархию математических
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моделей распространения волноводных мод (Самарский А.А., Михайлов А.П.,
2002). Имея возможность исследовать численно задачу при помощи различных
моделей, в конкретной ситуации можно найти оптимум.

Mетодология и методы исследования. В диссертации используется тех-
ника пространств Соболева, ставшая стандартным языком описания краевых
задач математической физики. На основе этого языка в диссертации описывают-
ся основные модели теории волноводов, в частности используется обобщенная
запись уравнений Максвелла. Для дискретизации непрерывных моделей ис-
пользуется неполный метод Галеркина и МКЭ, тоже ставшие стандартом для
приближенного решения краевых задач. Задача об отыскании нормальных мод
регулярного волновода сводится к задаче на собственные значения для само-
сопряженного операторного пучка, исследование свойств которого основано на
спектральном разложении вполне непрерывных самосопряженных операторов
в гильбертовом пространстве. При анализе задачи дифракции исследованы во-
просы сходимости и консервативности разрабатываемых методов, в частности
используются разностные схемы, сохраняющие квадратичные интегралы; такие
схемы обсуждались недавно в нашем докладе на конференции NMA’ 2018.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Предложено представление электромагнитного поля в волноводе, за-

полненным оптически неоднородным веществом, при помощи четырех
потенциалов, это представление позволяет исследовать спектральные
свойства таких волноводов, оставаясь в классе стандартных про-
странств Соболева.

2. Исследовано место самосопряженной векторной модели в иерархии мо-
делей распространения излучения в волноводе.

3. Задача об отыскании нормальных мод регулярных волноводов в рамках
самосопряженной модели записана как задача на собственные значения
самосопряженного операторного пучка.

4. Предложен численный метод отыскания нормальных волн волновода в
рамках самосопряженной модели, использующий линейные конечные
элементы и стандартные методы отыскания собственных значений раз-
реженных матриц.

5. На основе этого метода и метода решения скалярной задачи о волновод-
ной дифракции разработан метод решения задачи дифракции волны на
стыке двух волноводов в векторной постановке.

Обоснованность и достоверность результатов Обоснованность резуль-
татов диссертации опирается на теоретические исследования, все оригинальные
теоремы, используемые в тексте диссертации, и их доказательства были опубли-
кованы в ЖВМ и МФ, Вестнике МГУ и Вестнике РУДН. Достоверность резуль-
татов вычислений по предложенным алгоритмам подтверждается совпадением
результатов вычислений в тестовых примерах с результатами, полученными дру-
гими авторами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на:
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1. научном семинаре «Математические методы в естественных науках»
(физический ф-т МГУ, рук. – проф. Боголюбов А.Н.) в 2017 и 2018 гг.

2. научном семинаре «Компьютерная алгебра» факультета ВМК МГУ и
ВЦ РАН (рук. – проф. Абрамов С.А.), 27 декабря 2017 г.

3. научном семинаре по вычислительной и прикладной математике ЛИТ
ОИЯИ, Дубна, 2018 г.

4. научном семинаре «Математическое моделирование» РУДН, 2018 г.
5. международной конференции Numerical methods and applications.

August 20-24, 2018, Borovets, Bulgaria.
6. международной конференции Distributed Computer and Communication

Networks, 17–21 сентября 2018 г.
7. 7-ой международной конференции «Проблемы математической физики

и математическое моделирование», 25-27 июня 2018 года, НИЯУ МИ-
ФИ, Москва.

8. международной конференции «MathematicalModeling andComputational
Physics», 2017 (MMCP2017), Дубна, ОИЯИ, Россия, 3-7 июля 2017

9. 6-ой международной конференции «The problems of mathematical
physics and mathematical modelling», НИЯУ МИФИ, Россия, 25-27
мая 2017

10. международной конференции Saratov Fall Meeting – SFM’16 (Saratov,
2016), Саратов, Россия, 27-30 сентября 2016

11. международной конференции «Ломоносовские чтения», 2009, МГУ,
Россия, 2009

12. международной конференции «Современные проблемы вычислитель-
ной математики и математической физики». Памяти академика А.А. Са-
марского. К 90-летию со дня рождения, 2009

13. международной конференции «Современные проблемы математики,
механики и их приложений», посвященная 70-летию ректораМГУ акад.
В.А. Садовничего, Москва, механико-математический ф-тМГУ, Россия,
1-5 мая 2009

14. 5-ой международной конференции по дифференциальным и
функционально-дифференциальным уравнениям, Москва, Россия, Рос-
сия, 2008

15. международной конференции «Дифференциальные уравнения и смеж-
ные вопросы», посвящённая памяти И. Г. Петровского, Москва, Россия,
2007

16. международной конференции «Ломоносовские чтения», 2007, Москва,
МГУ, Россия, 2007

17. международной конференции «Дифференциальные уравнения, теория
функций и приложения», посвящённая 100-летию со дня рождения акад.
И.Н. Векуа, Новосибирск, 2007

18. международной конференции «Ломоносовские чтения», 2006, МГУ,
Россия, 18-27 апреля 2006
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Личный вклад. Автор диссертации, работая в коллективе соавторов, са-
мостоятельно предложил представление поля при помощи четырех потенциа-
лов, разработал на основе этого представления и метода конечных элементов
методы решения основных задач теории волноводов. Лично автором были раз-
работаны алгоритмы и ряд программ на языке FreeFem++, проведена серия
численных экспериментов.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 56 печатных изданиях, 44 из которых изданы в журналах, рекомендованных
ВАК, 5 –– в тезисах докладов.

В рамках диссертационного исследования проводились работы в соот-
ветствии с темой 200500-0-000 «Компьютерное моделирование и численно-
аналитические методы исследования сложных физико-технических систем и
инфокоммуникационных технологий», а также проводились работы по гранту
РФФИ№ 18-07-00567 «Разработка символьно-численных методов и проблемно-
ориентированных комплексов программ для волноведущих структур на базе
систем компьютерной алгебры и высокопроизводительных вычислительных си-
стем».

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх глав
и заключения. Полный объём диссертации составляет 214 страниц, включая 24
рисунка и 4 таблицы. Список литературы содержит 160 наименований.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых
в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной литера-
туры по изучаемой проблеме, формулируется цель и задачи работы.

Первая глава посвящена простейшей математической модели, которая
описывает распространение волн в одном направлении, а именно скалярной мо-
дели волновода. В рамках этой модели заполнение волновода S × Z веществом
описывается кусочно-непрерывной функцией q переменных x,y,z, принимаю-
щей только положительные значения, а под полем u в таком волноводе понимают
функцию u, удовлетворяющую волновому уравнению и краевому условию Ди-
рихле на боковой поверхностности волновода.

Сама симметрия волноводных задач подсказывает разделить переменные
на две группы –– (x,y) ∈ S и (z,t) ∈ Z × T и рассматривать поля как функ-

ции на Z × T со значением в пространстве Соболева
o
W 1

2(S). Такой подход к
волноводным задачам был предложен впервые в 2003 г. в нашем исследовании,
выполненном совместно с А.Н. Боголюбовым и Ю.В. Мухартовой; этот подход
развивает концепцию теории волноводов, предложенную А.С. Зильберглейтом
и Ю.И. Копилевичем в 1983 г. В случае монохроматических полей, этот подход
позволяет свести волновое уравнение к бесконечномерной системе линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений вида с операторными коэффици-
ентами.
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Ключевой момент при численном решении задач теории волноводов –– пе-
реход от непрерывных моделей к конечномодовым –– описан в диссертации в
общем виде как переход от бесконечномерных пространств Соболева к их конеч-
номерным подпространствам. Этот общий взгляд позволил изложить различные
подходы к численному решению волноводных задач как переход от непрерывных
моделей к дискретным, а метод конечных элементов (МКЭ) и неполный метод
Галеркина (МГ) –– как методы дискретизации самой модели.

Первая задача теории волноводов –– спектральная. Волновод S×Z, запол-
нение которого q не зависит от z, но может зависит от x,y, называют регулярным.
Нетривиальные поля вида

ũ(x,y)eikβz−ikct,

принято называть нормальными модами регулярного волновода. Здесь β –– неко-
торая постоянная из C, коэффициент фазового замедления. Задача об отыскании
нормальных мод сводится к задаче на собственные значения для операторного
пучка−k2β2A+k2Q−E. В диссертации отмечены основные свойства нормаль-
ных мод, их деление на распространяющиеся волны и запертые моды.

Вторая задача теории волноводов –– задача о волноводной дифракции.
Простейший пример такой задачи –– задача о дифракции волны на стыке двух
волноводов –– подробно рассмотрена в конце первой главе диссертации. Эта за-
дача сформулирована как задача об отыскании по заданной падающей волне
коэффициентов прохождения и отражения. Обсуждено доказательство коррект-
ности этой задачи, а также вопросы сходимости и консервативности численных
методов решения этой задачи. Отмечена связь между этой задачей и задачами
линейной алгебры с выделенными переменными.

Вторая глава посвящена исследованию векторной модели волновода. Под
электромагнитным полем в закрытом волноводе S ×Z, диэлектрическая прони-
цаемость ε и магнитная проницаемость µ которого являются кусочно гладкими
функциями переменных x,y, будем понимать кусочно гладкие векторные поля
E⃗, H⃗ , удовлетворяющие 1.) уравнениям Максвелла внутри волновода, 2.) усло-
виям идеальной проводимости стенок волновода и 3.) условиями сопряжения на
разрыве проницаемостей.

Примем для краткости, что

A⃗⊥ = (Ax, Ay,0)
T и ∇ = (∂x, ∂y,0)

T , ∇′ = (−∂y, ∂x,0)
T .

Решение первой задачи диссертации дает следующее представление поля через
потенциалы:

E⃗⊥ = ∇ue +
1

ε
∇′ve, H⃗⊥ = ∇vh +

1

µ
∇′uh. (1)

Прежде всего в работе доказано, что условия сопряжения полей на границах
разрыва диэлектрической и магнитной проницаемостей и условия идеальной
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проводимости стенок волновода следуют из условий принадлежности потенци-

алов ue, uh пространству Соболева
o
W 1

2(S), а потенциалов ve,vh –– пространству
Соболева W 1

2 (S). Тем самым был сделан первый шаг к достижению цели дис-
сертации –– работать в классических пространствах Соболева.

Затем, в качестве второй задачи, показано, что при переходе к потенциалам
мы не теряем решения уравнений Максвелла и не приобретаем новых.

Во-первых, мы действительно не теряем решения, поскольку всякое элек-
тромагнитное поле в волноводе, удовлетворяющее в классическом смысле урав-
нениямМаксвелла, условиям сопряжения на границах разрыва диэлектрической
и магнитной проницаемостей и условиям идеальной проводимости стенок вол-
новода, представимо при помощи этих потенциалов.

Теорема 1 (МалыхМ.Д., 2018). Для любого электромагнитного поля E⃗, H⃗ в вол-

новоде найдутся такие функции ue, uh ∈
o
W 1

2(S) и ve, vh ∈ W 1
2 (S), что равенство

(1) оказывается верным тождеством.

Во-вторых, если переписать уравнения Максвелла относительно потенци-
алов, получается система уравнений, всякое решение которой позволяет восста-
новить поле, удовлетворяющее уравнениям Максвелла хотя бы в обобщенном
смысле. Уравнения Максвелла, записанные относительно потенциалов удобно
разбить на две тройки уравнений:∫∫

S

ε(∇u,∇ue)dxdy = ∂z

∫∫
S

εuEzdxdy,∫∫
S

1

µ
(∇u,∇uh)dxdy = −∂t

∫∫
S

εuEzdxdy,∫∫
S

(∇u,∇(−Ez + ∂zue + ∂tuh))dxdy = −∂t

∫∫
S

εµ
∂uvh
∂xy

dxdy

(2)

для любой u из C∞
0 (S) и∫∫

S

1

ε
(∇v,∇ve)dxdy = ∂t

∫∫
S

µvHzdxdy,∫∫
S

µ(∇v,∇vh)dxdy = ∂z

∫∫
S

µvHzdxdy,∫∫
S

(∇v,∇(−Hz + ∂zvh − ∂tve))dxdy = ∂t

∫∫
S

εµ
∂vue

∂xy
dxdy.

(3)

для любой v из C∞(S). Для обоснования этого утверждения уравнения Макс-
велла переписаны в обобщенной форме по аналогии с тем, как это делается в
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краевых задач в резонаторах, но с учетом особенностей геометрии волноводных
задач. В том случае, когда потенциалы оказываются достаточно гладкими функ-
циями, по ним восстанавливается поле, удовлетворяющее уравнениям Максвел-
ла и условиям сопряжения в классическом смысле.

В конце главы общая теория приложена к задаче об отыскании нормальных
мод волновода. Если проницаемости ε, µ изменяются на сечении таким образом,
что их произведение εµ остается постоянным, то система уравнений Максвелла,
записанных относительно потенциалов, расщепляется на две независимые си-
стемы. Первая система содержит только ue, uh и Ez , а вторая –– только ve,vh и
Hz .

Теорема 2 (МалыхМ.Д., 2018). Если проницаемости ε, µ изменяются на сечении
таким образом, что их произведение εµ остается постоянным, то нормальные
моды такого волновода можно разделить на моды ТМ- и ТЕ- типа.

В частном случае, когда проницаемости постоянны, эта теорема дает хоро-
шо известный результат, принадлежащий А.Н. Тихонову и А.А. Самарскому.

В случае, когда произведение εµменяется вдоль сечения волновода, проис-
ходит, вообще говоря, гибридизация мод, примеры указаны, например, в лекциях
Чу (W. C. Chew, 2012). Расщеплению системы уравнений Максвелла (2)-(3) ме-
шают два однотипных члена, которые, следовательно, и описывают процесс
гибридизации мод. Удалив их, мы получим для нормальных мод задачи на соб-
ственные значения, собственными векторами которых служат ТМ- и ТЕ- моды
соответственно. Однако не всякий собственный вектор этих задач соответствует
нормальной моде волновода. В диссертации сформулированы достаточные кри-
терии для существования ТМ- и ТЕ- мод.

Пренебрегая гибридными членами, мы получили новую самосопряжен-
ную математическую модель, описывающую распространение излучения в вол-
новоде.

Третья глава диссертации посвящена исследованию этой модели и ее ме-
ста в иерархии моделей распространения излучения по волноводу. Эта модель
по построению не учитывает гибридизацию мод, поэтому получающиеся в рам-
ках этой модели моды все еще можно разделить на моды ТЕ- и ТМ-типов. Для
определенности численные эксперименты, результаты которых представлены в
этой главе, касались ТМ-мод.

В начале третьей главы проведено качественное исследование модели.
Всякая нормальная ТМ-волна описывается потенциалами вида

ue = ũee
iγz−iωt, uh = ũhe

iγz−iωt,

где ũe и ũh ∈
o
W 1

2(S) удовлетворяют уравнениям∫∫
S

ε(∇u,∇ue)dxdy = ikβ

∫∫
S

εuEzdxdy (4)
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и ∫∫
S

1

µ
(∇u,∇uh)dxdy = ik

∫∫
S

εuEzdxdy, (5)

для любой u ∈
o
W 1

2(S), где Ez = ikβue − ikuh.
Симметричная билинейная форма∫∫

S

(∇u,∇ũ)q(x,y)dxdy

при любой кусочно гладкой функции q является ограниченной в норме W 1
2 , по-

этому найдется такой ограниченный самосопряженный оператор Aq , что∫∫
S

(∇u,∇ũ)q(x,y)dxdy = (u,Aqũ).

Симметричная билинейная форма∫∫
S

uũq(x,y)dxdy

при любой кусочно гладкой q является вполне непрерывной в нормеW 1
2 , поэтому

найдется такое ограниченный самосопряженный оператор Bq , что∫∫
S

uũk(x,y)dxdy = (u,Bkũ).

Используя стандартную для теории пространств Соболева технику, эту систему
уравнений (4) и (5) можно записать в блочном виде{

Aεũe = −k2β2Bεũe + k2βBεũh,

A 1
µ
ũh = −k2βBεũe + k2Bεũh,

(6)

где Aε, A 1
µ
, Bε –– ограниченные самосопряженные операторы, а Bε –– к тому же

еще и вполне непрерывный. Это позволило перенести большую часть каче-
ственных свойств скалярной модели на самосопряженную векторную модель и
доказать:

1. базисность системы нормальных мод волновода,
2. конечность числа мод с вещественным коэффициентом фазового за-

медления и отсутствие мод с коэффициентом фазового замедления,
имеющим одновременно и вещественную, и мнимую часть.
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Рис. 1 –– Поперечное сечение двухжильного волновода.
Тем самым была решена третья задача настоящей диссертации –– описать само-
сопряженную векторную модель распространения излучения по волноводу на
языке четырех потенциалов и перенести на нее известные качественные свой-
ства скалярной модели.

Вторая половина главы посвящена разработке алгоритмов вычисления
нормальных мод регулярного волновода в рамках самосопряженной векторной
модели. У спектральной задачи (6) в предложенной записи отсутствует беско-
нечномерное ядро, поэтому любой метод ее численного решения свободен от
фиктивных мод («духов»). В частности усечение задачи по МКЭ дает новый
численный метод решения спектральной задачи теории волноводов. На основе
этого метода разработан

1. алгоритм построения дисперсионной кривой волновода,
2. алгоритм вычисления младших нормальных мод заданного волновода

при заданной частоте.
Алгоритмы реализованы в виде программ, написанных на языке FreeFem++,
листинги приложены к диссертации. Гибкость языка FreeFem++ позволяет ис-
пользовать эти программы для исследования волноводов, границы которых
можно разбить на дуги, допускающие аналитическую параметризацию.

С целью апробации предложенного метода было проведено исследование
спектральных свойств двухжильного волновода, полученных в рамках скаляр-
ной и векторной моделей, а также проверено, что эти результаты позволяют
исследовать дифракцию ТМ-волны на стыке двух двухжильных волноводов. Вы-
числения проводились на сервере на базе материнской платы Supermicro X8DTU
с двумя процессорами Intel(R) Xeon(R) CPU E5620 (8 ядер, 16 потоков) при 32
ГБ памяти. Постобработка результатов выполнялась в системе компьютерной ал-
гебры Sage.
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Рис. 2 –– Первые две ветви дисперсионной кривой для двухжильного
волновода, вычисленные в рамках самосопряженной векторной модели

(сплошная линия) и в рамках скалярной модели (пунктир).
Пусть две жилы с ε = 4 вставлены в волновод с ε = 1, µ = 1, сечением

которому служит квадрат, длины сторон которого приняты за единицу длины,
см. рис. 1. Дисперсионная кривая представлена на рис. 2. Качественно диспер-
сионные кривые, полученные в рамках скалярной и самосопряженной векторной
моделей, весьма схожи. Они выходят из точек отсечки, совпадающих в рамках
обеих моделей, и далее монотонно возрастают способом, напоминающим ги-
перболу. Только возле точки отсечки дисперсионная кривая скалярной модели
растет заметно быстрее чем кривая векторной модели. При больших k ветви вы-
ходят на асимптоты, имеющие примерно равный наклон в обеих моделях, то есть
примерно √

ε2µ1 = 2 для первых двух мод.
В процессе этого исследования оказалось, что качественно ТМ-моды вол-

новода в рамках векторной модели, совпадают с модами, найденными в рамках
скалярной модели. Также оказалось, что числа отсечки в обеих моделях совпада-
ют точно. При этом количественно значения коэффициента фазового замедления
различаются весьма заметно.

В скалярной модели собственная функция u, отвечающая первой ветви
дисперсионной кривой, имела два горба, направленные в одну сторону. В са-
мосопряженной векторном случае обе компоненты собственной функции u⃗ =
(ũe, ũh)

T для первой ветви тоже положительные и сосредоточены в жилах, одна-
ко два горба сливаются в один, имеющий максимум в центре. При очень больших
k эти горбы все-таки расходятся, в диссертации специально рассмотрен высо-
кочастотный предел. В скалярной модели собственная функция u, отвечающая
второй ветви дисперсионной кривой, имела два горба, направленные в разные
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ue :=
ue

(ue,Aεue)

∆ 1
µ
uh + εk2(uh − ue) = 0, uh|∂S = 0, ⇒ uh ∈ Vh

λ = 1
(ue,A 1

µ
uh)

,

∆εue + λε(ue − uh) = 0, ue|∂S = 0 ⇒ ue ∈ Vh

Рис. 3 –– Схема цикла, испольуемого в алгоритме 1 ТМ- моды волновода.
стороны. В самосопряженной векторном случае обе компоненты собственной
функции u⃗ = (ũe, ũh)

T имеют ту же форму.
В практических задачах частота ω обычно известна, а коэффициент фазо-

вого замедления подлежит вычислению. С этой целью был разработан алгоритм
решения спектральной задачи (6) относительно спектрального параметра β
при фиксированном значении k = ω/c. Стандартные решатели, встроенные в
FreeFem++, не справились с отысканием собственных значений этой задачи в
силу своеобразия реализации условий Дирихле во FreeFem++. Поэтому, на ос-
нове классического метода степеней, был разработан оригинальный алгоритм
отыскания собственных значений, учитывающий специфику задачи (6).

Алгоритм 1 (отыскания нормальной ТМ- моды волновода). Дано:
– волновое число k,
– дуги C1, C2, . . . , из которых состоит граница волновода (задаются в па-
раметрической форме при помощи элементарных функций параметра),

– диэлектрическая проницаемость ε и магнитная проницаемость µ как ку-
сочно постоянные функции на S,

– вспомогательные параметры: относительная точность δ вычисления соб-
ственного значения, максимальное число итераций и число точек сети на
каждой из дуг границы.

– начальное приближение для ue.

Задав пространство конечных элементов Vh, аппроксимирующее
o
W 1

2(S), в цикле
выполнить следующие шаги:

1. нормировать вектор ue, заменив ue на ue/(ue, Aεue),
2. вычислить следующее приближение для uh, равной

uh = −
(

1

k2
A 1

µ
−Bε

)−1

Bεue,

решив краевую задачу для уравнения Пуассона{
∆ 1

µ
uh + εk2(uh − ue) = 0,

uh|∂S = 0,
(7)
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3. вычислить следующее приближение к собственному значению пучка
A− λB по формуле

λ =
1

(ue, A 1
µ
uh)

,

4. вычислить следующее приближение для ue как

Aεue = −k2λ(ue − uh),

решив краевую задачу для уравнения Пуассона{
∆εue + λnε(ue − uh) = 0,

ue|∂S = 0
(8)

Условие выхода из цикла: успех при

|λn − λn−1|
|λn|

< δ

или неудача, если сделано максимальное число шагов итерации.

Для наглядности описанный цикл схематически изображен на рис. 3. Ал-
горитм не требует вычисления каких-либо матриц и сводится к многократно
повторению решения краевой задачиДирихле для уравненияПуассона. При этом
отмеченное выше своеобразие реализации условий Дирихле во FreeFem++ ни-
сколько не портит свойства задачи.

На основе метода вычисления нормальных мод волновода и метода ре-
шения скалярной задачи о волноводной дифракции, описанного в первой главе
диссертации, разработан метод решения задачи дифракции волны на стыке двух
волноводов в полной векторной постановке. Показана состоятельность разрабо-
танного метода решения спектральной задачи теории волноводов как составной
части метода решения задачи волноводной дифракции.

В конце главы описано место самосопряженной векторной модели в иерар-
хии моделей распространения излучения по волноводу. Показано, что она
занимает промежуточное положение между скалярной моделью и полной век-
торной. Она, очевидно, много лучше скалярной модели, поскольку совпадает с
полной векторной моделью для полого волновода и даже волновода, диэлектри-
ческая и магнитная проницаемости которого меняются таким образом, что их
произведение εµ остается постоянным. Полная векторная модель получается из
самосопряженной вполне непрерывным возмущением.

В заключении приведены основные результаты работы, которые состоят
в следующем.

1. Предложено представление (1) электромагнитных полей в волноводе
при помощи четырех потенциалов, подобранных таким образом, кото-
рый позволяет заменить условия сопряжения электромагнитных полей
на границах разрыва проницаемостей условиями принадлежности по-
тенциалов стандартным пространствам Соболева.
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2. Обосновано применение этого представления при решении основных
задач теории волноводов. С этой целью доказано, что:

а) всякое электромагнитное поле в волноводе, удовлетворяющее
в классическом смысле уравнениям Максвелла, условиям со-
пряжения на границах разрыва диэлектрической и магнитной
проницаемостей и условиям идеальной проводимости стенок
волновода, представимо при помощи этих потенциалов,

б) всякое решение уравнений для потенциалов, которые полу-
чается формально из уравнений Максвелла, доставляет обоб-
щенное решение уравнений Максвелла.

3. Описана математическая модель распространения излучения в волно-
воде (самосопряженная векторная модель), занимающая в иерархии
моделей промежуточное положение между хорошо изученной скаляр-
ной моделью и полной векторной моделью, основанной на уравнениях
Максвелла.

4. Проведено теоретическое исследование качественных спектральных
свойств этой модели, а именно, доказаны:

а) базисность системы нормальных мод волновода,
б) разделение нормальныхмод на трансверсально электрические

и трансверсально магнитные,
в) конечность числа мод с вещественным коэффициентом фазо-

вого замедления,
г) отсутствие мод с коэффициентом фазового замедления, име-

ющим одновременно ненулевую и вещественную, и мнимую
часть,

5. На основе метода конечных элементов предложен метод вычисления
нормальных мод в рамках самосопряженной векторной модели, пока-
зано, что этот метод не приводит к появлению ложных мод («духов»).

6. Показано, как методы анализа скалярной модели дифракции на стыке
волноводов переносятся на самосопряженную векторную модель.

7. В рамках самосопряженной векторной модели предложены и реализо-
ваны в виде программ на языке FreeFem++

а) алгоритм построения дисперсионных кривых волноводов,
б) алгоритм вычисления нормальных мод,
в) алгоритм решения задачи о дифракции электромагнитного из-

лучения на стыке волноводов.
8. Состоятельность метода вычисления нормальных мод продемонстри-

рована в серии численных экспериментов с двухжильным волноводом.
9. Состоятельность метода вычисления нормальных мод, как составной

части метода решения задачи о волноводной дифракции, продемон-
стрирована в серии численных экспериментов со стыком двух двух-
жильных волноводов.
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10. Исследовано место самосопряженной векторной модели в иерархии мо-
делей распространения излучения в волноводе:

а) показано, что самосопряженная векторная модель качествен-
но схожа со скалярной, но количественно от нее отличается
весьма заметно. Количественное сравнение проведено на при-
мере двухжильного волновода;

б) показано, что самосопряженная векторная модель совпадает с
полной векторной моделью в том случае, когда заполняющее
вещество имеет постоянный показатель преломления;

в) показано, что в случае переменного показателя преломления
векторная модель, непосредственное исследование которой
затруднено гибридизацией нормальных мод, представляет со-
бой вполне непрерывное возмущение предложенной модели.

В настоящей диссертации разработаны теоретические положения, сово-
купность которых позволяет переносить численные методы, разработанные для
скалярной модели, на векторную, а также количественно охарактеризовать при-
менимость скалярной модели в той или иной конкретной ситуации. Сознательно
использовались самые стандартные численные методы и в первую очередь ли-
нейные конечные элементы, поскольку было важно убедиться в том, что даже
без специфических ухищрений предложенный метод дает приемлемые резуль-
таты за разумное время. Оптимизация созданных на его основе алгоритмов не
входила в цели настоящего диссертационного исследования. Рассмотренные в
настоящей работе примеры носят иллюстративный характер.

Подводя итог всему представленному исследованию, можно утвер-
ждать, что цель данной работы –– разработка методов анализа распространения
электромагнитного излучения в волноводах, основанное на представлении
электромагнитного поля при помощи четырех потенциалов, достигнута. При
этом выделена и исследована самосопряженная векторная модель, занимающая
промежуточное положение между скалярной и полной векторной моделями
волновода. Однако исследованием этой модели не исчерпывается область при-
менения представления поля при помощи четырех потенциалов, а открывает
новое направление в исследовании задач теории волноводов.

Следует заметить, что качественные свойства спектральной задачи тео-
рии волноводов в полной векторной постановке пока не удалось исследовать в
полной мере, поскольку эта задача не является самосопряженной. В канд. дисс.
А.А. Тютюнник (2018 г., науч. рук. Л.А. Севастьянов) на основе этого пред-
ставления и метода Галеркина был предложен символьно-численный алгоритм
для расчета нормальным мод регулярных закрытых волноводов произвольного
поперечного сечения с произвольной кусочно-постоянной быстро меняющейся
функцией диэлектрической проницаемости. Численные эксперименты, прове-
денные на его основе, свидетельствуют о появлении разного рода аномалий на
дисперсионных кривых волноводов с диэлектрическими вставками, в том числе
появление мнимых добавок к квадратам коэффициентов фазового замедления
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нормальных мод. Поэтому в рамках этой модели невозможно разделить моды на
бегущие по волноводу и эванесцентные (запертые), а гибридизация не дает воз-
можности поделить моды на моды ТЕ- и ТМ- типов. Это приводит к очевидным
трудностям при интерпретации результатов численных экспериментов.

Несмотря на это, полную векторную модель можно рассматривать как
вполне непрерывное возмущение самосопряженной модели, по порядку вели-
чины равное амплитуде изменения произведения εµ в волноводе. Даже если
это возмущение не мало, естественный способ решения спектральной задачи
в полной векторной постановке –– метод последовательных итераций. При этом
гибридные члены, которые удаляются из уравненийМаксвелла в рамках самосо-
пряженной модели, дают естественную меру применимости самосопряженной
модели. Такой подход дает возможность распространить классификацию мод,
данную в рамках самосопряженной модели, на моды возмущенной задачи.

Самосопряженная векторная модель и модели, получающиеся путем ее
возмущения, могут быть употреблены для создания комплексов программ для
моделирования распространения волноводных модшироко круга устройств СВЧ
и оптического диапазона, а также для их проектирования. Векторная модель ни-
когда не станет проще скалярной, но ее однократное использование, например, в
задачах проектирования позволит оценить величину ошибки скалярной модели.

В качестве очевидных задач на ближайшее будущее можно указать иссле-
дование спектральных свойств волноводов, содержащих десятки и сотни жил,
и проведение широкого сравнения результатов, получающихся по МКЭ в рам-
ках алгоритма, описанного в настоящей диссертации, и по методу Галеркина в
рамках алгоритма, предложенного в канд. дисс. А.А. Тютюнник (2018 г., науч.
рук. Л.А. Севастьянов). Решение этих задач требует заметно больших вычис-
лительных возможностей, в том числе привлечения вычислений на кластере,
оптимизации и в особенности распараллеливания предложенных алгоритмов.

Предложенный в диссертации метод решения задачи о дифракции электро-
магнитного излучения на стыке двух волноводов допускает прямое обобщение
на задачи дифракции на протяженных телах. Исследование таких задач, в
особенности, дифракции на волноводных линзах представляет большой прак-
тический и теоретический интерес, в особенности в связи с тем, что развитый
метод описывает решение не только в дальней зоне, но и возле тех точек, кото-
рые геометрическая оптика рассматривает как фокусы линз.
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Малых Михаил Дмитриевич
Разработка методов численного анализа закрытых электромагнитных

волноводов

Рассматривается закрытый волновод постоянного поперечного сечения с
идеально проводящими стенками. Предполагается, что диэлектрическая и маг-
нитная проницаемости волновода не меняются вдоль его оси и описываются
кусочнымипостояннымифункциями. Вместо разрывных поперечных компонент
электромагнитного поля используются четыре потенциала, при этом условия
идеальной проводимости стенок волновода и условия сопряжения на разрывах
проницаемостей записываются как условия принадлежности этих потенциалов
пространствам Соболева. Это позволяет указать новый подход к исследованию
спектральных свойств волноводов. Во-первых, мыможем теоретически исследо-
вать свойства системы нормальных мод волновода, заполненного неоднородным
веществом. Во-вторых, мы можем предложить новую технику для вычисления
нормальных волн, используя стандартные конечные элементы. Представлены ре-
зультаты численных экспериментов во FreeFem++.

Malykh, Mikhail D.
Methods of the numerical analysis of the closed electromagnetic waveguides

We consider a closed waveguide of a constant simply connected cross-section
with ideally conducting walls. We assume that the filling of the waveguide doesn’t
change along its axis and is described by the piecewise constant functions defining
on the waveguide cross-section. Instead of noncontinuous cross-components of an
electromagnetic field we offer to use four potentials. Instead of conditions of ideal
conductivity of waveguide walls and conditions on ruptures of filling we have
the conditions of the belonging of the potentials to standard Soboblev spaces.
This statement give us a new approach to investigations of spectral properties of
waveguides. First, we can theoretically investigate properties of a system of waveguide
normal modes. Secondly, we can offer new technique for the calculation of the normal
waves using standard finite elements. Results of several numerical experiments in
FreeFem++ are presented.
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