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Адооо 
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Общая характеристика работы. 

Актуальность темы исследования. Под гармоническим ана
лизом на однородных пространствах G/Я обычно понимается разло
жение квазирегулярного представления группы G сдвигами в прост
ранстве L'^{G/H) по инвариантной мере. Это представление унитар
но. Широкий и очень важный класс однородных пространств G/H 
образуют полупростые симметрические пространства. Для них ре
шение задачи о разложении квазирегулярного представления продви
нуто далеко вперед: Харшп-Чандра, И. М. Гельфанд, С. Г. Гиндикин, 
Ф. И. Карпелевич - для римановых симметрических пространств (60-
е годы), Хариш-Чандра для полупростых групп Ли (70-е годы), В. 
Ф. Молчанов для пространств ^нвгг 1 (80-е годы), Н. Бопп, П. Ха-
ранк, С. Сано - для фактор-пространств комплексных групп по их 
вещественным формам, П. Делорм, Э. ван ден Бан, Г. Шлихткрулль 
- некоторые версии формулы Плаяшереля для общего случая (90-е 
годы). Однако, кроме этой (классической) задачи, в гармоническом 
анализе имеется еще много других, связанных с изучением представ
лений в пространствах функций на G(H с нелокальным скалярным 
произведением или даже унитарных в индефинитном смысле. В част
ности, такие задачи естественно появляются при построении кванто
вания в духе Ф. А. Березина на полупростых симметрических прост
ранствах, которые являются симплектическими многообразиями 
(В. Ф. Молчанов, Г. ван Дейк и их сотрудники). 

Одним из примеров таких пространств (имеюпщх большое зна
чение) является пространство 

G/H = Sh{n,R)/S{Gh{p,R)xGh{q,R)),p + q = n. (1) 

Оно есть обобщение однополостного гиперболоида в J?', который 
получается при п = 2,р = q = \. В самом-деле, ^Tivr-peseDbojio-



идесть8Ц2,Д)/СЦ1,Д). 
Как известно, группа 8Ь(2,Д) является ключевым примером в 

теории представлений. В частности, гармонический анализ на одно-
полостном гиперболоиде важен как сам по себе, так и как источник 
различных общих идей. 

Пространство (1) - полупростое, псевдориманово, симплектичес-
кое, оно относится к классу пара-эрмитовых симметрических прост
ранств первой категории ^ .̂ Оно имеет размерность 2pq и ранг 
min{p,9}. 

Построение квантования на пространстве (1) и изучение тесно 
связанных с квантованием так назьшаемых канонических представ
лений приводит к задаче о разложении тензорных произведений пред
ставлений группы SL(n, Д), относящихся к максимально вырожден
ным сериям, связанным с пространством (1). Это - представления 
группы SL(n, J?), индуцированные характерами (одномерными пред
ставлениями, не обязательно унитарными) максимальных параболи
ческих подгрупп Р"*", щ которых Я является подгруппой Леви. Это 
- подгруппы верхних и нижних блочно треугольных матриц. 

В связи с этим возникает задача об исследовании самих этих мак
симально вырожденных представлений Г*^, д 6 С, е = 0,1. 

Случай q = l (или р = 1) был исследован в работе Г. ван Дейка и 
В.Ф.Молчанова .̂ 

Случай р > 1,9 > 1 оказывается значительно более трудным. 
Это связало с тем, что в этом случае ранг пространства G/H^ а 
также ранг многообразия Грассмана, в функциях на котором реали
зуются представления, больше 1. Здесь имеется только один частный 
результат: в работе Д. Барбаша, С. Сахи, Б. Спех ^ дляр~ q пред-

'КадеуоИ S., KozaJ М. Peiacomplex stracturea and afline symmetric spaces. Tokyo J. Math., 1985, 
vol. 8, No. 1, 81-98 

''Molckanov V. F. Quantizatiou од Para-Hermitian Symmetric Space*. Amer. Math. Soc. Transl., 
eer. 2,1996, vol ITS, 81-85 

'Dijk G. van, Molchanov V. F. Темог products of т а й т л ! degenerate representations o( the group 
SUn;R). J. MatL Pure» AppL, 1999, t. 78, No, 1, 99-119 

^Bajbash D., Sahi S., Speh B. Degeneralie series representations for GL(2n,R] and Fburier analysis. 
Symp. MatL, 1989, vol 31,4S-69 



ложена некоторая характеризация инвариантных подпространста в 
случае, если имеется конечномерное неприводимое подпространство. 

Цель работы. В предлагаемой работе мы исследуем представле
ния T^j группы SL(n, R) для случая q = 2 (мы считаем, что п > 4). В 
этом случае ранг пространства (1) и соответствующего мнохообра-
зия Грассмана равен 2, поэтому мы называем наши представления 
"максимально вырожденными представлениями ранга 2." 

Мы находим: различные реализации представлений, их струк
туру (приводимость, неприводимость, композиционные ряды в при
водимом случае), сплетающие операторы (как в матричном, так и 
интегральном виде), находим инвариантные полуторалинейные фор
мы и, наконец, выясняем, когда наши представления или их подфак-
торы унитаризуемы. 

Методы исследования. Мы используем как достаточно тра
диционные методы (аппарат теории представлений, ограничение на 
максимальную компактную подгруппу, действие некоторых опера
торов Ли,...), так и некоторые новые методы (барьерные функции, 
сферические функции, Я-инварианты,...). 

Научная новизна. В диссертации впервые: 
а) исследована структура представлений Г*^ группы SL(n,R): 

приводимость, неприводимость, структура инвариалтных подпрост
ранств; 

б) найдены все сплетающие операторы для этих серий представ
лений - как в матричном, так и в интегральном виде; 

в) найдены все инвариантные полуторалинейные формы, все ин
вариантные эрмитовы формы; 

г) найдены все унитаризуемые представления; 
д) исследовал гармонический анализ на многообразиях Грассма

на двумершй ориентированных подпространств в R"; 
е) найдены радиальные части дифференциальных операторов, яв-



ляющихся образующими в алгебре инвариантных дифференциаль
ных операторов на указанном многообразии Грассмана, вычислены 
собственные числа этих операторов на неприводимых подпростран
ствах. 

Теоретическая и практическая значимость. Диссертация 
носит теоретический характер. Ее результаты могут быть исполь
зованы как в математике - в гармоническом анализе на однородных 
пространствах и теории представлений групп Ли, так и в теоретиче
ской физике -, например, при изучении квантования на однородных 
пространствах и вопросов, с ним связанных. 

Апробация работы. Основные результаты диссертации докла
дывались на 

- Международной конференции "Классическая и квантовая гео
метрия однородных пространств", Москва, 1994; 

- Международной летней ппсоле-семинаре "Гармонический анализ 
на однородных пространствах", Тамбов, 1996; 

- Семинаре по функциональному анализу профессора В.Ф. Мол
чанова, ТГУ, г.Тамбов; 

- Научных конференциях преподавателей и сотрудников Тамбов
ского государственного пединститута - университета; 

- Научных конференциях преподавателей и студентов Оренбург
ского государственного пединститута - педуниверситета. 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы 
в б работах, список которых приведен в конце реферата. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из 
введения и 15 параграфов, объединенных в две главы: в первой рас-
смотривается случай п > 4; во второй рассматривается случай п = 4. 
Список литературы, включенный в диссертацию, содежит 32 наиме
нования. Полный объем диссертации (с оглавлением) 108 страниц. 



Содержание работы. 

В первых двух параграфах (§§1,2) мы приводим основные све
дения о группе G = 8Ь(п,й). Здесь п > 4. Мы рассмг,тривае.м 
разбиение п = (п - 2) + 2 и записываем матрицы из G в блочном 
виде соответственно этому разбиению. Пусть Р"*" и Р~ - подгруп
пы соответственно верхних и нижних блочно треугольных матриц 
(это - максимальные параболические подгруппы). Мы пишем основ
ные разложения, связанные с этими подгруппами: разложения Гаус
са, "анти-Гаусса", Ивасавы, "анти-Ивасавы". Отсюда мы получаем 
меры на пространствах флагов G/P* в неоднородных координатах, 
инвариантные относительно максимальной компактной подгруппы 
К = SO(n). 

Начиная с §3 и до §11 включительно мы рассматриваем общий 
случай п > 4. 

В §31Ш сообщаем некоторые сведения о многообразии Штифеля 
S = SO(n)/SO(n - 2) и гармоническом анализе на нем ^ .̂ 

Пусть G - SL(n,iZ) действует на Я" справа: х -^ zq. В со
ответствии с этим мы записываем вектор х е i?" в виде строки: 
а; = (а!1,...,а;»). 

Многообразие Штифеля состоит из упорядоченных пар (и, и) 
ортогональных единичных векторов из Д". Оно может быть реализо
вано как совокупность матриц s размеров 2 х п с условием ss' = Е. На 
многообразии 5 естественным образом действуют: группа К умно
жениями справа: s -> sfc,fc G if, и группа 0(2) умножениями слева: 
5 -+ r s , r €0 (2 ) . 

Квазирегулярное представление С/ группы iif на S содержит не-

"Жмобешю д. п. Компаггаые грушш Лж i хх предсташешя. М.; Наука, 1970,664 с. 
'Stridarta R. S. Tie explicit Fburierdecompoeitioiiof I*(SO(n)/SO(n-m), Cwad. J. MatK., 1975, 

voL 27,294-310. 



приводимые представления ж^ группы К со старшими весами 

i/=(b'bZ/2,0,...,0), (2) 

всего [n/2j координат, г^ь^з - целые, J/i > J/2 > 0. Представление ж^ 
входит в разложение представления U с кратностью i'\-U2 + l. Под
пространства, в которых действуют тг̂ ,, состоят из гладких функций 
(из ограничений на S многочленов от матричных элементов матриц 
S). 

в §§4, 5, б, 7 мы исследуем гармонический анализ на многообра
зии Грассмана Г = SO(n)/SO х SO(n - 2) двумерных ориентирован
ных подпространств в R!^. Здесь мы опирались на работы^ * ' . 

Для плоскости 7 € Г мы обозначаем через - 7 ту же плоскость с 
противоположной ориентацией. Пусть d'j - мера на Г, инвариантная 
относительно К, ее выражение в неоднородных координатах было 
найдено в §2. 

Сопоставим точке s = (u,r) G 5" плоскость (т 6 Г, порождаемую 
векторами и, и. Мы получим проекцию 5 -+ Г. Функции на Г мы 
можем рассматривать как функции ^ на 5, инвариантные относи
тельно умножения слева на элементы из S0(2): 

(^(rs) = ф ) , 

где г 6 S0(2). 
Пусть тг - квазирегулярное представление группы К на Г. Не

приводимые компоненты его - такие же, как у его ограничения 
- обозначим его снова тг - на пространство V{V) = ^"(Г) . Оно 
распадается в прямую сумму представлений 7г(*',е = 0,1, действую
щих в подпространствах 1>е(Г), состоящих из функций ip четности е: 

'HelgMon S. Differential geometry md eymmetric space». New-York-Loudoi; АсаЛ. Frees, 1962,486 
p. (Пер. s& рус, яз.: Хедгасон С. ДжффереЕцкадыая геокетрЕЯ i cniuerpnecKie пространства.-
М.: Мер, 1964,533 с.) 

*НеГ§ал)11 S. Groups aid geometric ajialysis. New York, etc; Acad. Press, 1984. (Пер. sa, рус. яз.: 
XeiracoK С. Грушш i reoHerpxtecxii аяанз. М.: Mip, 1987, 735 с ] 

°Moi4aiOB В. Ф. rVpKOEitecKii аваиэ на, одхородяых простраЕств&х. ИТОГЕ Еаухх Е техЕЕКЕ, 
Сер. Совр. оробя. иатен. ФуЕдан. Еахр. / ВИНИТИ, той 59,1990, 5-144 



(р ( -7 )= : ( -1М7) . 
Для удобства отождествим старшие веса (2) с векторами v -

(1/1,1̂ 2) на плоскости и будем называть последние тоже старшими ве
сами. 

Обозначим через Nj,e = 0,1, множество векторов v - \y\,v-i) с 
целочисленными координатами, для которых I'l > 2/2 > О к г/̂  г i/̂  li о 
(здесь и дальше знак сравнения обозначает сравнение по модулю 2). 

В разложение представления тг̂ '̂  входят с кратностью 1 неприво
димые представления тг,,, длА которых i/ 6 Nj. 

Мы даем явное описание неприводимых подпространств Е^, С 
Х'ДГ), в которых действуют тг̂ . 

Сферические функции Ф̂  из Я^ выражаются через многочлены 
Коорнвиндера^". 

Это - многочлены от двух переменных, ортогональные относи
тельно некоторой меры в некоторой области на плоскости. Коорн-
виндер ввел их, в частности, для изучения гармонического анализа 
на многообразии Грассмана Го неориентированных двумерных плос
костей в Л". В §6 мы приводим описание этих Многочленов. В §5 мы 
исследуем образующие Ai и Д? в алгебре инвариантных дифференци
альных операторов на многообразии Г. Эти операторы - второго и 
четвертого порядков, первый из них оператор Лапласа-Бельтрами. 
Мы находим явно радиальные части этих операторов, которые не 
приводим здесь ввиду их громоздкости. 

Подпространства Еу являются собственньши для L\ и Д2 с соб
ственными числами \\{у) и \г{у) соответственно: 

Ai(i/) = i/i(2 - п - i/i) + (4 - п -1/2), 

\i{v) - (i/i -Ь l)(j/i \ п - 'S)v-i{vi -Ь n - 4), 

"Koorawmder Т,, Hirmonics md spherical functions on GrMimann manifolde of галк two and two-
vuiible Malognee of J&cobi polynomialB, Led. Notee M&tL, 1977, vol. 171,141-154 



в §8 мы определяем серии представлений 

T,*=Ind(G,P^W:p,,,), 

где /i £ С,е = 0,1, группы G, индуцированных характерами (од
номерными представлениями, не обязательно унитарньоли) макси-
мальн11х параболических подгрупп Р*, - максимально вырожденные 
серии "ранга 2". Характер Шц^е группы Р* определяется формулой: 

а;д^(р) = ( d e t e r , 

где с - правый нижний 2 х 2-блок матрицы р G Р"^. Мы используем 
следующее обозначение для характера группы i?*: f*'̂  = \t\''sgn4. 
Мы рассматриваем реализации представлений Т*̂  в компактной и 
некомпактной картинах. 

В изучении представлений Г*^ (§§9-11) мы следуем в основном 
схеме работ ^̂  ^̂ . 

В §9 мы исследуем структуру представлений Г*^ - с помощью 
ограничения на максимально компактную подгруппу К. 

Центральное место здесь занимает теорема 9.6, которая дает в 
явном виде "коэффициенты зацепления А'-типов". А именно, пусть 
Zo ~ диагональная матрица с диагональю |,..., | , | - 1, | - 1. Это -
элемент из алгебры Ли группы G, являющийся базисным в центра
лизаторе группы L = К Г\ Р^. В представлении 7^^ ему отвечает 
оператор т2>Ср, где Сц - некоторый дифференциальный оператор 
первого порядка от двух переменных (от аргументов сферических 
функций). 

Теорема 9.6 утверждает, что оператор Cfi переводит сферическую 
функцию Ф̂  в линейную комбинацию ее самой и четырех "соседних" 

"^ о̂лчаяов В. Ф. Предстамени исевдоортогонально» грушш, свлзалные с кояусои. Мат. сб., 
1970, ток 81, No, 3, 358-375 

''Мсичаяов В. Ф. Предггавлени Есевдоугггарюх группы, свяэапые с Koiycou. ФуккцЮЕ. 
аликз: Межвуз. сб., Угыловск, 1984, Вып. 22, 55-6в 
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сферических функиий; 

£дф, = (2/i + п)7о11'!Ф. -̂  5]'У^-^'Ш!'-, 1'!^,г2.., 

где в, - сцрдуюшир четьфр векто[)а на плоскости: 

е, = (1,0),е2 = (0,1),сз = (0,-1),е4 = (-1,0), 

7; - некоторые коэффициенты, а Д - "барьерные" функции: пусть 
i/ = (p,(?), тогда 

/3i(//;f) = / / - p , 
ihi^i]!^) = IJ + l - < ? , 

/?4(^;f) = /̂  + n - 2 + p. 

Назовем прямую /i,(/i,i') = О на плоскости векторов г/ =: ip,q) 
барьером для представления r * j , если эта прямая пересекается с Nf 
и пересечение Nf П {iii{ij,,u) > 0} отлично от Nf. Для того чтобы 
прямая fii - О была барьером, необходимо, чтобы // было целым. Для 
данпого представления Т^̂  количество барьеров по превосходит 1. 

Обозначим fi* = -ц- п. Прямая Д - О является барьером для 
ТД для следующих целых /̂  и £ = 0.1: 

i = 1 : [мУ £,ju = £, 

J = 2 : /1 > £ - 1,/i = е - 1, 
г = 3 : / i < l - n - £ , / ( = ! - n - e,m.e.̂ (* > E - \,ц* = £ - 1, 
i = 4 : д < - n - £,д = - n - £,m.e./i* > s,^* s e. 

Если Д' = 0 является барьером для Г*^, то обозначим через Vi(^, е) 
подпространство в V^{T), которое есть сумма подпространств Я^ 
таких, что д находится внутри этого барьера (т.е. Pi{fi,u) > 0). 

Теорема 9.11. Подпрост,ранства V;(/i,e) инвариантны отно
сительно представлени.я ТД. Всякое собственное инвариантное 
подпространство есть одно из Vi{ti,e). Представление Т*̂  непри-
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водгшо, за исключением случаев, когда ̂ ^ — г^елое и выпапмяется 
одно из неравенств ii>e-l или /f* > с -1 . В этих случа.ях имеется 
в точности одно собственное инвариантное подпространство -
это Vl(/i,£). 

В §10 мы описываем все сплетающие операторы между предста
влениями серий T*f, т.е. непрерывные операторы А в пространстве 
1>г(Г), удовлетворяющие условию: 

, Т1,Хд)А= А1%{д) (3) 

для всех д 6 6' (здесь знаки ± берутся в произвольных сочетаниях), а 
также сплетающие операторы между подфакторами представлений 
этих серий в приводимом случае. 

Теорема 10.1. Нену,левоИ оператор А : Ve{V) -^ ^х(^)' '̂̂ -̂ '̂̂ ^я-
ющий представления Т^̂  и Т^ , существует лишь для следующих 
пар представлений : (r^^j,r*J, (ТД,Г^^ J , ц* см. выше. Для первой 
пары всякий такой оператор кратен единичному. Для второй 
пары сплетающий оператор - единственный с точностью до мно
жителя. В приводимом случае этот оператор обращает.ся о нуль 
на инвариантном iiodnpocmpancmee, а образ его есть инвари
антное подпространство для TJ.^. Кроме того, в приводимом 
случае существует, оператор [единственный с т,очностъю до мно
жителя), который сплетает ограничение представления Т^^ на 
инвариантное подпространство и ф актор--представление пред
ставления r ^ j в фактор-пространстве по инвариантному под
пространству. 

Мы даем явные формулы для собственных чисел а{и) сплетающе
го оператора на подпространствах Н^, именно, если А определен на 
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всем РДГ), то: 

^ / 1 
a{i/) = const • Л Г --Jjim и) 

а если А определен на внутренности г-ого барьера ''т.е. W' в > 0), 

а{и) = const.Г ( l + U{ix;и)]-Цт(-^ДДм;^) 
то: 

Предъявим сплетающие операторы в интегральном виде. Пусть 
[(г,т]- функция на г X г ("угол" между плоскостями а^т), определяе
мая следуюпщм образом: пусть 5, t - точки из многообразие Штифе-
1я 5, порождающие а, т соответственно, тогда \а, т] = det(5i') (штрих 
означает транспонирование). 

Определим оператор Â ,̂  на ЩГ) формулой: 

iA,,^)b)=Jb,afMa)da. 

Теорема 10.4. Оператор Af^^c «я Vi{r) д1ля всех комплексных ц, 
за исключением тех ц, где он имеет полюс, явл11£тся непрерывным 
и сплетает Представления Г* с Г,5,: 

[берутся либо верхние знаки ±, либо нижние). 

На каждом H^^v G N^, оператор А^^с есть скалярный оператор, 
т.е. умножение на некоторое число a{fi,e,u) (от "±" оно не зависит). 
Вот явное выражение: 

аЫ-^и) = 2^..а^-у-1Г(-/^7^'^'^"'"""'^. 
Пг(-Й(^;'^)) 
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где Г- гамма-функция Эйлера. 
Как функция от /х оператор Лд,̂  является мероморфной функцией 

- такой, что оператор 

является целой функцией, нигде не обращающейся в нуль. В против
ном случае оператор 

Л' =Ига-—^ 
**•' д-д А - /i 

определен на К(д,е), сплетает ограничение на Vi(̂ ,̂e) представления 
T^j и и фактор-представления Г^^ на дуальном подфакторе. 

В §11 мы находим инвариантные полуторалинейные формы, ин
вариантные эрмитовы формы и выясняем, какие из представлений 
унитаризуемы. При п > 4 имеется только непрерьшная серия не
приводимых унитарных представлений: это - представления Г^^ с 
Rê i = -f, действующие в Ь^с(Г) (пространство четных (с = 0), или 
нечетных (е = 1) функций из Ь\Т)). 

В главе II мы рассматриваем случай п = 4. Этот случай имеет 
ряд особенностей, отличающих его от п > 4: подгруппы ?+ и Р~ 
сопряжены, подпространства q^ (изотропные подпространства в ал
гебре Ли д группы G) обладают Я-инвариантной мерой, йордаловы 
тройные системы с пространствами q^ являются йордановыми алгеб
рами, представления обладают Я-инвариантами, набор унитаризуе-
мых представлений намного богаче, чем для п > 4 : кроме непрерыв
ной серии имеются две дискретные, дополнительная серия и одно 
исключительное представление. 

Исследованию случая п = 4 помогает то обстоятельство, что 
группа SL(4,R) локально изоморфна группе SOo(3,3) накрывает ее 
с кратностью два. Поскольку ядро этого гомоморфюма совпадает 
с ядрами всех представлений Г^^, мы получаем представления груп
пы SOo(3,3). Эти последние оказываются представлениями группы 
SOo(3,3), связанными с конусом. Представления группы 80о(р,з), 
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связанные г конусом, были описат,! Н. '1> KlovvAwmuu "^. Поэтому 
мы можем HcnoJibJOBaxb ^ти результаты в частом случае SOo(3,3). 

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руко
водителю профессору В.Ф. Молчанову за постановку задачи, боль
шую помощь и постоянное внимание к работе. 
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Ракитянский Александр Семенович 
Максимально вырожденные серии представлений группы SL(n,R). 

В диссертации исследуются максимально вырожденные неунитарные серии пред
ставлений группы SL(n, R), отвечающие разбиешж п = (п - 2) + 2, т с пред
ставлений, индуцированных характерами (одномерными представлениями, не обя
зательно унитарными) максимальных параболических подгрупп, отвечающих ука
занному разбиению. Найдены различные реализации этих представлений, их струк
тура (приводимость, неприводимость, инвариантные подпространства, композици
онные ряды), все сплетающие операторы, инвариантные полуторалииейные формы, 
инвариантные эрмитовы формы, унитаризуемые представления. Для изучения этих 
вопросов был развит гармонический анализ на многообразии Грассмана двумер
ных ориентированных подпространсгв в Я", В частности, вычислены сферические 
функции, найдены радиальные части дифференциальных операторов, являющихся 
образующими в алгебре инвариантных дифференциал1,ных операторов на этом мно
гообразии, вычислены собственные числа этих операторов на неприводивни под
пространствах. 

Rakityansky Aleksandr Semenovich 
Maximal degenerate series representations of the group SL(n, Л) 

In the dissertation we investigate maximal degenerate series representations of the 

group SL(n, R) aseotiated with the partition n = (n - 2) -|- 2, i.e. representations in

duced by characters (one-dimensional representations not nesserily unitary) of maximal 

paraboHc subgroups conesponding to the partition mentioned above We find out some 

realizations of these reperesentations, determine their structure (reducibility, ineducibil-

ity, invariant subspaces, composition series), interwining operators, invariant seequilinear 

forms, invariant Hermitian forms, unitarizable representations. To study these problems, 

we develope harmonic analysis on the Grassmannian manifold of two-dimensional oriented 

subspaces in Jf. In particular, we compute generators in the algebra of invariant diifer-

ntial operators on this manifold, compute eigenvalues of these operators on irreducible 

subspaces. 
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