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Общая характеристика работы 
Диссертация посвящена исследованию существования и построению решений 

обратных задач вариационного исчисления (ОЗВИ) для дифферснциалыю-
разностных операторов с частными производными 

Актуальность темы. В последние годы активно разрабатывается проблема 
получения экстремальных вариационных принципов для новых классов линейных 
несимметричных операторов и нелинейных непотенциальных операторов Это 
требует построения полуограниченных функционалов - решений обратных задач 
вариационного исчисления и исследования соответствующих экстремальных 
вариационных задач 

Вариационный метод исследования дифференциальных уравнений с частными 
производными получил, начиная с работ Д Гильберта, дальнейшее развитие и 
глубокое теоретическое обоснование в работах С Л Соболева, С М Никольского, 
Л Д Кудрявцева и других Болыиое значение для распространения вариационных 
методов в приложениях имели работы М М Вайнберга, С Г Михлина Однако 
разработанный прямой вариационный метод распространялся в основном только 
на линейные самосопряженные, положительные операторы или на нелинейные 
потенциальные операторы 

В работах А Е Мартынюка, В В Петришина, В М Шалова, В М Филиппова, Э 
Тонти, В М Савчина и др были предложены некоторые общие подходы построения 
и исследования экстремальных вариационных задач для непотенциальных 
операторов 

В плане дифференциально-разностных операторов ОЗВИ почти не 
рассматривались, хотя прямые задачи вариационного исчисления ставились еще 
Л Э Эльсгольцем, и получили дальнейшее развитие в работахГ А Каменского, А Л 
Скубачевского и др В этом плане весьма актуальными являются вопросы решения 
ОЗВИ для дифференциально-разностных операторов с частными производными 

Как известно, решение краевых задач для дифференциально-разностных 
уравнений представляет значительные трудности Это связано с тем, что они имеют 
свои особенности 

Объсктом исследования являются обратные задачи вариационного исчисления 
для дифференциально-разностных операторов с частными производными 

Цель работы состоит в разработке методов посгроения решений ОЗВИ -
вариационных принципов - для различных классов дифференциально-разностных 
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операторов с частными производными, получении условий потенциальности для 
дифференциально-разностных операторов с частными производными относительно 
различных билинейных форм, разработке алгоритмов построения симметрий 
дифференциально-разностных уравнений с частными производными 

Методы исследования. В работе используются современные методы решения 
обратных задач вариационного исчисления, методы нелинейного функционального 
анализа и теории дифференциальных операторов с частными производными 

Научная новизна. В диссертационной работе получен ряд новых результатов 
Выделим некоторые из них 

1. Получена достаточно общая классификация линейных дифференциальных 
операторов с частными производными второго порядка, допускающих решения 
ОЗВИ в различных постановках 

2 Установлено несуществование вариационного множителя достаточно общего 
вида для заданного класса ультрапараболических операторов 

3 Даны конструктивные решения обобщенных ОЗВИ для непараболических 
дифференциальных операторов с частными производными второго порядка с 
переменными коэффициентами 

4 Получены необходимые и достаточные условия потенциальности заданных 
нелинейных дифференциально-разностных операторов с частными производными 
относительно классической билинейной формы и билинейной формы со сверткой 

5. Получена система дифференциальных уравнений с частными производными 
для нахождения вариационных множителей 

6. На дифференциально-разностные уравнения с частными производными 
распространен метод построения симметрий, основанный на операторе рекурсии 

7. Найдены условия, при выполнении которых система дифференциально-
разностных уравнений 2-го порядка допускает группу симметрий 

8. Установлена взаимосвязь дивергентных симметрий функционалов -
потенциалов дифференциально-разностных уравнений с частными производными -
с первыми интегралами 

Теоретическая и практическая ценность работы. Диссертация носит 
теоретический характер. Вместе с тем ряд установленных фактов и их 
следствий представляют определенный интерес для приложений Результаты 
диссертации могут быть использованы для изучения потенциальных и 
непотенциальных взаимодействий различной физической природы, описываемых 
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дифференциальньши и дифференциально-разностными операторами с частными 
производными 

Обоснованность научных положений. Теоретические положения и выводы 
диссертации сформулированы в виде теорем и строго доказаны 

Апробация работы Результаты диссертации докладывались и обсуждались на 
научных конференциях по проблемам математики, информатики, физики и химии, 
ежегодно проводимой в Российском университете дружбы народов (1996 - 2008 гг) , 
на научном семинаре по вариационным принципам и методам в математике 
и естествознании кафедры математического анализа факультета физико-
математических и естественных наук Российского университета дружбы народов 
под руководством профессоров В М Филиппова и В М Савчина (1998 - 2001 гг) , 
на научном семинаре по теории устойчивости и качественной теории динамических 
процессов Российского государственного открытого технического университета 
путей сообщения под руководством профессора АА Шестакова (2001 г), на 
научном семинаре кафедры дифференциальных уравнений и функционального 
анализа Российского университета дружбы народов по теории дифференциальных 
уравнений под руководством профессора МФ Сухинина (2002 г), на научном 
семинаре кафедры дифференциальных уравнений Московского авиационного 
института (ГТУ) по дифференциальным и функционально-дифференциальным 
уравнениям под руководством профессоров Г А Каменского и А Л Скубачевского 
(2002 г), на научном семинаре кафедры дифференциальных уравнений Российского 
университета дружбы народов по дифференциальным и функционально-
дифференциальным уравнениям под руководством профессора А Л Скубачевского 
(2006 г), на научном семинаре "Обратные задачи математической физики" 
под руководством профессоров А Б Бакушинского, А В Тихонравова и А Г 
Яголы (2007 г), на объединенном научном семинаре по дифференциальным и 
функционально-дифференциальным уравнениям кафедры дифференциальных 
уравнений и математической физики Российского университета дружбы народов 
под руководством профессора А Л Скубачевского и по функциональному анализу 
кафедры математического анализа и теории функций Российского университета 
дружбы народов под руководством профессора В Д Степанова (2008 г) 

Публикации. Основные результаты опубликованы в работах [1]-[16] 

Личный вклад автора в проведенное исследование. В диссертацию 
включены только те результаты, которые получены лично диссертантом В 
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совмесіно опубликованных работах В М Филиппову и В М Савчину принадлежат 
постановки задач, другим соавторам - решения ряда технических вопросов 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения и трех 
глав В конце диссертации приводится список литературы из 109 наименований 
Диссертация изложена на 124 страницах 

ОБЗОР СОДЕРЖАНИЯ ДИССЕРТАЦИИ. Во введении кратко 
излагается история рассматриваемого вопроса и современное состояние проблем, 
исследуемых в диссертации Приводится обоснование актуальности темы, 
формулируются цели и задачи диссертационной работы и дается краткое содержание 
работы 

В главе 1 исследуется существование решений обратных задач вариационного 
исчисления для одного достаточно общего класса дифференциальных операторов 
с частными производными Доказано, что для некоторых непотенциальных 
дифференциалыіых операторов второго порядка существуют вариационные 
множители и получены формулы для их построения 

В параграфе 1 1 рассматриваются основные современные постановки ОЗВИ 
и изложены необходимые сведения из функционального анализа и теории 
дифференциальных операторов с частными производными 

Пусть задан оператор N уравнения 

Ы(и) = ѵ, ие Г>(7Ѵ) С V, ѵ € Н(Ы) С V, (1 1) 

где I/, V - линейные нормированные пространства над полем действительных чисел 
Е , Д(іѴ) - область определения, а К(Щ - область значений оператора N 

Предположим, что на V х II определена невырожденная билинейная форма 

< , > ѴхІІ-+Н (12) 

Опредслсиие 1. Если для некоторого элемента и € І>(/Ѵ) и для Н 6 V 
существует 

. ЛГ(и + еЛ)-Л/(и) . д г , , . Іші — - — = ЛУ(и, Н), 
г->0 е 

который является линейным выражением по Н , сШ^и,/і) = ТѴ /̂і, то линейный 
оператор Л/̂  называется производной Гато оператора N в точке и 

Опредоление 2 Оператор ІѴ Г>(./Ѵ) С V —• V называется потенциальным 
на множестве -0(/Ѵ) относительно билинейной формы (12), если существует 
дифференцируемый по Гато функционал Р^[и] В(Ря) = 0(Щ —» К такой, что 

6Рк[и,Н] =< Щи),Н > Ѵи е /?(//), Ѵ/і 6 Б(К) 
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При этом функционал ^ [ и ] называется потенциалом оператора N (1 1) 
В параграфе 1 2 представлен алгоритм построения вариационного множителя 

для заданного непотенциального дифференциального оператора с частными 
производными второго порядка с переменными коэффициентами 

В параграфе 1 3 рассматривается вопрос существования вариациоішых 
множителей для дифференциальных операторов с частными производными второго 
порядка ультрапараболического типа 

Теорема 1.1. Для ультрапараболического оператора 
т д2 п д 

°Х' г=т+1 дх. 

являющегося непотенциальным на Д(ІѴ) = С2(П)П С(П) П С*(П) относительно 
классической билинейной формы 

< ѵ,д> = / ѵ(х)д(х)йх, 

не существует вариационного множителя вида М = М(х, и, щ, ип) 
В параграфе 1 4 рассматриваются конструктивные решения обобщенных ОЗВИ 

для непарлболических дифференциальных операторов с частными производными 
второго порядка 

Теорема 1 2 Если 

„1п 

А(х) = 

то непотенциальный оператор 

2а11 а12 а13 

а21 2а22 а23 -2п 

2ап 

^О, 

і,з=і г 3 г=і г 

о 

с областыо определения О(Ы) = С2(П)П С(П) П С*(П) допускает вариационный 
множитель вида 

М — ехр V [ Ф.(Д) йх. 



где 
2а11 о12 . о1'-1 фг{х) аи+1 а1п 

а21 2а22 а2-1 ф2{х) а2'+1 а2п 

I 

аШ ап2 а ш - 1 ^ ) ^ш+І 2апп 

Глава 2 посвящена исследованию задачи существования вариационных 
принципов - решений ОЗВИ - для дифференциально-разностных операторов 
с частными производными Получены необходимые и достаточные условия 
потенциальности для заданных нелинейных дифференциально-разностных 
операторов с частными производными Получена переопределенная система 
дифференциально-разностных уравнений с частными производными для 
нахождения вариационного множителя 

В параграфе 21 приведены необходимые определения для дальнейшего 
изложения, а также дан критерий погенциальности операторов 

В параграфе 2 2 исследованы на потенциальность дифференциально-разностные 
операторы простейших задач с частными производными 

В параграфе 2 3 исследована задача о существовании вариационных принципов 
для заданных краевых задач для дифференциально-разностных операторов с 
частными производными второго порядка Получены необходимые и достаточные 
условия потенциальности типа Гельмгольца для весьма общего нелинейного 
дифференциально-разностного оператора с частными производными относительно 
классической билинейной формы, а также относительно билинейной формы 
со сверткой Они являются удобными для проверки заданного оператора на 
потенциалыюсть и служат основой для нахождения вариационного множителя -
как решения, в общем случае, переопределенной системы уравнений с частными 
производными 

Решается задача существования вариационных принципов - решений ОЗВИ - для 
заданных краевых задач для дифференциально-разностных операторов с частными 
производными вида 

М{и) = /{х,и^{х,1 + \т)) = 0, {х,і) е Я = П х (і0)*і)> (2 2) 

где П - ограниченная область в Р с кусочно-гладкой границей 80,, 

8 

Ф,(а:) = 



к = 0,1, X = - 1 , 0 , 1 , т > 0, а = (аи ,ат), \а\ = 
,=!«., Н = 0,5. <і - *о > 2т, и ^ = -д#-,да = {дхі)аі

а
 {дХт]ат, и -

неизвестная функция 
Область определения оператора N задается равенством 

о(ы) = \иеѵ = с:і(о;) 
дк

и — 
-ы = <Рік(х, і), (х, і)еЕі=Пх[і0- т, і0], к = 0, /0, 

д^и _ 
— = ір2к(х,і), (х,і) еЕ2 = Пх [<і,*і + т],й = 0 Л , 

дѵи 
дпЧ гт 

= фи(х,І), І/ = 0 , 5 0 | (2 3) 

Гт = дО. х [і0 - т, <і + т], <2Т = <Л х (і0 - т, <і + т) 
Здесь іою, (̂ 20, Ѵ̂  - заданные достаточно гладкие функии, <р^к — —^- (з = 

1,2, А; = 0, /о) Числа /о>5о зависят соответственно от 2, з Если /,з— четны, то 
о = 5 — 1,^0=2 — ^ ^РИ н е ч е т н о м '>3 полагаем і0 = ^р — 1,з0 = ^ — 1 

Теорема 2 1 Для потенциальности оператора (2 2) на множестве (2 3) 
тносителыю билинейной формы 

П 

<ѵ,д>= I I /(х,і)д(х,і)йхйі, (2 4) 

еобходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 

І=П |„|_м V " / 

9 / 

«.=0 |п|=0 дѵХ'(х,і + \т), 1-*1-\т 

д/ 
дѵ%\х,і + \т)' 

(2 5) 

Ѵие_)(Л0, Ѵ(а:,і) €<Э = П х (і0,<і), Л = - 1 , 0 , 1 , ѵ = 0,1, \/3\ = 0,5, 

Де 9(х,і)\^^т = д(х,і-т) 
Теорема 2 2. Для потенциальности оператора (2 2) на множестве (2 3) 

тносительно билинейной формы 

< ѵ,9>— \ I ѵ(х,і)Вд(х,і)йх6,і, 

<о п 



^ { _ і Г + ^ с ^ в в Г П а _ в { _ 

где Вд(х, і) = д(х, і^ — і), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 

__1 ^ 
к=0|а|=0 Ѵ,_/ \9и°: (Х,і + Хт)у (_ь_Хт 

д/ 
ди^\х,і + \т) 

,І(х,і)еЯ = ІІх(10,і1), А = - 1 , 0 , 1 , Ѵиб Я(ІѴ), и = Щ,Щ = 0^5 
Отметим, чго, в частности, из (2 5) следуют известные условия потенциальности 

дифференциальных операторов с частными производными 
В параграфе 2 4 дана одна классификация дифференциальнс-разностных 

операторов, основанная на классическом анализе сил 
В Глане 3 на дифференциально-разностные уравнения с частными 

производнымп распространен метод построения симметрий, основанный на 
операторе рекурсии Найдены условия, при выполнении которых система 
дифференциалыю-разностных уравнений 2-го порядка допускает группу симметрий 

В парагрпфе 3 1 исследован вопрос о существовании операторов рекурсии и 
нахожденни группы симметрий для ряда дифференциально-разностных уравнений 
с частньши нроизводными Доказана теорема об операторе рекурсии Получены 
необходилчле и достаточные условия, при которых система дифференциально-
разностных уравнений с частными производными второго порядка допускает группу 
симметрий 

Рассматрииается операторное уравнение 

Ы(и) = 0, и € И(Ы) С II, (3 1) 

где гі-неіпвесіная функция, О(Ы) - область определения оператора N 0(№) С 
V —> V, Ъ, V - действительные линейные нормированные пространства 

Пусть щ - решение (3 1), те М(щ) = 0 
Рассмотрим оператор С, действующий на II 
Опредслеіше 3. Преобразование 

й = и0 + еО(щ) (3 2) 

называется спмметрией уравнения (3 1), если для любого достаточно малого е и 
любого рсшешія щ этого уравнения элемент й вида (3 2) также является решением 
этого урашісния, при этом С называется генератором симметрии 

ю 



Определение 4. (П Олвер) Если существует линейный оператор 5? такой, что 
для любого генератора симметрии С оператор 3?(7 также является генератором 
симметрии уравнения (3 1), то 3? называется оператором рекурсии 

Известно, что если существуют линейные операторы Зі и К такие, что 

ЩЯ = Ш'и (3 3) 

для всех решений заданного уравнения (3 1), то К - его оператор рекурсии 

Проиллюстрировано нахождение оператора рекурсии для заданного 
дифференциально-разностного оператора с частными производными 

Теорема 3 1 Если для уравнения (3 1) операторы 3?і, 3?2 являются операторами 
рекурсии, удовлетворяющими (3 3), то оператор Й = 3?іЗ?2 также является его 
оператором рекурсии 

Рассматривается система 

ІѴ* = Г{х,і,и(х,і + Хт),ик(х,і + Хт),икі(х,і + Хт)) = 0, (3 4) 

і = М,( і ,<)бПх((( і ,<і) , І 2 С Г , 

где т > 0, х = (х1, ,хт), X = —1,0,1, и = (и1, ип), /г (г = 1,п)- заданные 
функции 

Обозначим 

Хт+1 = І> и1х = Ы' < = д ^ (^ = 1,т+1), М=(М\ ,ІѴ) 

Ищется генератор симметрии вида С(и) = (д1, ,дп), где 

т+1 
д'(и) = фг(х, і, и(х, і + Хт)) - ^ ірк(х, і, и(х, і + Хт))и\ (3 5) 

к=1 

(г = Т~п) 

Получены необходимые и достаточные условия, при которых формула (3 5) 
определяет генератор симметрии системы (3 4) 



В параграфе 3 2 исследуется задача существования вариационного принципа для 
эволюционной задачи 

і 
ЛГ(и)= ] Г Рх{і)иі(і+\т)-С}{і,и(і+\т)) = 0, ибЛ(ЛГ), ( б ( Ѵ і ) с В (3 6) 

А = - 1 

Здесь Р\(\ = —1,0,1) - линейные операторы, в общем случае, зависящие от 
і Оператор (5 (іо, іі) х І7і -» Ѵі - произвольный оператор, вообще говоря, 
нелинейный, /?(7Ѵ) - область определения оператора N •0(Л7) С V —* V, II = 
^([іц—т,іі+т], ІІ\), V = С([іо~т, іі+т], Ѵ\), где 1/і,Ѵі - действительные линейные 
нормированные пространства, [7і С Ѵ\ 

Зададим область определения оператора N равенством 

Я(Л/) = { и е [ / и(і) = ѵ?і(і), г е [ і 0 - т , і о ] , 

и(0 = №(<). і е [ і і , і і + т)}, 

где уз,, (г =1,2) - заданные элементы из Ѵ\ 
Введем билинейную форму 

*і 

Ф(, ) = / < , > йі V х V -> К (3 7) 

Теорема 3.2. Пусть Ѵ*г = —Д на /^(Л^) Тогда для существования 
прямой вариационной формулировки уравнения (3 6) на Р>(Щ относительно (3 7), 
необходимо и достаточно, чтобы Ѵи е /^(Л^.Ѵі 6 (іо.іі) выполнялись следующие 
условкя на /^(Л^) 

Рх + РП^і-Хт = 0, 
дР* 
-^и_лт + & - <& Ѵ«-АГ = о, л = -1 , о, і 

Автор благодарит своих научных руководителей В М Филиппова и В М Савчина 
за постановки задач и внимание к работе 
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Колосникова Пріпіа Аиаіольевна 
"Обратные задачи варнациошюго нсчисления для 

дифференциально-разностных операторов 
с частными производными" 

Исследустся задача суідествоваііня решеіши обратных задач нарііаціюшіоіо 
нсчпсления для днфференциалыіо-разносгных оиераіоров с часіными 
проіиводнымн 

Потіучены необходнмые п достаточные ІСЛОШІЯ потенцналыіостн таки\ 
операторов Предложспы коиструктнвныс приемы построеішя варнациоііных 
множиіепеіі Распрогті)<шен метод снммстриіі на днффсренпиалыю-разностные 
урашіеішя с частнымн ироизіюднымн 

Коісвшкоѵа Іппа 
"Іпѵегзе ргоЫетз оГ Міе саісиіиз оГ ѵагіатлопз 

Гог рагііаі сІіГГегепііаІ сіійегепсе орегаіогз" 

ТЬс ргоЫет оГ ехізіепсе оГ БОІІІПОПЗ ОГ іпѵегке ргоЫсіш оГ іііе саісчіиз оГ \апаіюпь 
Гог рагпаі сЬгГсгспііаІ сЬгГегепсе ореіаіогь іь іпѵезіщаіесі 

Кесеззагу аисі ыіШсіеиі соікіііюпз Гог роіспііаіііу оГ зисЬ орегаіогч дге оЬглшссІ 
МСІЬОСІБ оГ сопьігисіюп оГ ѵапаіюпаі тиіііріісв аге ЧИЙЙСЗІССІ Зуттсіпсч тоіЬосі іь 
схіепсіссі оп (ЬіТсгепііаІ сЫТсгепсе с^ііаііопь \ѵііЬ рагііа! сіепѵаіпсз 
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