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Общая характеристика работы 

Актуальность темы диссертации 

В настоящей работе используется идея Эйнштейна об описании ча-
стицы в виде сгустка материального поля ИJИI, иными словами, соли-
тонная концепция Эйнштейна-де Бройля. Эта идея получила широкое 
распространение при построении разных моделей, ставяш,их своей целью 
оги1сание структуры элементарных частиц. 

В рамках таких моделей, следуя концепции Эйнштейна, можно 
получить такие характеристики, как масса частицы, спин, магнитный 
момент и т.д., как локализованной полевой конфигурации, наделённой 
нетривиальным топологическим зарядом, т. е. в виде топологического со-
литона. 

Напомним, что топологическими солитонами принято называть 
конфигурации, описываемые регулярными репкииямп полевых уравне-
ний с конечныли! динамическими характеристиками, которые выделены 
среди множества со.читонных реншний нелинейных уравнений тем, что 
наделены топологической характеристикой тина степени отображения, 
инварианта Хоифа, индекса Чженя-Понтрягнна и т. д. Под солитона-
ми обычно понимают лока;шзованные в конечной области возмуш,ения 
нелинейной среды, которые 

1. распространяются без деформаций, перенося энергию, импульс, 
момент импульса; 

2. сохраняют свою форму и структуру при взаимодействии с другими 
подобными солитонами; 

3. могут образовывать связанные состояния и ансамбли (т.е. 
Я солитонные состояния). 

Однако такими свойствами, в основном, обладают только одно-
мерные солитоны. Распространение этих представлений на реальный 
трехмерный случа11 было предпринято английским физиком-ядерщиком 



Скирмом в 1954 г., которому принадлежит замечательная идея рассмат-
ривать барионы как топологические солитоны. В настоящее время наи-
большую известность получили две модели, в которых были рассмот-
рены, соответственно, протяжённые структуры: тяжёлые (барионы) и 
лёгкие (лептоны) частицы. 

— В первой модели (Скирм, 1954 г.) топологический заряд 
Q = deg(S•'' интерпретировался как барионное число В и иг-
рал роль генератора гомотопической группы 7Гз(5 )̂ = Z. 

— Во второй модели (Фаддеев, 1973 г.) инвариант Хопфа Qн интер-
претировался как лептонное число Ь и играл роль генератора го-
мотопической группы 7Гз(5 )̂ = 

При этом топологический заряд возникает как геометрическая ха-
рактеристика полевого многообразия модели. Такие модели получили 
название киральных. 

В данной работе предлагается способ построения модели, объединя-
ющей оба вышеперечисленных подхода на основе обобщённой нелиней-
ной электродинамики Ми в рамках эффективной 8-спннориой полевой 
модели. 

Для спинорной реа;и1зацин возможных моделей кирального типа 
используется геометрическое тождество Бриоски, согласно которому 

- и " = (1) 

где билинейные спинорные комбинации в, р, V, а, Jf^ и представлены 
в следующем виде: 

5 = ФФ; р = V = ФтФ; 

о = гФт^гФ; = Ф7„Ф; = Фт^ТйФ; 

ф = Ф+7о — дираковски сопрялсённый 8-спинор, 

матрицы Паули во внутреннем изотопическом пространстве, 
7р — матрицы Дирака в представлении Вейля, 75 = 
г 



Если записать 8-спинор в виде столбца Ф = cQl{ipi,4<2)', "Фч = co\{(pi,Xi), 

i = 1,2, где ifii, Xi суть 2-спиноры, тогда, с помощью (1) нетрудно дока-
зать, что 

+ + ( 2 ) 

где А2 + ix tx i ) ix tx2) - \xtX2\' - Wt^fi?] ^ 0. 
Структура толсдества (2) приводит к тому, что, используя идео-

логию спонтанного нарушения симметрии, потенциал Хиггса К в 8-
спинорной модели естественным образом можно представить как функ-
цию от 

(3) 

где а и XQ — два постоянных параметра потенциала Хиггса. 
Для получения локализованной солитоноподобной конфигурации 

необходимо задать естественное граничное условие на пространственной 
бесконечности: 

lim J" = (4) 
|гИ+схз 

Из условия (4) и известных свойств гомотопической группы для 
сферы S"", а именно [7Гз(5") = О для п > 4], можно доказать, что и 
существуют только две возможности для существования конфигураций 
с нетривиальным топологическим зарядом, когда п < 4: 

1. 7ГЗ(5''') = Z (модель Скирма), 

2. 7Гз(5 )̂ — Z (модель Фаддеева). 

Например, если вакуумное состояние Фо определяет .з(Фй) 0> то-
гда кира.г1ьный инвариант .ŝ  аг определяет сферу S'̂  как нолевое мно-
гообразие, что соответствует модели Скирма. С другой стороны, если 
только г;,з(Фо) Ф О, тогда инвариант v̂  опреде.,чяет как полевое мно-
гообразие, что соответствует модели Фаддеева. 



Цель и задачи работы 

1. Построить 8-спинорную нелинейную полевую модель, учитываю-
щую взаимодействие спинорного поля с электромагнитным полем, 
для которой модели Скпрма и Фаддеева возникают как частные 
случаи; 

2. Построить солитоноподобные конфигурации в 8-спинорной модели 
с нетривиальным топологическим зарядом типа индекса Хопфа; 

3. Оценить такие характеристики локализованных конфигураций, 
как спин, масса и магнитный момент. 

Объект исследования — нелинейная 8-спинорная модель, объединяю-
щая модели Скирма и Фаддеева. 

Научная новизна диссертационной работы определяется сле;;ующими 
результатами: 

1. Впервые предложено описание леитонов как топологических соли-
тонов с высшим индексом Хопфа в рамках нелинейной 8-спинорной 
модели. 

2. Впервые получены оценки для массы, спина и магнитного момента 
8-спинорной аксиально-симметричной лока;шзованной конфигура-
ции, наделённой индексом Хоифа, ббльи1им единицы. 

3. Впервые получена структура метрики в струнном приближении (на 
малых растояниях) в тороидальных координатах путём фиксации 
римановых инвариантов 

/1 = , 12 - . 

4. Впервые получен ряд ограниченных билинейных сиинорных тож-
деств, которые могут быть полезны в прикладных расчётах. 



Научная и практическая значимость 

Работа является теоретической, н её результаты могут использо-
ваться при исследовании локшшзованных состояний в физике частиц и 
в физике конденсированных сред. 

Апробация работы 

Представленные в диссертации материалы докладывались и обсуж-

дались: 
На научных семинарах кафедры теоретической физики факуль-

тета физи1со-математических и естественных наук Российского универ-
ситета дружбы народов (Москва, 2008-2013 гг.), на 1Ь научной конфе-
ренции факультета физико-математических и естественных наук РУДН 
(Москва, 2013 г.), на XXXI научной конференции факультета физико-
математических и естественных наук РУДН (Москва, 1995 г.), на XXX 
научной конференции факультета физико-математических и естествен-
ных наук РУДН (Москва, 1994 г.), на XXIX научной конференции фа-
культета физико-математических и естественных наук РУДН (Москва, 
1993 г.). 

Личное участие автора 

Все приведённые в диссертации результаты получены самим авто-
ром, либо при его непосредственном участии. 

Публикации 

Основные результаты диссертации опуб.чикованы в 7 работах. 

Структура и объём работы 

Диссертация состоит из введения, трёх глав, заключения, 5 прило-
жений и списка литературы. Диссерта1,ц1я опубликована на . . . стр. ма-



шпнописного текста, содержит .. .таблиц и .. .рисунков. Список литера-
туры включает 40 источников. 

Краткое содержание диссертации 

Первая глава «Спинорная реализация модели Скирма» основана 
на публикации [1]. 

В этой главе рассматривается вариант спинорной реа,'П!зации 
ЗИ{2) киральной модели Скирма, для которого строится топологиче-
ский заряд типа степени отображения. При этом гамильтониан модели 
оценивается снизу через топологический заряд, что обеспечивает устой-
чивость конфигураций, реалпзуюиц1х нилснюю грань энергии. При обос-
новании своей модели Скирм исходил из глубокой идеи о спонтанном 
нарушении киральной симметрии. При этом поле принимало значения 
на трёхмерной сфере то есть задавалось евклидовым 4-вектором Ф", 
а = 1, 2, 3, 4, подч1И1ённым связи 

(5) 
П=1 

На нап1 взгляд, условие (5) очень привлекательно, но выглядит ис-
кусствеьию. Хотелось бы, чтобы это условие возиика,то в теории есте-
ственным образом. Целью настоящей работы как раз и является постро-
ение такого рода 1шделн, полевой переменной в которой является ре-
лятивистский спинор ф, преобразующийся по фундаментальному пред-
ставлению внутренней (изотопической) группы 311 {2). 

В первом параграфе этой главы рассматривается киральная модель 
Скирма и доказывается необходимость введения спинорного поля. 

Во втором параграфе этой главы предлагается подход, использо-
ванный Ж. Лошаком, в котором ограниченный спинор -ф представляется 
в виде групповой матрицы, действуюидей на фиксированный 8-спинор 



имеющий только две нетривиальные составляющие , € С: 

-ф = ехр ( п 5 | ) ехр ^ п а ! ехр (г^^ Л^, (6) 

где ё = (ёт), ш = {(от), т ~ матрицы Паули, Л — матрица Лоренца. 
В третьем параграфе находятся билинейные тождества для 

8-спинорного поля в представлении Лошака. 
В этом параграфе был получен ряд билинейных спинорных тож-

деств для указанных спинорных полей: 

+ - ЗПГ = = ' 
ЗУ + -ра = V., v'^ = - j | , g / ' , 

V А 

Если принять гипотезу Скирма о спонтанном нарушении кираль-
ной симметрии и учесть граничное ycjmnne = оо) = 1, выделяющее 
вакуумное состояние = i'{oo), то гюскольку вакуум характеризуется 
нетривиальным значением ве.иичииы 

¿•..ак = {:ФооФ )̂ =RQ = const > о , 

можно получить следующее естественное соотношение 

= Я", 
где R = ^ \S\ > = RO. 

В четвёртом параграфе проводится оценка энергии снизу через то-
пологический заряд. 

В пятом параграфе приводятся краткие выводы из этой главы. 
Вторая глава «Струнное приближение в 8-сппнорной полевой мо-

дели» основана на публикациях [2-4]. 

Используются радиальная х и угловая у тороидальные координа-

ты: 
О ^ X < ОО, -7Г < у ^ +7Г, о < < 27Г. 



в этой главе изучается лептонный сектор нелинейной 8-спинорной 
модели. Основной задачей нашей работы является построение спинор-
ных солитонных конфигураций, наделённых нетривиальным индексом 
Хопфа, который играет роль лептонного числа. С этой целью мы стро-
им солитонную конфигурацию в тороидальных координатах. Причиной 
для такого построения является структура предлагаемого решения. Как 
было показано Фад<деевым, последнее представляется в виде замкнутой 
закрученной струны. Так как рассматривается замкнутая струна с ради-
усом замыкания а, значительно иревьппагоиц»! радиус сечения струны 
Го, то данное приближение называется струнным. 

В первом разделе первог_р параграфа рассматривается постановка 
задачи. Для этого вводится лагранжева плотность в следуюш;ем виде: 

- - - + G{I)] -

Такой лагранжиан допускает дискретную группу ipi -Н- Xi, где ipi, 
ХГ ~ суть 2-спииоры, г = 1, 2. Это приводит к тому, что инвариантное 
поле имеет вид ipi = Xi- Последнее соотношение определяет лептонный 
сектор, поскольку можно доказать, что уравнение гг = |ФтФ|2 = const 
определяет многообразие S'̂ . Тогда с учётом свойства гомотопических 
групп можно получить, что TVziS'̂ ) = Z. Это определяет модель Фаддее-
ва. 

Во втором разделе этого параграфа формулируется теорема 
Коулмена-Пале, на основании которой по заданной непрерывной груп-
пе симметрии можно найти класс инвариантных полей, совместимых с 
условием экстремума действия. 

10 



в третьем разделе первого параграфа изучается группа симметрии: 

G = diag[Gi (g> Gz] ® diag[Gi 0 G3], 

СГ-.Ф-^ Е'^У', 5Ф = ISAXJJ, 

С-г.ф-^ф + бф, ф-^ , б-ф = и^лбфф , 

где 7з = -гдф + ^стз , 

Оз : у у + 6у, ф е'^Уф, 6ф = 1ру6уф, 

где ру = - idy , 

IKIPYIFI = (¿73 - l)f(/?i, KI = , 

^ ÍK2PYIP2 = (0-3 , = , П ь 712 е Z . 

В качестве решения этих уравнений получим 

На основе этой конфигурации в четвёртом разделе вычисляется тополо-
гический заряд QH = Щ + П2-

В пятом разделе этого параграфа вычисляется лагранисева плот-
ность, и с исиользовапием сле/]угоп];ей подстановки: 

«1 = \/i2 sin sin Ф1, U2 = VR. eos •Ú sin Фге'*^, 

Vi = VR. sin í? eos Ф1, V2 = VR eos i? eos Фге''® ,̂ 

вычисляется действие в тороидальных координатах. При этом гранич-
ные условия при X +00 выглядят следующим образом: 

R-^RFÍ, i?o , Ф1 I , Ф2 I , 

AQ-^ AQQ, Л1 -> о , Лг 0, Лз -)• Лзо. 

Во втором параграфе, после варьирова1П1я действия на малых рас-

11 



стояниях при X +00 находятся решения, имеюш,ие следующий вид: 

R = RO + RIE'^'', = i?o + , 

Фх = I - 2 arctg e-" '" , Ф2 = | - 2 arctg , = eo^i , 

AQ = AOO - Лце"^- ' , Лз = Лзо - ASIE'-"", 

Л1 = Ane-2^ - АГ2Е-^ , A2 = Азге^^^ - . 

В третьем параграфе исследуются солитонные конфигурации на 
больших расстояниях, когда х 0. В этой области поля очень малы, 
поэтому рассматривается действие как квадратичный функционал, так 
как уравнения поля будут линейными. В этой области, когда х —О, 
зависимость полей от координаты у будет существенна, поэтому все поля 
рассматриваются как функции от х и у. 

Для этого вводится спинорное гюле в таком виде: 

Ф = C0\{^,VI,V2,U2) , 

где ^ = + 6 , Со вакуумное решение. 
Варьируя действие и решая полученные уравнения, можно найти 

следующий вид асимптотических полей: 

«1 = - и-юл/сЬх- - cosy thx , 
/ \ 

U2 = U2o\/cha; - cosy 1 - — th^х I , 
\ ib J 

Vi = ^ ю - ^ ^ л / с Ь X - cos , 
eh" or 
shx 

ih = t)2o—^^/chx - cosj/e , 
ch X 

Ao = - ^ д л / c h x - cosy^l - ^ t h - x ^ , 

A ., 9 / , . 2 3 , 2 Лз = ^ = = = Ш - х 1 + — t l r x 
Vch X — cos у \ d ¿ 

A^=A2=0. 

В четвёртом параграфе предлагается ряд пробных функций при 
условии, что электромагнитное поле очень магю. После чего проводится 
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оценка массы, спина и магнитного момента — в первом, втором и третьем 
разделах этого параграфа, соответственно. 

В пятом параграфе приводятся краткие выводы из этой главы. 
Третья глава «Новые возможности 8-спинорной модели» основа-

на на полученных результатах диссертационной работы. В ней рассмат-
ривается следствие объединения двух моделей (Скирма и Фаддеева) в 
рамках 8-спинорной полевой модели, и выясняется, как топология поз-
воляет классифицировать состояния в лептонном секторе. 

В первом параграфе этой главы приводятся общие характеристики 
и классификации частиц лептонного сектора. 

Во втором параграфе рассматривается один из возможных вариан-
тов классификаций лептонного сектора при выборе разных многообра-
зий. 

В третьем нараграфе предлагается другая возможность классифи-
кации лептонного сектора в рамках одного многообразия. 

В четвёртом параграфе рассматривается проблема универсально-
сти вакуума. 

В пятом параграфе приводятся краткие выводы из этой главы. 
В диссертации имеются приложения, включаюпдие в себя все нуж-

ные математические формулы и расчёты. 
Заключение: В заюиочении сформулированы основные результа-

ты, полученные в диссертации. 

Основные результаты работы 

1. Найдены асимптотические решения в струнном приблил-сенин при 
X 4-00. 

2. Найдены асимптотические решения при а; — О в тороидальных 
координатах. 

3. Найден ряд билинейных спинорных тождеств для ограниченного 
8-спинорного поля. 
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4. Найдены оценки для массы, сиина и магнитного момента в случае 
конфигурации с топологическим зарядом QH = 2. 

Основные результаты диссертации опубликованы в ниже сле-
дующих работах: 

В научных л<урналах, рекомендованных ВАК: 

1. Рыбаков Ю.П., Фаррал<: Н.А. Спинорная реализация киральной 
модели Скирма Ц Вестник РУДН, Серия «Физика». 1996. 4, 
Вып. 1. - С. 59 64. 

2. Rybakov Yu. P., Farraj N., Umniyati Yu. Chiral 8-Spinor Model with 
Pseudo-Vector Interaction // Bulletjn PFUR. Series "Mathematics. 
Information Sciences. Physics". - 2012. - № 3. - P. 138-141. 

3. Rybakov Yu. P., Farraj N., Umniyati Yu. Topological Soliton 
Configurations in 8-Spinor Nonlinear Model // Bulletin PFUR. Series 
"Mathematics. Information Sciences. Physics". - 2013. - № 3. - P. 130-
137. 

В других научных журналах и материалах научных конференций: 

4. Рыбаков Ю.П., Аби Фарраж: Наджиб. Ум. Умнияти. // Тезисы до-
клада на IL Всероссийской конференции по проблемам физики ча-

. стиц, физики плазмы и конденсированных сред, оптоэлектроники, 
РУДН, Москва, 14-17 мая 2013. - С. 75-79. 

5. Рыбаков Ю.П., Фарраж Н.А. Аксиально-симметричные поля 
Янга-Миллса // Тезисы доклада на 31-ой научной конференции 
факультета физико-математических и естественных наук, РУДН, 
Москва, 15-29 мая 1995. Часть П. Физические секции. — С. 41. 

6. Рыбаков Ю.П., Фарраж Н.А. О структуре спипорных конфпгура-
1цп1 в кпральных моделях // Тезисы доклада на 30-ой научной кон-
ференции факультета физико-математических и естественных на-
ук, РУДН, Москва, 16-30 мая 1994. Часть I. Физические секции. — 
С. 31. 
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7. Рыбаков Ю.П., Фарраж H.A. О структуре сиинорных полевых мо-
делей // Тезисы доклада на 29-ой научной конференции факуль-
тета физико-математических и естественных наук, РУДН, Москва, 
17-31 мая 1993. Часть I. Физические секции. — С. 50. 
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А Н Н О Т А Ц И Я 
Аби Фарраж Наджиб 

Локализованные состояния в нелинейных сигма-моделях 

В работе предложена 8-спннорная peaJн^зaция киральной модели 
Скирма, где 8-сиинорное поле нредетавлено в виде групповой матрицы, 
действующей на фиксированный 8-спннор имеющий только две нетри-
виальные составляющие ^ь е С. При этом найден ряд билинейных 
сиинорных тождеств и показано, что энергия оценивается снизу через 
топологический заряд. 

Рассмотрена 8-спинорная полевая модель, в которой путём исполь-
зования теоремы Коулмена Пале для нахождения инвариантных "нолей 
при предлагаемой группе симметрии получены асимптотические реше-
ния на малых (струнное приближение) и больших расстояниях. Получе-
ны оценки массы, спина, магнитного момента конфигура1Ц1и с индексом 
Хопфа Qн = 2. 

A B S T R A C T 
Abi Farraj Najib 

Localized states in nonlinear sigma-models 

In this work, we consider spinor realization of the chiral Skyrme model, 
where 8-spinor ^ was taken in the form of group matrix acting on a fixed 8-
spinor ^ with two nontrivial components Cii Cs S C. Some biquadratic spinor 
identities were obtained with the energy in the model being estimated from 
below by the topological charge. 

By using the theorem of Coleman-Palais for searching invariant fields 
under the suggested continuous group symmetry asymptotic solutions at 
small (string approximation) and at large distances were found. Mass, spin 
and magnetic moment were estimated for the soliton with Hopf's index 
QH = 2. 
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