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1. Введение

Пусть 0 < 𝑝, 𝑞 6 +∞. В работе рассматривается задача о нахождении необ-
ходимых и достаточных условий выполнения дискретных неравенств типа Харди
вида(︃

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃ ∑︁
𝑎(𝑛)6𝑘6𝑏(𝑛)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑛) > 0, (1)

где 𝑣(𝑛), 𝑤(𝑛) — положительные числа и 𝑎(𝑛), 𝑏(𝑛) — возрастающие последова-
тельности натуральных чисел.

Константу 𝐶 > 0 в неравенстве (1) мы считаем выбранной наименьшей из
возможных.

В статье [1] нами охарактеризовано дискретное неравенство типа Харди с пе-
ременным верхним пределом(︃

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃ ∑︁
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑛) > 0, (2)

при 0 < 𝑝, 𝑞 6 +∞, где 𝑣(𝑛), 𝑤(𝑛) — положительные числа и 𝑏(𝑛) — возрастающая
последовательность натуральных чисел.

Аналогичным образом доказывается теорема для дискретного неравенства
Харди с переменным нижним пределом(︃

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃ ∑︁
𝑎(𝑛)6𝑘6∞

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑛) > 0, (3)

при 0 < 𝑝, 𝑞 6 +∞, где 𝑣(𝑛), 𝑤(𝑛) — положительные числа и 𝑎(𝑛) — возрастающая
последовательность натуральных чисел (см. ниже теорему 1).

Кроме этого, имеются естественные аналоги обоих утверждений для откры-
тых и полуоткрытых промежутков суммирования (см. ниже Следствие 1). Пусть
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𝑎(𝑛) и 𝑏(𝑛) две возрастающие последовательности, удовлетворяющие следующим
условиям:

(i) 𝑎(𝑛) и 𝑏(𝑛) строго возрастают;
(ii) 𝑎(1) = 𝑏(1) = 1 и 𝑎(𝑛) < 𝑏(𝑛) для любого 𝑛 > 1. (4)

Целью настоящей работы является изучение неравенства (1) при 0 < 𝑝 6 𝑞 <
+∞. Аналогичная задача для непрерывных операторов изучена в серии работ
В.Д. Степанова и Е.П. Ушаковой [2–4]. Необходимую информацию для случая
𝑎(𝑛) ≡ 1, 𝑏(𝑛) = 𝑛 о неравенстве (1) можно найти в монографиях [5, 6], а так-
же в работах Г. Беннетта [7–9], М.Ш. Бравермана и В.Д. Степанова [10], М.Л.
Гольдмана [11], С.А. Окпоти [12] и других авторов.

Мы используем ряд стандартных обозначений. Соотношения 𝐴≪ 𝐵 и 𝐵 ≫ 𝐴
означают 𝐴 6 𝑐𝐵 или 𝐵 > 𝑐𝐴 с константой 𝑐, зависящей только от 𝑝 и 𝑞, 𝐴 ≈ 𝐵
равносильно 𝐴 ≪ 𝐵 ≪ 𝐴 или 𝐴 = 𝑐𝐵. Символ N обозначает множество всех на-
туральных чисел, 𝜒𝐸 суть характеристическая функция (индикатор) множества
𝐸 ⊂ N. Сопряжённый показатель 𝑝′ определяется из уравнений

1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1, при

𝑝 ̸= 1, 𝑝 ̸= ∞, 𝑝′ = 1 при 𝑝 = ∞ и 𝑝′ = ∞ при 𝑝 = 1, а также мы полагаем 𝑟 =
𝑞𝑝

𝑝− 𝑞
при 0 < 𝑞 < 𝑝 <∞. Знаки := и =: используются для определения новых величин,
а также символ � для отметки конца доказательства.

2. Предварительные результаты

Аналогично [1, теорема 1] доказывается следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть 𝑎(𝑛) > 1 возрастающая последовательность натураль-
ных чисел. Если 1 < 𝑝 6 𝑞 < +∞, то неравенство(︃

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃ ∑︁
𝑎(𝑛)6𝑘<∞

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑛) > 0, (5)

выполнено тогда и только тогда, когда

𝐴 := sup
𝑛

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞
(︃

∞∑︁
𝑘=𝑎(𝑛)

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐴.
Если 0 < 𝑝 6 𝑞 <∞, 0 < 𝑝 6 1, то неравенство (5) выполнено тогда и только

тогда, когда

𝒜 := sup
𝑛

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑘>𝑎(𝑛)

𝑤
−1
𝑝 (𝑘) <∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝒜.
Если 1 < 𝑞 < 𝑝 < +∞, то неравенство (5) выполнено тогда и только тогда,

когда

𝐵 :=

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑘=1

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∑︁

16𝑛6𝑎−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃ ∞∑︁

𝑖=𝑘

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′

⎤⎥⎦
𝑟

𝑤1−𝑝
′

(𝑘)

⎞⎟⎠
1
𝑟

<∞,
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где 𝑎−1(𝑘) := inf{𝑙 : 𝑎(𝑙) > 𝑘}. Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐵.
Если 0 < 𝑞 < 𝑝, 1 < 𝑝 < +∞, то неравенство (5) выполнено тогда и только

тогда, когда

ℬ :=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣(︃ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑝
(︃

∞∑︁
𝑘=𝑎(𝑛)

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′
⎤⎦𝑟 𝑣(𝑛)

⎞⎠
1
𝑟

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ ℬ.
Если 0 < 𝑞 < 𝑝 6 1, то неравенство (5) выполнено тогда и только тогда,

когда

B :=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝

sup
𝑘>𝑎(𝑛)

𝑤
−𝑟
𝑝 (𝑘)

⎞⎠ 1
𝑟

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ B.

Из теоремы 1 и [1, теорема 1] получаем следствия.

Следствие 1. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 < +∞, натуральные числа 𝑙,𝑚, 𝐿 ∈ N та-
ковы, что 𝑙 < 𝑚,𝐿 6 𝑏(𝑙), где 𝑏 : (𝑙,𝑚] → (𝐿, 𝑏(𝑚)] ⊂ N строго возрастающая
целочисленная функция. Тогда неравенство⎛⎝ 𝑚∑︁

𝑛>𝑙

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑖>𝐿

𝑓(𝑖)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
𝑏(𝑚)∑︁
𝑖>𝐿

𝑓𝑝(𝑖)𝑤(𝑖)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑖) > 0, (6)

выполнено тогда и только тогда, когда

𝐴[𝑙,𝑚] := sup
𝑛∈(𝑙,𝑚]

(︃
𝑚∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞
(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑖>𝐿

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐴[𝑙,𝑚].

Следствие 2. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 < +∞, натуральные числа 𝑙,𝑚,𝑀 ∈ N таковы,
что 𝑙 < 𝑚, 𝑎(𝑚) 6 𝑀, где 𝑎 : [𝑙,𝑚] → [𝑎(𝑙), 𝑎(𝑚)] ⊂ N строго возрастающая
целочисленная функция. Тогда неравенство(︃

𝑚∑︁
𝑛=𝑙

𝑣(𝑛)

(︃
𝑀∑︁

𝑖=𝑎(𝑛)

𝑓(𝑖)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
𝑀∑︁

𝑖=𝑎(𝑙)

𝑓𝑝(𝑖)𝑤(𝑖)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑖) > 𝑠𝑙𝑎𝑛𝑡0, (7)

выполнено тогда и только тогда, когда

𝐴*
[𝑙,𝑚] := sup

𝑛∈[𝑙,𝑚]

(︃
𝑛∑︁
𝑘=𝑙

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞
(︃

𝑀∑︁
𝑖=𝑎(𝑛)

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐴*
[𝑙,𝑚].

Следствие 3. Пусть 0 < 𝑝 6 𝑞 < +∞, 0 < 𝑝 6 1 натуральные числа
𝑙,𝑚, 𝐿 ∈ N таковы, что 𝑙 < 𝑚, 𝐿 6 𝑏(𝑙), где 𝑏 : (𝑙,𝑚] → (𝐿, 𝑏(𝑚)] ⊂ N строго
возрастающая целочисленная функция. Тогда неравенство (6) выполнено тогда и
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только тогда, когда

𝒜[𝑙,𝑚] := sup
𝑛∈(𝑙,𝑚]

(︃
𝑚∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

sup
𝐿<𝑖6𝑏(𝑛)

𝑤−1/𝑝(𝑖) <∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝒜[𝑙,𝑚].

Следствие 4. Пусть 0 < 𝑝 6 𝑞 < +∞, 0 < 𝑝 6 1 натуральные числа 𝑙,𝑚,𝑀 ∈ N
таковы, что 𝑙 < 𝑚, 𝑎(𝑚) 6 𝑀, где 𝑎 : [𝑙,𝑚] → [𝑎(𝑙), 𝑎(𝑚)] ⊂ N строго возраста-
ющая целочисленная функция. Тогда неравенство (7) выполнено тогда и только
тогда, когда

𝒜*
[𝑙,𝑚] := sup

𝑛∈[𝑙,𝑚]

(︃
𝑛∑︁
𝑘=𝑙

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑎(𝑛)6𝑖6𝑀

𝑤−1/𝑝(𝑖) <∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝒜*
[𝑙,𝑚].

3. Блочно–диагональный метод

Определение. Пусть 𝑈 =
⨆︁
𝑘
𝑈𝑘, 𝑉 =

⨆︁
𝑘
𝑉𝑘 и 𝑃 =

∑︁
𝑘
𝑃𝑘, где 𝑃𝑘 : 𝐿𝑝(𝑈𝑘) →

𝐿𝑞(𝑉𝑘). Тогда 𝑃𝑓(𝑖) =
∑︁

𝑘
𝜒𝑉𝑘

(𝑖)𝑃𝑘(𝜒𝑈𝑘
𝑓)(𝑖) называется блочно-диагональным

оператором.

В дальнейшем нам потребуется следующая лемма.

Лемма 1. Пусть 𝑈 =
⨆︁
𝑘
𝑈𝑘 и 𝑉 =

⨆︁
𝑘
𝑉𝑘 и 𝑃 =

∑︁
𝑘
𝑃𝑘 блочно-диагональ-

ный оператор, где 𝑃𝑘 : 𝐿𝑝(𝑈𝑘) → 𝐿𝑞(𝑉𝑘). Тогда если 0 < 𝑝 6 𝑞 <∞, то

‖𝑃‖𝐿𝑝(𝑈)→𝐿𝑞(𝑉 ) = sup
𝑘

‖𝑃𝑘‖𝐿𝑝(𝑈𝑘)→𝐿𝑞(𝑉𝑘), (8)

Доказательство. Пусть supp𝑓 ⊆ 𝑈𝑘, тогда следует, что 𝑃𝑘𝑓(𝑖) := 𝜒𝑉𝑘
(𝑖)𝑃𝑓(𝑖).

Имеем

‖𝑃𝑓‖𝑞 =

(︃∑︁
𝑘

‖𝑃𝑘𝑓‖𝑞𝑞

)︃ 1
𝑞

> ‖𝑃𝑘𝑓‖𝑞

Далее,

‖𝑃‖ = sup
𝑓 ̸=0

‖𝑃𝑓‖𝑞
‖𝑓‖𝑝

> sup
𝑓 ̸=0,supp𝑓⊆𝑈𝑘

‖𝑃𝑘𝑓‖𝐿𝑞(𝑉𝑘)

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑈𝑘)
= ‖𝑃𝑘‖,

Отсюда следует, что
‖𝑃‖ > sup

𝑘
‖𝑃𝑘‖.

Обратно,

‖𝑃𝑓‖𝑞𝑞 =
∑︁
𝑖∈𝑉

(𝑃𝑓(𝑖))𝑞 =
∑︁
𝑘

∑︁
𝑖∈𝑉𝑘

(𝑃𝑓(𝑖))𝑞 =
∑︁
𝑘

∑︁
𝑖∈𝑉𝑘

(𝑃 (𝜒𝑈𝑘
𝑓)(𝑖))𝑞 6

6
∑︁
𝑘

‖𝑃𝑘‖𝑞‖𝑓𝜒𝑈𝑘
‖𝑞𝑝 6 sup

𝑘
‖𝑃𝑘‖𝑞

∑︁
𝑘

‖𝑓𝜒𝑈𝑘
‖𝑞𝑝.
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Применяя неравенство Йенсена, получаем

6 sup
𝑘

‖𝑃𝑘‖𝑞
(︃∑︁

𝑘

∑︁
𝑖∈𝑈𝑘

𝑓𝑝(𝑖)

)︃ 𝑞
𝑝

= sup
𝑘

‖𝑃𝑘‖𝑞
(︃∑︁
𝑖∈𝑈

𝑓𝑝(𝑖)

)︃ 𝑞
𝑝

= sup
𝑘

‖𝑃𝑘‖𝑞‖𝑓‖𝑞𝑝.

Следовательно,
‖𝑇‖ 6 sup

𝑘
‖𝑃𝑘‖.

Для заданных последовательностей 𝑎(𝑛) и 𝑏(𝑛), удовлетворяющих (4), вы-
берем последовательности натуральных чисел {𝑛𝑘}𝑘∈N, {𝑛′

𝑘}𝑘∈N ⊂ N такие, что
𝑛1 = 2 и при 𝑛𝑘 6 𝑛 6 𝑛′𝑘

𝑛′𝑘 : 𝑎(𝑛′
𝑘) 6 𝑏(𝑛) 6 𝑏(𝑛𝑘) < 𝑎(𝑛′

𝑘 + 1); 𝑛𝑘+1 := 𝑛′
𝑘 + 1. (9)

Разбивая N точками последовательности {𝑛𝑘}𝑘∈N, {𝑛′
𝑘}𝑘∈N, получаем представле-

ние оператора 𝐻 вида
𝐻𝑓(𝑛) :=

∑︁
𝑎(𝑛)6𝑖6𝑏(𝑛)

𝑓(𝑖) (10)

в виде суммы 𝐻 = 𝑇 + 𝑆 блочно-диагональных операторов 𝑇 и 𝑆 таких, что

𝑇 =
∑︁
𝑘∈N

𝑇𝑘, 𝑆 =
∑︁
𝑘∈N

𝑆𝑘, (11)

где

𝑇𝑘𝑓(𝑛) :=

𝑏(𝑛𝑘)∑︁
𝑖=𝑎(𝑛)

𝑓(𝑖), 𝑛 ∈ [𝑛𝑘, 𝑛
′
𝑘], (12)

𝑆𝑘𝑓(𝑛) :=

𝑏(𝑛)∑︁
𝑖>𝑏(𝑛𝑘)

𝑓(𝑖), 𝑛 ∈ (𝑛𝑘, 𝑛
′
𝑘]. (13)

Справедливы следующие утверждения.

Лемма 2. При 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞

‖𝑇𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

[𝑎(𝑛𝑘),𝑏(𝑛𝑘)]
≈ sup
𝑛𝑘6𝑛6𝑛′

𝑘

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑛𝑘

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

⎛⎝ 𝑎(𝑛′
𝑘)∑︁

𝑖=𝑎(𝑛)

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

⎞⎠ 1
𝑝′

. (14)

Лемма 3. При 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞

‖𝑆𝑘‖ℓ𝑝
(𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

(𝑏(𝑛𝑘),𝑏(𝑛′
𝑘
)]
≈ sup
𝑛𝑘<𝑛6𝑛′

𝑘

⎛⎝ 𝑛′
𝑘∑︁

𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃ 𝑏(𝑛)∑︁

𝑖>𝑏(𝑛𝑘)

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

. (15)

Лемма 4. При 0 < 𝑝 6 𝑞 <∞, 0 < 𝑝 6 1

‖𝑇𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

[𝑎(𝑛𝑘),𝑏(𝑛𝑘)]
≈ sup
𝑛𝑘6𝑛6𝑛′

𝑘

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑛𝑘

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑎(𝑛)6𝑖6𝑎(𝑛′

𝑘)

𝑤(𝑖)1−𝑝
′
. (16)
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Лемма 5. При 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞, 0 < 𝑝 6 1

‖𝑆𝑘‖ℓ𝑝
(𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

(𝑏(𝑛𝑘),𝑏(𝑛′
𝑘
)]
≈ sup
𝑛𝑘<𝑛6𝑛′

𝑘

⎛⎝ 𝑛′
𝑘∑︁

𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃ ∑︁

𝑏(𝑛𝑘)<𝑖6𝑏(𝑛)

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

. (17)

Доказательство. Леммы 2–5 вытекают из соответствующих следствий 1–4.�

4. Основные результаты
Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 < +∞. Тогда неравенство(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃ ∑︁
𝑎(𝑛)6𝑘6𝑏(𝑛)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑛) > 0 (18)

выполнено тогда и только тогда, когда

𝐴 := sup
𝑚

sup
𝑚6𝑛6𝑎−1(𝑏(𝑚))

𝐴(𝑚,𝑛) <∞,

где

𝐴(𝑚,𝑛) :=

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑚

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞
(︃
𝑏(𝑚)∑︁
𝑎(𝑛)

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐴.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (18)
и 𝑛,𝑚 ∈ N такие произвольные натуральные числа, что 𝑚 6 𝑛 6 𝑎−1(𝑏(𝑚)).
Определим тестовую последовательность

𝑓(𝑘) = 𝑤(𝑘)1−𝑝
′
𝜒[𝑎(𝑛),𝑏(𝑚)](𝑘) (19)

Подставляя эту последовательность в (18), находим

𝐶

(︃
𝑏(𝑚)∑︁
𝑘=𝑎(𝑛)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 1
𝑝

= 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 1
𝑝

(︃
∞∑︁
𝑙=1

𝑣(𝑙)

(︃ ∑︁
𝑎(𝑙)6𝑘6𝑏(𝑙)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

>

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑙=𝑚

𝑣(𝑙)

(︃
𝑏(𝑙)∑︁

𝑘=𝑎(𝑙)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

=

=

(︃
𝑛∑︁

𝑙=𝑚

𝑣(𝑙)

)︃ 1
𝑞
(︃

𝑏(𝑚)∑︁
𝑘=𝑎(𝑛)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃
.

Следовательно,

𝐶 >

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑚

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞
(︃

𝑏(𝑚)∑︁
𝑘=𝑎(𝑛)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 1
𝑝′

.

Отсюда следует 𝐶 > 𝐴.
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Достаточность. Пусть 𝐴 < +∞ и ℓ𝑝 обозначает пространство последователь-
ностей, суммируемых с 𝑝−й степенью модуля. Тогда нам необходимо доказать,
что

‖𝐻‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 ≪ 𝐴, (20)

где 𝐻 оператор вида (10). Запишем оператор 𝐻 в виде 𝐻 = 𝑇 + 𝑆, где 𝑇 и 𝑆
блочно-диагональные операторы, определённые в (11), (12) и (13). Тогда

‖𝐻‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 6 ‖𝑇‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 + ‖𝑆‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 .

По лемме 1

‖𝑇‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 = sup
𝑘

‖𝑇𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

[𝑎(𝑛𝑘),𝑏(𝑛𝑘)]
и ‖𝑆‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 = sup

𝑘
‖𝑆𝑘‖ℓ𝑝

[𝑛𝑘,𝑛′
𝑘
]
→ℓ𝑞

(𝑏(𝑛𝑘),𝑏(𝑛′
𝑘
)]
.

Применяя лемму 2 и соотношение (9), мы находим, что

‖𝑇𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

[𝑎(𝑛𝑘),𝑏(𝑛𝑘)]
6

6 sup
𝑛𝑘6𝑛6𝑎−1(𝑏(𝑛𝑘))

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑛𝑘

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞
(︃

𝑏(𝑛𝑘)∑︁
𝑖=𝑎(𝑛)

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

=

= sup
𝑛𝑘6𝑛6𝑎−1(𝑏(𝑛𝑘))

𝐴(𝑛𝑘, 𝑛) 6 𝐴.

Аналогично, применяя Лемму 3 и соотношение (9), находим

‖𝑆‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 = sup
𝑘

‖𝑆𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

(𝑏(𝑛𝑘),𝑏(𝑛′
𝑘
)]
6

6 sup
𝑛6𝑛′

𝑘<𝑎
−1(𝑏(𝑛))

⎛⎝ 𝑛′
𝑘∑︁

𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 1
𝑞
⎛⎝ 𝑏(𝑛)∑︁
𝑖>𝑎(𝑛′

𝑘)

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

⎞⎠ 1
𝑝′

=

= sup
𝑛6𝑛′

𝑘<𝑎
−1(𝑏(𝑛))

𝐴(𝑛, 𝑛′𝑘) 6 𝐴.

Отсюда и из леммы 1 следует (20). �

Теорема 3. Пусть 0 < 𝑝 6 𝑞 <∞ и 0 < 𝑝 6 1. Тогда неравенство(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃ ∑︁
𝑎(𝑛)6𝑘6𝑏(𝑛)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑛) > 0 (21)

выполнено тогда и только тогда, когда

𝒜 := sup
𝑚

sup
𝑚6𝑛6𝑎−1(𝑏(𝑚))

𝒜(𝑚,𝑛) < +∞,

где

𝒜(𝑚,𝑛) :=

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑚

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑘∈[𝑎(𝑛),𝑏(𝑚)]

𝑤
−1
𝑝 (𝑘).

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝒜.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (21) и 𝑛,𝑚 ∈
N такие произвольные натуральные числа, что 𝑚 6 𝑛 6 𝑎−1(𝑏(𝑚)), и 𝑘𝑚,𝑛 ∈
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[𝑎(𝑛), 𝑏(𝑚)] такое число, что 0 ̸= 𝑤(𝑘𝑚,𝑛) = inf𝑘∈[𝑎(𝑛),𝑏(𝑚)]𝑤(𝑘). Положим 𝑓(𝑘) = 0
при 𝑘 ̸= 𝑘𝑚,𝑛 и 𝑓(𝑘) = 1, когда 𝑘 = 𝑘𝑚,𝑛, тогда из (1)

𝑤
1
𝑝 (𝑘𝑚,𝑛) >

⎛⎝ ∞∑︁
𝑙=1

𝑣(𝑙)

(︃
𝑏(𝑙)∑︁

𝑘=𝑎(𝑙)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

>

>

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑙=𝑚

𝑣(𝑙)

(︃
𝑏(𝑙)∑︁

𝑘=𝑎(𝑙)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

=

(︃
𝑛∑︁

𝑙=𝑚

𝑣(𝑙)

)︃ 1
𝑞

.

Отсюда

𝐶 >

(︃
𝑛∑︁

𝑙=𝑚

𝑣(𝑙)

)︃ 1
𝑞

𝑤
−1
𝑝 (𝑘𝑚,𝑛) =

(︃
𝑛∑︁

𝑙=𝑚

𝑣(𝑙)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑘∈[𝑎(𝑛),𝑏(𝑚)]

𝑤
−1
𝑝 (𝑘).

Далее следует, что 𝐶 > 𝒜.
Достаточность. Пусть 𝒜 < +∞. Тогда нам необходимо доказать, что

‖𝐻‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 ≪ 𝒜. (22)

Тогда ‖𝐻‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 6 ‖𝑇‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 + ‖𝑆‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 . По лемме 1

‖𝑇‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 = sup
𝑘

‖𝑇𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

[𝑎(𝑛𝑘),𝑏(𝑛𝑘)]
и ‖𝑆‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 = sup

𝑘
‖𝑆𝑘‖ℓ𝑝

[𝑛𝑘,𝑛′
𝑘
]
→ℓ𝑞

(𝑏(𝑛𝑘),𝑏(𝑛′
𝑘
)]
.

Применяя лемму 4 и соотношение (9), мы находим, что

‖𝑇𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

[𝑎(𝑛𝑘),𝑏(𝑛𝑘)]
6

6 sup
𝑛𝑘6𝑛6𝑎−1(𝑏(𝑛𝑘))

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑛𝑘

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑖∈[𝑎(𝑛),𝑏(𝑛𝑘)]

𝑤
−1
𝑝 (𝑖) =

= sup
𝑛𝑘6𝑛6𝑎−1(𝑏(𝑛𝑘))

𝒜(𝑛𝑘, 𝑛) 6 𝒜.

Аналогично, применяя лемму 5 и соотношение (9), находим

‖𝑆‖ℓ𝑝→ℓ𝑞 = sup
𝑘

‖𝑆𝑘‖ℓ𝑝
[𝑛𝑘,𝑛′

𝑘
]
→ℓ𝑞

(𝑏(𝑛𝑘),𝑏(𝑛′
𝑘
)]
6

6 sup
𝑛6𝑛′

𝑘<𝑎
−1(𝑏(𝑛))

⎛⎝ 𝑛′
𝑘∑︁

𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 1
𝑞

sup
𝑖∈(𝑎(𝑛′

𝑘),𝑏(𝑛)]

𝑤
−1
𝑝 (𝑖) =

= sup
𝑛6𝑛′

𝑘<𝑎
−1(𝑏(𝑛))

𝒜(𝑛, 𝑛′𝑘) 6 𝒜.

Отсюда и из леммы 1 следует (22). �
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