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1. Введение

Исследование некоторых классов прикладных задач с быстрыми и медленны-
ми переменными может быть сведено к анализу сингулярно возмущённых (с/в)
квазилинейных систем вида

𝜀𝑥̇ = 𝐴(𝑡, 𝜀)𝑥+ 𝜀𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, (1)

где матричный ряд 𝐴(𝑡, 𝜀) =
∞∑︀
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡)𝜀
𝑘 сходится абсолютно по некоторой норме

при |𝜀| < 1 и 𝑡 > 0.
Термин «сингулярность» указывает на возможность появления так называе-

мого погранслоя в окрестности 𝑡 = 0 [1, 2]. Для с/в задач вида (1) предлагается
эффективный вычислительный алгоритм их решения, в основе которого лежит
метод расщепления [2, 3].

2. Вычислительный алгоритм

Теорема 1. Собственные значения {𝜆𝑗(𝜀)}𝑛1 и собственные векторы {𝑠𝑗(𝜀)}𝑛1
регулярно возмущённой матрицы 𝐴(𝜀) при наличии простого спектра {𝜆0𝑗}𝑛1
(𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆0𝑗 − 𝜆0𝑘 ̸= 0, 𝑗 ̸= 𝑘 , 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛) матрицы 𝐴0 могут быть вычислены
одновременно и с любой точностью

𝜆𝑗(𝜀) =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝑗𝜀
𝑘 +𝑂(𝜀𝑁+1), 𝑠𝑗(𝜀) =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑠𝑘𝑗𝜀
𝑘 +𝑂(𝜀𝑁+1) (𝜀→ 0) (2)

с помощью простого конструктивного итерационного алгоритма метода рас-
щепления [2,3].

Доказательство. Запишем соотношения 𝐴(𝜀)𝑠𝑗(𝜀) = 𝜆𝑗(𝜀)𝑠𝑗(𝜀) в матричной
форме𝐴(𝜀)𝑆(𝜀) = 𝑆(𝜀)Λ(𝜀), где диагональная матрица Λ(𝜀) = diag{𝜆1(𝜀), . . . , 𝜆𝑛(𝜀)}
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состоит из искомых собственных значений 𝜆𝑗(𝜀), а матрица 𝑆(𝜀) состоит из соб-
ственных вектор-столбцов 𝑠𝑗(𝜀) (𝑗 = 1, 𝑛). В условиях теоремы 1 всегда суще-
ствует невырожденная матрица 𝑆0 такая, что 𝑆−1

0 𝐴0𝑆0 = Λ0 = diag{𝜆01, . . . , 𝜆0𝑛}.
После замены 𝑆(𝜀) = 𝑆0𝐻(𝜀) получим матричное уравнение 𝐵(𝜀)𝐻(𝜀) = 𝐻(𝜀)Λ(𝜀)
(𝐵(𝜀) = 𝑆−1

0 𝐴(𝜀)𝑆0, 𝐵(0) = Λ0). Для произвольной квадратной матрицы 𝐴 вве-
дём обозначения для её диагональной 𝐴 = diag{𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛} и «бездиагональной»
¯̄𝐴 = 𝐴−𝐴 частей.

Асимптотическое решение спектральной задачи для матрицы 𝐴(𝜀) будем ис-
кать (с использованием аппарата диагональных и «бездиагональных» матриц)

в виде Λ(𝜀) =
𝑁∑︀

𝑘=0

Λ𝑘𝜀
𝑘 + 𝑂(𝜀𝑁+1), 𝐻(𝑁)(𝜀) = 𝐸 +

𝑁∑︀
𝑘=1

¯̄𝐻𝑘𝜀
𝑘. Приравнивая ко-

эффициенты при одинаковых степенях 𝜀, получим набор простых однотипных
матричных уравнений:

Λ0
¯̄𝐻𝑘 − ¯̄𝐻𝑘Λ0 = Λ𝑘 − 𝑃𝑘 (𝑘 = 1, 𝑁),

𝑃1 = 𝐵1, 𝑃𝑘 = 𝐵𝑘 +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝐵𝑗
¯̄𝐻𝑘−𝑗 − ¯̄𝐻𝑘−𝑗Λ𝑗) = {𝑝𝑖𝑗}𝑘 (𝑘 > 2),

при последовательном решении которых однозначно определяются все диагональ-
ные Λ𝑘 и «бездиагональные» ¯̄𝐻𝑘 (𝑘 = 1, 𝑁) матрицы:

Λ𝑘 = 𝑃𝑘,
¯̄𝐻𝑘 = {ℎ𝑖𝑗}𝑘, (ℎ𝑖𝑗)𝑘 = 𝜎−1

𝑖𝑗 (𝑝𝑖𝑗)𝑘 (𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑘 > 1).

Справедливость представлений (2) следует из сходимости матричного ряда𝐴(𝜀) =
∞∑︀
𝑘=0

𝐴𝑘𝜀
𝑘 и указанного итерационного процесса, что и завершает доказательство

теоремы 1. �

Теорема 2. Если для системы 𝜀𝑥̇ = 𝐴(𝜀)𝑥+𝜀𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, 𝑓(0, 𝑡) ≡ 0,
матрица 𝐴(0) имеет простой спектр, а усечённый спектр матрицы 𝐴(𝜀) удо-
влетворяет неравенствам Re (𝜆0𝑗+𝜀𝜆1𝑗) < −𝜀𝑞𝜎0 < 0 (𝑗 = 1, 𝑛; 𝑞 = 0, 1) и для до-
статочно гладкой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) справедлива оценка |𝑓(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶|𝑥|1+𝛼 (𝛼,𝐶 > 0;
𝑡 > 0; |𝑥| 6 𝛿), тогда тривиальное решение данной системы асимптотически
устойчиво.

Замечание. Аналогичное утверждение имеет место и для неавтономных си-
стем вида (1) [4].

Пример 1. В работе [5] рассмотрена модельная с/в система колебаний сердца{︂
𝜀𝑥̇ = 𝑥− 𝑥3 − 𝑦,

𝑦̇ = 𝑥− 𝑥0,
(3)

(𝑥 — относительная длина мышечного волокна, 𝑦 — отражает наличие электро-
химического воздействия) с неустойчивой точкой покоя 𝑃0(0, 0) при 𝑥0 = 0. В
случае 𝑥0 > 0 система имеет точку покоя 𝑃1(𝑥0, 𝑦0), где 𝑦0 = 𝑥0 − 𝑥30. После за-
мены 𝑧1 = 𝑥− 𝑥0 , 𝑧2 = 𝑦− 𝑦0 аналогично тому, как это сделано в доказательстве
теоремы 1, система (3) сводится к системе с почти диагональной матрицей:

𝜀𝑧̇ = (Λ0 + 𝜀Λ1 +𝑂(𝜀2))𝑧 + 𝜀2𝑎(𝑧),

где

Λ0 =

(︂
0 0

0 𝑏

)︂
, Λ1 = 𝑏−1

(︂
1 0

0 −1

)︂
, 𝑏 = 1− 3𝑥20.
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Структура усечённого спектра соответствующей матрицы 𝜆1(𝜀) = 𝜀/𝑏, 𝜆2(𝜀) =
𝑏 − 𝜀/𝑏 при 𝑏 = 1 − 3𝑥20 < 0 гарантирует (в силу теоремы 2) асимптотическую
устойчивость точки покоя 𝑃1(𝑥0, 𝑦0).

Легко проверить, что при 𝑏 > 0 в системе (3) возникает бифуркация Хопфа.

Пример 2. Полученные результаты позволяют также изучить модельную с/в
квазилинейную задачу о прохождении нервного импульса [6, с. 202]:

𝜀𝑥̇ = (𝐴0 + 𝜀𝐴1)𝑥+ 𝜀𝑓(𝑥), 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0,

𝐴0 =

⎛⎝−2 −1 −1

0 0 0

0 0 0

⎞⎠ , 𝐴1 =

⎛⎝ 0 0 0

−2 −2 0

0 −1 0

⎞⎠ ,

𝑓(𝑥) = ((−3𝜀𝑥21 − 𝜀𝑥1𝑥2 − 𝜀2𝑥31), 0, 0)
⊤,

которая после невырожденной замены

𝑥 = 𝑆0𝑦, 𝑆0 =

⎛⎝1 1 0

0 0 1

0 −2 −1

⎞⎠ , 𝑆0
−1 =

1

2

⎛⎝2 1 1

0 −1 −1

0 2 0

⎞⎠
приводится к виду:

𝜀𝑦̇ = 𝐵(𝜀)𝑦 + 𝜀ℎ(𝑦), 𝐵(𝜀) = Λ0 + 𝜀𝐵1,

Λ0 =

⎛⎝−2 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎠ , 𝐵1 =
1

2

⎛⎝−2 −2 −3

2 2 3

−4 −4 −4

⎞⎠ ,

ℎ(𝑦) = (−6𝜀𝑦1𝑦2 − 𝜀𝑦1𝑦3 − 𝜀𝑦2𝑦3 − (𝜀2 + 3𝜀)𝑦21 − 3𝜀𝑦22, 0, 0)
𝑇 .

Последующее невырожденное при достаточно малых 0 < 𝜀 < 1 преобразование
𝑦 = 𝐻(𝜀)𝑧 (𝐻(𝜀) = 𝐸 + 𝜀 ¯̄𝐻1) приводит к задаче с почти блочно-диагональной
системой:

𝜀𝑧̇ = (Λ0 + 𝜀𝑁1 +𝑂(𝜀2))𝑧 + 𝜀𝑏(𝑧), 𝑧(0, 𝜀) = 𝑧0,

где матрица

𝑁1 =
1

2

(︂
−1 0

0 𝑁10

)︂
имеет блочно-диагональную структуру, причём матрица

𝑁10 =

(︂
2 3

−4 −4

)︂
имеет простой спектр 𝜈1,2 = 1

2(−1 ± 𝑖
√
3), что позволяет пользоваться аналогом

теоремы 1 и после невырожденной замены

𝑧 =

(︂
1 0

0 𝑆10

)︂
𝜈, 𝑆−1

10 𝑁10𝑆10 =

(︂
𝜈1 0

0 𝜈2

)︂
перейти к с/в системе с почти диагональной матрицей 𝜀𝜈̇ = (Λ0+ 𝜀Λ1+𝑂(𝜀2))𝜈+
𝜀ℎ(𝜈) и с учётом теоремы 2 сделать вывод об асимптотической устойчивости ре-
шения в окрестности точки 𝑃0(0, 0, 0), так как спектр усечённой матрицы

Λ0 + 𝜀Λ1 =

⎛⎝−2 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎠+ 𝜀

⎛⎝−1 0 0

0 𝜈1 0

0 0 𝜈2

⎞⎠ = diag{𝜆1(𝜀), 𝜆2(𝜀), 𝜆3(𝜀)},
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𝜆1 = −2 − 𝜀 + 𝑂(𝜀2), 𝜆2,3 = 𝜀
2(−1 ± 𝑖

√
3) + 𝑂(𝜀2) лежит в левой полуплоскости

при достаточно малых 0 < 𝜀 < 1.
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