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ных волн в океане, так называемых волн-убийц с помощью вычислительных эксперимен-
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1. Введение
В последнее время большое количество научных работ посвящено изучению

волн-убийц в Мировом океане. Действительно, эти волны представляют собой
внезапные одиночные волны огромной амплитуды (более 30 м). Такие аномально
большие волны, в русскоязычной научной литературе называемые волнами убий-
цами, представляют собой серьёзную опасность, как для крупных судов, так и для
морских сооружений. Описание многочисленных катастрофических случаев, свя-
занных с волнами убийцами можно найти в монографиях: [1,2]. По объективным
причинам изучение таких волн непосредственно в океане с помощью натурных
экспериментов является очень затруднённым. С другой стороны попытки изу-
чения волн-убийц с помощью лабораторных экспериментов также оказываются
очень сложными. Наиболее перспективным методом изучения таких волн стано-
вится вычислительный эксперимент. Отметим некоторые работы, посвящённые
волнам-убийцам: [3–7].

С помощью вычислительных экспериментов можно изучать различные аспек-
ты волн-убийц. Наиболее актуальными нам представляются следующие направ-
ления в изучении волн-убийц с помощью вычислительных методов:
1) получение характерных портретов волн-убийц;
2) получение оценок вероятностей возникновения волн-убийц в зависимости от

параметров начального волнения;
3) изучение качественных характеристик волн-убийц;
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4) выяснение вопросов устойчивости волн-убийц относительно внешних возмуще-
ний;

5) изучение динамических процессов во время образования волн-убийц;
6) моделирование воздействия волн-убийц на суда и морские сооружения.

Для решения указанных проблем необходимо иметь хорошо разработанный
инструментарий для проведения вычислительных экспериментов и обработки ре-
зультатов. В частности, необходимо иметь средства для моделирования волн-
убийц, удовлетворяющие следующим требованиям:
1) высокая точность проводимых расчётов,
2) проведение расчётов на больших временных интервалах,
3) построение начальных данных, соответствующих волнам в океане,
4) достаточно высокая скорость проведения расчётов.

В настоящей работе рассматриваются математические модели, основанные на
динамических уравнениях в конформных переменных. Эти уравнения рассматри-
вались в ряде работ [8–10]. Мы будем использовать вариант уравнений, предло-
женный в работах [11,12]. Эти уравнения являются эквивалентными уравнениям
Эйлера, описывающим нестационарное потенциальное течение идеальной жидко-
сти со свободной поверхностью. Многие научные работы, посвящённые волнам
убийцам, основаны на этих уравнениях. Практика их использования показала,
что эти уравнения обладают рядом превосходных качеств:
1) простота программирования численных методов
2) очень высокая точность расчётов
3) возможность проводить расчёты на огромных временных интервалах
4) вычислительная устойчивость численных схем

Помимо вычислительного аспекта эти уравнения оказались очень удобными и
для теоретического изучения. В цикле работ [13–17] были изучены вопросы суще-
ствования и единственности решений, оценка времени существования, сходимость
численных методов.

2. Вычислительная экспериментальная установка

Для решения указанных выше задач по изучению волн-убийц в лаборато-
рии нелинейных волновых процессов Института океанологии им. П.П. Ширшова
РАН под руководством академика РАН В.Е.Захарова развёрнуты работы по со-
зданию мощной вычислительной экспериментальной установки, под названием
RWSH (Rogue Waves Simulation Host). Данная установка представляет собой мас-
штабируемый программный комплекс, позволяющий проводить вычислительные
эксперименты по моделированию нелинейной динамики поверхностных волн иде-
альной жидкости. С помощью данного комплекса возможно проводить самые раз-
личные вычислительные эксперименты с нелинейными волнами на воде. Можно
проводить как единичные эксперименты, так и потоковые однотипные экспери-
менты. Вычислительная установка может быть развернут как на персональном
компьютере, так и на высокопроизводительных кластерах. Приведём основные
блоки системы RWSH:
1) интерфейсный блок построения начальных условий
2) ядро расчётов
3) модуль визуализации
4) база данных
5) сайт в Интернет для удалённого управления расчётами и доступа к результа-

там экспериментов
С помощью вычислительной экспериментальной установки уже были получе-

ны важные результаты о вероятности возникновения волн-убийц, представленные
в работе [18].

Отметим, что помимо чисто научных задач данный комплекс играет важную
роль и в привлечении к научной работе молодёжи - прежде всего, студентов.
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Так, части программного комплекса RWSH были представлены на авторитетном
международном конкурсе Imagine Cup 2011.

3. Основные уравнения

В настоящей работе моделирование волн-убийц основано на численном ре-
шении уравнений, описывающих нестационарное течение идеальной жидкости
со свободной поверхностью. Мы будем рассматривать плоское течение с беско-
нечно глубоким дном. По горизонтальной переменной мы будем рассматривать
2𝜋-периодические условия. Такие предположения являются естественными для
моделирования волн-убийц.

Пусть идеальная жидкость занимает бесконечную область (в переменных (𝑥, 𝑦)),
ограниченную криво-линейной границей. Мы вводим комплексную плоскость 𝑧 =
𝑥 + 𝑖𝑦. Эту область мы можем (по теореме Римана) конформно отобразить на
нижнюю полуплоскость с переменными 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣. Обратное конформное отоб-
ражение выражается аналитической функцией

𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑤).

Эта функция является также функцией времени, поскольку мы рассматрива-
ем нестационарную задачу. Зная функцию 𝑧(𝑡, 𝑢), мы можем восстановить про-
филь свободной поверхности. Для описания потенциального течения идеальной
жидкости необходимо также знать потенциал скоростей. Поскольку потенциал яв-
ляется гармонической функцией, то все его значения могут быть описаны значе-
нием этого потенциала лишь на границе области. Пусть 𝜓(𝑡, 𝑥) — значение потен-
циала скоростей на свободной поверхности. Соответственно, через Φ(𝑡, 𝑧) мы обо-
значим аналитическую в нижней полуплоскости функцию такую, что ReΦ(𝑡, 𝑥) =
Ψ(𝑡, 𝑥). Будем рассматривать функцию Π(𝑡, 𝑤) = Φ(𝑡, 𝑧(𝑡, 𝑤)), которая также бу-
дет аналитичной в нижней полуплоскости. Теперь мы введём новые переменные:

𝑅(𝑡, 𝑤) =
1

𝑧′(𝑡, 𝑤)
, 𝑉 (𝑡, 𝑤) = 𝑖

Π′(𝑡, 𝑤)

𝑧′(𝑡, 𝑤)
.

Здесь и далее штрихом мы обозначаем производную по переменной 𝑤. Эти
функции являются аналитичными в нижней полуплоскости и удовлетворяют кра-
евым условиям:

𝑅(𝑡, 𝑤)→ 1, Im𝑤 → −∞, 𝑉 (𝑡, 𝑤)→ 0, Im𝑤 → −∞.

Поскольку мы рассматриваем поверхностные волны 2𝜋-периодические по пе-
ременной 𝑥, то и функции 𝑅 и 𝑉 также будут 2𝜋-периодическими по переменной
𝑢. Тогда функции 𝑅 и 𝑉 можно представить в виде рядов Фурье:

𝑅(𝑤, 𝑡) = 1 +
∞∑︀
𝑘=1

𝑟𝑘(𝑡)𝑒
−𝑖𝑘𝑤,

𝑉 (𝑤, 𝑡) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑡)𝑒
−𝑖𝑘𝑢.

Функции 𝑅 и 𝑉 полностью описывают динамику поверхностных волн идеаль-
ной жидкости. При этом нам достаточно знать лишь значения этих функций на
вещественной оси (при 𝑣 = 0) поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать
аргумент 𝑢 вместо 𝑤.

Покажем, как с помощью этих функций восстановить свободную поверхность
и значение потенциала на свободной поверхности. Для функции 1

𝑅 имеет место
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представление
1

𝑅
= 1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑡)𝑒
−𝑖𝑘𝑢.

Значения коэффициентов 𝑐𝑘 несложно получить рекуррентно из соотношения(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑡)𝑒
−𝑖𝑘𝑤

)︃(︃
1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑟𝑘(𝑡)𝑒
−𝑖𝑘𝑤

)︃
= 1.

Умножением рядов можно получить разложение

−𝑖𝑉 (𝑡, 𝑢)

𝑅
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘(𝑡)𝑒
−𝑖𝑘𝑢.

Теперь восстановим функцию 𝑧(𝑡, 𝑢) следующим образом

𝑧(𝑡, 𝑢) = 𝑢+

∞∑︁
𝑘=1

1

−𝑖𝑘
𝑐𝑘(𝑡)𝑒

−𝑖𝑘𝑢,

а функцию Π(𝑢, 𝑡) — по формуле

Π(𝑢, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

1

−𝑖𝑘
𝑑𝑘(𝑡)𝑒

−𝑖𝑘𝑢.

Свободную поверхность мы получим как геометрическое место точек по сле-
дующему правилу

Γ(𝑡) = {(Re 𝑧(𝑡, 𝑢), Im 𝑧(𝑡, 𝑢)) : 𝑢 ∈ (0, 2𝜋)}.

Значение потенциала на свободной поверхности находится по формуле

Ψ(𝑡, 𝑢) = ReΠ(𝑡, 𝑢).

Функции 𝑅 и 𝑉 удовлетворяют следующей системе уравнений:

𝑅̇(𝑡, 𝑢) = 𝑖(𝑈(𝑡, 𝑢)𝑅′(𝑡, 𝑢)− 𝑈 ′(𝑡, 𝑢)𝑅(𝑡, 𝑢)),

𝑉̇ (𝑡, 𝑢) = 𝑖(𝑈(𝑡, 𝑢)𝑉 ′(𝑡, 𝑢)−𝐵′(𝑡, 𝑢)𝑅(𝑡, 𝑢)) + 𝑔(𝑅(𝑡, 𝑢)− 1),

0 < 𝑢 < 2𝜋, 0 < 𝑡 < 𝑇,

𝑅(𝑡, 0) = 𝑅(𝑡, 2𝜋), 𝑉 (𝑡, 0) = 𝑉 (𝑡, 2𝜋), 0 < 𝑡 < 𝑇,

𝑅(0, 𝑢) = 𝑅0(𝑢), 𝑉 (0, 𝑢) = 𝑉0(𝑢), 0 < 𝑢 < 2𝜋.

(1)

Здесь функции 𝑈 и 𝐵 вычисляются по формулам:

𝑈 = 𝑃 (𝑉 𝑅+ 𝑉 𝑅), 𝐵 = 𝑃 (𝑉 𝑉 ), 𝑃 =
1

2
(𝐼 + 𝑖𝐻).
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4. Численные методы

Рассмотрим построение численных методов для моделирования системы (1).
Поскольку рассматриваемая система уравнений является системой эволюцион-
ных дифференциальных уравнений в частных производных, то мы будем исполь-
зовать проекционный метод сведения к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Учитывая, что система (1) является системой интегро-диффе-
ренциальных уравнений, то мы будем использовать представление неизвестных
функций с помощью рядов Фурье.

Пусть𝑁 ≥ 1 — фиксированное число размерности приближенной задачи. При-
ближенные решения будем искать в виде

𝑅𝑁 (𝑡, 𝑢) = 1 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑟𝑁𝑘 (𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑢, 𝑉 𝑁 (𝑡, 𝑢) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣𝑁𝑘 (𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑢.

Использование представления в виде конечных сумм Фурье имеет существен-
ные преимущества при вычислении оператора 𝑃 . Действительно, пусть

ℎ =

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

ℎ𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑢.

Тогда мы имеем

𝑃 [ℎ] =
ℎ0
2

+

𝑁∑︁
𝑘=1

ℎ𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑢.

Поскольку операция умножения функций не является замкнутой в классе
функций, представимых в виде конечных сумм Фурье, введём бинарную опера-
цию *, которая является замкнутой для множества таких функций. Пусть

𝐴 =

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

𝑎𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑢, 𝐵 =

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

𝑏𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑢.

Тогда для 𝐶 = 𝐴𝐵 имеем

𝐶 =

2𝑁∑︁
𝑘=−2𝑁

𝑐𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑢.

Операцию * введём следующим образом

𝐴 *𝐵 =

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

𝑐𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑢,

где 𝑐𝑘 — коэффициенты Фурье функции 𝐶.

Приближенные решения 𝑅𝑁 и 𝑉 𝑁 будем искать как решения системы урав-
нений

𝑅̇𝑁𝑖 = 𝑖
(︀
𝑈𝑁 *𝑅𝑁𝑢 − 𝑈𝑁𝑢 *𝑅𝑁

)︀
,

𝑉̇ 𝑁𝑖 = 𝑖
(︀
𝑈𝑁 * 𝑉 𝑁𝑢 −𝐵𝑁𝑢 *𝑅𝑁

)︀
+ 𝑔

(︀
𝑅𝑁 − 1

)︀
,

где
𝑈𝑁 = 𝑃

(︁
𝑉 𝑁 *𝑅𝑁 + 𝑉

𝑁 *𝑅𝑁
)︁
, 𝐵 = 𝑃

(︁
𝑉 𝑁 * 𝑉 𝑁

)︁
.
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Полученная система является системой обыкновенных дифференциальных урав-
нений относительно коэффициентов Фурье функций 𝑅 и 𝑉 . Эта система обыкно-
венных дифференциальных уравнений уже может быть решена численно с помо-
щью стандартного метода Рунге–Кутта 4-го порядка.

5. Обзор результатов численного моделирования

В предыдущем пункте мы привели формулы для численного расчёта динами-
ки поверхностных волн на воде. В частности по этим формулам можно рассчи-
тывать волны-убийцы. Приведём некоторые результаты вычислительных экспе-
риментов, в которых изучались волны-убийцы.

На рис. 1 мы приводим профиль характерной волны-убийцы, возникшей в ходе
нелинейной динамики поверхностных волн в океане. Начальные данные соответ-
ствовали волнам, бегущим в одну сторону, что в океане соответствует морской
зыби.
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Рис. 1. Характерный профиль волны-убийцы

В совместных работах с академиком РАН В.Е. Захаровым проводились мас-
штабные вычислительные эксперименты по моделированию волн-убийц с целью
получения вероятности возникновения волн-убийц. Результаты этих исследова-
ний можно найти в работах [18,19].

С помощью нашей вычислительной экспериментальной установки мы про-
водили также численные опыты по исследованию вопросов устойчивости волн-
убийц относительно внешних воздействий и возмущения начальных данных. На
рис. 2 мы приводим сравнительные графики профиля волны-убийцы и этой же
волны, рассчитанной при наличии внешнего возмущения.

Из этого рисунка и из многочисленных подобных численных опытом можно
заключить, что волны-убийцы в океане представляют собой устойчивый объект
относительно внешнего (ветрового) возмущения.
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Рис. 2. Устойчивость волны-убийцы относительно внешнего возмущения

6. Заключение

В настоящем кратком обзоре мы рассмотрели чрезвычайно эффективные ме-
тоды моделирования волн на воде, которые мы использовали для изучения волн-
убийц в океане. Центральное место мы уделили достаточно подробному изложе-
нию численных методов, с помощью которых мы проводили вычислительные экс-
перименты. Отметим, что использование техники конформных переменных для
расчёта нелинейной динамики поверхностных волн идеальной жидкости, позво-
ляет использовать достаточно простые численные методы, которые отличаются
вычислительной устойчивостью. Приведённые формулы в разделах 3 и 5 могут
быль легко реализованы на обычных персональных компьютерах.
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Modern approaches to studying of freak waves at ocean by means of computing experi-
ments are consi-dered. The description of computing experimental installation is given, used
numerical methods are described, and the review of the received results is given too.
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