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 Аннотация 
Цели. Изучение возможности формирования резных поверхностей 

Монжа, заданных способом их образования, создание алгоритма и про-
граммы на языке AutoLISP для демонстрации образования поверхностей в 
среде AutoCAD в динамическом режиме.  

Методы. Резные поверхности Монжа образуются плоской кривой, рас-
положенной в касательной плоскости к неподвижной направляющей раз-
вертывающейся поверхности, при перекатывании плоскости и кривой по 
направляющей поверхности без скольжения. Описанный способ образова-
ния указанных поверхностей позволяет выполнить их формирование кине-
матическим методом в среде AutoCAD с применением программного обес-
печения на языке AutoLISP. В статье рассмотрено построение поверхно-
стей Монжа с использование в качестве направляющих цилиндрической и 
конической поверхностей. В качестве образующих линий применяются пря-
мая линия и синусоида.  

Результаты. Создан алгоритм и программа на языке AutoLISP для 
образования наборов отсеков нескольких поверхностей Монжа и визуали-
зации формирования этих поверхностей в динамическом режиме посред-
ством последовательного изображения отсеков на экране монитора. Снят 
мини-фильм об образовании поверхности Монжа при качении плоскости с 
прямой линией по круговому конусу. В мини-фильме используются рисун-
ки, полученные преобразованием чертежей среды AutoCAD. 
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Введение1 
 

В настоящее время в строительстве широко 
используются классические типы оболочек, для 
которых имеются методы расчета на прочность. 
В целях достижения архитектурной выразитель-
ности и увеличения функциональности сооруже-
ний появляется необходимость в разработке и 
использовании оболочек более сложных геомет-
рических форм.  

Поверхности, все нормали которых являются 
касательными к развертывающейся поверхности, 
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впервые описал Г. Монж [1; 2]. Эти поверхности 
называют резными поверхностями Монжа. Они 
образуются плоской кривой, расположенной в ка- 
сательной плоскости к неподвижной направляю-
щей развертывающейся поверхности, при пере-
катывании плоскости и кривой по неподвижной 
поверхности без скольжения [3].  

Резные поверхности Монжа – это большой 
класс поверхностей, поскольку в качестве обра-
зующей может быть использована любая плоская 
кривая. Архитекторы все чаще обращаются к по-
верхностям Монжа для создания новых форм, про-
должают изучать их геометрию [4; 5]. Для поверх-
ностей Монжа разработаны способы расчета по 
безмоментной теории, вариационно-разностным ме- 
тодом и методом конечных элементов [6; 7].  



Романова В.А. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2019. Т. 15. № 2. С. 106–116 
 

 

ГЕОМЕТРИЯ СРЕДИННЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ ОБОЛОЧЕК  107 

Известна графическая иллюстрация научных 
данных (архитектурных, метеорологических, ме- 
дицинских, биологических, геологических и др.) 
посредством визуализации в трехмерном простран- 
стве, при этом изображение объемных тех возмож- 
но не только в статике, но и в динамике. Высоко- 
качественные изображения получают, используя 
различные виды программного обеспечения [8–13]. 

Формирование резных поверхностей Монжа вы- 
полняется кинематическим способом [14]. Для ре- 
шения этой задачи в системе AutoCAD разрабаты- 
ваются пользовательские функции на языке 
AutoLISP. Этот язык позволяет обращаться с помо- 
щью пользовательских функций к командам систе- 
мы AutoCAD в автоматическом режиме [15; 16] и 
решать различные практические задачи [17; 18].  

Функциональный язык AutoLISP встроен в сис- 
тему AutoCAD. Программы, созданные на этом 
языке, используются для визуализации формиро- 
вания аналитических поверхностей [19–22], если 
исходными данными является способ образования 
поверхности. 

Рассмотрим образование резных поверхностей 
Монжа, используя в качестве направляющих не-
подвижных поверхностей круговой цилиндр и кру-
говой конус, а в качестве образующих – прямую 
линию и синусоиду. 

 
1. Поверхность Монжа  

с круговой цилиндрической направляющей  
поверхностью и образующей прямой линией 

 
Начальное положение элементов поверхно-

сти показано на рис. 1, где 𝑥𝑂𝑦𝑧 – основная си-
стема координат; 𝑢𝐴𝑣 – система координат в 
плоскости Пଵ; Пଵ – плоскость, касательная к ци-
линдру в начальном положении; 𝑞 – образующая 
прямая, принадлежащая касательной плоскости; 
ℎ – высота плоскости и цилиндра; 𝑟 – радиус ци-
линдра; β – угол прямой 𝑞 с осью 𝑣; 𝑢୫ୟ୶ –
максимальная величина координаты 𝑢. 

На участке, где поверхность образуется каса-
тельными к поверхности цилиндра, получается 
торсовая поверхность (рис. 2). Она касается ци-
линдра по кривой 𝑚. В этом случае кривая m яв-
ляется направляющей линией, а прямая q – обра-
зующей. 

Кривая m строится исходя из того факта, что 
все точки прямой q перемещаются по эвольвен-
там окружностей цилиндра. 

Уравнение прямой в системе 𝑢𝐴𝑣: 𝑣ሺ𝑢ሻ ൌ 
ൌ 𝑢 ∙ tan β. 

Угол переката определяется из соотношения 
ϑ ൌ 𝑣/𝑟. 

Эвольвенты находятся на разных уровнях в 
плоскостях, определяемых значением функции 
𝑣ሺ𝑢ሻ. Поскольку 𝑣ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑧, координаты точек ли-
нии 𝑚 в системе 𝑥𝑂𝑦𝑧 вычисляются по уравне-
ниям: 

𝑥ሺ𝑧ሻ ൌ 𝑟 cos ϑ,   𝑦ሺ𝑧ሻ ൌ 𝑟 sin ϑ. 

Для построения линии m составлена пользо-
вательская функция 𝑆𝑡lin, представленная ниже:  
(defun stlin () 
; Линия m на цилиндре 
(setq z 0.0 betag 40.0) 
(setq beta (/ (* betag π) 180))  
(command "spline") 
(while (<= z h) 
(setq vz (/ (* z (sin beta)) (cos beta))); величина 
функции 𝑣ሺ𝑢ሻ 
(setq pt (list x y z)) (setq teta (/ vz r)); угол переката 
(setq x (* r (cos teta)) y (* r (sin teta))); точки линии m 
(command pt) 
(setq z (+ z dz)) 
(command "" "" "")) 

 

 
 

Рис. 1. Начальное положение элементов поверхности 
[Figure 1. The initial position of the surface elements] 

 
 

 
 

Рис. 2. Торс 
[Figure 2. Thors] 

 
Процесс качения плоскости с прямой по ци-

линдру состоит из двух движений: вращения этой 
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пары вокруг оси 𝑧 на угол φ и поступательного 
перемещения на величину 𝑠, равную дуге пово-
рота 𝑙arc (рис. 3).  

𝑠 ൌ 𝑙ark ൌ 𝑟 ∙
஦∙஠

ଵ଼଴
. 

 
Угол переката всей прямой 𝑞 равен 

τ୫ୟ୶ ൌ  
௨ౣ౗౮

௥
∙

ଵ଼଴

஠
.  

 
 

 
 

Рис. 3. Перекат поверхности и прямой по цилиндру 
[Figure 3. Roll surface and straight on the cylinder] 

 

 
 

Рис. 4. Образование отсеков торса 
[Figure 4. Education torso compartments] 

 
Образование торсовой поверхности (рис. 4) 

происходит, если 0 ൑ φ ൑ τ୫ୟ୶.  
При φ ൐ τ୫ୟ୶, и если обкат цилиндра вы-

полняется против часовой стрелки, прямая q не 
касается цилиндра. Образуется первая ветвь по-
верхности (рис. 5).  

Алгоритм выполнения качения включает по-
ворот плоскости с прямой и системы координат 
𝑢𝐴𝑣 на угол φ вокруг оси 𝑧, удлинение поверхно-
сти на величину 𝑙arc, перенос системы координат 
𝑢𝐴𝑣 и прямой q по оси u на расстояние 𝑙arc в сто-
рону, противоположную качению (рис. 3).  

Алгоритм включает два цикла: внешний и 
внутренний.  

Внутренний цикл содержит следующие опе-
рации: 

● создание идентификатора слоя при каждом 
значении 𝑖 ሺ𝑖 ൌ 1, … , 𝑛), слой с этим именем уста-
навливается в качестве текущего, и выполняются 
указанные выше операции; 

● формирование набора образующих линий. 
Во внешнем цикле выполняется образование 

отсеков поверхности, для чего проводятся следу-
ющие операции: 

● загрузка в чертеж необходимого числа слоев; 
● вычерчивание элементов поверхности в на- 

чальном положении (рис.1); 
● выполнение операций внутреннего цикла; 
● образование отсеков поверхности. 

 

 
 

Рис. 5. Образование первой ветви поверхности: 
r = 20, h = 20, 𝛃 = 40° 

[Figure 5. Formation of the first branch of the surface: 
r = 20, h = 20, β = 40°] 

 

 
 

Рис. 6. Торс и первая ветвь поверхности: 
r = 10, h = 40, 𝛃 = 40° 

[Figure 6. Thors and first branch of surface: 
r = 10, h = 40, 𝜷 = 40°] 

 
По окончании работы циклов создается блок 

из отсеков поверхности и образующих линий. 
Формируется поверхность «размораживанием» 
слоев [23] (рис. 5). Образование поверхности по-
казано на рис. 5. 

Торс и первая ветвь поверхности изображе-
ны на рис. 6, где 1 – торс, 2 – первая ветвь по-
верхности. 
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При φ ൏ 0 (обход цилиндра по часовой стрел-
ке) от торса отходит вторая ветвь поверхности.  

 
 

 
 

Рис. 7. Поверхность Монжа: r = 20, h = 40, 𝛃 = 50° 
[Figure 7. The Monge surface: r = 20, h = 40, β = 50°] 

 
 
Полная поверхность показана на рис. 7. 
 

2. Поверхность Монжа с круговой  
цилиндрической направляющей поверхностью  

и синусоидой в качестве меридиана 
 
Алгоритм образования этой поверхности 

включает те же операции, что и предыдущий, при 
этом в качестве образующей линии используется 
синусоида (рис. 8).  

 
 

 
 

Рис. 8. Начальное положение элементов поверхности 
[Figure 8. The initial position of the surface elements] 

 
 

 
 

Рис. 9. Поверхность перехода 
[Figure 9. The transition surface] 

Поверхности также имеют две ветви и по-
верхность перехода, которая образуется при 
െ

தౣ౗౮

ଶ
൑  φ ൑  

தౣ౗౮

ଶ
. Поверхность перехода пред-

ставлена на рис. 9. Образование поверхности по-
казано на рис. 10. 

 
 

 
 

Рис. 10. Образование поверхности 
[Figure 10. Surface formation] 

 
 

 
 

Рис. 11. Резная поверхность Монжа  
с цилиндрической направляющей поверхностью  

и меридианом в виде синусоиды 
[Figure 11. Monge carved surface  

with cylindrical guide surface and sinusoidal meridian 
 
Приведенный алгоритм образования поверх-

ности с круговой цилиндрической направляющей 
может быть использован и для образования поверх- 
ности с любой другой плоской кривой в качестве 
образующей: цепной линией, циклоидой гипербо-
лой, параболой и др. 

 
3. Резная поверхность Монжа  

с конической направляющей поверхностью  
и образующей прямой 

 
3.1. Образующая линия  

совпадает с направляющей конуса 
 
На рис. 12 показан перекат плоскости Ѱ и пря- 

мой 𝐴𝐵 по конусу. Плоскость во всех положени-
ях касается конуса, а точка 𝐵 перемещается по 
кривой 𝑠. 

Начальное положение элементов поверхно-
сти изображено на рис. 13. 
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Рис. 12. Качение плоскости с кривой по конусу 
[Figure 13. Rolling a plane with a curve along a cone] 

 

 
 

Рис. 13. Начальное положение элементов поверхности 
[Figure 12. The initial position of the surface elements] 

 
На рис. 14 показано положение плоскости Ѱ 

и расположенной на ней прямой 𝐴𝐵 при качении 
плоскости без скольжения по конусу.  

 

 
 

Рис. 14. Перекат плоскости и прямой 𝑨𝑩 по конусу 
[Figure 14. Roll the plane and line AB on the cone] 
 
Новая линия контакта конуса и плоскости – 

прямая 𝐴𝐾. Ось 𝑥ଵ подвижной системы коорди-
нат совмещена с прямой 𝐴𝐾. Произошел поворот 
образующей конуса и оси 𝑥ଵ на угол φ вокруг 
оси 𝑧. 

Положение точки B на плоскости осталось 
прежним, теперь она обозначена 𝐵∗. Угол прямой 

𝐴𝐵∗ с осью 𝑥ଵ является углом качения плоскости. 
Из условия качения без скольжения длины дуг 
контакта конуса и плоскости равны, т.е. 𝐵𝐾ෲ ൌ
𝐵∗𝐾ෲ , следовательно, 𝑙ை஻ ∙ φ ൌ 𝑙஺஻ ∙ τ, где 𝑙ை஻ െ
 величина радиуса основания конуса; 𝑙஺஻ െ длина 
образующей конуса.  

Для определения координат точки 𝐵∗ удобно 
задавать угол φ поворота плоскости вокруг оси 𝑧. 
Тогда угол τ определяется из соотношения 

τ ൌ φ ∙ 𝑙ை஻
𝑙஺஻

ൗ .                           (1) 

Координаты точки 𝐵∗ в подвижной системе 
координат вычисляются по формулам 

𝑥ଵ ൌ 𝑙஺஻ ∗ cos τ,  

𝑦ଵ ൌ 𝑙஺஻ ∗  sin τ.                         (2) 

Координаты точки 𝐵∗ሺ𝑥஻, 𝑦஻, 𝑧஻ሻ в непо-
движной системе 𝑥𝑂𝑦𝑧 определяются из выраже-
ний, полученных преобразованием координат и 
имеющих вид  

𝑥஻ሺ∗ 𝑙஺஻ሺെ ቀ∗ ൫ sin τሻ ሺcos φሻ൯൫∗ ሺcos τሻሺsin βሻሺsin φሻ൯ቁሻ, 

𝑦஻ ൌ ሺ∗  𝑙஺஻  ቀ൅൫∗ ሺcos τሻሺsin βሻሺcos φሻ൯ ൫ሺsin τሻሺsin φሻ൯ቁሻ,    (3) 

𝑧஻ ൌ ሺെ (* 𝑙஺஻ (cos τ)ሺcos β)) ℎୡ୭୬ሻ, 

где β – угол между осью конуса и его образую-
щей; ℎୡ୭୬ – высота конуса.  

Поскольку точка 𝐵 движется по эвольвенте, 
ее нормальная плоскость совпадает с касательной 
плоскостью Ѱ, которая во всех положениях про-
ходит через вершину конуса 𝐴 [5].  

В этом случае кривая, по которой движется 
точка 𝐵, является сферической эвольвентой. Ее 
точки находятся на сфере радиуса 𝐴𝐵, а сама по-
верхность находится внутри сферы (рис. 15). 

 

 
 

Рис. 15. Поверхность Монжа находится внутри сферы 
[Figure 15. The Monge surface is located inside the sphere] 
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Координаты точки 𝐶 вычисляются по фор-
мулам аналогичным (3) путем замены параметра 
𝑙஺஻ на параметр 𝑙஺஼. 

Полученные формулы дают возможность вы- 
чертить образующую при любом положении по-
верхности Ѱ. Это позволяет организовать цикл,  
в котором на каждом шаге вычерчивается обра-
зующая и формируется отсек поверхности.  

Сама поверхность образуется описанным выше 
способом. 

 
3.2. Образующая линия расположена  
под углом к направляющей конуса 

 
Начальное положение образующей 𝐵𝐶, кону-

са и плоскости Ѱ в случае, когда образующая 
прямая 𝐵𝐶 расположена под углом τ଴ к радиусу 
𝐴𝐵, показано на рис. 16.  

 

 
 

Рис. 16. Начальное положение элементов поверхности 
[Figure 16. Initial position of surface features] 

 
Угол переката τ଴ для точки 𝐵 определяется 

по формуле (1), а для точки 𝐶 – из соотношения  

τ஼ ൌ  τ଴ ൅ τ஻.                             (4)  

 

 
 

Рис. 17. Положение точек 𝑩 и 𝑪  
в системе координат 𝒙𝟏A𝒚𝟏𝒛𝟏. 

[Figure 17. The position of points B and C  
in the 𝒙𝟏A𝒚𝟏𝒛𝟏.coordinate system] 

Координаты точки 𝐵 определяются по форму-
лам (3), а для определения координат точки 𝐶 фор-
мулы (3) преобразуются с учетом выражения (4). 
Положение точек 𝐵 и 𝐶 в системе координат по-
казано на рис. 17. 

Алгоритм образования отсеков поверхности 
повторяет предыдущий. 

 
4. Образование резной поверхности Монжа 

с применением двух вращений 
 
Поверхность Монжа можно также построить, 

если представить перекат плоскости Ѱ и распо-
ложенной на ней прямой 𝐴𝐵 как вращение этой 
пары вокруг оси 𝑧 на угол φ в неподвижной си-
стеме координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 и поворот прямой 𝐴𝐵 в 
подвижной системе координат 𝑥ଵ𝐴𝑦ଵ𝑧ଵ плоско-
сти Ѱ на угол τ вокруг оси 𝑧ଵ.  

В результате этих двух вращений точка 𝐵଴, 
расположенная в плоскости Ѱ, при φ ൌ 0 пере-
мещается в точку 𝐵∗, расположенную на конусе, 
а затем в точку 𝐵, расположенную в повернутой 
на угол φ плоскости Ѱ (рис. 18). Точка 𝐶଴ пере-
мещается сначала в точку 𝐶∗, а затем в точку 𝐶. 
Между радиусами точек 𝐶∗ и 𝐶 угол равен τ. 

 

 
 

Рис. 18. Качение плоскости Ѱ и прямой 𝑨𝑩 по конусу 
[Figure 18. Rolling the plane Ѱ and the straight line AB with a cone] 

 

 
 

Рис. 19. Отсеки поверхности разделены копиями образующих 
[Figure 19. Surface compartments are separated by generators] 
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В этом случае алгоритм образования отсеков 
поверхности может быть представлен следующим 
образом. 

Предварительно вычерчиваются элементы по-
верхности в начальном положении. В цикле вы-
полняются следующие операции: 

● вращение поверхности Ѱ и прямой 𝐴𝐵 на 
угол ∆φ в системе координат 𝑥𝑂𝑦𝑧; 

● установка системы координат 𝑥ଵA𝑦ଵ𝑧ଵ в 
плоскости Ѱ; 

● копирование образующей 𝐴𝐵; 
● вращение копии 𝐴∗𝐵∗ на угол τ; 
● возврат к системе координат 𝑥𝑂𝑦𝑧. 
Результат – набор отсеков поверхности (рис. 19). 
 
 

 
 

Рис. 20. Образование поверхности Монжа  
(𝒒 – образующая линия) 

[Figure 20. Formation of the Monge surface  
(q – the generatrix)] 

 
 

 
 

Рис. 21. Поверхность Монжа (повернуто на 90°) 
[Figure 21. The surface of Monge (rotated by 90°)] 
 
 
Образование поверхности выполняется мето- 

дом «размораживания». На рис. 20 представлено 
формирование образующей 𝑞 второй ветви поверх- 
ности. На рис. 21 изображена резная поверхность 
Монжа. 

5. Резная поверхность Монжа  
с конической направляющей поверхностью  

и образующей синусоидой 
 
Начальное положение элементов поверхности 

представлено на рис. 22. 
Образующей является синусоида: 

𝑦 ൌ 𝐴 sin φ, 

где 𝐴 – задаваемая амплитуда синусоиды; φ – 
угол, вычисляемый из выражения:  

φ ൌ  
஠௫

஻஼
   при 𝐴𝐶 ൑ 𝑥 ൑ 𝐵𝐶. 

 

 
 

Рис. 22. Начальное положение элементов поверхности 
[Figure 22. The initial position of the surface elements] 

 
Алгоритм формирования поверхности преду-

сматривает, как и в предыдущем примере, выпол-
нение в цикле операций по созданию набора от-
секов поверхности (рис. 23): 

● вращение поверхности Ѱ и синусоиды на 
угол ∆φ в системе координат 𝑥𝑂𝑦𝑧; 

● вращение синусоиды на угол τ. 
 

 
 

Рис. 23. Набор отсеков поверхности 
[Figure 23. A set of surface compartments] 

 
Отсеки поверхности разделены образующими 

линиями. Образующие линии подчеркивают фор-
му поверхности, ее выпуклые и вогнутые участки. 
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Рис. 24. Образование поверхности 
[Figure 24. Surface formation] 

 
 

 
 

Рис. 25. Ветвь поверхности (вид сверху: n = 1, A = 10) 
[Figure 25. A branch of the surface (top view: n = 1, A = 10] 

 
 

 
 

Рис. 26. Две ветви поверхности (вид сверху) 
[Figure 26. Two branches of the surface (top view)] 
 
Во втором цикле выполняется поэтапное фор-

мирование поверхности (рис. 24) описанным вы-
ше способом. На рис. 25 представлена одна ветвь 
поверхности (вид сверху). 

Если отношение длины образующей конуса к 
его радиусу 𝑘 ൌ

௟ಲಳ

௥
 является целым числом, по-

верхность имеет две сходящиеся ветви (рис. 26). 
 
 

 
 

Рис. 27. Резная поверхность Монжа: n = 3, A = 4 
[Figure 27. Carved surface of Monge: n = 3, A = 4] 

 
 

 
 

Рис. 28. Поверхность образована при n = 5, A = 8 
[Figure 28. The surface is formed when n = 5, A = 8] 

 
 

На рис. 27 и рис. 28 показаны разновидности 
поверхности 𝑛 ൌ 3, 𝐴 ൌ 4 и 𝑛 ൌ 5, 𝐴 ൌ 8 . На 
рис. 29 изображена поверхность Монжа, состоя-
щая из двух ветвей. 

 
Заключение 

 
Результатом проведенной работы является со- 

здание алгоритмов и программ на языке AutoLISP 
для образования наборов отсеков следующих рез- 
ных поверхностей Монжа: 

● с круговой цилиндрической направляющей 
поверхностью и образующей прямой линией; 

● с круговой цилиндрической направляющей 
поверхностью и синусоидой в качестве меридиана; 

● с конической направляющей поверхностью 
и образующей прямой; 

● с конической направляющей поверхностью 
и образующей синусоидой. 
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Создана программа для визуализации форми- 
рования указанных поверхностей посредством по- 
следовательного изображения отсеков на экране 
монитора. Представлены рисунки резной поверх-
ности Монжа. Создан мини-фильм об образова-
нии поверхности Монжа при качении плоскости 
с прямой линией по круговому конусу. 
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 Abstract 
Aims of research. Studying the possibility of forming Monge carved sur-

faces, defined by the method of their formation, creating an algorithm and pro-
gram in the AutoLISP language to demonstrate the formation of surfaces in 
the AutoCAD environment in a dynamic mode. 

Methods. Monge carved surfaces are formed by a flat curve, located in the 
tangent plane to the fixed guide of the developable surface, when the plane and 
the curve roll along the guide surface without sliding. The described method of 
formation of these surfaces allows to perform their formation by the kinematic 
method in the AutoCAD environment using AutoLISP software. The article de-
scribes the construction of the Monge surfaces using cylindrical and conical sur-
faces as guides. A straight line and a sine wave are used as the forming lines. 

Results. An algorithm and a program in the AutoLISP language were crea-
ted to form sets of compartments of several Monge surfaces and to visualize the 
formation of these surfaces in a dynamic mode by sequentially displaying the 
compartments on the monitor screen. The mini-film about formation of Monge 
surface by rolling a plane with a straight line along a circular cone is created. 
In the mini-film the drawings received by transformation of drawings of the 
AutoCAD environment are used. 

Keywords:  
Monge’s surface;  
compartment of a surface;  
AutoCAD;  
AutoLISP;  
a generatrix; 
a normal;  
a tangent plane;  
a developed guide surface;  
mini-film 
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