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       Если за криволинейные координаты на срединной поверхности оболочек принима-
ется сеть линий главных кривизн, то система 17 расчетных уравнений получается 
наиболее простой. В ряде случаев аналитическое задание поверхности в линиях кривиз-
ны является трудной задачей и приходится использовать систему 20 расчетных урав-
нений, предложенную А.Л. Гольденвейзером для косоугольной системы криволинейных 
координат при условии разложения векторов внутренних усилий, моментов и внешней 
поверхностной нагрузки по осям основного неортогонального триедра. Позже была 
введена в обращение система 20 расчетных уравнений, полученная автором, в которых 
внутренние силовые факторы и внешняя поверхностная нагрузка раскладывается по 
осям ортогонального триедра. В статье показывается, что с помощью формул пере-
хода одна система уравнений переходит в другую, т.е. обе предложенные системы 
расчетных уравнений равнозначны.  
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: тонкая оболочка, дифференциальные уравнения равновесия, 
произвольная криволинейная система координат, геометрические уравнения теории 
оболочек, физические уравнения теории оболочек. 
 

       Введение 

       Приступая к расчету конструкции типа оболочки, первое, с чем приходится 
сталкиваться, – это выбор системы координат. Среди множества произвольных 
криволинейных координат u, v имеются некоторые, обладающие важными 
свойствами. К их числу относятся сети сопряженных линий (М = 0), сети орто-
гональных линий (F = 0), сеть линий главных кривизн (F = 0, М = 0). Естествен-
но, что уравнения теории оболочек получаются наиболее простыми, если в ка-
честве координатных линий на срединной поверхности принята сеть линий 
главных кривизн, однако аналитически не всегда легко бывает найти линии 
кривизны данной поверхности. Гипотезы линейной теории тонких оболочек 
позволяют свести трехмерную задачу теории упругости к двумерной. 
       Под расчетными уравнениями моментной теории тонких оболочек будем 
подразумевать полную систему уравнений теории оболочек, которая включает в 
себя дифференциальные уравнения равновесия, геометрические уравнения 
(формулы «деформации – смещения») и физические уравнения (уравнения за-
кона Гука, или уравнения состояния). 
       В 1953 году А.Л. Гольденвейзер в своей монографии [1] привел расчетные 
уравнения для тонких оболочек, срединная поверхность которых задана в про-
извольной системе криволинейных координат u, v.  
       Его 20 расчетных уравнений включают в себя 6 уравнений равновесия: 
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6 геометрических уравнений [1, 2] и восемь формул (физические уравнения), 

связывающих между собой «псевдоусилия» ( ∗∗∗∗∗∗
vuvuvu QQSSNN   ,  ,  ,  ,  , ), «псев-

домоменты» ( ∗∗∗∗
vuuvvu MMMM   ,  ,  , ) и компоненты тангенциальной и изгибной 

деформаций ( uvvuuvvu κκκεεε   ,  ,  ,  ,  , ): 
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       В уравнениях равновесия (1) и в геометрических уравнениях [1] содержатся 

символы Кристоффеля l
ikΓ .  Векторы внутренних усилий и моментов, а также 

внешних поверхностных сил X*, Y*, Z* раскладываются по осям основного три-
едра  ru /A,  rv /B, n поверхности r =  r(u,v). Положительные направления усилий 
и моментов показаны на рис. 1. 
       В уравнениях равновесия (1) встречаются также обозначения: 
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χ – угол между координатными линиями u, v, для определения которого имеем 
формулу:  
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где ,uR′ vR′ – радиусы кривизны нормальных сечений поверхности, проведенных 
вдоль соответствующих координатных линий. 
        Таким образом А.Л. Гольденвейзер [1] ввел в обращение 20 расчетных 
уравнений для определения 19 двумерных параметров: 

;  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  , ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
vuuvvuvuvuvu MMMMQQSSNN uvvuuvvu κκκεεε   ,  ,  ,  ,  ,  

и uu, uv, uz – компоненты смещения. 

        В 1977 году С.Н. Кривошапко [2, 3] предложил другой вариант составле-
ния системы расчетных уравнений для расчета тонких оболочек, заданных в 
произвольных криволинейных координатах ( 0≠χ  ): 

6 уравнений равновесия (рис. 2): 

( ) −
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂+









∂
∂−

∂
∂−

+
∂
∂ χχχ

χ
sincoscos

sin u

N
B

u

S
BS

v

A

v

A

u

BNN
AS

v
uu

u
vu

v  

,0sin =+− χABXQ
R

AB
u

u

 

( ) −
∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂−









∂
∂−

∂
∂+

+
∂
∂ χχχ

χ
cossincos

sin u

N
B

u

S
BN

v

A

v

A

u

BSS
AN

v
uu

u
vu

v  

x           
y          

n 

u 

v 

∗
vS  

∗
vQ

           

∗
uQ  

∗
uS            

...+∗
vQ            

...+∗
uQ            

...+∗
vS            

∗
uN

           
∗
vN

           

...+∗
vN            ...+∗

uN            

...+∗
uS            

Z 

X Y 

χ ∗
vM            

...+∗
vM

            

x           
y          

n 

u 

v 

...+∗
vuM

            
...+∗

uvM

            

...+∗
uM

            

∗
uM            

∗
uvM            

χ 

Рис. 1 

а б 

∗
vuM  

М 

dψv 

Рис. 2 

dv
v

M
M vu

vu ∂
∂+  

xп           
yп          

n, zп 

u 
v 

Z 

X Y 

χ 

Rv 

π/2 – χ 

Qu 

Nu 

Su 

Sv 

Qv 

Nv 
C 

C1 
   D  

 D1 

Ru 

dφv 

dφu 

xп           

yп          

n, zп 

u 
v 

а 

М 

χ 

Rv 

π/2 – χ 
Muv 

Mu 

Mv Mvu 
C 

C1 
   D 

 D1 
Ru 

dφv 

dφu 
dv

v

M
M v

v ∂
∂+  du

u

M
M uv

uv ∂
∂+  

du
u

M
M u

u ∂
∂+  

du
u

N
N u

u ∂
∂+  

dv
v

N
N v

v ∂
∂+  

dv
v

Q
Q v

v ∂
∂+  

dψu 

б 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2017, № 1 

18 

,0sincos
sin

=+







−− χχ

χ
ABY

R

Q

R

QAB

u

u

v

v  

( ) ( ) ,0sin
1

sinsin
=−









∂
∂+

∂
∂++ χ

χχ
ZAQ

v
BQ

uABR

N

R

N
vu

v

v

u

u  

( ) +
∂

∂+
∂

∂+
∂
∂+









∂
∂−

∂
∂++

∂
∂− χχχ

χ
sincoscos

sin u

M
B

u

M
BM

v

A

v

A

u

BMM
AM

v
uvu

u
vuuv

v

 

,0sin =+ χvABQ  

( ) +
∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂+









∂
∂−

∂
∂−

+
∂
∂ χχχ

χ
cossincos

sin u

M
B

u

M
BM

v

A

v

A

u

BMM
AM

v
uvu

uv
uv

vu  

,0)cos( =++ χvu QQAB  

       ,0
sinsin

cos)(sin)( =−+−+−
χχ

χχ
v

vu

u

uv
uvvu R

M

R

M
NNSS                 (5) 

6 геометрических уравнений [1, 2] и восемь формул (физические уравнения), 
связывающих между собой внутренние усилия (Nu, Nv, Su, Sv, Qu, Qv,), моменты 
(Mu, Mv, Muv, Mvu) и компоненты тангенциальной и изгибной деформаций 
( uvvuuvvu κκκεεε   ,  ,  ,  ,  , ): 
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        Получилось 20 расчетных уравнений для определения 19 двумерных пара-
метров. Дифференциальные уравнения равновесия (5) отличаются от уравнений 
равновесия А.Л. Гольденвейзера (1), так как уравнения (1) включают в себя 
«псевдоусилия» (рис. 1, векторы со звездочками) вместо усилий, общепринятых 
в инженерной практике (рис. 2, векторы без звездочек).  

        Преобразованные уравнения равновесия А.Л. Гольденвейзера, не содер-
жащие символы Кристоффеля   

        Подставим значения символов Кристоффеля l
ikΓ , взятые из монографии 

[1], в уравнения равновесия (1). После некоторых преобразований получим: 
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        Уравнения равновесия (1), записанные в форме (7), более привычны для 
восприятия инженером. 

       Формулы, связывающие внутренние усилия и моменты с внутренними 
«псевдоусилиями» и «псевдомоментами» 
        Между силовыми факторами, входящими в формулы (5) и «псевдоусилия-
ми», входящими в формулы (7), существуют отношения (рис. 3): 

       ,sinχ∗= vv NN          

       ,sinχ∗= uu NN  

       ,cosχ∗∗ +−= vvv NSS    

       ,cosχ∗∗ += uuu NSS  

       ,sinχ∗= vuvu MM  

       ,sinχ∗−= uvuv MM          

       ,cosχ∗∗ +−= vuvv MMM         

       .cosχ∗∗ −−= uvuu MMM    

        В формулах (5):  

vu SS ≠  и ,vuuv MM ≠  
так как ,2/πχ ≠  а в уравнени-

ях (1) и (7), согласно физическим уравнениям (2), имеем  ∗−= vu SS*  даже ес-
ли .2/πχ ≠  
       Переход от уравнений равновесия (5) к уравнениям равновесия (7) 
       Подставляя значения усилий и моментов (8), общепринятые в инженерной 
практике, а также Z =  –Z* в уравнения равновесия (5), после довольно сложных 
преобразований получаем: 
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       Сравнивая системы уравнений (7) и (9), замечаем, что в первом уравнении 
системы (9) отсутствует слагаемое ABQv/Ruv, во втором уравнении системы (9) 
отсутствует слагаемое ABQu/Ruv. Если используется сопряженная система кри-
волинейных координат, то М = 0, следовательно, 1/Ruv  = 0, и это различие не 
играет роли. Кроме того в четвертом уравнении равновесия системы (9) перед 
поперечной силой стоит знак (–), а в соответствующем уравнении А.Л. Голь-
денвейзера (7) стоит знак (+). 
        Второе уравнение равновесия системы (9) получено сложением 2-го  урав-
нения равновесия системы (5) после подстановки в него значений (8) и умноже-
ния его на sinχ c 1-ым уравнением равновесия системы (9) после умножения 
последнего на cosχ.  
        Аналогично, пятое уравнение равновесия системы (9) получено сложением 
5-го  уравнения равновесия системы (5) после подстановки в него значений (8) 
и умножения его на sinχ c 4-м уравнением равновесия системы (9) после умно-
жения последнего на cosχ.  
       И наконец, последнее уравнение системы (9) отличается от аналогичного 

уравнения системы (7) отсутствием слагаемого uvuv RMM /)( ** − . Если использу-
ется сопряженная система криволинейных координат, то М = 0, следовательно, 
1/Ruv  = 0, и это различие не играет роли. 

        Геометрические уравнения 
        Геометрические уравнения для оболочки в произвольной криволинейной 
системе координат  u, v были получены А.Л. Гольденвейзером [1]. Их можно 
применять в обоих рассмотренных случаях (рис. 1, 2). Только необходимо пом-
нить, что перемещения uz направлено в сторону, обратную единичному вектору 
n, т.е. применяется следующее разложение:  
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       После подстановки значений символов Кристоффеля в первую тройку гео-
метрических уравнений, они принимают вид: 
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       Далее необходимо подставить символы Кристоффеля в оставшиеся три 
уравнения для определения изменения кривизн κu и κv и кручения κuv.  
       Например, для пологих оболочек эти формулы принимают вид: 
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      Для непологих оболочек формулы для κu, κv, κuv  будут намного сложнее. 

Заключение 
       Если требуется рассчитать тонкую оболочку со срединной поверхностью, 
заданной в косоугольных криволинейных сопряженных координатах, то можно 
использовать систему 20 расчетных уравнений А.Л. Гольденвейзера, включаю-
щих в себя уравнения (7), (10) и (2) или систему 20 расчетных уравнений, пред-
ложенных автором, включающих в себя уравнения (5), (10) и (6).   
      Отметим также, что уравнения (1), (10) и (2) были применены для расчета 
прямых длинных геликоидов [4], а уравнения (5), (10), (6) – для расчета длин-
ных торсов-геликоидов [5].  
       Помимо рассмотренных двух вариантов представления расчетных уравне-
ний линейной теории тонких оболочек, в литературе представлены нелинейные 
уравнения теории тонких оболочек в косоугольных координатах [6]. Статиче-
ская задача теории упругости в криволинейной неортогональной системе 
координат изучается в работе [7]. А Р.А. Римский [8] исследовал напряжен-
но-деформированное состояние поперечно нагруженной пластинки в форме па-
раллелограмма, отнесенной к косоугольной системе координат. 
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TWO TYPES OF GOVERNING EQUATIONS FOR SHELLS WITH THE MIDDLE 

SURFACES GIVEN IN ARBITRARY CURVILINEAR COORDINATES 

S.N. Krivoshapko 
RUDN University, Moscow, Russia 

       Having taken curvilinear coordinates on the middle surface of shells in the lines of princi-
ple curvatures, we can determine the simplest system of 17 governing equations of the linear 
theory of shells. But sometimes, the problem of analytical determination of the equation of the 
middle surface in lines of principle curvatures is very difficult task and that is why it is neces-
sary to use the system of 20 governing equations, derived by A.L. Goldenweiser for an arbi-
trary system of curvilinear coordinates with taking into account the condition of decomposi-
tion of the vectors of internal forces and moments and external surface load along the axes of 
the basic non-orthogonal moving trihedral. Later, the system of 20 governing equations, de-
rived by the author, was published. These equations contain internal force factors and external 
surface load decomposed along the axes of the basic orthogonal moving trihedral.  His paper 
shows that these both systems of governing equation can transform one into other with the 
help of the equations of translation, i.e. the both systems of governing equations are equiva-
lent.           
         KEYWORDS: thin-walled shell, the linear theory of shells, differential equilibrium 
equations, arbitrary curvilinear system of coordinates, geometrical equations of the shell theo-
ry, physical equations of the shell theory. 


