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Настоящая работа посвящена изучению управляемости систем

�̇� = 𝑓(𝑥) +𝐵(𝑡)𝑢,

где 𝐵(𝑡) = 𝐵1 cos𝜔𝑡 + 𝐵2 sin𝜔𝑡. Управляющее воздействие имеет специальную струк-
туру, обусловленную физическими приложениями. Например, подобные управляющие
воздействия возникают в задачах о посадке самолёта в условиях ветрового возмущения,
об изменении угла наклона плоскости круговой орбиты спутника. В работе получены
условия управляемости для поставленной задачи, сформулированные в виде соответ-
ствующих теорем.
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1. Случай нелинейной системы. Постановка задачи

Рассмотрим управляемую систему1:

�̇� = 𝑓(𝑥) +𝐵(𝑡)𝑢, (1)

где 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛), 𝑓(0) = 0,
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(·) ∈ 𝑉 = {𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟|𝑢(·) ∈

𝐿∞[0, 𝑇 ];𝑢(𝑡) ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑟}, 0 ∈ int Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝐵(𝑡) — матрица размера 𝑛 × 𝑟
специального вида: 𝐵(𝑡) = 𝐵1 cos𝜔𝑡 + 𝐵2 sin𝜔𝑡, 𝜔 — заданное действительное
число.

Задача: Найти условия локальной нуль-управляемости системы (1) на [0, 𝑇 ]

и выразить их через элементы матриц 𝐴, 𝐵1 и 𝐵2, где 𝐴 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0) ̸= 0.

Определение 1. Пусть задано конечное множество 𝑀1. Управляемый объ-
ект, описываемый системой (1), называется локально управляемым на множество
𝑀1 на отрезке времени [0, 𝑇 ], если существует 𝜖 > 0 такое, что для любой точ-
ки 𝑥0 ∈𝑀1 + 𝑆𝜖(0) объект является управляемым на отрезке [0, 𝑇 ] из начального
положения 𝑥0 на конечное множество 𝑀1. Это означает, что для любой точки
𝑥0 ∈𝑀1 + 𝑆𝜖(0) существует допустимое управление 𝑢(𝑡) такое, что соответствую-
щее этому управлению решение 𝑥(𝑡) системы (1) перейдёт из точки 𝑥0 в некоторую
точку множества 𝑀1 на отрезке времени [0, 𝑇 ] [2].

Теорема 1. Пусть выполнены все предположения на 𝑓(𝑥), 𝐵(𝑡) и 𝑢(𝑡) и на
отрезке [0, 𝑇 ] существует точка 𝑡*, в которой ранг матрицы 𝐾(𝑡) равен 𝑛, где

𝐾(𝑡) = (𝐵(𝑡), 𝐴𝐵(𝑡)−𝐵′(𝑡), 𝐴2𝐵(𝑡)− 2𝐴𝐵(𝑡) +𝐵′′(𝑡), . . . ,

𝐶0
𝑛−1𝐴

𝑛−2𝐵(𝑡)− 𝐶1
𝑛−1𝐴

𝑛−2𝐵′(𝑡) + . . .+ (−1)𝑛+1𝐶𝑛−1
𝑛−1𝐴

0𝐵(𝑛−1)(𝑡)).

Тогда система (1) локально нуль-управляема на отрезке [0, 𝑇 ].

Статья поступила в редакцию 13 октября 2010 г.
1Настоящая работа является развитием результатов, полученных в [1].
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Замечание. Для удобства вычисления коэффициентов матрицы𝐾(𝑡) её мож-
но записать в виде 𝐾(𝑡) = {𝐵(𝑡), 𝐴𝐵(𝑡)−𝐵′(𝑡), · · · , (𝐴−𝐵(𝑡))𝑛}, 𝑛 > 2. Здесь 𝐴𝑘
понимается как 𝑘-ая степень матрицы 𝐴, 𝐵𝑘 — как 𝑘–ая производная матрицы
𝐵(𝑡), причём

𝐵(2𝑘)(𝑡) = (−1)𝑘𝜔2𝑘(𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡),

𝐵(2𝑘+1)(𝑡) = (−1)𝑘𝜔2𝑘+1(−𝐵1 sin𝜔𝑡+𝐵2 cos𝜔𝑡), 𝑘 = 0, 1, · · ·

Сформулируем следующие утверждения, необходимые для доказательства тео-
ремы [3,4].

Лемма 1. Рассмотрим систему

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, (2)

Система (2) полностью управляема на [0, 𝑇 ], если на отрезке [0, 𝑇 ] существует
точка 𝑡*, в которой ранг матрицы 𝐾(𝑡) равен 𝑛, где

𝐾(𝑡) = (𝐵(𝑡), 𝐴𝐵(𝑡)−𝐵′(𝑡), 𝐴2𝐵(𝑡)− 2𝐴𝐵(𝑡) +𝐵′′(𝑡), . . . ,

𝐶0
𝑛−1𝐴

𝑛−2𝐵(𝑡)− 𝐶1
𝑛−1𝐴

𝑛−2𝐵′(𝑡) + . . .+ (−1)𝑛+1𝐶𝑛−1
𝑛−1𝐴

0𝐵(𝑛−1)(𝑡)).

Лемма 2. Пусть система (2) полностью управляема, и пусть 𝑒1, · · · , 𝑒𝑛 —
точки на осях координат. Тогда существуют 𝜖 > 0, дифференцируемые функции
𝑢𝑖(𝑡), ‖𝑢𝑖(𝑡)‖ < 𝜖 и окрестность нуля 𝑆𝛿(0) такие, что ∀𝑒𝑖 ∈ 𝑆𝛿(0) функции 𝑢𝑖(𝑡)
переводят систему (2) из 𝑒𝑖 в ноль.

Определение 2. Рассмотрим систему

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢). (3)

Система (3) называется полностью управляемой на отрезке [0, 𝑇 ], если для любых
точек 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑅𝑛 найдётся допустимое управление 𝑢(𝑡), переводящее систему (3)
из состояния 𝑥0 в момент времени 𝑡 = 0 в состояние 𝑥1 в момент времени 𝑡 = 𝑇 .
Система (3) называется полностью нуль-управляемой при 𝑥1 = 0.

Доказательство (теоремы 1). Рассмотрим систему (1) и систему (2) в об-
ратном времени. Для этого сделаем замену 𝜏 = −𝑡, получим

�̇� = −𝑓(𝑥) + (𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡)𝑢, (4)

�̇� = −𝐴𝑥+ (𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡)𝑢, (5)

где 𝐵1 = −𝐵1, 𝐴 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0).

Известно, что для данной системы (1) при сделанных предположениях суще-
ствует 𝜖 > 0 такое, что при ‖𝑢‖ < 𝜖 все траектории системы (4) с начальным
условием 𝑥(0) = 0 продолжаемы на [0, 1]. Таким образом, решения 𝑥(𝑡, 0, 0, 𝑢) си-
стемы (4) определены на отрезке [0, 1] для допустимых управлений 𝑢: ‖𝑢‖ < 𝜖.

По условию теоремы 1 получаем, что лемма 1 выполнена и система (5) полно-
стью управляема на отрезке [0, 𝑇 ]. Тогда, по лемме 2 для системы (5) существуют
𝜖 > 0 и 𝑢𝑖(𝑡), ‖𝑢𝑖(𝑡)‖ < 𝜖, переводящие систему из нуля на 𝑒𝑖, ‖𝑒𝑖‖ < 𝛿(𝜖), принадле-
жащие осям координат. Кроме того, 𝑢𝑖(𝑡) можно выбрать дифференцируемыми.

Рассмотрим управление 𝑢(𝑡, 𝜉) = 𝜉1𝑢
1(𝑡) + · · · + 𝜉𝑛𝑢

𝑛(𝑡), где 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, ‖𝜉‖ =
max
𝑖

|𝜉𝑖| 6 1. Тогда ‖𝑢‖ < 𝜖, так как ‖𝑢𝑖(𝑡)‖ < 𝜖. Применим данное управление
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𝑢(𝑡, 𝜉) к системе (4). Имеем

�̇� = −𝑓(𝑥) + (𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡)𝑢(𝑡, 𝜉), (6)

𝑥(0) = 0 — начальное условие. Решение системы (6): 𝑥(𝑡, 𝜉) = 𝑥(𝑡, 0, 0, 𝑢(𝑡, 𝜉)).
Заметим, что 𝑢(𝑡, 0) = 0 и 𝑥(𝑡, 0) = 0 и полученное решение 𝑥(𝑡, 𝜉) определено на
[0, 1].

Покажем, что образы 𝑥(1, 𝜉) покрывают некоторую окрестность начала коор-
динат при ‖𝜉‖ 6 1, т.е. 𝑥(1, 𝜉) = 𝑥0 для любой точки 𝑥0 ∈ 𝑆𝛿(0).

Применим теорему о неявной функции к уравнению 𝑥(1, 𝜉) = 𝑥0. Рассмотрим
матрицу

𝑍(𝑡, 𝜉) =
𝜕𝑥(𝑡, 𝜉)

𝜕𝜉
.

Докажем, что 𝑍(1, 𝜉) невырождена. Из теории дифференциальных уравнений,
имеем

𝜕𝑥(𝑡, 𝜉)

𝜕𝑡
= −𝑓(𝑥(𝑡, 𝜉)) + (𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡)𝑢(𝑡, 𝜉),

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝑥(𝑡, 𝜉)

𝜕𝜉
= − 𝜕𝑓(𝑥(𝑡, 𝜉))

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
0

· 𝜕𝑥
𝜕𝜉

+ (𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡)
𝜕𝑢(𝑡, 𝜉)

𝜕𝜉
,

т.е. �̇� = −𝐴𝑍 + (𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡)
𝜕𝑢(𝑡, 𝜉)

𝜕𝜉
, где

𝜕𝑢

𝜕𝜉
= (𝑢1, · · · , 𝑢𝑛).

Пусть 𝑧1, · · · , 𝑧𝑛 — столбцы матрицы 𝑍(𝑡, 𝜉), тогда 𝑧𝑗 = −𝐴𝑧𝑗 + (𝐵1 cos𝜔𝑡 +
𝐵2 sin𝜔𝑡)𝑢

𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛.

По свойству управления 𝑢𝑗 , 𝑧𝑗(1) = 𝑒𝑗 и 𝑒𝑗 являются линейно независимыми
по условию. Таким образом, det𝑍(1, 𝜉) ̸= 0. Тогда, по теореме о неявной функции,
имеем, что если ‖𝜉‖ 6 1, то концы траектории системы (4) покрывают некоторую
окрестность нуля. Таким образом, система (1) локально нуль-управляема на [0, 𝑇 ].
Теорема доказана. �

2. Специальный случай

Рассмотрим линейную систему

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, (7)

где 𝐵1 = 𝑘𝐵2 и 𝑘 — число, удовлетворяющее некоторым условиям. Здесь 𝐴 –
матрица размера 𝑛× 𝑛, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑢(·) ∈ 𝑉 = {𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟|𝑢(·) ∈ 𝐿∞[0, 𝑇 ]},
𝐵(𝑡) — матрица размера 𝑛× 𝑟 специального вида

𝐵(𝑡) = 𝐵1 cos𝜔𝑡+𝐵2 sin𝜔𝑡, (8)

𝜔 — заданное действительное число.
Задача: Выразить условия полной управляемости системы (7) на [0, 𝑇 ] через

элементы матриц 𝐴, 𝐵1 и 𝐵2.
Далее рассмотрим функцию 𝜓𝑇 (𝑡) ̸= 0, являющуюся решением системы

�̇�𝑇 (𝑡) = −𝜓𝑇 (𝑡)𝐴.

Известно [5], что система (7) неуправляема тогда и только тогда, когда существу-
ют 𝜓𝑇 (𝑡) ̸= 0 — решение системы

�̇�𝑇 (𝑡) = −𝜓𝑇 (𝑡)𝐴
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и интервал Δ ⊂ [0, 𝑇 ] такие, что 𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡) = 0 на Δ ⊂ [0, 𝑇 ].

Теорема 2. Пусть выполнены все предположения на 𝐴, 𝐵(𝑡) и 𝑢(𝑡). Если
система (7) неуправляема на отрезке [0, 𝑇 ], 𝑇 < ∞ и существует точка 𝑡* ∈
Δ ⊂ [0, 𝑇 ] такая, что 𝐵(𝑡*) = 0, тогда столбцы матриц 𝐵1 и 𝐵2 принадлежат
собственному инвариантному подпространству матрицы 𝐴.

Доказательство. Пусть существуют 𝜓𝑇 (𝑡) ̸= 0 — решение сопряжённой си-
стемы и интервал Δ ⊂ [0, 𝑇 ] такие, что 𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡) = 0 на Δ. Обозначим Φ(𝑡) =
𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡), где 𝐵(𝑡) — матрица вида (8). Продифференцируем выражение Φ(𝑡) = 0
(𝑛− 1) раз.

Φ′(𝑡) = −𝜓𝑇 (𝑡)𝐴𝐵(𝑡) + 𝜓𝑇 (𝑡)�̇�(𝑡) = 0,

Φ′′(𝑡) = 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴2𝐵(𝑡)− 2𝜓𝑇 (𝑡)𝐴�̇�(𝑡) + 𝜓𝑇 (𝑡)�̈�(𝑡) = 0,

· · ·
Пусть точка 𝑡* ∈ Δ такая, что 𝐵(𝑡*) = 0, тогда 𝜓𝑇 (𝑡*)𝐵(𝑡*) = 0. Откуда

получаем
𝐵1 = −𝛽

𝛼
𝐵2; 𝛼 = cos𝜔𝑡*, 𝛽 = sin𝜔𝑡*, 𝑘 = −𝛽

𝛼
.

Подставим последнее равенство в выражения для производных. После преобра-
зований получим

𝐵1 = −𝛽

𝛼
𝐵2; 𝜓𝑇 (𝑡*)𝐵2 = 0; 𝜓𝑇 (𝑡*)𝐴𝐵2 = 0; . . . .

Это по определению означает линейную зависимость строк (или столбцов) матриц

𝐵2; 𝐴𝐵2; 𝐴
2𝐵2; . . . ; 𝐴

𝑛−1𝐵2. (9)

Выразив в равенстве 𝐵(𝑡*) = 0 𝐵2 через 𝐵1, получим аналогичную цепочку
равенств для матрицы 𝐵1, откуда вытекает, что строки (или столбцы) матриц

𝐵1; 𝐴𝐵1; 𝐴
2𝐵1; . . . ; 𝐴

𝑛−1𝐵1. (10)

линейно зависимы. Отсюда имеем, что столбцы матриц 𝐵1 и 𝐵2 принадлежат соб-
ственному инвариантному подпространству матрицы 𝐴, что и доказывает теоре-
му. �

3. Случай перестановочной матрицы
Рассмотрим систему

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, (11)

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(·) ∈ 𝑉 = {𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟|𝑢(·) ∈ 𝐿∞[0, 𝑇 ]}, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], матрица 𝐴(𝑡)
размера 𝑛 × 𝑛 является 𝑛 раз дифференцируемой и перестановочной со всеми
своими производными, 𝐵(𝑡) — матрица размера 𝑛× 𝑟 вида (8).

Задача: Выразить условия полной управляемости системы (11) на [0, 𝑇 ] через
элементы матриц 𝐴(𝑡), 𝐵1 и 𝐵2.

Далее рассмотрим функцию 𝜓𝑇 (𝑡) ̸= 0, являющуюся решением системы

�̇�𝑇 (𝑡) = −𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑡).

Известно [5], что система (11) неуправляема тогда и только тогда, когда су-
ществуют 𝜓𝑇 (𝑡) ̸= 0 — решение системы

�̇�𝑇 (𝑡) = −𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑡)
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и интервал Δ ⊂ [0, 𝑇 ] такие, что 𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡) = 0 на Δ ⊂ [0, 𝑇 ].

Теорема 3. Пусть выполнены все сделанные предположения на 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) и
𝑢(𝑡). Если система (11) неуправляема на [0, 𝑇 ] и существует точка 𝑡* ∈ Δ ⊂
[0, 𝑇 ] такая, что 𝐵(𝑡*) = 0, тогда

𝐹 (𝑘)(𝑡) =

[︂
𝐹 (𝑘−1)(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑘𝐹 (𝑘−2)(𝑡)�̇�(𝑡) +

𝑘(𝑘 − 1)

1 · 2 𝐹 (𝑘−3)(𝑡)𝐴(𝑡) + · · · +

+ 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑘)(𝑡)
]︁
𝐵2 = 0,

при 𝑡 = 𝑡* ∈ Δ ⊂ [0, 𝑇 ], 𝑘 = 0, · · · , 𝑛. Здесь 𝐹 (𝑡) = 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑡).

Доказательство (теоремы 3). На интервале Δ ⊂ [0, 𝑇 ] рассмотрим Φ(𝑡) =

𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡), где 𝐵(𝑡) — матрица вида (8), 𝜓𝑇 (𝑡) ̸= 0 — решение системы �̇�𝑇 (𝑡) =
−𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑡). Из неуправляемости системы (11) следует, что 𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡) = 0 на ин-
тервале Δ ⊂ [0, 𝑇 ]. Продифференцируем выражение

Φ(𝑡) = 𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡) = 0

𝑛− 1 раз и получим:

Φ′(𝑡) = −𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑡)𝐵(𝑡) + 𝜓𝑇 (𝑡)�̇�(𝑡) = 0,

Φ′′(𝑡) = 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴2(𝑡)𝐵(𝑡)− 𝜓𝑇 (𝑡)�̇�(𝑡)𝐵(𝑡)− 2𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑡)�̇�(𝑡)− 𝜓𝑇 (𝑡)𝐵(𝑡) = 0,

· · ·

Пусть 𝑡* ∈ Δ ⊂ [0, 𝑇 ] : 𝐵(𝑡*) = 0. Тогда Φ(𝑡*) = 𝜓𝑇 (𝑡*)𝐵(𝑡*) = 0. Из 𝐵(𝑡*) = 0
имеем

𝐵1 = −𝛽

𝛼
𝐵2; 𝛼 = cos𝜔𝑡*, 𝛽 = sin𝜔𝑡*, 𝑘 = −𝛽

𝛼
.

Подставив первое равенство в выражения для производных и проведя некоторые
преобразования, получим:

𝜓𝑇 (𝑡*)𝐵2 = 0,

𝜓𝑇 (𝑡*)𝐴(𝑡*)𝐵2 = 0,

𝜓𝑇 (𝑡*)𝐴2(𝑡*)𝐵2 − 𝜓𝑇 (𝑡*)�̇�(𝑡*)𝐵2 = 0,

· · ·

(12)

Выведем общую формулу для полученных равенств. Обозначим 𝐹 (𝑡) = 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑡).
Для 𝐹 (𝑡) воспользуемся формулой 𝑛 – ой производной:

𝐹 (𝑘)(𝑡) =

[︂
𝜓𝑇 (𝑘)(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑘𝜓𝑇 (𝑘−1)(𝑡)�̇�(𝑡) +

𝑘(𝑘 − 1)

1 · 2 𝜓𝑇 (𝑘−2)(𝑡)𝐴(𝑡) + · · · +

+ 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑘)(𝑡)
]︁
𝐵2. (13)

Нетрудно проверить, что производные функций 𝜓𝑇 (𝑡) и 𝐹 (𝑡) связаны следу-
ющими соотношениями:

𝐹 (𝑖)(𝑡) = −𝜓𝑇 (𝑖+1)(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛.

Подставив данные равенства в формулу (13) и учитывая (12), получим
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𝐹 (𝑘)(𝑡) =

[︂
𝜓𝑇 (𝑘)(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑘𝜓𝑇 (𝑘−1)(𝑡)�̇�(𝑡) +

𝑘(𝑘 − 1)

1 · 2 𝜓𝑇 (𝑘−2)(𝑡)𝐴(𝑡) + · · · +

+ 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑘)(𝑡)
]︁
𝐵2 = 0,

𝐹 (𝑘)(𝑡) = −
[︂
𝐹 (𝑘−1)(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑘𝐹 (𝑘−2)(𝑡)�̇�(𝑡) +

𝑘(𝑘 − 1)

1 · 2 𝐹 (𝑘−3)(𝑡)𝐴(𝑡) + · · · +

+ 𝜓𝑇 (𝑡)𝐴(𝑘)(𝑡)
]︁
𝐵2 = 0,

при 𝑡 = 𝑡* ∈ [0, 𝑇 ] : 𝐵(𝑡*) = 0, 𝑘 = 0, · · · , 𝑛. Что и доказывает теорему. �
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The work is initiated by the physical applications. We investigate the controllability of the
system

�̇� = 𝑓(𝑥) +𝐵(𝑡)𝑢,

where 𝐵(𝑡) = 𝐵1 cos𝜔𝑡 + 𝐵2 sin𝜔𝑡. The control action has the special structure set by the
physical application. For example, the similar control actions exist in the problems of the
aircraft landing in the conditions of wind disturbance, or changing the incline of the orbit
plane of the space satellite. The article describes the controllability specifications for the
problem in the form of the corresponding theorems.
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