
УДК 517.51
Оптимальное восстановление функций по неточно

заданному преобразованию Радона на классах, задаваемых
степенью оператора Лапласа

Т. Э. Баграмян
Кафедра нелинейного анализа и оптимизации
Российский университет дружбы народов

ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198
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1. Введение
В общем случае задача оптимального восстановления, исследуемая в рабо-

тах [1–3], состоит в восстановлении значения линейного оператора на некотором
множестве (классе) в линейном пространстве по значениям другого линейного
оператора (называемого информационным), возможно заданным неточно, с по-
грешностью в той или иной метрике. В конкретных задачах (начиная с [4] и
недавних [5–8]) в качестве информации обычно рассматриваются линейные функ-
ционалы и операторы, сопоставляющие функции её значения на наборе точек, её
коэффициенты Фурье или преобразование Фурье. В данной работе рассматрива-
ется преобразование Радона — оператор, переводящий функцию на R𝑑 в множе-
ство её интегралов по гиперплоскостям в R𝑑. Этот оператор подробно изучается
в теории компьютерной томографии, которая занимается численным восстанов-
лением функций по их линейным или плоскостным интегралам. Для функций
из пространства Шварца 𝑆(R𝑑) в случае, если преобразование Радона извест-
но точно, существует формула обращения, позволяющая произвести однозначное
восстановление (см. [9]). Мы рассматриваем случай, когда преобразование Ра-
дона измерено неточно, но с известной погрешностью 𝛿 в средне квадратичной
метрике. В теории оптимального восстановления подобные операторы рассмат-
ривались ранее в [10] (пример 3.2), где для функции на R2 известны интегралы
вдоль прямых, проходящих в некотором конечном числе направлений, а также в
работе [11], где рассматривается оператор радиального интегрирования, значение
которого известно с погрешностью.

2. Постановка задачи и формулировка результата

Пространство Шварца 𝑆(R𝑑) состоит из гладких функций, вместе со своими
производными убывающих на бесконечности быстрее любой степени |𝑥|,

sup
𝑥∈R𝑑

⃒⃒
𝑥𝛼𝐷𝛽𝑓(𝑥)

⃒⃒
<∞, ∀𝛼, 𝛽 ∈ Z𝑑+.

Рассмотрим оператор (−Δ)𝛼/2 : 𝑆(R𝑑)→ 𝐿2(R𝑑), 𝛼 > 0, задаваемый формулой

̂(−Δ)𝛼/2𝑓(𝜉) = |𝜉|𝛼 ̂︀𝑓(𝜉),
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где ̂︀𝑓 — преобразование Фурье 𝑓 ,

̂︀𝑓(𝜉) = (2𝜋)−𝑑/2
∫︁
R𝑑

𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑓(𝑥)d𝑥.

Определим класс 𝑊 , 𝑊 = {𝑓 ∈ 𝑆(R𝑑) : ‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖𝐿2(R𝑑) 6 1}.

Преобразованием Радона называется интегральный оператор

𝑅𝑓(𝜗, 𝑠) =

∫︁
𝑥𝜗=𝑠

𝑓(𝑥)d𝑥, 𝜗 ∈ S𝑑−1, 𝑠 ∈ R.

Функция 𝑅𝑓 определена на единичном цилиндре 𝑍 = S𝑑−1 × R. Гильбертово
пространство 𝐿2(𝑍) задаётся скалярным произведением

(𝑔, ℎ)𝐿2(𝑍) =

∫︁
S𝑑−1

∫︁
R

𝑔(𝜗, 𝑠)ℎ(𝜗, 𝑠)d𝑠d𝜗.

Предположим, что функция 𝑅𝑓 известна с погрешность 𝛿, т.е. дана функция
𝑔 ∈ 𝐿2(𝑍), такая что

||𝑅𝑓 − 𝑔||𝐿2(𝑍) 6 𝛿, 𝛿 > 0.

Задача состоит в нахождении оптимального метода восстановления функции 𝑓 ∈
𝑊 по информации 𝑔. Под методом восстановления понимается произвольное отоб-
ражение 𝑚 : 𝐿2(𝑍)→ 𝐿2(R𝑑), а погрешностью метода называется величина

𝑒(𝛿,𝑚) = sup
𝑓∈𝑊,𝑔∈𝐿2(𝑍)

‖𝑅𝑓−𝑔‖𝐿2(𝑍)6𝛿

||𝑓 −𝑚(𝑔)||𝐿2(R𝑑).

Погрешностью оптимального восстановления называется наименьшая из погреш-
ностей всех возможных методов

𝐸(𝛿) = inf
𝑚:𝐿2(𝑍)→𝐿2(R𝑑)

𝑒(𝛿,𝑚).

Метод, на котором достигается погрешность оптимального восстановления, на-
зывается оптимальным методом восстановления.

Рассмотрим функции

𝑥(𝜎) = (2𝜋)1−𝑑𝜎𝑑−1+2𝛼𝜒[0,∞)(𝜎), 𝑦(𝜎) = (2𝜋)1−𝑑𝜎𝑑−1𝜒[0,∞)(𝜎), 𝜎 ∈ R. (1)

Положим

̂︀𝜆1 = (2𝜋)
(𝑑−1)(𝑑−2)

𝑑−1+2𝛼
(𝑑− 1)

𝑑− 1 + 2𝛼
𝛿

4𝛼
𝑑−1+2𝛼 , ̂︀𝜆2 = (2𝜋)

(𝑑−1)(𝑑−2)
𝑑−1+2𝛼

2𝛼

𝑑− 1 + 2𝛼
𝛿

2(1−𝑑)
𝑑−1+2𝛼 . (2)

Теорема 1. Погрешность оптимального восстановления равна

𝐸(𝛿) =

√︁̂︀𝜆1 + ̂︀𝜆2𝛿2 = (2𝜋)
(𝑑−1)(𝑑−2)
2(𝑑−1+2𝛼) 𝛿

2𝛼
𝑑−1+2𝛼 .

Методы
𝑚𝑎(𝑔)(𝜎𝜗) = (2𝜋)(1−𝑑)/2𝑎(𝜎)̂︁𝑔𝜗(𝜎),
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где 𝑔𝜗(𝑠) = 𝑔(𝜗, 𝑠),

𝑎(𝜎) =

⎛⎝ ̂︀𝜆2̂︀𝜆1𝑥(𝜎) + ̂︀𝜆2 + 𝜀(𝜎)
𝜎𝛼
√︁̂︀𝜆1̂︀𝜆2̂︀𝜆1𝑥(𝜎) + ̂︀𝜆2

√︁
𝑥(𝜎)̂︀𝜆1 + ̂︀𝜆2 − 𝑦(𝜎)

⎞⎠𝜒[0,∞)(𝜎), (3)

𝜀(𝜎) ∈ 𝐿∞(R) и принимает значения на отрезке [−1, 1], являются оптималь-
ными.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 методы𝑚𝑎(𝑔)(𝜎𝜗) = (2𝜋)(1−𝑑)/2𝑎(𝜎)̂︁𝑔𝜗(𝜎),
где

𝑎(𝜎) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, 𝜎 ∈ [0, 2𝜋̂︀𝜆(1−𝑑)2 ],(︂ ̂︀𝜆2̂︀𝜆1𝑥(𝜎)+̂︀𝜆2

+ 𝜀(𝜎) 𝜎
𝛼
√̂︀𝜆1

̂︀𝜆2̂︀𝜆1𝑥(𝜎)+̂︀𝜆2

√︁
𝑥(𝜎)̂︀𝜆1 + ̂︀𝜆2 − 𝑦(𝜎))︂ , 𝜎 ∈ (2𝜋̂︀𝜆(1−𝑑)2 , ̂︀𝜆−1/2𝛼

1 ),

0, 𝜎 ∈ [̂︀𝜆−1/2𝛼
1 ,∞),

𝜀(𝜎) ∈ 𝐿∞(R) и принимает значения на отрезке [−1, 1], являются оптимальными.

Функция 𝑎 выполняет роль фильтра, определяющего соотношение между объ-
ёмом полезной информации и погрешностью, с которой она задана. Из следствия
видно, что при достаточно малых 𝜎 информация 𝑔 не нуждается в фильтрации, а
при достаточно больших 𝜎 фильтр можно выбрать равным 0, т.е. соответствую-
щий объем информации не влияет на погрешность оптимального восстановления.
Таким образом, выбрав фильтр 𝑎 как в следствии 1, получим, что восстановлен-
ная функция будет иметь ограниченный спектр.

Следствие 2. Для функции 𝑓 ∈ 𝑆(R𝑑) имеет место точное неравенство

‖𝑓‖𝐿2(R𝑑) 6 (2𝜋)
(𝑑−1)(𝑑−2)
2(𝑑−1+2𝛼) ‖𝑅𝑓‖

2𝛼
2(𝑑−1+2𝛼)

𝐿2(𝑍) ‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖
𝑑−1

𝑑−1+2𝛼

𝐿2(R𝑑)
, 𝛼 > 0.

3. Доказательства

Доказательство (теорема 1). Рассмотрим двойственную задачу

‖𝑓‖2𝐿2(R𝑑) → max, ‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖2𝐿2(R𝑑) 6 1, ‖𝑅𝑓‖2𝐿2(𝑍) 6 𝛿
2.

Её решение даёт оценку снизу для квадрата погрешности оптимального восста-
новления в силу следующей цепочки неравенств (в которой 𝑚 — произвольный
метод)

𝐸(𝛿) > sup
𝑓∈𝑊,𝑔∈𝐿2(𝑍)

‖𝑅𝑓−𝑔‖𝐿2(𝑍)6𝛿

‖𝑓 −𝑚(𝑔)‖𝐿2(R𝑑) > sup
𝑓∈𝑊

‖𝑅𝑓‖𝐿2(𝑍)6𝛿

‖𝑓 −𝑚(0)‖𝐿2(R𝑑) >

> sup
𝑓∈𝑊

‖𝑅𝑓‖𝐿2(𝑍)6𝛿

‖𝑓 −𝑚(0)‖𝐿2(R𝑑) + ‖ − 𝑓 −𝑚(0)‖𝐿2(R𝑑)

2
> sup

𝑓∈𝑊
‖𝑅𝑓‖𝐿2(𝑍)6𝛿

‖𝑓‖𝐿2(R𝑑).

Найдём решение двойственной задачи. Известно следующее соотношение, свя-
зывающее преобразование Радона функции и её преобразование Фурье (см. [9]).

(̂𝑅𝜗𝑓)(𝜎) = (2𝜋)(𝑑−1)/2 ̂︀𝑓(𝜎𝜗), 𝜎 ∈ R,
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где 𝑅𝜗𝑓(𝑠) = 𝑅𝑓(𝜗, 𝑠). Используя его, перепишем двойственную задачу.

‖𝑓‖2𝐿2(R𝑑) = ‖ ̂︀𝑓‖2𝐿2(R𝑑) =

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1

∫︁
S𝑑−1

| ̂︀𝑓(𝜎𝜗)|2d𝜗d𝜎;

‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖2𝐿2(R𝑑) = ‖ ̂(−Δ)𝛼/2𝑓‖2𝐿2(R𝑑) =

∫︁
R𝑑

|𝜉|2𝛼| ̂︀𝑓(𝜉)|2d𝜉 =
=

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1+2𝛼

∫︁
S𝑑−1

| ̂︀𝑓(𝜎𝜗)|2d𝜗d𝜎;

‖𝑅𝑓‖2𝐿2(𝑍) =

∫︁
S𝑑−1

∫︁
R

|𝑅𝑓(𝜗, 𝑠)|2d𝑠d𝜗 =

∫︁
S𝑑−1

∫︁
R

|̂︂𝑅𝜗𝑓(𝜎)|2d𝜎d𝜗 =

= (2𝜋)𝑑−1

∫︁
S𝑑−1

∫︁
R

| ̂︀𝑓(𝜎𝜗)|2d𝜎d𝜗 = (2𝜋)𝑑−1

∫︁
R

∫︁
S𝑑−1

| ̂︀𝑓(𝜎𝜗)|2d𝜗d𝜎.

Положим
∫︀
S𝑑−1 | ̂︀𝑓(𝜎𝜗)|2d𝜗d𝜎 = d𝜇(𝜎) и рассмотрим следующую задачу на ме-

рах
∞∫︁
0

𝜎𝑑−1d𝜇→ max,

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1+2𝛼d𝜇 6 1, (2𝜋)𝑑−1

∫︁
R

d𝜇 6 𝛿2. (4)

Запишем её функцию Лагранжа,

𝐿(𝜇, 𝜆1, 𝜆2) = −𝜆1 − 𝜆2𝛿2+

+ (2𝜋)𝑑−1

∫︁
R

(︀
𝜆1(2𝜋)

1−𝑑𝜎𝑑−1+2𝛼𝜒[0,∞)(𝜎) + 𝜆2 − (2𝜋)1−𝑑𝜎𝑑−1𝜒[0,∞)(𝜎)
)︀
d𝜇.

Рассмотрим функцию, заданную параметрически уравнениями (1) или

𝑦(𝑥) = (2𝜋)
1−𝑑+(𝑑−1)2

(𝑑−1+2𝛼) 𝑥
(𝑑−1)

(𝑑−1+2𝛼) .

Она является вогнутой при 𝛼 > 0. Уравнение касательной к графику функции
𝑦(𝑥) в точке 1/𝛿2 (соответствующее значение 𝜎 равно 𝜎* = [(2𝜋)𝑑−1𝛿−2]1/(𝑑−1+2𝛼))
имеет вид 𝑦 = ̂︀𝜆1𝑥+ ̂︀𝜆2, где ̂︀𝜆1, ̂︀𝜆2 определены в (2). Отсюда имеем ̂︀𝜆1𝑥(𝜎) + ̂︀𝜆2 −
𝑦(𝜎) > 0 и 𝐿(𝜇, ̂︀𝜆1, ̂︀𝜆2) > −̂︀𝜆1 − ̂︀𝜆2𝛿2.

Рассмотрим меру

d𝜇* =
𝛿2

(2𝜋)𝑑−1
𝐷
(︁
𝜎 − (2𝜋)

𝑑−1
𝑑−1+2𝛼 (𝛿−2)

1
𝑑−1+2𝛼

)︁
d𝜎,

где 𝐷 — дельта-функция. Она допустима в задаче (4), удовлетворяет условиям
дополняющей нежёсткости
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̂︀𝜆1
⎛⎝ ∞∫︁

0

𝜎𝑑−1+2𝛼d𝜇* − 1

⎞⎠+ ̂︀𝜆2
⎛⎝(2𝜋)𝑑−1

∫︁
R

d𝜇* − 𝛿2
⎞⎠ = 0

и минимизирует функцию Лагранжа, так как 𝐿(𝜇*, ̂︀𝜆1, ̂︀𝜆2) = −̂︀𝜆1 − ̂︀𝜆2𝛿2. Отсюда
следует, что она доставляет экстремум в задаче (4), решение которой равно ̂︀𝜆1 +̂︀𝜆2𝛿2.

Рассмотрим дельта-образную последовательность функций из 𝑆(R𝑑):
𝑛√
𝜋
𝑒−(𝑛𝜎)2 −→ 𝐷(𝜎).

Обозначим 𝑔𝑛(𝜎) =
𝛿2

(2𝜋)𝑑−1

𝑛√
𝜋
𝑒−(𝑛(𝜎−𝜎*))2 , тогда 𝑔𝑛(𝜎) −→

𝛿2

(2𝜋)𝑑−1
𝐷(𝜎 − 𝜎*).

Обозначим 𝑐𝑛 = max

(︂
1,

∞∫︀
0

𝜎𝑑−1+2𝛼𝑔𝑛(𝜎)d𝜎

)︂
и 𝑢𝑛(𝜎) =

𝑔𝑛(𝜎)

𝑐𝑛
. В силу того, что

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1+2𝛼𝑔𝑛(𝜎)d𝜎 −→
∞∫︁

−∞

𝜒[0,∞)(𝜎)𝜎
𝑑−1+2𝛼 𝛿2

(2𝜋)𝑑−1
𝐷(𝜎 − 𝜎*)d𝜎 = 1,

имеем 𝑢𝑛(𝜎) −→
𝛿2

(2𝜋)𝑑−1
𝐷(𝜎 − 𝜎*). Положим ̂︀𝑓𝑛(𝜎𝜗) = 𝑢𝑛(𝜎)

|S𝑑−1|
, тогда последова-

тельность {𝑓𝑛} допустима в двойственной задаче, так как

‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖2𝐿2(R𝑑) =

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1+2𝛼𝑢𝑛(𝜎)d𝜎 =
1

𝑐𝑛

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1+2𝛼𝑔𝑛(𝜎)d𝜎 6 1,

‖𝑅𝑓‖2𝐿2(𝑍) = (2𝜋)𝑑−1

∞∫︁
−∞

𝑢𝑛(𝜎)d𝜎 =
1

𝑐𝑛
(2𝜋)𝑑−1

∞∫︁
−∞

𝑔𝑛(𝜎)d𝜎 =
1

𝑐𝑛
𝛿2 6 𝛿2.

Значение двойственной задачи на последовательности {𝑓𝑛} совпадает с реше-
нием задачи (4)

‖𝑓‖2𝐿2(R𝑑) =

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1𝑢𝑛(𝜎)d𝜎 =
1

𝑐𝑛

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1𝑔𝑛(𝜎)d𝜎 −→

−→ (2𝜋)
(𝑑−1)(𝑑−2)

𝑑−1+2𝛼 𝛿
4𝛼

𝑑−1+2𝛼 = ̂︀𝜆1 + ̂︀𝜆2𝛿2,
откуда следует, что на {𝑓𝑛} достигается решение двойственной задачи.

Рассмотрим метод 𝑚𝑎(𝑔)(𝜎𝜗) = (2𝜋)(1−𝑑)/2𝑎(𝜎)̂︁𝑔𝜗(𝜎). Запишем его погреш-
ность

‖𝑓 −𝑚𝑎(𝑔)‖2𝐿2(R𝑑) = ‖ ̂︀𝑓 −𝑚𝑎(𝑔)‖2𝐿2(R𝑑) =

=

∫︁
S𝑑−1

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1| ̂︀𝑓(𝜎𝜗)− (2𝜋)(1−𝑑)/2𝑎(𝜎)̂︁𝑔𝜗(𝜎)|2d𝜎d𝜗 =
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=

∫︁
S𝑑−1

∞∫︁
0

𝜎𝑑−1
⃒⃒⃒
𝑎(𝜎)(2𝜋)(1−𝑑)/2

(︁̂︁𝑔𝜗(𝜎)− (2𝜋)(𝑑−1)/2 ̂︀𝑓(𝜎𝜗))︁+ ̂︀𝑓(𝜎𝜗)(𝑎(𝜎)− 1)
⃒⃒⃒2
d𝜎d𝜗.

Применим неравенство Коши–Буняковского |𝑥𝑦|2 6 ‖𝑥‖2‖𝑦‖2 к векторам

𝑥 =

⎛⎝(2𝜋)(1−𝑑)/2
𝑎(𝜎)√︁̂︀𝜆2 , 𝜎

1−𝑑−2𝛼
2

(𝑎(𝜎)− 1)√︁̂︀𝜆1
⎞⎠ ,

𝑦 =

(︂(︁̂︁𝑔𝜗(𝜎)− (2𝜋)(𝑑−1)/2 ̂︀𝑓(𝜎𝜗))︁√︁̂︀𝜆2, 𝜎 𝑑−1+2𝛼
2

√︁̂︀𝜆1 ̂︀𝑓(𝜎𝜗))︂ .
Получим

‖𝑓 −𝑚𝑎(𝑔)‖2𝐿2(R𝑑) 6

6
∫︁

S𝑑−1

∞∫︁
0

𝐴(𝜎)

(︂
𝜎𝑑−1+2𝛼̂︀𝜆1| ̂︀𝑓(𝜎𝜗)|2 + ⃒⃒⃒̂︁𝑔𝜗(𝜎)− (2𝜋)(𝑑−1)/2 ̂︀𝑓(𝜎𝜗)⃒⃒⃒2 ̂︀𝜆2)︂ d𝜎d𝜗,

где

𝐴(𝜎) = 𝜎𝑑−1

(︂
(2𝜋)(1−𝑑)

𝑎2(𝜎)̂︀𝜆2 + 𝜎1−𝑑−2𝛼 (𝑎(𝜎)− 1)2̂︀𝜆1
)︂
.

Условие (3) эквивалентно 𝐴(𝜎) 6 1, 𝜎 ∈ [0,∞), откуда ‖𝑓 −𝑚𝑎(𝑔)‖2𝐿2(R𝑑) 6
̂︀𝜆1 +̂︀𝜆2𝛿2. �

Доказательство (следствие 1). Положим 𝑎(𝜎) = 1 в неравенстве 𝐴(𝜎) 6 1,
получим, что оно выполнено при 𝜎 6 2𝜋̂︀𝜆(1−𝑑)2 . Аналогично, положим 𝑎(𝜎) = 0,
тогда 𝐴(𝜎) 6 1 выполнено при 𝜎 > ̂︀𝜆−1/2𝛼

1 . �

Доказательство (следствие 2). Из доказательства теоремы 1 следует
‖𝑢‖𝐿2(R𝑑) 6 (2𝜋)

(𝑑−1)(𝑑−2)
2(𝑑−1+2𝛼) 𝛿

2𝛼
2(𝑑−1+2𝛼) , при ограничениях ‖𝑅𝑢‖𝐿2(𝑍) = 𝛿 и

‖(−Δ)𝛼/2𝑢‖𝐿2(R𝑑) = 1. Положив 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥)
‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖

𝐿2(R𝑑)

, 𝑓 ̸= 0, получим

‖𝑓‖𝐿2(R𝑑) 6 (2𝜋)
(𝑑−1)(𝑑−2)
2(𝑑−1+2𝛼) ‖𝑅𝑓‖

2𝛼
2(𝑑−1+2𝛼)

𝐿2(𝑍) ‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖
𝑑−1

𝑑−1+2𝛼

𝐿2(R𝑑)
.
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UDC 517.51
Optimal Recovery of Functions from Inaccurate Data on the
Radon Transform for Classes Defined by the Degree of the

Laplacian
T. E. Bagramyan

Department of Nonlinear Analysis and Optimization
Peoples’ Friendship University of Russia

6, Miklukho-Maklaya str., Moscow, Russia, 117198

We consider the problem of optimal recovery of function in Schwartz space from inaccurate
data (in the mean square metric) on it’s Radon transform. We present explicit expressions
for the error of optimal recovery and a set of optimal methods. As a consequence we prove
one inequality for functions in Schwartz space.

Key words and phrases: Radon transform, Schwartz space, optimal recovery.




