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Рассматривается движение тяжёлого твёрдого тела, одна из точек которого (точка
подвеса) совершает вертикальные гармонические колебания высокой частоты и малой
амплитуды. В рамках приближенной автономной системы дифференциальных уравне-
ний движения проведён анализ существования, бифуркации и устойчивости «боковых»
относительных равновесий тела, для которых центр масс и точка подвеса не лежат на
одной вертикали. Показано, что, в зависимости от частоты колебаний точки подвеса,
боковые относительные равновесия могут отсутствовать или их может быть два или че-
тыре. Установлено, что все боковые относительные равновесия тела в области своего
существования неустойчивы.
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1. Введение
Изучение динамики твёрдых тел при наличии высокочастотных вибраций точ-

ки подвеса начато более ста лет назад [1] с исследования устойчивости перевёр-
нутого положения математического маятника и продолжается до сих пор. Бы-
ли исследованы математический [2–4], физический [5], сферический [6] маятники
при вертикальных высокочастотных вибрациях точки подвеса; математический
маятник при вибрациях точки подвеса вдоль произвольной наклонной оси [7];
маятник или система маятников при периодических или условно-периодических
вибрациях точки подвеса по вертикали, вдоль наклонной оси, по эллипсу [8]; вол-
чок Лагранжа [9] и система двух физических маятников [10] при вертикальных
вибрациях точки подвеса. Наиболее полная библиография по данной тематике
содержится в работах [8, 11].

В статье [12] получены приближенные автономные дифференциальные урав-
нения движения твёрдого тела с произвольной геометрией масс в предположе-
нии, что одна из точек тела совершает произвольные периодические или условно-
периодические вибрации высокой частоты и малой амплитуды.

В данной работе рассмотрен случай вертикальных гармонических вибраций
точки подвеса тела. В рамках указанной приближенной системы решается вопрос
о существовании, числе и устойчивости равновесий тела (в системе координат,
движущейся поступательно вместе с точкой подвеса), для которых центр масс и
точка подвеса не лежат на одной вертикали. Геометрия масс и точка подвеса в
теле предполагаются произвольными.

2. Постановка задачи
Рассмотрим движения твёрдого тела в однородном поле тяжести. Пусть од-

на из точек тела 𝑂, называемая далее точкой подвеса, совершает вертикальные
гармонические колебания по закону 𝑂*𝑂 = ℎ cosΩ𝑡 относительно некоторой фик-
сированной точки 𝑂*.

Статья поступила в редакцию 1 ноября 2010 г.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проекты № 08-01-00363, № 10-01-00381-a) и гранта Президента Российской Федерации
для поддержки ведущих научных школ (проект № НШ-3797.2010.1).
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Введём поступательно движущуюся систему координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍, ось 𝑂𝑍 кото-
рой направлена вертикально вверх, и связанную с телом систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧
с осями, направленными вдоль главных осей инерции тела для точки 𝑂. Соответ-
ствующие главные моменты инерции обозначим через 𝐴,𝐵,𝐶, а проекции вектора
OG на оси 𝑂𝑥,𝑂𝑦,𝑂𝑧 — через 𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺. Связанные оси направляем и именуем
таким образом, чтобы были выполнены неравенства

𝐴 > 𝐵 > 𝐶, 𝑥𝐺 > 0, 𝑦𝐺 > 0. (1)

Будем предполагать, что амплитуда ℎ колебаний точки подвеса тела мала по
сравнению с расстоянием 𝑟𝐺 = 𝑂𝐺, а частота Ω велика по сравнению с харак-
терной частотой 𝜔 =

√︀
𝑔/𝑟𝐺; здесь 𝑚 — масса тела, 𝑔 — ускорение свободного

падения. Введём малый параметр 𝜀 и будем считать, что

ℎ/𝑟𝐺 = 𝜀 (0 < 𝜀≪ 1), 𝜔/Ω ∼ 𝜀. (2)

При помощи методов теории возмущений дифференциальные уравнения дви-
жения тела в системе координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍 можно преобразовать к виду, главная
часть которого соответствует автономной механической системе. Приближенные
автономные уравнения имеют вид модифицированных уравнений Эйлера — Пуас-
сона [12]

𝐴𝑝̇+ (𝐶 −𝐵)𝑞𝑟 = 𝑚𝑔𝑎+𝑚𝑥, 𝐵𝑞 + (𝐴− 𝐶)𝑟𝑝 = 𝑚𝑔𝑏+𝑚𝑦,

𝐶𝑟̇ + (𝐵 −𝐴)𝑝𝑞 = 𝑚𝑔𝑐+𝑚𝑧;

𝛾̇1 = 𝑟𝛾2 − 𝑞𝛾3, 𝛾̇2 = 𝑝𝛾3 − 𝑟𝛾1, 𝛾̇3 = 𝑞𝛾1 − 𝑝𝛾2;

𝑎 = 𝑧𝐺𝛾2 − 𝑦𝐺𝛾3, 𝑏 = 𝑥𝐺𝛾3 − 𝑧𝐺𝛾1, 𝑐 = 𝑦𝐺𝛾1 − 𝑥𝐺𝛾2.

(3)

Здесь 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 и 𝑚𝑥, 𝑚𝑦, 𝑚𝑧 — проекции вектора абсолютной угловой
скорости тела, орта n оси 𝑂𝑍 и вектора вибрационного момента [2, 12] на оси
связанной системы координат соответственно, причём [12]

𝑚𝑥 = 𝛼

[︂
𝑥𝐺

(︂
𝑏𝛾2
𝐵

+
𝑐𝛾3
𝐶

)︂
− (𝑦𝐺𝛾2 + 𝑧𝐺𝛾3)

𝑎

𝐴

]︂
,

𝑚𝑦 = 𝛼

[︂
𝑦𝐺

(︂
𝑎𝛾1
𝐴

+
𝑐𝛾3
𝐶

)︂
− (𝑥𝐺𝛾1 + 𝑧𝐺𝛾3)

𝑏

𝐵

]︂
,

𝑚𝑧 = 𝛼

[︂
𝑧𝐺

(︂
𝑎𝛾1
𝐴

+
𝑏𝛾2
𝐵

)︂
− (𝑥𝐺𝛾1 + 𝑦𝐺𝛾2)

𝑐

𝐶

]︂
;

𝛼 = (𝑚ℎΩ)2/2, ℎΩ ∼ 1.

(4)

Стационарные решения системы (2), (3) вида

𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 0, 𝛾𝑗 = 𝛾𝑗0 = const (𝑗 = 1, 2, 3) (5)

соответствуют, в рамках рассматриваемой приближенной системы, относитель-
ным равновесиям тела. Значения величин 𝛾𝑗 в положениях равновесия удовле-
творяют системе алгебраических уравнений

0 = 𝑚𝑔𝑎+𝑚𝑥, 0 = 𝑚𝑔𝑏+𝑚𝑦, 0 = 𝑚𝑔𝑐+𝑚𝑧. (6)

Уравнения (6) следует рассматривать вместе с соотношениями (4), (5) и геомет-
рическим интегралом

𝛾21 + 𝛾22 + 𝛾23 = 1. (7)
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Данная система уравнений всегда имеет два частных решения

𝛾10 = ±𝑥𝐺
𝑟𝐺
, 𝛾20 = ±𝑦𝐺

𝑟𝐺
, 𝛾30 = ±𝑧𝐺

𝑟𝐺
, (8)

для которых центр масс тела в положении относительного равновесия находится
на одной вертикали с точкой подвеса, выше или ниже её. Эти стационарные реше-
ния существуют и в полной неавтономной системе дифференциальных уравнений
движения тела.

Цель работы — решение вопроса о существовании и устойчивости (в рамках
приближенной системы) других положений относительного равновесия тела, для
которых ось 𝑂𝐺 не вертикальна. В дальнейшем будем называть такие положения
равновесия боковыми.

3. Случай положения центра масс тела в главной
плоскости инерции

Рассмотрим сначала случай, когда центр масс тела лежит в одной из главных
плоскостей инерции тела, например, 𝑂𝑥𝑧 (т.е. 𝑦𝐺 = 0).

3.1. Существование относительных равновесий

Равновесные значения 𝛾𝑗0 удовлетворяют в случае 𝑦𝐺 = 0 уравнениям

𝛾2

{︂
𝑚𝑔𝑧𝐺 + 𝛼

[︂
𝑥𝐺
𝐵

(𝑥𝐺𝛾3 − 𝑧𝐺𝛾1)−
(︂
𝑥2𝐺
𝐶

+
𝑧2𝐺
𝐴

)︂
𝛾3

]︂}︂
= 0,

(𝑥𝐺𝛾3 − 𝑧𝐺𝛾1)

[︂
𝑚𝑔 − 𝛼

𝐵
(𝑥𝐺𝛾1 + 𝑧𝐺𝛾3)

]︂
= 0,

𝛾2

{︂
−𝑚𝑔𝑥𝐺 + 𝛼

[︂
𝑧𝐺
𝐵

(𝑥𝐺𝛾3 − 𝑧𝐺𝛾1) +

(︂
𝑥2𝐺
𝐶

+
𝑧2𝐺
𝐴

)︂
𝛾1

]︂}︂
= 0

(9)

и интегралу (7).
Кроме решений вида (8) (при 𝑦𝐺 = 0), система (9) имеет ещё два типа решений.

Решения первого типа описываются соотношениями

𝛾2 = 0, 𝑚𝑔 =
𝛼

𝐵
(𝑥𝐺𝛾1 + 𝑧𝐺𝛾3), 𝛾21 + 𝛾23 = 1.

Им соответствуют равновесия, для которых плоскость 𝑂𝑥𝑧, содержащая центр
масс тела, вертикальна, причём радиус-вектор OG составляет с вертикалью угол
𝜉, определяемый условием

cos 𝜉 =
𝑚𝑔𝐵

𝛼𝑟𝐺
.

Отсюда следует, что угол 𝜉 — острый, а сами решения существуют при условии

𝛼 > 𝛼1, 𝛼1 =
𝑚𝑔𝐵

𝑟𝐺
.

Решения второго типа удовлетворяют уравнениям

𝛾1 =
𝑚𝑔𝐴𝐶𝑥𝐺

𝛼(𝐴𝑥2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)
, 𝛾3 =

𝑚𝑔𝐴𝐶𝑧𝐺
𝛼(𝐴𝑥2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)

, 𝛾21 + 𝛾22 + 𝛾23 = 1.
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Условие существования этих решений задаётся неравенством 𝛾21 + 𝛾23 6 1, откуда
следует, что

𝛼 > 𝛼2, 𝛼2 =
𝑚𝑔𝐴𝐶𝑟𝐺
𝐴𝑥2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺

.

Введём обозначение

Δ = 𝐶(𝐴−𝐵)𝑧2𝐺 −𝐴(𝐵 − 𝐶)𝑥2𝐺.

При Δ > 0 и Δ < 0 имеем соответственно 𝛼1 < 𝛼2 и 𝛼1 > 𝛼2.
Таким образом, в интервалах 0 < 𝛼 < min(𝛼1, 𝛼2), min(𝛼1, 𝛼2) < 𝛼 < max(𝛼1, 𝛼2)

и 𝛼 > max(𝛼1, 𝛼2) изменения параметра 𝛼, характеризующего частоту колебаний
точки подвеса, система (9) соответственно не имеет стационарных решений, имеет
решения одного из двух типов и имеет решения обоих типов, отвечающих боко-
вым относительным равновесиям тела.

В случае Δ = 0 при выполнении неравенства

𝛼 > 𝛼3, 𝛼3 =
𝑚𝑔

𝑥𝐺

√︂
𝐵𝐶(𝐴−𝐵)

𝐴− 𝐶
(𝛼3 = 𝛼1 = 𝛼2) (10)

существует семейство решений системы (9), определяемое условиями

𝑚𝑔 =
𝛼

𝐵
(𝑥𝐺𝛾1 + 𝑧𝐺𝛾3), 𝛾21 + 𝛾22 + 𝛾23 = 1. (11)

В пространстве величин 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 эти условия задают окружность, являющу-
юся пересечением сферы Пуассона и плоскости и представляющую в теле геомет-
рическое место концов вертикального орта n.

Решения первого и второго типов в случае Δ = 0 сливаются и принадлежат
семейству (11).

Заметим, что в частных случаях геометрии масс, когда центр масс тела ле-
жит на главной оси инерции (например, на оси 𝑂𝑧), или когда тело динамически
симметрично (случай 𝐴 = 𝐵), или представляет бесконечно тонкую пластинку
(случай 𝐵 = 𝐴 + 𝐶), величина Δ в нуль не обращается, и описанное семейство
решений не существует.

3.2. Исследование устойчивости

Для анализа устойчивости найденных решений зададим возмущения

𝑝 = 𝑥1, 𝑞 = 𝑥2, 𝑟 = 𝑥3, 𝛾1 = 𝛾10 + 𝑦1, 𝛾2 = 𝛾20 + 𝑦2, 𝛾3 = 𝛾30 + 𝑦3 (12)

переменных системы (2), (3) относительно их стационарных значений.
Характеристическое уравнение линеаризованной системы уравнений возму-

щённого движения записывается в виде

𝜆2(𝑏2𝜆
4 + 𝑏1𝜆

2 + 𝑏0) = 0, 𝑏2 = 𝐴𝐵𝐶. (13)

Для решений первого типа имеем

𝑏1 = − 𝛼

𝐴𝐵𝐶

[︁
𝐴2𝐶2(𝑥𝐺𝛾30 − 𝑧𝐺𝛾10)

2 +𝐵(𝐴𝛾210 + 𝐶𝛾230)Δ
]︁
,

𝑏0 =
𝛼2Δ

𝐴𝐵2𝐶
(𝑥𝐺𝛾30 − 𝑧𝐺𝛾10)

2(𝐴𝛾210 + 𝐶𝛾230).

(14)
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Для решений второго типа

𝑏1 =
𝑏12𝛼

2 + 𝑏10
𝛼𝐴𝐵𝐶(𝐴𝑥2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)

2
, 𝑏10 = 𝑚2𝑔2𝑟2𝐺𝐴

3𝐶3Δ,

𝑏12 = 𝐵𝛾220(𝐴𝑥
2
𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)

2[(𝐴+ 𝐶)Δ−𝐴𝐶(𝐴𝑥2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)]

𝑏0 = − 𝛾2
20Δ

𝐴2𝐵𝐶2
[𝛼2𝐵𝛾220(𝐴𝑥

2
𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺) +𝑚2𝑔2𝐴2𝐶2].

(15)

Из соотношений (14) следует, что при Δ > 0 имеем 𝑏1 < 0, а при Δ < 0 —
𝑏0 < 0. Из соотношений (15) получим, что, наоборот, при Δ > 0 имеем 𝑏0 < 0, а
при Δ 6 0 — 𝑏1 < 0.

Для решений из семейства (11) 𝑏0 = 0, а

𝑏1 = − 𝐴2(𝐵 − 𝐶)𝑥2𝐺
𝛼𝐶(𝐴−𝐵)2𝑧2𝐺

[𝛼2𝑥2𝐺(𝐴− 𝐶)−𝑚2𝑔2𝐵𝐶(𝐴−𝐵)]. (16)

В области (10) существования этого семейства коэффициент 𝑏1 из соотноше-
ния (16) отрицателен.

Таким образом, во всех описанных случаях боковых относительных равнове-
сий тела один из коэффициентов 𝑏0 или 𝑏1 характеристического уравнения (13)
отрицателен, и это уравнение имеет один или два корня с положительными веще-
ственными частями. Поэтому, на основании теоремы Ляпунова об устойчивости
по первому приближению, все боковые относительные равновесия тела неустой-
чивы.

Ранее для рассматриваемого случая вертикальных вибраций точки подвеса
была установлена неустойчивость боковых относительных равновесий математи-
ческого маятника [3, 7] и равновесий первого типа для твёрдого тела, центр масс
которого лежит на главной оси инерции [12].

4. Общий случай геометрии масс тела
Рассмотрим теперь общий случай геометрии масс тела, когда центр масс тела

не лежит в главной плоскости инерции и выполнены соотношения (1), в которых
следует взять знаки строгих неравенств.

4.1. Существование относительных равновесий.

Проанализируем решения системы (6), (7) (при учёте соотношений (4), (5)).
Умножим первое уравнение из (6) на 𝑥𝐺, второе на 𝑦𝐺, третье на 𝑧𝐺 и затем
почленно сложим. Учитывая, что

𝑥𝐺𝑎+ 𝑦𝐺𝑏+ 𝑧𝐺𝑐 = 0, (17)

получим уравнение

𝐴−𝐵

𝐴𝐵
𝑧𝐺𝑎𝑏+

𝐵 − 𝐶

𝐵𝐶
𝑥𝐺𝑏𝑐+

𝐶 −𝐴

𝐴𝐶
𝑦𝐺𝑎𝑐 = 0. (18)

Соотношение (18), рассматриваемое в пространстве величин 𝑎, 𝑏, 𝑐, представ-
ляет собой уравнение конической поверхности с вершиной в точке 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0.
Исследуемые величины 𝑎, 𝑏, 𝑐 лежат в сечении этого конуса плоскостью (17).

Из уравнений (17) и (18) следует, что если одна из величин 𝑎, 𝑏 или 𝑐 рав-
на нулю, то две другие также равны нулю. Случай 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0 приводит к
решениям (8).

Пусть ни одна из величин 𝑎, 𝑏 или 𝑐 не равна нулю. Исключая 𝑐 при помо-
щи соотношения (17) и вводя обозначение 𝑘 = 𝑏/𝑎, получим из (18) квадратное
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уравнение для 𝑘

𝐵 − 𝐶

𝐵𝐶
𝑥𝐺𝑦𝐺𝑘

2 +

(︂
𝐵 − 𝐶

𝐵𝐶
𝑥2𝐺 − 𝐴− 𝐶

𝐴𝐶
𝑦2𝐺 − 𝐴−𝐵

𝐴𝐵
𝑧2𝐺

)︂
𝑘 − 𝐴− 𝐶

𝐴𝐶
𝑥𝐺𝑦𝐺 = 0. (19)

Его дискриминант имеет вид 𝐷 = 𝑑/(𝐴𝐵𝐶)2, где

𝑑 = [𝐴(𝐵 −𝐶)𝑥2𝐺 −𝐵(𝐴−𝐶)𝑦2𝐺 −𝐶(𝐴−𝐵)𝑧2𝐺]
2 +4𝐴𝐵(𝐴−𝐶)(𝐵 −𝐶)𝑥2𝐺𝑦

2
𝐺. (20)

Из условий (1) (взятых со знаками строгих неравенств) следует, что 𝑑 > 0.
Поэтому уравнение (19) имеет два вещественных корня 𝑘 = 𝑘1,2 (𝑘1 < 0 < 𝑘2).

Заметим, что в случае 𝑦𝐺 = 0 получаем 𝑑 = Δ2; величина Δ, использованная
в разд.2 при описании и исследовании устойчивости относительных равновесий
тела, может иметь разные знаки и обратиться в нуль.

Положим в соотношениях (6) (при учёте (5)) 𝑏 = 𝑘𝑗𝑎, 𝑐 = −(𝑥𝐺 + 𝑘𝐽𝑦𝐺)𝑎/𝑧𝐺
(𝑗 = 1, 2) и, сократив на 𝑎, получим систему трёх линейных уравнений отно-
сительно стационарных значений 𝛾10, 𝛾20, 𝛾30. Определитель этой системы равен
нулю, и независимыми будут только два уравнения, имеющие вид

𝑚𝑔 + 𝛼

(︂
𝑥𝐺𝛾20
𝐵

𝑘𝑗 −
𝑥𝐺𝛾30
𝐶

𝑥𝐺 + 𝑘𝑗𝑦𝐺
𝑧𝐺

− 𝑦𝐺𝛾20 + 𝑧𝐺𝛾30
𝐴

)︂
= 0,

𝑚𝑔𝑘𝑗 + 𝛼

(︂
𝑦𝐺𝛾10
𝐴

− 𝑦𝐺𝛾30
𝐶

𝑥𝐺 + 𝑘𝑗𝑦𝐺
𝑧𝐺

− 𝑥𝐺𝛾10 + 𝑧𝐺𝛾30
𝐵

𝑘𝑗

)︂
= 0.

(21)

К ним следует присоединить ещё геометрический интеграл (7).

При помощи уравнений (21) исключим 𝛾10 и 𝛾20 и приведём уравнение (7) к
виду

ℓ2𝛽
2 + ℓ1𝛽 + ℓ0 = 0, 𝛽 = 𝛼𝛾30,

ℓ2 = 𝐴2[(𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)
2 + (𝐵2𝑦2𝐺 + 𝐶2𝑧2𝐺)𝑥

2
𝐺]𝑘

2
𝑗+

+2𝐴𝐵𝑥𝐺𝑦𝐺[𝐴(𝐵(𝑥2𝐺 + 𝑦2𝐺) + 𝐶𝑧2𝐺) + 𝐶(𝐵 − 𝐶)𝑧2𝐺]𝑘𝑗+

+𝐵2[(𝐴𝑥2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)
2 + 𝑦2𝐺(𝐴

2𝑥2𝐺 + 𝐶2𝑧2𝐺)],

ℓ1 = −2𝑚𝑔𝑧𝐺𝐴𝐵𝐶[𝐴(𝐵𝑦
2
𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)𝑘

2
𝑗 + 2𝐴𝐵𝑥𝐺𝑦𝐺𝑘𝑗 +𝐵(𝐴𝑥2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)],

ℓ0 = −𝐶2𝑧2𝐺[(𝐴𝑘𝑗𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)
2𝛼2 −𝑚2𝑔2𝐴2𝐵2(1 + 𝑘2𝑗 )].

(22)

Проанализируем решения уравнения (22).

Дискриминант квадратного относительно 𝑘𝑗 трёхчлена в выражении для ℓ2,
равный −4𝐴2𝐵2𝐶2𝑧2𝐺𝑟

2
𝐺(𝐴𝑥

2
𝐺+𝐵𝑦2𝐺+𝐶𝑧2𝐺)

2, строго отрицателен, поэтому ℓ2 > 0.
Для определения знака свободного члена подставим в формулу для ℓ0 выражения
для 𝑘𝑗 из уравнения (19), в результате получим

ℓ0 =
𝐶2𝑧2𝐺

4(𝐵 − 𝐶)2𝑥2𝐺𝑦
2
𝐺

(𝑓2𝛼
2 + 𝑓0),

𝑓2 = −𝑥2𝐺(𝑝±
√
𝑑)2, 𝑓0 = 2𝑚2𝑔2𝐵2(𝑔0 ± 𝑔1

√
𝑑),

𝑝 = 𝐴(𝐵 − 𝐶)𝑥2𝐺 +𝐵(2𝐵 −𝐴− 𝐶)𝑦2𝐺 + 𝐶(𝐵 −𝐴)𝑧2𝐺,

𝑔0 = Δ2 + [2𝐴2(𝐵 − 𝐶)2𝑥2𝐺 +𝐵2(𝐴− 𝐶)2𝑦2𝐺 + 2𝐵𝐶(𝐴−𝐵)(𝐴− 𝐶)𝑧2𝐺]𝑦
2
𝐺,

𝑔1 = −Δ−𝐵(𝐴− 𝐶)𝑦2𝐺.

(23)
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В формулах для 𝑓2 и 𝑓0 (и далее в аналогичных формулах) верхний и нижний
знаки относятся к величинам 𝑘2 и 𝑘1 соответственно, а величина 𝑑 вычисляется
по формуле (20).

Непосредственным вычислением проверяется, что

𝑝2 − 𝑑 = 4𝐵(𝐵 −𝐴)(𝐵 − 𝐶)(𝐴𝑥2𝐺 +𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)𝑦
2
𝐺 ̸= 0,

𝑔20 − 𝑔21𝑑 = 4𝐴2(𝐵 − 𝐶)2𝑥2𝐺𝑦
2
𝐺[𝑑+ 𝐶2(𝐴−𝐵)2𝑥2𝐺𝑦

2
𝐺] > 0.

(24)

Из неравенства (24) следует, что выражение в скобках в формуле для 𝑓2 в
нуль не обращается, поэтому 𝑓2 < 0. Неравенство (25) вместе с условием 𝑔0 > 0

приводит к соотношению 𝑔0 > |𝑔1|
√
𝑑, означающему, что для обоих значений 𝑘1 и

𝑘2 имеем 𝑓0 > 0. Введём обозначение

𝛼* = (𝑓0/|𝑓2|)1/2. (25)

Из соотношения (23) получим, что при выполнении условий 0 < 𝛼 < 𝛼* и 𝛼 > 𝛼*
справедливы соответственно неравенства ℓ0 > 0 и ℓ0 < 0.

Проанализируем дискриминант 𝐷1 квадратного уравнения (22). Имеем

𝐷1 = 4𝐶2𝑧2𝐺[(𝐴𝑘𝑗𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)
2ℓ2𝛼

2 −𝑚2𝑔2𝐴2𝐵2𝑤0], (26)

𝑤0 = [𝐴2𝐵2(𝑥4𝐺 − 4𝑥2𝐺𝑦
2
𝐺 + 𝑦4𝐺) +𝐴𝐶(𝐴𝐶 − 2𝐴𝐵 + 2𝐵2)𝑥2𝐺𝑧

2
𝐺+

+ 𝐶2(𝐴−𝐵)2𝑧4𝐺]𝑘
2
𝑗 − 2𝐴𝐵𝑥𝐺𝑦𝐺[𝐴𝐵(𝑥2𝐺 − 𝑦2𝐺) + 𝐶(𝐵 + 𝐶 −𝐴)𝑧2𝐺]𝑘𝑗+

+𝐵2(𝐴2𝑥2𝐺 + 𝐶2𝑧2𝐺)𝑦
2
𝐺. (27)

причём величина ℓ2 определена в (22). Заметим, что множитель 𝐴𝑘𝑗𝑥𝐺 − 𝐵𝑦𝐺 в
выражении (27) в нуль не обращается, так как величина 𝐵𝑦𝐺/𝐴𝑥𝐺 не является
решением уравнения (19). А так как ℓ2 > 0, то коэффициент при 𝛼2 в (27) строго
положителен.

Для определения знака последнего слагаемого (27) подставим в выражение
для 𝑤0 значения 𝑘𝑗 согласно уравнению (19); получаем

𝑤0 =

√
𝑑(𝑞1

√
𝑑± 𝑞0)

16𝐴2(𝐵 − 𝐶)4𝑥2𝐺𝑦
4
𝐺

.

Здесь 𝑞1 и 𝑞0 — однородные многочлены относительно 𝐴,𝐵,𝐶 и 𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺, кото-
рые в силу громоздкости не выписаны. Вычисления показывают, что

𝑞21𝑑− 𝑞20 = 256𝐴2𝐵2𝐶4(𝐴−𝐵)2(𝐵 − 𝐶)4(𝐴𝑥2𝐺 +𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)
2𝑥2𝐺𝑦

6
𝐺𝑧

2
𝐺𝑟

2
𝐺,

поэтому
√
𝑑|𝑞1| > |𝑞0| > 0. Следовательно, знак величины 𝑤0 совпадает со знаком

𝑞1. А так как |𝑞1| ̸= 0, то в области допустимых значений параметров 𝐴,𝐵,𝐶,
𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺 эта величина сохраняет постоянный знак; проверка показывает, что
этот знак положительный. Таким образом, 𝑤0 > 0.

Следовательно, для каждого 𝑘 = 𝑘𝑗 (𝑗 = 1 или 2) дискриминант (27) поло-
жителен при выполнении неравенства 𝛼 > 𝛼𝑗 , где

𝛼2
𝑗 =

𝑚2𝑔2𝐴2𝐵2𝑤0

(𝐴𝑘𝑗𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)2ℓ2
.
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Заметим, что

𝛼2
1 − 𝛼2

2 =
(𝑘2 − 𝑘1)𝑚

2𝑔2𝑧2𝐺𝐴𝐵
4𝐶2(𝐴−𝐵)2(𝐵 − 𝐶)2𝑢𝑑

(𝐴𝑘1𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)2(𝐴𝑘2𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)2ℓ
(1)
2 ℓ

(2)
2 (𝐵 − 𝐶)6𝑥𝐺𝑦𝐺

,

𝑢 = (𝐴𝑥2𝐺 +𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)
2[𝐴(𝐵 + 𝐶)𝑥2𝐺 +𝐵(𝐴+ 𝐶)𝑦2𝐺 + 𝐶(𝐴+𝐵)𝑧2𝐺],

где ℓ
(𝑗)
2 (𝑗 = 1, 2) — это функция ℓ2 из (22), в выражении для которой стоит

соответствующая величина 𝑘𝑗 . Так как 𝑘2 > 𝑘1, то 𝛼1 > 𝛼2.
Таким образом, при 0 < 𝛼 < 𝛼2 квадратное уравнение (22) не имеет действи-

тельных корней, при 𝛼2 < 𝛼 < 𝛼1 это уравнение имеет два действительных корня
(соответствующих 𝑘 = 𝑘2), а при 𝛼 > 𝛼1 — четыре действительных корня (при
𝑘 = 𝑘1 и 𝑘 = 𝑘2).

Каждому решению уравнения (22) соответствует боковое относительное рав-
новесие тела в рассматриваемом здесь общем случае геометрии масс. Таких рав-
новесий может быть ноль, два или четыре, в зависимости от частоты вибраций
точки подвеса.

Сравним теперь величину 𝛼* из (26) с величинами 𝛼𝑗 ; найдём разность

𝛼2
* − 𝛼2

𝑗 = −2𝑚2𝑔2𝐴2𝐵2[𝐴𝐵(𝑥𝐺 + 𝑘𝑗𝑦𝐺)
2 + 𝐶𝑧2𝐺(𝐵 +𝐴𝑘2𝐽)]

2(𝐵 − 𝐶)2𝑥2𝐺𝑦
2
𝐺

(𝑠1
√
𝑑± 𝑠0)

√
𝑑(𝐴𝑘𝑗𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)2

.

Здесь

𝑠1 = (𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)
2 + (𝐵2𝑦2𝐺 + 𝐶2𝑧2𝐺)𝑥

2
𝐺 > 0,

𝑠21𝑑− 𝑠20 = 4𝐵2𝐶2(𝐵 − 𝐶)2𝑥2𝐺𝑦
2
𝐺𝑧

2
𝐺𝑟

2
𝐺(𝐴𝑥

2
𝐺 +𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)

2 > 0.

Следовательно, 𝑠1
√
𝑑 > |𝑠0| и значит, 𝛼* < 𝛼𝑗 (𝑗 = 1, 2).

Отсюда заключаем, что в области 𝛼 > 𝛼2 существования решений уравне-
ния (22) его свободный член ℓ0 всегда отрицателен. Поэтому для каждого значе-
ния 𝑘 = 𝑘1 и 𝑘 = 𝑘2 решения уравнения (22) в области их существования имеют
разные знаки. Для соответствующих им относительных равновесий угол наклона
оси 𝑂𝑧 тела к вертикали острый и тупой.

4.2. Исследование устойчивости

Исследуем устойчивость найденных решений. Анализируемые в этом разделе
выражения, как правило, весьма громоздки и не могут быть помещены в статье.
Поэтому ниже будут изложены основные этапы исследования, которые были про-
ведены на компьютере при помощи системы аналитических вычислений MAPLE,
и полученные выводы.

Введём возмущения по формулам (12). Характеристическое уравнение линеа-
ризованной системы уравнений возмущённого движения имеет вид (13), где

𝑏1 =
1

𝐴𝐵𝐶

[︀
𝑑1𝛾

2
10 + 𝑑2𝛾

2
20 + 𝑑3𝛾

2
30 + 𝑑4𝛾10𝛾20 + 𝑑5𝛾20𝛾30 + 𝑑6𝛾10𝛾30−

−𝑚𝑔𝐴𝐵𝐶[𝐴(𝐵 + 𝐶)𝑥𝐺𝛾10 +𝐵(𝐴+ 𝐶)𝑦𝐺𝛾20 + 𝐶(𝐴+𝐵)𝑧𝐺𝛾30]
]︀
, (28)

𝑑1 = 𝛼𝐴[𝐴(𝐵2 + 𝐶2)𝑥2𝐺 −𝐵(𝐴𝐵 +𝐴𝐶 − 𝐶2)𝑦2𝐺 − 𝐶(𝐴𝐵 +𝐴𝐶 −𝐵2)𝑧2𝐺],

𝑑4 = 𝛼𝐴𝐵(𝐴𝐶 +𝐵𝐶 + 4𝐴𝐵)𝑥𝐺𝑦𝐺;

𝑏0 =
1

𝐴2𝐵2𝐶2
[𝑒1𝛾

4
10 + 𝑒2𝛾

4
20 + 𝑒3𝛾

4
30 + 𝑒4𝛾

3
10𝛾20 + 𝑒5𝛾

3
20𝛾30 + 𝑒6𝛾

3
30𝛾10+

+ 𝑒7𝛾
3
10𝛾30 + 𝑒8𝛾

3
20𝛾10 + 𝑒9𝛾

3
30𝛾20 + 𝑒10𝛾

2
10𝛾20𝛾30 + 𝑒11𝛾

2
20𝛾10𝛾30+
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+ 𝑒12𝛾
2
30𝛾10𝛾20 + 𝑒13𝛾

2
10𝛾

2
20 + 𝑒14𝛾

2
20𝛾

2
30 + 𝑒15𝛾

2
10𝛾

2
30], (29)

𝑒1 = 𝛼2𝐴2[𝐴𝐵𝐶𝑥4𝐺 +𝐵2(𝐴− 𝐶)𝑦4𝐺 + 𝐶2(𝐴−𝐵)𝑥4𝐺−
− (𝐴𝐵 +𝐴𝐶 −𝐵𝐶)(𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)𝑥

2
𝐺 +𝐵𝐶(2𝐴−𝐵 − 𝐶)𝑦2𝐺𝑧

2
𝐺]

𝑒4 = 𝛼2𝐴𝐵𝑥𝐺𝑦𝐺[𝐴(𝐴𝐵 +𝐵2 + 4𝐴𝐶)𝑥2𝐺 −𝐴𝐵(5𝐴+𝐵 − 4𝐶)𝑦2𝐺+

+ 𝐶(𝐵2 −𝐵𝐶 + 3𝐴𝐶 − 5𝐴2)𝑧2𝐺],

𝑒10 = 𝛼2𝐵𝐶𝑦𝐺𝑧𝐺
{︀
𝐴
[︀
3𝐴(4𝐴+𝐵 + 𝐶) + (𝐵 + 𝐶)2

]︀
𝑥2𝐺−

− (𝐵 + 𝐶)
[︀
𝐵(2𝐴− 𝐶)𝑦2𝐺 + 𝐶(2𝐴−𝐵)𝑧2𝐺

]︀}︀
,

𝑒13 = −𝛼2
{︀
𝐴2𝐵(𝐴𝐶 −𝐵𝐶 +𝐵2)𝑥4𝐺 +𝐴𝐵2(𝐵𝐶 −𝐴𝐶 +𝐴2)𝑦4𝐺+

+ 𝐶2(𝐴+𝐵)(𝐴−𝐵)2𝑧4𝐺 −𝐴𝐵
[︀
5𝐴𝐵(𝐴+𝐵) + 𝐶(𝐴−𝐵)2

]︀
𝑥2𝐺𝑦

2
𝐺+

+𝐴𝐶
[︀
𝐴2(𝐶 −𝐵) +𝐵𝐶(𝐴−𝐵) +𝐵2(2𝐵 −𝐴)

]︀
𝑥2𝐺𝑧

2
𝐺−

−𝐵𝐶
[︀
𝐵2(𝐴− 𝐶) +𝐴𝐶(𝐴−𝐵) +𝐴2(𝐵 − 2𝐴)

]︀
𝑦2𝐺𝑧

2
𝐺

}︀
.

Коэффициенты 𝑑2 и 𝑑3 в (28) получаются из 𝑑!, а 𝑑5 и 𝑑6 из 𝑑4 в результа-
те одновременного проведения циклических перестановок троек величин 𝐴,𝐵,𝐶
и 𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺. Коэффициент 𝑒7 в (29) имеет вид коэффициента 𝑒4, в котором по-
менялись местами величины 𝐵 и 𝐶, а также 𝑦𝐺 и 𝑧𝐺. Коэффициенты 𝑒2 и 𝑒3
получаются из 𝑒1, 𝑒5 и 𝑒6 — из 𝑒4, 𝑒8 и 𝑒9 — из 𝑒7, 𝑒11 и 𝑒12 — из 𝑒10, 𝑒14 и 𝑒15
— из 𝑒13 в результате проведения тех же циклических перестановок.

Преобразуем величины 𝑏1 и 𝑏0, сделав в (28), (29) подстановку выражений
для 𝛾10, 𝛾20 через 𝛾30 согласно равенствам (21) и выражения для 𝑘𝑗 (𝑗 = 1, 2) из
уравнения (19). Получаем

𝑏1 = − 𝑚2𝑔2𝐵
√
𝑑

4𝛼𝐴𝐶(𝐵 − 𝐶)2(𝐴𝑘𝑗𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)2𝑥2𝐺𝑦
2
𝐺

𝑏11, 𝛿 =
𝛽

𝐵𝐶𝑚𝑔𝑧𝐺
,

𝑏11 = (∓𝑛21 +
√
𝑑𝑛20)𝛿

2 + (∓𝑛11 +
√
𝑑𝑛10)𝛿 + (∓𝑛01 +

√
𝑑𝑛00);

(30)

𝑏0 = − 𝑚4𝑔4𝐵2𝑑

8𝐴2𝐶2(𝐵 − 𝐶)4(𝐴𝑘𝑗𝑥𝐺 −𝐵𝑦𝐺)4𝑥4𝐺𝑦
4
𝐺

𝑏01, (31)

𝑏01 = (∓𝑚41

√
𝑑+𝑚40)𝛿

4 − (∓𝑚31

√
𝑑+𝑚30)𝛿

3 + (∓𝑚21

√
𝑑+𝑚20)𝛿

2−

− (∓𝑚11

√
𝑑+𝑚10)𝛿 + (∓𝑚01

√
𝑑+𝑚00).

Коэффициенты 𝑛𝑘𝑙 и 𝑚𝑘𝑙 суть однородные функции (разных степеней) от-
носительно параметров 𝐴,𝐵,𝐶 и 𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺. Входящие в выражения (30), (31)
величины 𝛽 удовлетворяют квадратному уравнению (22) и определяются выра-
жениями (дискриминант 𝐷1 вычисляется по формуле (27))

𝛽 = 𝛽* =
−𝑙1 ± 𝑧

2𝑙2
, 𝑧 =

√
𝐷1. (32)

Пусть 𝑘 = 𝑘1 и выполнено условие 𝛼 > 𝛼1 (что равносильно условию 𝑧 > 0).
Сделаем подстановку 𝛿 = 𝛽*/(𝐵𝐶𝑚𝑔𝑥𝐺) в выражение для 𝑏01 из формулы (31)



120 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 2. 2011. С. 111–122

(выбирая нижний знак). Величина 𝑏01 представляется тогда многочленом чет-
вёртой степени относительно 𝑧. Расчёты показывают, что свободный член этого
многочлена и коэффициент линейного члена тождественно обращаются в нуль.
Имеем

𝑏01 = 𝑧2[(𝑝21
√
𝑑+ 𝑝20)𝑧

2 ± (𝑝21
√
𝑑+ 𝑝210)𝑧 + (𝑝01

√
𝑑+ 𝑝00)], (33)

причём знаки плюс и минус соответствуют знакам плюс и минус в выраже-
нии (32). Можно показать, что

𝑝221𝑑− 𝑝220 = 64𝐴𝐵5𝐶5(𝐵 − 𝐶)4𝑥4𝐺𝑟
4
𝐺(𝐴𝑥

2
𝐺 +𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)

5𝑋1, (34)

𝑋1 = 𝐵(𝐴𝑧2𝐺 + 𝐶𝑥2𝐺)Δ
2 +

{︀
𝐵2(𝐴− 𝐶)2(𝐴𝐶𝑦4𝐺 +𝐵2𝑥2𝐺𝑧

2
𝐺)+

+ (𝐴𝑧2𝐺 + 𝐶𝑥2𝐺)
[︀
𝐴3(𝐵 − 𝐶)2𝑥2𝐺 +𝐵3(𝐴− 𝐶)2𝑦2𝐺 + 𝐶3(𝐴−𝐵)2𝑧2𝐺

]︀
+

+ 2𝐴𝐵𝐶(𝐴− 𝐶)
[︀
(𝐵 − 𝐶)(𝐵𝑥2𝐺 +𝐴𝑦2𝐺)𝑥

2
𝐺 + (𝐴−𝐵)(𝐵𝑧2𝐺 + 𝐶𝑦2𝐺)𝑧

2
𝐺

]︀}︀
𝑦2𝐺.

Так как в области допустимых значений параметров 𝑋1 > 0, то 𝑝221𝑑 > 𝑝220,
и старший коэффициент 𝑝21

√
𝑑 + 𝑝20 квадратного трёхчлена в (34) в нуль не

обращается и, следовательно, сохраняет постоянный знак. Проверка показывает,
что этот знак положительный.

Дискриминант квадратного относительно 𝑧 трёхчлена в (34) приводится к
виду

𝐷2 =
16𝐴𝐵2𝐶4𝑚2𝑔2𝑧2𝐺𝑑

(𝐵 − 𝐶)4𝑦4𝐺
(𝑑21

√
𝑑+ 𝑑20). (35)

Аналогично (35) имеем

𝑑221𝑑− 𝑑220 = 16𝐴2𝐵12𝐶10(𝐴−𝐵)2(𝐵 − 𝐶)12𝑥10𝐺 𝑦
14
𝐺 𝑧

10
𝐺 𝑟

8
𝐺(𝐴𝑥

2
𝐺 +𝐵𝑦2𝐺 + 𝐶𝑧2𝐺)

13𝑋2,

где 𝑋2 — некоторый однородный многочлен относительно 𝐴,𝐵,𝐶 и 𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺,
который в силу громоздкости не выписан. Аналитически показано, что в области
допустимых значений параметров 𝑋2 > 0. Поэтому множитель 𝑑21

√
𝑑+𝑑20 в (??)

в нуль не обращается, а дискриминант 𝐷2 сохраняет постоянный знак (отрица-
тельный).

Квадратный трёхчлен в (34), имея положительный старший коэффициент и
отрицательный дискриминант, всегда положителен, а коэффициент 𝑏0 (см. (31))
характеристического уравнения отрицателен. Поэтому в рассматриваемом случае
𝑘 = 𝑘1 относительные равновесия тела, соответствующие обоим решениям (32),
неустойчивы.

Пусть теперь 𝑘 = 𝑘2 и выполнено условие 𝛼 > 𝛼2. Проанализируем квадрат-
ный относительно 𝛿 трёхчлен в выражении для 𝑏11 из формулы (30) (выбирая
верхний знак). Способ исследования, подобный предыдущему, в данном случае
оказывается непригодным, так как выражения вида 𝑛2

21𝑑− 𝑛2
20 и т. п. знакопере-

менные.
Анализ коэффициентов величины 𝑏11 был проведён в пространстве безразмер-

ных параметров 𝑎1 = 𝐵/𝐴, 𝑎2 = 𝐶/𝐴, 𝑐1 = 𝑦𝐺/𝑥𝐺, 𝑐2 = 𝑧𝐺/𝑥𝐺. В силу условий (1)
и неравенств треугольника для осевых моментов инерции допустимые значения
параметров 𝑎1, 𝑎2 принадлежат области, задаваемой неравенствами 0.5 < 𝑎1 < 1,
1− 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎1.

Был использован аналитический и численный подходы в сочетании с построе-
нием и анализом графических изображений. В результате исследования установ-
лено, что квадратный трёхчлен 𝑏11, как и квадратный трёхчлен в (34), во всем
рассмотренном диапазоне изменения параметров имеет положительный старший
коэффициент и отрицательный дискриминант. Поэтому 𝑏11 > 0, а коэффициент



Холостова О.В. Об устойчивости относительных равновесий твёрдого те‌ . . . 121

𝑏1 (см. (30)) характеристического уравнения отрицателен. Следовательно, соот-
ветствующие 𝑘 = 𝑘2 боковые относительные равновесия тела также оказываются
неустойчивыми.

5. Заключение

В статье решена задача о существовании и устойчивости (в рамках прибли-
женной автономной системы дифференциальных уравнений движения) боковых
относительных равновесий твёрдого тела в предположении, что одна из точек
тела совершает вертикальные высокочастотные гармонические вибрации малой
амплитуды. Рассмотрены случай расположения центра масс тела в главной плос-
кости инерции и случай произвольной геометрии масс. Исследован весь диапазон
допустимых значений параметров задачи. Показано, что при не слишком боль-
ших частотах вибраций точки подвеса боковые относительные отсутствуют (как
и для тела с неподвижной точкой подвеса), с ростом этой частоты появляются
два относительных равновесия и с дальнейшим ростом — четыре. Все боковые
относительные равновесия неустойчивы в области своего существования.
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a Vibrating Point of Support
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In this paper motions of a heavy rigid body, of which point of support performs verti-
cal harmonical vibrations of a high frequency and a small amplitude, are studied. Using an
approximate autonomous system of differential equations of the motion, an analysis of ex-
istence, bifurcations and stability of relative equilibrium is carried out, for which the mass
center and the point of support of the body don’t lie at the same vertical. It is shown that
all of these relative equilibria are unstable.
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