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Рассматриваются системы массового обслуживания, в которых для обслуживания за-
явок требуются некоторые ресурсы, освобождаемые после их ухода. Поступившие за-
явки теряются, если в системе недостаточно свободных ресурсов, необходимых для их
обслуживания. Поскольку по завершении обслуживания занимаемые ресурсы должны
быть освобождены, необходимо для каждой обслуживаемой заявки помнить вектор за-
нимаемых ею ресурсов. Это существенно усложняет случайные процессы, описывающие
поведение систем во времени.

Мы предлагаем вместо таких систем исследовать их упрощённый вариант. Упрощён-
ная система функционирует аналогично исходной, за исключением того, что объёмы
ресурсов, освобождаемых по завершении обслуживания, являются случайными и мо-
гут отличаются от тех, которые были выделены заявке в начале её обслуживания. При
заданных суммарных объёмах занятых ресурсов и числе заявок в системе объёмы ре-
сурсов, освобождаемых в момент завершения обслуживания, не зависят от поведения
системы до этого момента и имеет функцию распределения, которую легко вычислить,
используя формулу Байеса. Случайные процессы, описывающие поведение упрощённых
систем, легче поддаются анализу, поскольку отпадает необходимость запоминания объ-
ёмов ресурсов, занимаемых каждой заявкой. Достаточно помнить суммарные объёмы
занятых ресурсов. Результаты моделирования говорят, что характеристики исходной и
упрощённой систем очень близки.
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ятность потери вызова, кусочно-линейчатый марковский процесс.

1. Введение
В настоящей работе рассматриваются системы, в которых на всё время обслу-

живания заявки занимают некоторые виды ресурсов. По завершении обслужи-
вания должны быть освобождены в точности те объёмы ресурсов, которые были
выделены обслуженной заявке. Поступившие заявки теряются, если в системе
недостаточно свободных ресурсов, необходимых для их обслуживания. Предпо-
лагается, что случайные векторы, описывающие требования заявок к ресурсам,
не зависят от процессов поступления и обслуживания заявок, независимы в со-
вокупности и одинаково распределены. Многочисленные примеры таких, различ-
ных по сложности, систем можно найти в [1]. Поскольку по завершении обслужи-
вания занимаемые ресурсы должны быть освобождены, необходимо для каждой
обслуживаемой заявки помнить вектор занимаемых ею ресурсов. Это существен-
но усложняет случайные процессы, описывающие поведение систем во времени.

Для таких сложных систем мы предлагаем исследовать их упрощённый вари-
ант. Упрощённая система функционирует аналогично исходной, за исключением
того, что объёмы ресурсов, освобождаемых по завершении обслуживания, явля-
ются случайными и могут отличаются от тех, которые были выделены заявке в
начале её обслуживания. При заданных суммарных объёмах занятых ресурсов
и числе заявок в системе объёмы ресурсов, освобождаемых в момент заверше-
ния обслуживания, не зависят от поведения системы до этого момента и имеют
функцию распределения, которую легко вычислить, используя формулу Байеса.
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Случайные процессы, описывающие поведение упрощённых систем, легче подда-
ются анализу, поскольку отпадает необходимость запоминания объёмов ресурсов,
занимаемых каждой заявкой. Достаточно помнить суммарные объёмы занятых
ресурсов. Мы иллюстрируем предложенный подход на примере одной системы
массового обслуживания (СМО), описываемой кусочно-линейчатым марковским
процессом [2].

2. Исходная СМО с ограниченными ресурсами

Рассмотрим некоторую многолинейную систему массового обслуживания.
Предположим, что поступающий поток заявок является рекуррентным. Длитель-
ности обслуживания заявок независимы между собой, не зависят от поступающе-
го потока и одинаково распределены. Система располагает ограниченным объё-
мом ресурсов нескольких типов и функционирует следующим образом:

1. Для обслуживания каждой заявки требуется некоторое количество ресурса
каждого типа.

2. Поступившая заявка теряется, если в момент поступления количество тре-
буемого ей ресурса превышает количество свободного ресурса этого типа.

3. В момент начала обслуживания заявки суммарный объём занятого ресурса
каждого типа увеличивается на величину ресурса, выделенного этой заявке.

4. В момент окончания обслуживания заявки суммарный объём занятого ре-
сурса каждого типа уменьшается на величину ресурса, выделенного этой
заявке.

Обозначим через 𝑀 число типов ресурсов, 𝑅𝑚 — общий объём ресурса типа 𝑚,
и r𝑗 = (𝑟𝑗1, 𝑟𝑗2, . . . , 𝑟𝑗𝑀 ) — вектор объёмов ресурсов, необходимых для обслужива-
ния 𝑗-й заявки, 𝑗 = 1, 2, . . .. Будем считать, что случайные векторы r𝑗 не зависят
от процессов поступления и обслуживания заявок, независимы в совокупности и
одинаково распределены с функцией распределения 𝐹 (x).

В общем случае состояние системы в момент 𝑡 можно описать непрерывным
слева кусочно-линейчатым марковским процессом 𝑋(𝑡) = (𝜉(𝑡), 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡), 𝛾(𝑡)).
Здесь 𝜉(𝑡) — число заявок в системе; 𝛼(𝑡) — время, оставшееся до ближайшего мо-
мента поступления заявки; 𝛽(𝑡) = (𝛽1(𝑡), 𝛽2(𝑡), . . . , 𝛽𝜉(𝑡)(𝑡)), где 𝛽𝑖(𝑡) — оставшееся
время обслуживания 𝑖-й обслуживаемой заявки; 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡),𝛾2(𝑡), . . . ,𝛾𝜉(𝑡)(𝑡)),
где 𝛾𝑖(𝑡) — вектор объёмов ресурсов, занимаемых 𝑖-й обслуживаемой заявкой.

Находящиеся на обслуживании заявки имеют свою внутреннюю нумерацию,
и при поступлении на обслуживание очередной заявки они перенумеровываются
так, чтобы элементы последовательности 𝛽(𝑡) оставались всё время упорядочен-
ными по убыванию. На интервалах времени, в течение которых нет ни поступле-
ний, ни уходов заявок из системы, последовательность 𝛾(𝑡) остаётся неизменной,
а процесс 𝛼(𝑡) и каждый элемент последовательности 𝛽(𝑡) убывает с единичной
скоростью. Если система свободна, то обе последовательности 𝛽(𝑡) и 𝛾(𝑡) являют-
ся пустыми.

Процесс 𝑋(𝑡) имеет довольно сложное пространство состояний 𝑋. Так, его
подмножество 𝑋𝑘, включающее состояния системы с 𝑘 заявками, состоит из всех
векторов вида (𝑘, 𝑎, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑐11, . . . 𝑐1𝑀 , . . . , 𝑐𝑘1, . . . 𝑐𝑘𝑀 ) длины 𝑘(𝑀 +1)+2, удо-
влетворяющих условиям

𝑎 > 0, 𝑏1 > 𝑏2 > . . . > 𝑏𝑘 > 0, 𝑐11, . . . , 𝑐1𝑀 , . . . , 𝑐𝑘1, . . . , 𝑐𝑘𝑀 > 0,

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑚 6 𝑅𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑀.
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3. Упрощённая СМО с ограниченными ресурсами

Состояние упрощённой системы в момент 𝑡 можно описать непрерывным сле-
ва кусочно-линейчатым марковским процессом𝑋*(𝑡) = (𝜉*(𝑡), 𝛼*(𝑡), 𝛽*(𝑡), 𝛿*(𝑡)), в
котором 𝜉*(𝑡) — число заявок в системе; 𝛼*(𝑡) — время, оставшееся до ближайшего
момента поступления заявки; 𝛽*(𝑡) = (𝛽*

1
(𝑡), 𝛽*

2
(𝑡), . . . , 𝛽*

𝜉*(𝑡)(𝑡)), где 𝛽*
𝑖
(𝑡) — остав-

шееся время обслуживания 𝑖-й обслуживаемой заявки; 𝛿*(𝑡) = (𝛿*1(𝑡), . . . , 𝛿
*
𝑀 (𝑡)) —

вектор суммарных объёмов занятых ресурсов.
Эта система массового обслуживания аналогична предыдущей системе во всём,

за исключением того, что вместо сформулированного выше правила 4) уменьше-
ние суммарных объёмов занятых ресурсов в момент ухода заявки подчиняется
другому правилу:

4*) В момент окончания обслуживания заявки 𝑡𝑖 вектор суммарных объёмов
занятых ресурсов уменьшается на случайную величину 𝜈𝑖 = (𝜈𝑖1, 𝜈𝑖2 . . . , 𝜈𝑖𝑀 ), ко-
торая, при заданном числе 𝑘 заявок в системе и векторе y суммарных объёмов
занятых ресурсов, не зависит от поведения системы в прошлом и имеет следую-
щую функцию распределения:

𝑃 (𝜈𝑖 6 x|𝜉*(𝑡𝑖) = 𝑘 ; 𝛿*(𝑡𝑖) = y); 𝑋*(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑡𝑖) = 𝐹𝑘(x|y),

где
𝐹𝑘(x|y) = 𝑃 (r𝑘 6 x|r1 + r2 + . . .+ r𝑘 = y), 0 6 x 6 y.

Здесь r𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . это те же, что и для первой системы, векторы объёмов
ресурсов, необходимых для обслуживания заявок.

Пусть, например, функция распределения 𝐹 (x) объёмов ресурсов, необходи-
мых для обслуживания заявок, имеет плотность 𝑓(x). В этом случае функция
распределения 𝐹𝑘(x|y) также имеет плотность 𝑓𝑘(x|y), которую можно вычис-
лить используя формулу, Байеса. В результате получим:

𝑓𝑘(x|y) = 𝑓(x)
𝑓 (𝑘−1)(y − x)

𝑓 (𝑘)(y)
, 0 6 x 6 y,

где 𝑓 (𝑛)(x) есть 𝑛-кратная свёртка плотности 𝑓(x).
Пространство состояний 𝑋*процесса 𝑋*(𝑡) значительно проще, чем простран-

ство состояний исходного процесса 𝑋(𝑡). Подмножество 𝑋*
𝑘 ⊂ 𝑋* возможных

состояний упрощённой системы обслуживающей 𝑘 заявок состоит из векторов
(𝑘, 𝑎, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑀 ) длины 𝑘 +𝑀 + 2, удовлетворяющих условиям 𝑎 > 0,
𝑏1 > 𝑏2 > . . . > 𝑏𝑘 > 0, 0 6 𝑐𝑚 6 𝑅𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑀 .

Заметим, что при неизменных объёмах необходимых заявкам ресурсов, когда
r𝑖 = d для всех 𝑖 = 1, 2, . . ., упрощённая система функционирует совершенно так
же, как и исходная система.

4. Пример

Для примера рассмотрим систему с одним типом ресурса и предположим, что
функция распределения необходимого заявкам ресурса имеет гамма-распределе-
ние с плотностью

𝑓(𝑥) =
𝛽𝛼

Γ(𝛼)
𝑥𝛼−1𝑒−𝛽𝑥, 𝑥 > 0.

Тогда функция 𝑓𝑘(𝑥|𝑦) совпадает с плотностью бета-распределения

𝑓𝑘(𝑥|𝑦) =
Γ(𝑘𝛼)

Γ(𝛼) Γ(𝑘𝛼− 𝛼)

(︂
𝑥

𝑦

)︂𝛼−1(︂
1− 𝑥

𝑦

)︂𝑘𝛼−𝛼−1

, 0 6 𝑥 6 𝑦.
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Варьируя параметры гамма-распределения, можно промоделировать поведе-
ние исходной и упрощённой систем при различных средних значениях 𝑚 = 𝛼/𝛽
и коэффициенте вариации 𝑐 = 1/

√
𝛼 объёма необходимого заявкам ресурса.

В табл. 1 приведены вероятности потерь для системы с пуассоновским входя-
щим потоком интенсивности 𝜆 и экспоненциальным обслуживанием с параметром
𝜇, полученные с помощью имитационного моделирования. Были использованы
датчики случайных чисел гамма и бета распределений из популярной библио-
теки random.f90, основанной на алгоритмах, изложенных в [3]. Относительная
ошибка результатов моделирования с вероятностью 0,95 не превосходит 1%.

Таблица 1
Вероятность потери вызова при 𝑚 = 10

𝑐2 𝜆/𝜇 Исходная
СМО

Упрощённая
СМО

0.5 2
4
6
8
10

0,180
0,433
0,570
0,654
0,711

0,180
0,433
0,570
0,654
0,711

1,0 2
4
6
8
10

0,162
0,404
0,540
0,625
0,682

0,162
0,403
0,541
0,625
0,683

2.0 2
4
6
8
10

0,111
0,306
0,441
0,530
0,593

0,111
0,305
0,441
0,530
0,592

4.0 2
4
6
8
10

0,052
0,146
0,260
0,354
0,429

0,052
0,145
0,259
0,352
0,427

Из таблицы видно, что при указанных входных параметрах обе системы имеют
если и не совпадающие, то очень близкие вероятности потерь.

5. Выводы
В статье предложен новый подход к анализу СМО с множественными ресур-

сами. Результаты моделирования обнадёживают, однако требуются дополнитель-
ные исследования области его применимости.
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We consider queueing systems, in which customers occupy some resources that are released
after customer departure. Arriving customers are lost if there is not enough free resources
required for their servicing. In such systems for each customer it is necessary to record vector
of occupied resources until its departure. This greatly complicates the stochastic processes
describing the behavior of systems in time.

Instead of systems of this type we propose to investigate their simplified analogy. Simplified
system operates similarly to the original, except that the amount of resources released upon
completion of service, is random and may differ from those that have been allocated to the
customer. For given total amount of resources employed and the number of applications in
the system, the amount of resources released at the completion of service, does not depend
on the behavior of the system up to this point and has a distribution function, which can
be easily computed using Bayes’ formula. Random processes describing the behavior of
simplified systems are easier to analyze, because there is no need to memorize the volume
of resources held by each customer. It is enough to record the total amount of occupied
resources. The simulation results say that the characteristics of the original and simplified
systems are very close.

Key words and phrases: queuing systems, limited resources, loss probability, piecewise
linear Markov process.
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