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Введение 
Чтобы смоделировать ход эпидемии в популяции нужно выделить  несколько 

ключевых характеристик, которые имеют отношение к стадии заражения. В работе 
исследуется эпидемиологическая модель  со следующими ключевыми характеристиками: 
S — количество восприимчивых к заболеванию (number susceptible), I — количество 
инфицированных особей (number infectious), R — количество восстановленных особей 
(number recovered (immune)). 

Стохастизация модели SIR 
В качестве уравнения, описывающего стохастическое поведение  исследуемой  

системы, предлагается использовать стохастическое дифференциальное уравнение, 
полученное как приближение основного кинетического уравнения, построенного с 
помощью схем взаимодействия. Тогда схема взаимодействия  и  вектор  r  будут  иметь 
вид [1,2]: 

{3 
S + / → 2/, ri1 = (−1,1,0)Т,  (1) 

V 
/ → R, ri2 = (0, −1,1)Т, 

где β>0 – скорость перехода от S к I, ν>0 – скорость перехода от I к R (особь либо 
восстанавливается, либо умирает). Первая строка схемы отражает взаимодействие 
восприимчивой (S) и инфицированной (I) особей, в результате  которого  появляется  
новая инфицированная (I) особь. А вторая строка описывает появление восстановленной 
(R) особи. 

Запишем вероятности переходов: 

s+ = {3 
S! 

∙ 
/! 

 
= {3S/, 

1 (S − 1)!   (/ − 1)! 

s+  = v 
R! 

∙ 
/! 

 
= v/. 

2 R!   (/ − 1)! 
Запишем стохастическое дифференциальное уравнение в форме  Ланжевена  для 

модели (1): 
S dW1 

d    /     = (Ai) dt +  Ьi   dW2   , (2) 
R dWЗ 

где вектор сносов Aiи матрица диффузии Bij имеют следующий вид: 
Ai  = riа[s+  −  s-],  Ьi Ьj  = Bij  = riаrjа[s+  −  s-]. 

Таким образом, имеем 
а а а  а а а 

−1 0 {3S/ −{3S/ 0 
Bij = 1 (−1 1 0){3S/ + −1 (0 −1 1)v/ = −{3S/ {3S/ + v/ −v/ , 

0 1 
−1 0 −{3S/ 

0 −v/ v/ 

Ai = 1 {3S/ + −1 v/ = {3S/ − v/ . 
0 1 v/ 
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Детерминистическое поведение системы 
Как следствие можно получить  систему  дифференциальных  уравнений, 

описывающих динамику численности особей: 
S·  = −{3S/, 
 /· = {3S/ − v/, 

R· = v/. 
Найдем стационарные состояния системы (3), которые являются решениями системы 
уравнений: 

(3) 

−{3S/ = 0, 
 {3S/ − v/ = 0, 
v/ = 0. 

 
(4) 

Система (4) имеет одно стационарное состояние: (S, /, R) = (V , 0, N − V), где N – 

численность популяции. 
{3 {3 

Фазовый портрет детерминистической модели (4) приведен на рис. 1. Зависимость  
числа восприимчивых, инфицированных и восстановленных особей от времени для 
детерминистической модели показана на рис. 2. 

  
Рис. 1. Фазовый портрет 

детерминистической модели 
Рис. 2. Детерминистическая модель, 

динамическое поведение 
 

 
Рис. 3. Фазовый портрет стохастической 

модели 
Рис. 4. Стохастическая модель, 

динамическое поведение 
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Для решения  стохастического дифференциального уравнения в  форме Ланжевена  (2) 
в моментах использован метод, заключающийся в распространении методов  Рунге-  
Кутты на случай стохастических дифференциальных уравнений [4]. 

Фазовый портрет стохастической модели приведен на рис. 3. Зависимость числа 
восприимчивых, инфицированных и восстановленных особей от времени для 
стохастической модели показана на рис. 4. 

Выводы 
Применен метод стохастизации одношаговых процессов к модели SIR и для нее 

получены дифференциальное уравнение Ланжевена и детерминистическая система 
уравнений. Характер структурной устойчивости системы приводит к тому, что введении 
стохастического члена не влияет на поведение системы. 
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