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В статье применяется метод функции Грина для построения статических аксиально-
симметричных решений уравнений Эйнштейна.
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1. Введение

Для вакуумных статических уравнений Эйнштейна было получено в 1916 г.
сферическое симметричное решение Шварцшильдом [1]. Для статических акси-
ально-симметричных уравнений Вейля [2] были получены решения Шази [3], Кер-
зоном [4] и другими. Данная работа основана на методе функции Грина. С по-
мощью этого метода были получены некоторые статические решения уравнений
Эйнштейна.

2. Основные уравнения

Для аксиально-симметричных статических вакуумных гравитационных полей
линейный элемент Вейля имеет вид:

𝑑𝑠2 =
1
𝑓

[︀
𝑒2𝛾(d𝜌2 + d𝑧2) + 𝜌2d𝜙2

]︀
− 𝑓d𝑡2, (1)

где 𝜌, 𝑧, 𝜙 и 𝑡 — канонические координаты Вейля и время. Здесь 𝑓 = 𝑓(𝜌, 𝑧) и
𝛾 = 𝛾(𝜌, 𝑧).

Уравнения Эйнштейна для аксиально-симметричных гравитационных полей
вне источника имеют вид:

𝑓Δ𝑓 = (∇⃗𝑓)2. (2)

4
𝜕𝛾

𝜕𝜌
= 𝜌𝑓−2

(︃(︂
𝜕𝑓

𝜕𝜌

)︂2

−
(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑧

)︂2
)︃
, 2

𝜕𝛾

𝜕𝑧
= 𝜌𝑓−2𝜕𝑓

𝜕𝜌

𝜕𝑓

𝜕𝑧
. (3)

Операторы Δ и ∇⃗ определяются по формулам

Δ ≡ 𝜕2

𝜕𝜌2
+

1
𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

𝜕2

𝜕𝑧2 , (4)

∇⃗ ≡ 𝜌0
𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑧0

𝜕

𝜕𝑧
. (5)

При замене
𝑓 = 𝑒2Ψ (6)

уравнение (2) становится линейным:

ΔΨ =
𝜕2Ψ
𝜕𝜌2 +

1
𝜌

𝜕Ψ
𝜕𝜌

+
𝜕2Ψ
𝜕𝑧2 = 0. (7)
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3. Метод функции Грина

В правой части (7) содержится нуль, хотя на самом деле должна быть сингу-
лярная функция, характеризующая распределение источников.

Пусть 𝜎(𝜌, 𝑧) — массовая плотность таких источников, и тогда перепишем (7)
в виде

1
𝜌

𝜕

𝜕𝜌

(︂
𝜌
𝜕Ψ
𝜕𝜌

)︂
+
𝜕2Ψ
𝜕𝑧2 = 𝜎(𝜌, 𝑧), (8)

Пример 1. Пусть

𝜎(𝜌, 𝑧) = 2𝑚𝛿(𝑧)
+∞∫︁
0

𝑔(𝑘)𝐽0(𝑘𝜌)𝑘d𝑘, (9)

где 𝛿(𝑧) = 1
2𝜋

+∞∫︀
−∞

𝑒𝑖𝜒𝑧d𝜒 — 𝛿-функция Дирака, 𝐽0(𝑘𝜌) — функция Бесселя, 𝑚 —

вещественная постоянная, 𝑔(𝑘) — производная гладкая функция.
Будем искать решение в форме

Ψ(𝜌, 𝑧) =
2
𝜋
𝑚

+∞∫︁
0

𝑘d𝑘
+∞∫︁
0

𝑔(𝑘)𝐽0(𝑘𝜌)𝑒𝑖𝜒𝑧𝐺(𝑘, 𝜒)d𝜒. (10)

Функция Грина 𝐺(𝑘, 𝜒) удовлетворяет уравнению

Δ−1[𝐽0(𝑘𝜌)𝑒𝑖𝜒𝑧] = 𝐺(𝑘, 𝜒)𝐽0(𝑘𝜌)𝑒𝑖𝜒𝑧, (11)

где Δ−1 — обратный оператор к (4).
С помощью уравнения Бесселя:(︂

𝜕2

𝜕𝜌2
+

1
𝜌

𝜕

𝜕𝜌

)︂
𝐽0(𝑘𝜌) = −𝑘2𝐽0(𝑘𝜌) (12)

мы находим

𝐺(𝑘, 𝜒) = − 1
𝑘2 + 𝜒2

. (13)

Если подставим (13) в (10), то получим решение

Ψ(𝜌, 𝑧) = −𝑚
+∞∫︁
0

𝑔(𝑘)𝐽0(𝑘𝜌)𝑒−𝑘𝑧d𝑧. (14)

а) В случае 𝑔(𝑘) = 𝑘𝑛, где 𝑛 = 0, 1, 2, . . ., мы имеем решения

Ψ(𝜌, 𝑧) = −𝑚Γ(𝑛+ 1)
(︂√︀

𝜌2 + 𝑧2

)︂−𝑛−1

× 𝑃𝑛

(︂
𝑧√︀

𝜌2 + 𝑧2

)︂
, (15)

где 𝑃𝑛 — полиномы Лежандра, Γ(𝑛 + 1) — гамма-функция. Легко видеть, что
решение (15) удовлетворяет уравнению (7).

В частном случае 𝑛 = 0 мы получаем решение Шази–Керзона

Ψ(𝜌, 𝑧) = − 𝑚√︀
𝜌2 + 𝑧2

. (16)
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б) В случае 𝑔(𝑘) = +𝑘𝑛𝐽𝑛(𝛾𝑘), где 𝑛, 𝜈 = 0, 1, 2, . . .; 𝛾, 𝑚 — вещественные
постоянные, 𝐽𝜈(𝛾𝑘) — функция Бесселя, мы имеем решение

Ψ(𝜌, 𝑧) = −𝑚𝑧
−𝑛−𝜈−1

Γ(𝜈 + 1)

(︂
𝛾

2

)︂𝜈

×

×
+∞∑︁
𝑘=0

Γ(𝑛+ 𝜈 + 1 + 2𝑘)
𝑘!Γ(𝑘 + 1)

𝐹

(︂
−𝑘,−𝑘; 𝜈 + 1;

𝛾2

𝜌2

)︂(︂
− 𝜌2

4𝑧2

)︂𝑘

, (17)

где Γ(𝜈) — гамма-функция, 𝐹 (𝛼, 𝛽; 𝛾; 𝑧) — гипергеометрическая функция. При
𝑛 = 𝜈 = 𝛾 = 0 мы получаем (16).

Пример 2. Пусть

𝜎(𝜌, 𝑧) = 2
𝛿(𝜌)
𝜌

2
𝜋

+∞∫︁
0

𝑔(𝜒)
sin𝜒𝑚
𝜒

cos𝜒𝑧d𝜒, (18)

где 𝛿(𝜌) =
+∞∫︀
0

𝜌𝐽0(𝑘𝜌)𝑘d𝑘 — 𝛿-функция Дирака, 𝐽0(𝑘𝜌) — функция Бесселя, 𝑔(𝜒) —

произвольная гладкая функция.
Будем искать решение в форме

Ψ(𝜌, 𝑧) =
4
𝜋

+∞∫︁
0

𝑔(𝜒)𝐽0(𝑘𝜌)
cos𝜒𝑧 sin𝜒𝑚

𝜒
𝐺(𝑘, 𝜒)d𝜒. (19)

Функция Грина 𝐺(𝑘, 𝜒) удовлетворяет уравнению

Δ−1[𝐽0(𝑘𝜌) cos𝜒𝑧] = 𝐺(𝑘, 𝜒)𝐽0(𝑘𝜌) cos𝜒𝑧. (20)

Из (20) находим

𝐺(𝑘, 𝜒) = − 1
𝑘2 + 𝜒2

.

В этом случае получим решение

Ψ(𝜌, 𝑧) = − 4
𝜋

+∞∫︁
0

cos𝜒𝑧 sin𝜒𝑚
𝜒

𝑔(𝜒)𝐾0(𝜒𝜌)d𝜒 =

=
2
𝜋

+∞∫︁
0

sin(𝑧 −𝑚)𝜒
𝜒

𝑔(𝜒)𝐾0(𝜒𝜌)d𝜒−
2
𝜋

+∞∫︁
0

sin(𝑧 +𝑚)𝜒
𝜒

𝑔(𝜒)𝐾0(𝜒𝜌)d𝜒, (21)

где 𝐾0(𝜒𝜌) — функция Макдональда.
Если 𝑔(𝜒) = 𝜒𝜆+1, 𝜆 = const, то мы получим

Ψ(𝜌, 𝑧) = 2
2𝜆Γ2(2+𝜆

𝜆 )
𝜋𝜌2+𝜆

[︂
(𝑧 −𝑚)𝐹

(︂
2 + 𝜆

2
,
2 + 𝜆

2
;
3
2
;−(𝑧 −𝑚)2

𝜌2

)︂
−

− (𝑧 +𝑚)𝐹
(︂

2 + 𝜆

2
,
2 + 𝜆

2
;
3
2
;−(𝑧 +𝑚)2

𝜌2

)︂]︂
, (22)

где 𝐹 (𝛼, 𝛽; 𝛾; 𝑧) — гипергеометрическая функция. В частном случае 𝜆 = −1 мы
получим решение Шварцшильда

Ψ(𝜌, 𝑧) = ln
𝑧 −𝑚+

√︀
𝜌2 + (𝑧 −𝑚)2

𝑧 +𝑚+
√︀
𝜌2 + (𝑧 +𝑚)2

.
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4. Заключение

Что можно сказать о физическом смысле полученных решений? По всей
видимости, они описывают поля деформированных статических аксиально-
симметричных источников. Кроме того, преимуществом метода функции Грина
является то, что он позволяет строить в явном виде функции источников рас-
сматриваемых решений.
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