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В работе предложен конструктивный метод нахождения первых интегралов уравне-
ний движения бесконечномерных диссипативных систем.
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1. Введение

Одной из основных прямых задач механики систем с бесконечным числом сте-
пеней свободы является задача нахождения первых интегралов уравнений движе-
ния. Следует отметить, что интегралы уравнений движения имеют многочислен-
ные применения. В частности, они могут использоваться для доказательства су-
ществования и единственности классических решений дифференциальных урав-
нений в частных производных, для исследования устойчивости движения беско-
нечномерных систем.

Для нахождения первых интегралов уравнений движения можно применить
известную теорему Э.Нетер о взаимосвязи симметрий вариационного принципа с
первыми интегралами соответствующего уравнения Эйлера–Лагранжа. Для этого
нужно построить стационаризуемый в процессе движения функционал, получить
условия его инвариантности, а затем определить первые интегралы уравнения
движения.

В настоящей работе для нахождения первых интегралов используется подход,
основанный на применении теории преобразований переменных для установления
инвариантности самих уравнений движения.

2. Постановка задачи

Пусть уравнения движения материальной системы представлены в оператор-
ном виде

N(u) ≡ P2u,tutt + P1u,tut + P3u,tu
2
t +Q(t, u) = 0, (1)

u ∈ D(N) ⊆ U ⊆ V, t ∈ [t0, t1] ⊂ R; ut ≡ Dtu ≡
d
dt
u, utt ≡

d2

dt2
u.

Здесь ∀ t ∈ [t0, t1], ∀u ∈ U1 операторы Piu,t : U1 → V1, (i = 1, 3) являются линей-
ными; Q : [t0, t1]×U → V — произвольный оператор, вообще говоря, нелинейный;
D(N) — область определения оператора N ,

D(N) =
{
u ∈ U : u|t=t0 = ϕ1, u|t=t1 = ϕ2, ut|t=t0 = ϕ3, ut|t=t1 = ϕ4,

ϕi ∈ U1 (i = 1, 4)
}
; (2)
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U = C2([t0, t1];U1), V = C([t0, t1];V1), U1, V1 — действительные линейные норми-
рованные пространства, U1 ⊆ V1.

Будем предполагать, что при каждых t ∈ [t0, t1] и g(t), u(t) ∈ U1 функ-
ции P1u,tg(t) и P3u,tg(t) со значениями в V1 непрерывно дифференцируемы, а
P2u,tg(t) — дважды непрерывно дифференцируема на [t0, t1].

Под решением задачи (1) понимается функция u ∈ D(N), удовлетворяю-
щая (1). В дальнейшем для упрощения обозначений будем записывать (1) также
в виде

N(u) ≡ P2uutt + P1uut + P3uu
2
t +Q(u) = 0,

считая, что операторы Piu (i = 1, 3) и Q зависят также и от t.
Операторное уравнение движения (1) может быть обыкновенным дифферен-

циальным, дифференциальным уравнением в частных производных, интегро-
дифференциальным уравнением и др., а также системой таких уравнений.

Сформулируем задачу следующим образом: получить аналог условий потен-
циальности Гельмгольца для заданного уравнения движения, дать общий вид
первых интегралов этого уравнения в случае его инвариантности.

3. Необходимые сведения об основах
вариационного исчисления в операторной форме

Пусть N — оператор, заданный в области D(N) линейного нормированного
пространства U над полем действительных чисел R, а область значений R(N)
принадлежит линейному нормированному пространству V над полем R, т. е.

N(u) = v, u ∈ U, v ∈ V.

Если в точке u ∈ D(N) существует предел

δN(u, h) = lim
ε→0

1
ε

{
N(u+ εh)−N(u)

}
, ∀h ∈ U, (3)

то он называется вариацией Гато оператора N в точке u (или первой вариацией
оператора N в точке u).

Если при фиксированном u ∈ D(N) вариация δN(u, h) является линейным по
h оператором, то говорят, что оператор N дифференцируем в точке u в смысле
Гато. Выражение δN(u, h) называется дифференциалом Гато и обозначается че-
рез DN(u, h). В этом случае используют также запись DN(u, h) = N ′uh и говорят,
что N ′u есть производная Гато оператора N в точке u.

В дальнейшем будем предполагать, что для рассматриваемого оператора
N : D(N) ⊂ U → V в любой точке u ∈ D(N) существует N ′u. Область определе-
ния D(N ′u) состоит из таких элементов h ∈ U , что (u + εh) ∈ D(N) для любого
достаточно малого значения ε. Элемент h ∈ D(N ′u) будем называть допустимым
элементом. Отметим, что в общем случае D(N) 6= D(N ′u).

При существовании производной Гато оператора N имеет место равенство

N(u+ εh) = N(u) + εN ′uh+ r(u, εh), u ∈ D(N), (4)

где для любого фиксированного элемента h ∈ D(N ′u)

lim
ε→0

r(u, εh)
ε

= 0.

Отметим, что если Ñu — некоторый линейный оператор, произвольным обра-
зом зависящий от u, то производная Гато находится по формуле

Ñ ′u(g;h) = lim
ε→0

Ñu+εhg − Ñug
ε

. (5)
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Вторая производная Гато оператора N вычисляется по формуле

N ′′u (h1, h2) =
∂2

∂ε1∂ε2
N(u+ ε1h1 + ε2h2)

∣∣∣∣
ε1=ε2=0

.

Предполагается также, что

N ′′u (h1, h2) = N ′′u (h2, h1) ∀u ∈ D(N), ∀h1, h2 ∈ D(N ′u).

С целью полноты изложения и ясности употребляемой терминологии приведём
некоторые сведения о билинейных формах и потенциальных операторах, которые
будут использоваться в дальнейшем исследовании.

Определение 1. Отображение Φ(·, ·) : V × U → R, линейное по каждому
аргументу, называется билинейной формой.

Определение 2. Билинейная форма Φ(·, ·) : V × V → R называется симмет-
рической, если

Φ(v, g) = Φ(g, v), ∀ g, v ∈ V.
Определение 3. Билинейная форма Φ(., .) : V × U → R называется невы-

рожденной, если:
1) из условия Φ(v, h) = 0 ∀ v ∈ V следует, что h = 0;
2) из условия Φ(v, h) = 0 ∀h ∈ U следует, что v = 0.

Будем предполагать, что билинейная форма

Φ(·, ·) ≡
t1∫
t0

〈·, ·〉 dt : V × U → R (6)

такова, что билинейное отображение Φ1(·, ·) ≡ 〈·, ·〉 удовлетворяет следующим
условиям:

〈v1(t), v2(t)〉 = 〈v2(t), v1(t)〉, ∀ v1(t), v2(t) ∈ V1, (7)

Dt〈v(t), g(t)〉 = 〈Dtv(t), g(t)〉+ 〈v(t), Dtg(t)〉, ∀ v, g ∈ C1([t0, t1];U1). (8)

Если v = v(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ (t0, t1), U1 = V1 = C(Ω), то можно, например,
рассмотреть

〈v, g〉 =
∫
Ω

v(x, t)g(x, t) dx. (9)

Определение 4 (см. [1]). Оператор N : D(N) ⊂ U → V называется потен-
циальным на множестве D(N) относительно билинейной формы вида (6), если
существует дифференцируемый по Гато функционал (действие по Гамильтону)
FN : D(FN ) = D(N)→ R такой, что

δFN [u, h] = Φ
(
N(u), h

)
, ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u).

Функционал FN называется потенциалом оператора N , а N — градиентом
функционала FN . Записывают N = gradΦFN . Оператор N называется потенци-
альным на множестве D(N) относительно Φ.

Будем предполагать, что для любых фиксированных элементов u ∈
D(N), g, h ∈ D(N ′u) функция ϕ(ε) ≡ Φ(N(u+ εh), g) принадлежит классу C1[0, 1]
и (u− u0) ∈ D(N ′u), ∀u, u0 ∈ D(N); существует сопряжённый оператор N ′∗u к N ′u,
определённый равенством

Φ(N ′uh, g) = Φ(h,N ′∗u g), ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u), ∀ g ∈ D(N ′∗u ).

В работе [1] доказана следующая теорема.



Об одной прямой задаче механики бесконечномерных диссипативных систем 25

Теорема 1. Пусть дифференцируемый по Гато оператор N : D(N) ⊂ U → V
и билинейная форма Φ(·, ·) : V × V → R такие, что для любых фиксированных
элементов u ∈ D(N), g, h ∈ D(N ′u) функция ε→ Φ(N(u+ εh), g) является непре-
рывно дифференцируемой на отрезке [0, 1]. Тогда для потенциальности операто-
ра N в односвязной области D(N) относительно рассматриваемой билинейной
формы необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

Φ(N ′uh, g) = Φ(N ′ug, h), ∀u ∈ D(N), ∀ g, h ∈ D(N ′u). (10)

4. Аналог условий потенциальности Гельмгольца

Получим условия на операторы P1u, P2u, P3u и Q, при которых уравнение дви-
жения (1) может быть представлено в форме уравнения Эйлера–Лагранжа.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Пусть D∗t = −Dt на D(N ′u). Тогда для существования действия

по Гамильтону для уравнения движения (1) на D(N) относительно (6) необ-
ходимо и достаточно, чтобы ∀u ∈ D(N), ∀ t ∈ [t0, t1] выполнялись следующие
условия на D(N ′u):

P2u − P ∗2u = 0, (11)

utP
∗
3u − P ∗′2u(·;ut) + P3u

(
ut(·)

)
= 0, (12)

−2
∂P ∗2u
∂t

+ P ∗1u + P1u = 0, (13)

−∂
2P ∗2u
∂t2

+
∂P ∗1u
∂t

+Q′u −Q′u
∗ = 0, (14)

−
(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(·;ut)−
∂P ∗′2u

∂t
(·;ut) +P ∗′1u(·;ut) +P ′1u(ut; ·)− [P ′1u(ut; ·)]∗ + 2ut

∂P ∗3u
∂t

= 0, (15)

P ′2u(utt; ·)− P ∗′2u(·;utt)− [P ′2u(utt; ·)]∗ + 2uttP ∗3u = 0, (16)

−P ∗′′2u (·;ut;ut) + P ′3u(u2
t ; ·)− [P ′3u(u2

t ; ·)]∗ + 2utP ∗′3u(·;ut) = 0. (17)

Доказательство. Используя (1) и (5), получаем

N ′uh = 2P3u(utht) + P ′3u(u2
t ;h) + P2uhtt + P ′2u(utt;h) + P1uht + P ′1u(ut;h) +Q′uh.

Критерий (10) в данном случае записывается в виде

t1∫
t0

〈
2P3u(utht) + P ′3u(u2

t ;h) + P2uhtt + P ′2u(utt;h) + P1uht + P ′1u(ut;h) +Q′uh, g
〉

dt =

=

t1∫
t0

〈
2P3u(utgt) + P ′3u(u2

t ; g) + P2ugtt + P ′2u(utt; g) + P1ugt + P ′1u(ut; g) +Q′ug, h
〉

dt,

или

t1∫
t0

{〈
2P3u(utht) + P ′3u(u2

t ;h) + P2uhtt + P ′2u(utt;h) + P1uht + P ′1u(ut;h) +Q′uh, g
〉
−
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−
〈
−2Dt(utP

∗
3uh) + [P ′3u(u2

t ; ·)]∗h+D2
t (P

∗
2uh) + [P ′2u(utt; ·)]∗h−

−Dt(P ∗1uh) + [P ′1u(ut; ·)]∗h+Q′∗u h, g
〉}

dt = 0, ∀u ∈ D(N), ∀ g, h ∈ D(N ′u). (18)

С учётом производной Гато второго порядка имеем

D2
t (P

∗
2uh) = Dt[Dt(P ∗2uh)] = Dt

[
P ∗2uht +

∂P ∗2u
∂t

h+ P ∗′2u(h;ut)
]

=

= P ∗2uhtt + 2
∂P ∗2u
∂t

ht + 2P ∗′2u(ht;ut) +
∂2P ∗2u
∂t2

h+
(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(h;ut)+

+ P ∗′′2u (h;ut;ut) + P ∗′2u(h;utt) +
∂P ∗′2u

∂t
(h;ut). (19)

Принимая во внимание (19), из (18) получаем

t1∫
t0

〈
2P3u(utht) + P ′3u(u2

t ;h) + P2uhtt + P ′2u(utt;h) + P1uht + P ′1u(ut;h) +Q′uh+

+ 2uttP
∗
3uh+ 2ut

∂P ∗3u
∂t

h+ 2utP
∗′
3u(h;ut) + 2utP

∗
3uht − [P ′3u(u2

t ; ·)]∗h−

− P ∗2uhtt − 2
∂P ∗2u
∂t

ht − 2P ∗′2u(ht;ut)−
∂2P ∗2u
∂t2

h−
(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(h;ut)−

− P ∗′′2u (h;ut;ut)− P ∗′2u(h;utt)−
∂P ∗′2u

∂t
(h;ut)− [P ′2u(utt; ·)]∗h+ P ∗1uht +

∂P ∗1u
∂t

h+

+ P ∗′1u(h;ut)− [P ′1u(ut; ·)]∗h−Q′∗u h, g
〉

dt = 0.

Таким образом, условие (18) приводится к виду

t1∫
t0

〈{
(P2u − P ∗2u)Dtt +

(
2P3u

(
ut(·)

)
+ P1u + 2utP

∗
3u − 2

∂P ∗2u
∂t
− 2P ∗′2u(·;ut) + P ∗1u

)
Dt+

+P ′3u(u2
t ; ·)+P ′2u(utt; ·)+P ′1u(ut; ·)+Q′u+2uttP

∗
3u+2ut

∂P ∗3u
∂t

+2utP
∗′
3u(·;ut)− [P ′3u(u2

t ; ·)]∗−

− ∂2P ∗2u
∂t2

−
(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(·;ut)− P ∗′′2u (·;ut;ut)− P ∗′2u(·;utt)−
∂P ∗′2u

∂t
(·;ut)− [P ′2u(utt; ·)]∗+

+
∂P ∗1u
∂t

+ P ∗′1u(·;ut)− [P ′1u(ut; ·)]∗ −Q′∗u
}
h, g
〉

dt = 0, ∀u ∈ D(N), ∀ g, h ∈ D(N ′u).

Это тождественно выполняется тогда и только тогда, когда[
(P2u − P ∗2u)Dtt+

(
2P3u

(
ut(·)

)
+ P1u + 2utP ∗3u − 2

∂P ∗2u
∂t
− 2P ∗′2u(·;ut) + P ∗1u

)
Dt+

+P ′3u(u2
t ; ·)+P ′2u(utt; ·)+P ′1u(ut; ·)+Q′u+2uttP ∗3u+2ut

∂P ∗3u
∂t

+2utP ∗′3u(·;ut)−[P ′3u(u2
t ; ·)]∗−

− ∂2P ∗2u
∂t2

−
(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(·;ut)−P ∗′′2u (·;ut;ut)−P ∗′2u(·;utt)−
∂P ∗′2u

∂t
(·;ut)− [P ′2u(utt; ·)]∗+

+
∂P ∗1u
∂t

+ P ∗′1u(·;ut)− [P ′1u(ut; ·)]∗ −Q′∗u

]
h = 0, ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′u),
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а для справедливости этого равенства необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись условия (11)–(17).

5. Пример

Рассмотрим уравнение движения вида

N(u) ≡ a1u
2
t + b1u

2
x + a2uutt + b2uuxx = 0, (20)

(x, t) ∈ QT = (0, l)× (0, T ),

где u = u(x, t) — неизвестная функция; ai, bi, (i = 1, 2) — постоянные.
Положим

D(N) =
{
u ∈ U = C2(QT ) : u|t=0 = ϕ1(x), u|t=T = ϕ2(x)

(
x ∈ (0, l)

)
,

u|x=0 = ψ1(t), u|x=l = ψ2(t)
(
t ∈ (0, T )

)}
, (21)

где ϕi ∈ C[0, l], ψi ∈ C[0, T ], (i = 1, 2).
Обозначим V = C(QT ) и зададим билинейную форму равенством

Φ(v, g) =
T∫

0

l∫
0

v(x, t)g(x, t) dxdt. (22)

Покажем, что уравнение движения (20) допускает представление в форме
уравнения Эйлера–Лагранжа при выполнении условий

b2 = 2b1, a2 = 2a1. (23)

Действительно, в данном случае P3u = a1, P2u = a2u, P1u = 0, Q(u) = b1u
2
x +

b2uuxx, поэтому

P ∗2u = a2u,
∂P ∗2u
∂t

= 0, P ∗1u = 0, P ∗3u = a1,

P ∗′2u(·;ut) = a2ut, P3u(ut(·)) = a1ut, Q′u = 2b1uxDx + b2uxx + b2uD
2
x,

Q′∗u = −2b1uxx − 2b1uxDx + 2b2uxx + 2b2uxDx + b2uD
2
x,

∂2P ∗2u
∂t2

= 0,
∂P ∗1u
∂t

= 0, P ′1u(ut; ·) = 0, P ∗′1u(·;ut) = 0, [P ′1u(ut; ·)]∗ = 0,(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(·;ut) = 0,
∂P ∗′2u

∂t
(·;ut) = 0,

∂P ∗3u
∂t

= 0, P ′2u(utt; ·) = a2utt,

P ∗′2u(·;utt) = a2utt, [P ′2u(utt; ·)]∗ = a2utt, P ∗′′2u (·;ut;ut) = 0,

P ′3u(u2
t ; ·) = 0, [P ′3u(u2

t ; ·)]∗ = 0, P ∗′3u(·;ut) = 0.

Из (11) =⇒ a2u− a2u = 0,
(12) =⇒ a1ut − a2ut + a1ut = 0,
(13) =⇒ 0 = 0,
(14) =⇒ 2b1uxDx+b2uxx+b2uD2

x+2b1uxx+2b1uxDx−2b2uxx−2b2uxDx−b2uD2
x = 0,

(15) =⇒ 0 = 0,
(16) =⇒ a2utt − a2utt − a2utt + 2a1utt = 0,
(17) =⇒ 0 = 0.

Таким образом, при выполнении условий (23) оператор N вида (20) является
потенциальным на D(N) (21) относительно билинейной формы (22).
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6. Нахождение первых интегралов уравнения
движения вида (1)

Распространим метод нахождения первых интегралов, предложенный в [2], на
случай операторного уравнения (1).

Рассмотрим однопараметрическую группу преобразований вида

G :
{
t = t+ εϕ(t, u),
u(t) = u(t) + εψ(t, u),

(24)

где ϕ, ψ — некоторые операторы.
С помощью преобразования (24) заданной функции u(t) можно поставить в

соответствие функцию u(t, ε) по правилу

u = u+ εS(u), (25)

где S(u) = ψ(t, u) − utϕ(t, u). При этом оператор S называется генератором пре-
образования (25).

Определение 5. Преобразование (25) называется симметрией уравнения
движения

N(u) = 0, (26)

если для любого достаточно малого ε и любого решения u этого уравнения функ-
ция u вида (25) также является решением этого уравнения.

Критерий инвариантности получен в работе [3] и сформулирован в виде сле-
дующей теоремы.

Теорема 3. Преобразование (25) является симметрией уравнения движе-
ния (26) тогда и только тогда, когда

[N,S](u) ≡ N ′uS(u)− S′uN(u) = 0 (27)

на решениях заданного уравнения движения.
Теорема 4. Пусть S1, S2 — генераторы симметрий уравнения (1), и опера-

тор N является потенциальным на D(N) относительно билинейной формы (6).
Тогда выражение

I[u] = Dt

〈
P2uS2(u), S1(u)

〉
−
〈
2P3u(utS2(u))+2P2uDtS2(u)+P1uS2(u), S1(u)

〉
(28)

определяет первый интеграл заданного уравнения движения.

Доказательство. Имеем〈
N ′uh, g

〉
=

=
〈
2P3u(utht) + P ′3u(u2

t ;h) + P2uhtt + P ′2u(utt;h) + P1uht + P ′1u(ut;h) +Q′uh, g
〉

=

= 2
〈
ht, utP

∗
3ug
〉

+
〈
h, [P ′3u(u2

t ; ·)]∗g
〉

+
〈
htt, P

∗
2ug
〉

+
〈
h, [P ′2u(utt; ·)]∗g

〉
+

+
〈
ht, P

∗
1ug
〉

+
〈
h, [P ′1u(ut; ·)]∗g

〉
+
〈
Q′∗u g, h

〉
. (29)

Далее,

〈
ht, utP

∗
3ug
〉

= Dt

〈
h, utP

∗
3ug
〉
−
〈
h, uttP

∗
3ug
〉
−
〈
h, ut

∂P ∗3u
∂t

g
〉
−

−
〈
h, utP

∗′
3u(g;ut)

〉
−
〈
h, utP

∗
3ugt

〉
,
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htt, P

∗
2ug
〉

= Dt

〈
ht, P

∗
2ug
〉
−
〈
ht,

∂P ∗2u
∂t

g
〉
−
〈
ht, P

∗′
2u(g;ut)

〉
−
〈
ht, P

∗
2ugt

〉
=

= Dt

〈
ht, P

∗
2ug
〉
−Dt

〈
h,
∂P ∗2u
∂t

g
〉

+
〈
h,
∂2P ∗2u
∂t2

g
〉

+
〈
h,

(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(g;ut)
〉

+

+
〈
h,
∂P ∗2u
∂t

gt
〉
−Dt

〈
h, P ∗′2u(g;ut)

〉
+
〈
h,
∂P ∗′2u

∂t
(g;ut)

〉
+
〈
h, P ∗′′2u (g;ut;ut)

〉
+

+
〈
h, P ∗′2u(gt;ut)

〉
+
〈
h, P ∗′2u(g;utt)

〉
−Dt

〈
h, P ∗2ugt

〉
+

+
〈
h,
∂P ∗2u
∂t

gt
〉

+
〈
h, P ∗′2u(gt;ut)

〉
+
〈
h, P ∗2ugtt

〉
,

〈
ht, P

∗
1ug
〉

= Dt

〈
h, P ∗1ug

〉
−
〈
h,
∂P ∗1u
∂t

g
〉
−
〈
h, P ∗′1u(g;ut)−

〈
h, P ∗1ugt

〉
.

Таким образом, (29) примет вид

〈
N ′uh, g

〉
= Dt

〈
h, 2utP ∗3ug

〉
−
〈
h, 2uttP ∗3ug

〉
−
〈
h, 2ut

∂P ∗3u
∂t

g
〉
−

−
〈
h, 2utP ∗′3u(g;ut)

〉
−
〈
h, 2utP ∗3ugt

〉
+
〈
h, [P ′3u(u2

t ; ·)]∗g
〉
+

+Dt

〈
ht, P

∗
2ug
〉
−Dt

〈
h,
∂P ∗2u
∂t

g
〉

+
〈
h,
∂2P ∗2u
∂t2

g
〉

+
〈
h,

(
∂P ∗2u
∂t

)′
u

(g;ut)
〉

+

+
〈
h,
∂P ∗2u
∂t

gt
〉
−Dt

〈
h, P ∗′2u(g;ut)

〉
+
〈
h,
∂P ∗′2u

∂t
(g;ut)

〉
+
〈
h, P ∗′′2u (g;ut;ut)

〉
+

+
〈
h, P ∗′2u(gt;ut)

〉
+
〈
h, P ∗′2u(g;utt)

〉
−Dt

〈
h, P ∗2ugt

〉
+

+
〈
h,
∂P ∗2u
∂t

gt
〉

+
〈
h, P ∗′2u(gt;ut)

〉
+
〈
h, P ∗2ugtt

〉
+
〈
h, [P ′2u(utt; ·)]∗g

〉
+

+Dt

〈
h, P ∗1ug

〉
−
〈
h,
∂P ∗1u
∂t

g
〉
−
〈
h, P ∗′1u(g;ut)

〉
−
〈
h, P ∗1ugt

〉
+

+
〈
h, [P ′1u(ut; ·)]∗g

〉
+
〈
Q′∗u g, h

〉
. (30)

Учитывая условия (11)–(17), из (30) получаем

〈
N ′uh, g

〉
=
〈
N ′ug, h

〉
+Dt

〈
h, 2utP ∗3ug

〉
+Dt

〈
ht, P

∗
2ug
〉
−Dt

〈
h,
∂P ∗2u
∂t

g
〉
−

−Dt

〈
h, P ∗′2u(g;ut)

〉
−Dt

〈
h, P ∗2ugt

〉
+Dt

〈
h, P ∗1ug

〉
=
〈
N ′ug, h

〉
+

+Dt

〈
h, 2utP ∗3ug

〉
+D2

t

〈
h, P ∗2ug

〉
− 2Dt

〈
h,
∂P ∗2u
∂t

g
〉
−

− 2Dt

〈
h, P ∗′2u(g;ut)

〉
− 2Dt

〈
h, P ∗2ugt

〉
+Dt

〈
h, P ∗1ug

〉
=
〈
N ′ug, h

〉
+

+Dt

(
Dt

〈
P2ug, h

〉
−
〈
2P3u(utg) + 2P2ugt + P1ug, h

〉)
.

Подставляя в последнее выражение S1(u) и S2(u) вместо h и g и принимая
во внимание (27), заключаем, что I[u] вида (28) является первым интегралом
заданного уравнения движения.

7. Заключение

В работе получен аналог условий потенциальности Гельмгольца для заданного
уравнения движения. Дан общий вид первого интеграла этого уравнения в случае
его инвариантности. Кроме того, предложен конструктивный метод нахождения
генераторов симметрий.
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A constructive method for finding some first integrals of equations of motion of dissipative
systems with infinite number of degrees of freedom is suggested.




