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К. Вудкевич описывает метод Холево–Хелстрома и приводит свою операциональную
модель квантовых измерений в качестве примера применения этого метода. В ней участ-
вует квантовая функция распределения вероятностей 𝑃 (𝑞, 𝑝) = (𝑊𝜓 *𝑊𝜙) (𝑞, 𝑝). Здесь
𝑊𝜙 — квантовая функция распределения Вигнера состояния 𝜙 квантовой системы до
измерения, 𝑊𝜓 — квантовая функция распределения Вигнера состояния 𝜓 квантово-
го фильтра до процедуры измерения. Известно, что свертка двух квантовых функций
распределения Вигнера является положительно определенным распределением вероят-
ностей на фазовом пространстве квантовой системы.

Квантовая функция распределения Вигнера однозначно связана с правилом кван-
тования Вейля, которое классической величине 𝐴 (𝑞, 𝑝) ставит в соответствие (псевдо)
дифференциальный оператор 𝑂𝑊 (𝐴), символом которого является функция 𝐴 (𝑞, 𝑝). В
статье утверждается, что с квантовой функцией распределения Курышкина–Вудкевича
связано правило квантования Курышкина, которое классической величине 𝐴 (𝑞, 𝑝) ста-
вит в соответствие оператор наблюдаемой 𝑂𝜓 (𝐴) с символом 𝐴𝐺 (𝑞, 𝑝) = (𝐴 * Φ) (𝑞, 𝑝).
Здесь Φ(𝑞, 𝑝) = (2𝜋~)−3/2 exp (−𝑖𝑝𝑞/~)𝜓 (𝑞)𝜓 (𝑝), где 𝜓 (𝑝) — Фурье-образ функции со-
стояния квантового фильтра 𝜓 (𝑞).

Ключевые слова: операциональная модель квантовых измерений, правило кван-
тования, квантовая функция распределения, ожидаемые значения наблюдаемых, изме-
ренные значения наблюдаемых.

1. Введение

Одной из важных проблем описания квантово-механических систем является
описание результатов измерения характеристик, например спектральных, данных
систем. Ведь именно измеренные характеристики квантовых объектов сообщают
нам (косвенным образом) свойства этих объектов. Именно измеренные харак-
теристики квантовых объектов собирают физики-экспериментаторы в специали-
зированные базы данных (см., например в [1]), с элементами которых физики-
теоретики сравнивают результаты своих теоретических исследований. При этом,
довольно часто, теоретически исследуются модели изолированных квантовых объ-
ектов, не учитывающие измерительного прибора в процессе квантового измере-
ния. Одним из главных в настоящей работе является тезис: процессу верификации
с экспериментальными данными следует подвергать не результаты теоретическо-
го описания изолированного квантового объекта, а результаты теоретического
описания квантового объекта, подвергающегося процессу измерения и, следова-
тельно, открытого в описываемой ситуации [2,3]. Работа в целом посвящена тео-
ретическому описанию квантового объекта, над которым производится процедура
измерения. При этом мы пользуемся стандартной моделью квантовых измерений
Хелстрома–Холево в конструктивной конкретизации — в операциональной моде-
ли Курышкина–Вудкевича.
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2. Концепция квантования Березина–Тарасова

Правило (процедура) квантования физических систем может быть определено
различными способами. В данной работе используется подход Ф.А. Березина и
В.Е. Тарасова, опирающийся на формализм лиево-йордановых алгебр.

Пусть система имеет 𝑛 степеней свободы, а ее фазовое пространство являет-
ся вещественным линейным пространством с размерностью 2𝑛. Наблюдаемыми
являются функции 𝐴 (𝑞, 𝑝), где 𝑞, 𝑝 ∈ 𝑅𝑛. Обычно под квантованием понимают
единую процедуру [4, 5], которая каждой классической наблюдаемой, т.е. веще-
ственной функции 𝐴 (𝑞, 𝑝), ставит в соответствие квантовую наблюдаемую, т.е.
самосопряженный оператор 𝐴 (𝑞, 𝑝). Сама функция 𝐴 (𝑞, 𝑝) называется в этом слу-
чае символом оператора 𝐴 (𝑞, 𝑝).

Примем, что эволюция классической системы на плоском фазовом простран-
стве 𝑅2𝑛 описывается дифференциальным уравнением

d

d𝑡
𝐴 (𝑞, 𝑝) = 𝐿

(︂
𝑞, 𝑝,

𝜕

𝜕𝑞
,
𝜕

𝜕𝑝

)︂
𝐴 (𝑞, 𝑝) , (1)

где 𝐴 (𝑞, 𝑝) — гладкая функция, определенная на пространстве 𝑅2𝑛 и описыва-

ющая классическую наблюдаемую, а 𝐿
(︂
𝑞, 𝑝,

𝜕

𝜕𝑞
,
𝜕

𝜕𝑝

)︂
— линейный дифференци-

альный оператор на пространстве гладких функций. Для получения уравнений
эволюции квантовых систем надо задать правила, позволяющие квантовать клас-
сические уравнения движения (1) соответствующих дифференциальных операто-
ров. Часто при задании этих правил стремятся записать уравнения движения
в гамильтоновой форме [6, 7], т.е. через скобку Пуассона с некоторой функцией
Гамильтона. Однако в общем случае затруднительно определить, существует ли
функция Гамильтона, является ли она единственной, если она существует, и най-
ти ее явный вид, если она существует и единственна [8]. Поэтому квантование
классических динамических систем общего вида, исходящее из уравнений движе-
ния, более удобно [9].

Пусть множество наблюдаемых образует линейное пространство 𝑀0 над по-
лем вещественных чисел 𝑅. Для наблюдаемых из 𝑀0 определены [10] две били-
нейные операции умножения, обозначаемые символами ∙ и ∘ и удовлетворяющие
условиям:
1) ⟨𝑀0, ∙⟩ — алгебра Ли:

𝐴 ∙𝐵 = −𝐵 ∙𝐴, (𝐴 ∙𝐵) ∙ 𝐶 + (𝐵 ∙ 𝐶) ∙𝐴+ (𝐶 ∙𝐴) ∙𝐵 = 0;

2) ⟨𝑀0, ∘⟩ — специальная алгебра Йордана:

𝐴 ∘𝐵 = 𝐵 ∘𝐴, ((𝐴 ∘𝐴) ∘𝐵) ∘𝐴 = (𝐴 ∘𝐴) ∘ (𝐵 ∘𝐴) ;

3) выполняются тождество дифференцирования йордановой алгебры и тожде-
ство связи ассоциаторов [5]:

𝐴 ∙ (𝐵 ∘ 𝐶) = (𝐴 ∙𝐵) ∘ 𝐶 +𝐵 ∘ (𝐴 ∙ 𝐶) ,

(𝐴 ∘𝐵) ∘ 𝐶 −𝐴 ∘ (𝐵 ∘ 𝐶) = ~2

4
((𝐴 ∙𝐵) ∙ 𝐶 −𝐴 ∙ (𝐵∙)) .

В этом случае говорят, что определена лиево-йорданова алгебра [11, 12]. Будем
также полагать, что в 𝑀0 существует единица 𝐼 такая, что 𝐴 ∘ 𝐼 = 𝐴 и 𝐴 ∙ 𝐼 = 0.

Через 𝑀 обозначена [10] свободная лиево-йорданова алгебра над полем веще-
ственных чисел 𝑅 с единицей 𝐼 и образующими 𝑞𝑗 и 𝑝𝑗 , где 𝑗 = 1, ..., 𝑛 и

𝑞𝑗 ∙ 𝑝𝑘 = 𝛿𝑗𝑘𝐼, 𝑞𝑗 ∙ 𝑞𝑘 = 0, 𝑝𝑗 ∙ 𝑝𝑘 = 0. (2)
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Для классических наблюдаемых 𝐴 (𝑞, 𝑝) и 𝐵 (𝑞, 𝑝) эти операции совпадают со скоб-
ками Пуассона в 𝑅2𝑛 и с поточечным умножением функций:

𝐴 (𝑞, 𝑝) ∙𝐵 (𝑞, 𝑝) = {𝐴 (𝑞, 𝑝) , 𝐵 (𝑞, 𝑝)} , 𝐴 (𝑞, 𝑝) ∘𝐵 (𝑞, 𝑝) = 𝐴 (𝑞, 𝑝)𝐵 (𝑞, 𝑝) . (3)

Для квантовых наблюдаемых 𝐴 (𝑞, 𝑝) и 𝐵 (𝑞, 𝑝) операциями лиева и йорданова
умножений являются операции коммутатора и антикоммутатора:

𝐴 (𝑞, 𝑝) ∙𝐵 (𝑞, 𝑝) =
1

𝑖~ (𝐴 (𝑞, 𝑝)𝐵 (𝑞, 𝑝)−𝐵 (𝑞, 𝑝)𝐴 (𝑞, 𝑝)) ,

𝐴 (𝑞, 𝑝) ∘𝐵 (𝑞, 𝑝) =
1

2
(𝐴 (𝑞, 𝑝)𝐵 (𝑞, 𝑝) +𝐵 (𝑞, 𝑝)𝐴 (𝑞, 𝑝)) .

(4)

3. Правило квантования Вейля

Для всякого элемента 𝐴 ∈𝑀 определены [9] два оператора левого умножения,
отображающие 𝑀 в себя по правилам:

𝐿+
𝐴𝐵 = 𝐴 ∘𝐵, 𝐿−

𝐴𝐵 = 𝐴 ∙𝐵

для любых 𝐵 ∈𝑀 . Эти отображения являются эндоморфизмами модуля алгебры
𝑀 [9]. Подалгебра алгебры эндоморфизмов модуля 𝑀 , порождаемая всевозмож-
ными операторами левых лиевых и йордановых умножений, называется алгеброй
умножений лиево-йордановой алгебры 𝑀 и обозначается 𝐴 (𝑀) [9]. Там же дока-
зана

Теорема 1. Если лиево-йорданова алгебра 𝑀 с единицей 𝐼 порождается мно-
жеством 𝑋 = {𝑞𝑗 , 𝑝𝑗 , 𝐼 : 𝑗 = 1, ..., 𝑛}, элементы которого удовлетворяют соот-
ношениям (2), то соответствующая алгебра умножений 𝐴 (𝑀) порождается
множеством операторов

{︁
𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝑝𝑗
, 𝐿±

𝐼 : 𝑞𝑗 , 𝑝𝑗 , 𝐼 ∈ 𝑋
}︁
, которые удовлетворя-

ют коммутационным соотношениям:[︁
𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

∓
𝑝𝑘

]︁
= 𝛿𝑗𝑘 𝐿

+
𝐼 ,

[︁
𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝑝𝑘

]︁
=
[︁
𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝑞𝑘

]︁
=
[︁
𝐿±
𝑝𝑗
, 𝐿±

𝑝𝑘

]︁
= 0, (5)[︁

𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

∓
𝑞𝑘

]︁
=
[︁
𝐿±
𝑝𝑗
, 𝐿∓

𝑝𝑘

]︁
= 0,

[︁
𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝐼

]︁
=
[︁
𝐿±
𝑝𝑗
, 𝐿±

𝐼

]︁
= 0. (6)

Отметим, что данные коммутационные соотношения для образующих{︁
𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝑝𝑗
, 𝐿±

𝐼 : 𝑞𝑗 , 𝑝𝑗 , 𝐼 ∈ 𝑋
}︁

алгебры умножений 𝐴 (𝑀) одинаковы для класси-
ческих и квантовых наблюдаемых [9]. Соотношения (5), (6) определяют алгебру
Ли, порожденную операторами 𝐿±

𝑞𝑗 , 𝐿
±
𝑝𝑘
, 𝐿±

𝐼 . Из теоремы 1 вытекает очевидное
утверждение: любой элемент 𝐿 алгебры умножений 𝐴 (𝑀) лиево-йордановой ал-
гебры 𝑀 с единицей 𝐼 может быть записан как полином 𝐿

(︁
𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝑝𝑘
, 𝐿±

𝐼

)︁
от

операторов умножения 𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝑝𝑘
, 𝐿±

𝐼 .

Соответствие между операторами 𝐴 = 𝐴 (𝑞, 𝑝) и символами 𝐴 (𝑞, 𝑝) полностью
определяется формулами, выражающими символы операторов 𝑞𝑗𝐴, 𝐴𝑞𝑗 , 𝑝𝑗𝐴, 𝐴𝑝𝑗
через символ оператора 𝐴 [9]. Говорят, что задано вейлевское квантование 𝜋𝑊 ,
если эти формулы имеют вид:

𝜋𝑊

(︂(︂
𝑞𝑗 +

𝑖~
2

𝜕

𝜕𝑝𝑗

)︂
𝐴 (𝑞, 𝑝)

)︂
= 𝑞𝑗𝐴, 𝜋𝑊

(︂(︂
𝑞𝑗 −

𝑖~
2

𝜕

𝜕𝑝𝑗

)︂
𝐴 (𝑞, 𝑝)

)︂
= 𝐴𝑞𝑗 , (7)
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𝜋𝑊

(︂(︂
𝑝𝑗 −

𝑖~
2

𝜕

𝜕𝑞𝑗

)︂
𝐴 (𝑞, 𝑝)

)︂
= 𝑝𝑗𝐴, 𝜋𝑊

(︂(︂
𝑝𝑗 +

𝑖~
2

𝜕

𝜕𝑞𝑗

)︂
𝐴 (𝑞, 𝑝)

)︂
= 𝐴𝑝𝑗 (8)

для любых 𝐴 = 𝜋𝑊 (𝐴 (𝑞, 𝑝)). Доказательство справедливости этих формул содер-
жится в [12].

Из определения (3) видно, что операторы 𝐿+
𝐴 и 𝐿−

𝐴, действующие на класси-
ческие наблюдаемые, задаются формулами:

𝐿+
𝐴𝐵 (𝑞, 𝑝) = 𝐴 (𝑞, 𝑝)𝐵 (𝑞, 𝑝) , 𝐿−

𝐴𝐵 (𝑞, 𝑝) = {𝐴 (𝑞, 𝑝)𝐵 (𝑞, 𝑝)} . (9)

В силу определения (4) операторы �̂�+
𝐴 и �̂�−

𝐴 выражаются в виде

�̂�+
𝐴�̂� =

1

2

(︁
𝐴�̂� + �̂�𝐴

)︁
, �̂�−

𝐴�̂� =
1

𝑖~

(︁
𝐴�̂� − �̂�𝐴

)︁
.

Используя операторы умножения 𝐿±
𝐴 и �̂�±

𝐴, перепишем формулы (7) и (8) в
виде:

𝜋𝑊

(︁
𝐿±
𝑞𝑗𝐴
)︁
= �̂�±

𝑞𝑗𝐴, 𝜋𝑊

(︁
𝐿±
𝑝𝑗
𝐴
)︁
= �̂�±

𝑝𝑗
𝐴.

Поскольку эти соотношения выполняются для любых 𝐴 = 𝜋𝑊 (𝐴 (𝑞, 𝑝)), то можно
определить [9] вейлевское квантование самих операторов умножения следующим
образом:

𝜋𝑊

(︁
𝐿±
𝑞𝑗

)︁
= �̂�±

𝑞𝑗 , 𝜋𝑊

(︁
𝐿±
𝑝𝑗

)︁
= �̂�±

𝑝𝑗
. (10)

Эти соотношения задают вейлевское квантование порождающих операторов ал-
гебры умножений лиево-йордановой алгебры классических наблюдаемых.

Из определения (9) для классических наблюдаемых получаем

𝐿+
𝑞𝑗𝐴 (𝑞, 𝑝) = 𝑞𝑗𝐴 (𝑞, 𝑝) , 𝐿+

𝑝𝑗𝐴 (𝑞, 𝑝) = 𝑝𝑗𝐴 (𝑞, 𝑝) , (11)

𝐿−
𝑞𝑗𝐴 (𝑞, 𝑝) =

𝜕𝐴 (𝑞, 𝑝)

𝜕𝑝𝑗
, 𝐿−

𝑝𝑗𝐴 (𝑞, 𝑝) = −𝜕𝐴 (𝑞, 𝑝)

𝜕𝑞𝑗
. (12)

Выражения (11) и (12) позволяют рассматривать линейный полиномиальный
дифференциальный оператор как элемент алгебры умножений лиево-йордановой
алгебры классических наблюдаемых. В результате имеет место следующая тео-
рема [9].

Теорема 2. Линейный полиномиальный дифференциальный оператор

𝐿

(︂
𝑞, 𝑝,

𝜕

𝜕𝑞
,
𝜕

𝜕𝑝

)︂
,

действующий на классические наблюдаемые 𝐴 (𝑞, 𝑝) ∈ 𝑀 , является элементом
алгебры умножений 𝐴 (𝑀) лиево-йордановой алгебры 𝑀 классических наблюдае-
мых:

𝐿

(︂
𝑞, 𝑝,

𝜕

𝜕𝑞
,
𝜕

𝜕𝑝

)︂
= 𝐿

(︀
𝐿+
𝑞 , 𝐿

+
𝑝 ,−𝐿−

𝑝 , 𝐿
−
𝑞

)︀
.

В силу (10) и коммутационных соотношений (5), (6) вейлевское квантова-

ние 𝜋𝑊 дифференциальному оператору 𝐿
(︂
𝑞, 𝑝,

𝜕

𝜕𝑞
,
𝜕

𝜕𝑝

)︂
на функциональном про-

странстве сопоставляет оператор 𝐿
(︁
�̂�+
𝑞 , �̂�

+
𝑝 ,−�̂�−

𝑝 , �̂�
−
𝑞

)︁
, действующий в оператор-

ном пространстве. Таким образом, вейлевское квантование дифференциальных
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уравнений с полиномиальными операторами [10], описывающих эволюцию на-
блюдаемых динамической системы (1), определяется формулой:

𝜋𝑊

(︂
𝐿

(︂
𝑞, 𝑝,

𝜕

𝜕𝑞
,
𝜕

𝜕𝑝

)︂)︂
= 𝐿

(︁
�̂�+
𝑞 , �̂�

+
𝑝 ,−�̂�−

𝑝 , �̂�
−
𝑞

)︁
.

Поскольку коммутационные соотношения для операторов 𝐿±
𝑞𝑗 , 𝐿

±
𝑝𝑘

и совпада-
ют, имеет место следующая теорема [9].

Теорема 3. При вейлевском квантовании упорядочение образующих опера-
торов в операторе 𝐿

(︁
�̂�+
𝑞 , �̂�

+
𝑝 ,−�̂�−

𝑝 , �̂�
−
𝑞

)︁
однозначно определяется упорядочением

в операторе 𝐿
(︀
𝐿+
𝑞 , 𝐿

+
𝑝 ,−𝐿−

𝑝 , 𝐿
−
𝑞

)︀
.

Соответствие между полиномиальными дифференциальными операторами и
элементами алгебры умножений лиево-йордановой алгебры классических наблю-
даемых можно продолжить до соответствия между псевдодифференциальными
операторами (первого рода) и элементами некоторой счётно-нормированной ин-
волютивной алгебры умножений [10].

4. Правила квантования и квантовые функции
распределения

Изолированный (классический) объект описывается конфигурационным про-
странством 𝑄 = R𝑛, фазовым пространством 𝑇 *𝑄 = R𝑛⊕R𝑛, классической функ-
цией гамильтона 𝐻 (𝑞, 𝑝), еще (𝑛− 1) интегралами движения, находящимися в
инволюции с 𝐻 (𝑞, 𝑝), и классом (вещественных) функций {𝐴 (𝑞, 𝑝)} классических
наблюдаемых.

Соответствующий квантовый объект описывается оснащенным гильбертовым
пространством 𝑆 (𝑄) ⊂ 𝐿2 (𝑄) ⊂ 𝑆′ (𝑄), алгеброй операторов состояний (матриц
плотности) {𝜌}, алгеброй (Ли–Йордановой) квантовых наблюдаемых {𝑂 (𝐴)}, по-
лученных из классических наблюдаемых 𝐴 (𝑞, 𝑝) с помощью процедуры кванто-
вания [13].

Самосопряженный оператор 𝑂 (𝐴) наблюдаемой 𝐴 допускает ортонормиро-
ванное разложение единицы d𝐴 (𝜆), согласованное со структурой оснащенного
гильбертова пространства [14]. Средние значения наблюдаемой 𝐴 в состояниях 𝜌
задаются выражением: ⟨𝐴⟩𝜌 = Tr {𝑂 (𝐴) 𝜌} [5].

Теория Мехта–Коэна–Курышкина [2, 15, 16] утверждает взаимно-однозначное
соответствие между правилом квантования 𝐴 (𝑞, 𝑝) ↦→ 𝑂 (𝐴) и квантовой функ-
цией распределения 𝜌 ↦→ 𝐹𝜌 (𝑞, 𝑝), обеспечивающими равенство

Tr {𝑂 (𝐴) 𝜌} =

∫︁
𝐴 (𝑞, 𝑝)𝐹𝜌 (𝑞, 𝑝) d𝑞d𝑝

для всех (вещественных) наблюдаемых 𝐴 (например, {𝐴 (𝑞, 𝑝)} = 𝑆 (𝑇 *𝑄)).
Существует много правил квантования, которые классическим наблюдаемым

𝐴 (𝑞, 𝑝) ставят в соответствие квантовые наблюдаемые 𝑂 (𝐴). Здесь 𝐴 (𝑞, 𝑝) —
функция на фазовом пространстве 𝑇 * 𝑄, 𝑂 (𝐴) — оператор в оснащенном гиль-
бертовом пространстве 𝑆 ⊂ 𝐿2 (𝑄) ⊂ 𝑆′, 𝑄 — конфигурационное пространство
физической системы.

Квантовая функция распределения Вигнера [17] 𝜌 ↦→𝑊𝜌 (𝑞, 𝑝) лежит в основе
операциональной модели квантовых измерений [18,19], она соответствует правилу
квантования Вейля [20] 𝐴 (𝑞, 𝑝) ↦→ 𝑂𝑊 (𝐴) (подробно изученному в работах [13,
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21]), так что

Tr {𝑂𝑊 (𝐴) 𝜌} =

∫︁
𝐴 (𝑞, 𝑝)𝑊𝜌 (𝑞, 𝑝) d𝑞d𝑝

для всех 𝐴 (𝑞, 𝑝) ∈ 𝑆 (𝑇 *𝑄). Здесь

𝑂𝑊 (𝐴) =

∫︁
𝐴 (𝜉, 𝜂) exp

{︁
− 𝑖

~ (𝑝𝜉 + 𝑞𝜂)
}︁
d𝜉d𝜂,

где𝐴 (𝜉, 𝜂) — Фурье-преобразование функции𝐴 (𝑞, 𝑝), (𝑞𝑗𝑢) (𝑞) = 𝑞𝑗𝑢 (𝑞) и (𝑝𝑗𝑢) (𝑞) =
−𝑖~ (𝜕𝑢/𝜕𝑞𝑗) (𝑞) является псевдодифференциальным оператором, действующим
по правилу

[𝑂𝑊 (𝐴)𝑢] (𝑞) =

∫︁
𝐾𝐴

𝑊 (𝑞, 𝑞)𝑢 (𝑞) d𝑞,

где 𝐾𝐴
𝑊 (𝑞, 𝑞) = 𝐴

(︁
𝑞 + 𝑞

2
, 𝑝
)︁
exp

{︁
𝑖

~𝑝 (𝑞 − 𝑞)
}︁
.

Строго говоря, квантование Вейля (см., например, [4, 21]) сопоставляет обоб-
щенной функции 𝐴 ∈ 𝑆′ (︀R2𝑛

)︀
(𝑆 (R𝑚) — пространство Шварца) линейный непре-

рывный оператор 𝑂𝑤 (𝐴) : 𝑆 (R𝑛) → 𝑆′ (R𝑛), определяемый полуторалинейной
формой на 𝜙,𝜓 ∈ 𝑆 (R𝑛): (𝑂𝑊 (𝐴)𝜙,𝜓) = ⟨𝐴,Ψ⟩,

Ψ(𝑢) =
1

(2𝜋~)𝑛
∫︁
exp

{︁
𝑖

~ (𝑝, 𝑧)
}︁
𝜙
(︁
𝑞 +

𝑧

2

)︁
𝜓
(︁
𝑞 +

𝑧

2

)︁
d𝑧,

где 𝑢 = (𝑝, 𝑞) ∈ R2𝑛, 𝑝, 𝑞 ∈ R𝑛, а ⟨𝐴,Ψ⟩ — значение 𝐴 ∈ 𝑆′ (︀R2𝑛
)︀

на Ψ ∈ 𝑆
(︀
R2𝑛

)︀
.

5. Измеренные значения квантовых наблюдаемых

Многие исследователи без дополнительных обоснований полагают, что ожи-
даемые значения наблюдаемых соответствуют данным экспериментальных на-
блюдений за указанными наблюдаемыми с помощью измерительных приборов
в измерительных процедурах. Вместе с тем всем исследователям известно, что
в процессе измерения квантовый объект, наблюдаемые характеристики которо-
го измеряются, является открытым. В случае классических измерений энергией
взаимодействия между измеряемым объектом и измерительным прибором можно
пренебречь по сравнению с энергией объекта до измерения. В связи с этим изме-
ряемый классический объект можно считать изолированным. Теория квантовых
измерений первого типа имеет дело с величинами энергии взаимодействия, кото-
рыми нельзя пренебрегать по сравнению с величиной энергии квантового объек-
та. В случае квантовых измерений второго типа, когда в процессе измерения не
происходит взаимодействия с измерительным прибором, измерительный прибор
(анализатор+детектор), тем не менее, обрабатывает сигнал от измеряемого объ-
екта. Это означает, что теория квантовых измерений описывает квантовый объект
как открытую подсистему в составной системе «объект + прибор (анализатор)».

Заметим кстати, что значения измеренных величин распределены в соответ-
ствии с положительно определенной функцией распределения вероятностей. За-
метим также, что свертка любых двух квантовых функций распределения Вигне-
ра является положительно определенной функцией распределения, но не обяза-
тельно является функцией распределения Вигнера [22]. Мы будем пользоваться
тем вариантом теории квантовых измерений, которая базируется на квантовой
теории оценивания, построенной в работах Холево и Хелстрома [23–25].

Таким образом, составная система «объект+фильтр (анализатор)» действует
в пространстве 𝐿2 (𝑄1 ⊕𝑄2) = 𝐿2 (𝑄1)⊕𝐿2 (𝑄2) с помощью операторов «измерен-
ных» наблюдаемых 𝑂𝑊 (𝐴)⊗𝐼, а ее состояния до процедуры измерения задаются
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операторами 𝜌1 ⊗ 𝜌2. Среднее значение измеренной наблюдаемой равно [23]

⟨𝐴⟩𝜌1⊗𝜌2 = Tr
{︁(︁
𝑂𝑊 (𝐴)⊗ 𝐼

)︁
(𝜌1 ⊗ 𝜌2)

}︁
= Tr1 {𝑂𝜌2 (𝐴) 𝜌1} ,

где Tr1 — частичный след по пространству 𝐿2 (𝑄1) и

𝑂𝜌2 (𝐴) = Tr2

{︁(︁
𝑂𝑊 (𝐴)⊗ 𝐼

)︁
(𝜌1 ⊗ 𝜌2)

}︁
— частичный след по пространству 𝐿2 (𝑄2).

С другой стороны, среднее значение измеренной наблюдаемой равно [18, 19,
26,27]

⟨𝐴⟩𝜌1⊗𝜌2 =

∫︁
𝐴 (𝑞, 𝑝) (𝑊𝜌1 *𝑊𝜌2) (𝑞, 𝑝) d𝑞d𝑝,

т.е ⟨𝐴⟩𝑃 =

∫︁
𝐴 (𝑞, 𝑝)

∫︁
𝑊𝜌1 (𝑞 − 𝑞, 𝑝− 𝑝)𝑊𝜌2 (𝑞, 𝑝) (𝑞, 𝑝) d𝑞d𝑝d𝑞d𝑝.

Следовательно, справедлива

Теорема 4. Правило квантования Курышкина–Вудкевича сопоставляет обоб-
щенной функции 𝐴 ∈ 𝑆′ (𝑇 *𝑄) линейный непрерывный оператор вида 𝑂𝜌2 (𝐴) =
𝑂𝑊 (𝐴 *𝑊𝜌2) : 𝑆 (𝑄) → 𝑆′ (𝑄).

6. Сравнение результатов операциональной модели
квантовых измерений с моделью Славнова Д.А.

В серии работ [28–36], посвященных исследованию связи квантовых измерений
и математического аппарата квантовой физики, Д.А. Славнов развил конструк-
цию, обосновывающую и обобщающую стандартную модель квантовой механики,
созданной в работах Бора, Гейзенберга, Дирака и фон Неймана. Конструкция на-
чинается с построения вещественной алгебры наблюдаемых 𝐴+, не обязательно
являющихся операторами в некотором гильбертовом пространстве. Затем веще-
ственная алгебра расширяется до комплексной алгебры с инволюцией и единицей
𝐴. Далее автор говорит, что можно было бы на ней ввести структуру специ-
альной алгебры Йордана с единицей, и, не оговаривая отдельно, использует вто-
рую бинарную операцию коммутирования. Все это является феноменологическим
обоснованием использования специальной йорданово-лиевой алгебры с единицей,
лежащей в основе концепции Березина–Тарасова строгого описания вейлевского
квантования.

Затем вводится понятие совместно наблюдаемых величин: если для наблюда-
емых 𝐴 и �̂� существуют приборы, которые позволяют осуществить совместимые
наблюдения, то такие наблюдаемые называются совместимыми или одновременно
измеримыми. Совместимые наблюдаемые могут быть объединены в максималь-
ную коммутативную подалгебру вещественной алгебры. На каждой максималь-
ной коммутативной подалгебре задано множество характеров 𝜙 — одномерных
гомоморфизмов в вещественную прямую (единичную окружность в комплексной
плоскости).

Эрмитовы элементы алгебры 𝐴 являются латентной формой наблюдаемой ве-
личины. Это очень удачное уточнение Славнова Д.А. по сравнению с понятием
квантовых наблюдаемых в стандартной формулировке. Явной формой наблюда-
емой является некоторое число, ассоциированное с результатом измерения. Это
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значит, что оно зависит от измерительной процедуры и от свойств составной ча-
сти измерительного устройства — квантового фильтра (анализатора). Функцио-
нал 𝜙

(︁
𝐴
)︁

описывает результат индивидуального измерения. Результат измере-

ния 𝜙
(︁
𝐴
)︁

зависит от «состояния» измеряемого объекта и от «состояния» кван-
тового фильтра.

Такой функционал, являющийся гомоморфизмом некоторой максимальной ком-
мутативной подалгебры, Славнов Д.А. называет физическим состоянием кванто-
вого объекта. В операциональной модели квантовых измерений такому функци-
оналу соответствует отображение [37]:

𝜙
(︁
𝐴
)︁
= Tr

{︁(︁
𝐴⊗ 𝐼

)︁
(𝜌𝑜𝑏𝑗 ⊗ 𝜌𝑓 )

}︁
. (13)

Многозначность этого функционала, порожденная множественностью состояний
𝜌𝑓 квантовых фильтров, является очевидной и неудивительной.

Квантовыми состояниями Славнов Д.А. называет классы эквивалентности
функционалов, совпадающих на фиксированных максимальных коммутативных
подалгебрах совместимых наблюдаемых. Эти классы соответствуют отображени-
ям (13) с фиксированным состоянием 𝜌𝑓 квантового фильтра. Автор считает, что
в разных экспериментах мы имеем дело с разными физическими состояниями.
Этот факт очевиден в описываемой нами модели в силу (13), однако с поправ-
кой. Славнов Д.А. относит к физическому состоянию 𝜙 измеряемого квантового
объекта множество тензорных произведений фиксированного состояния объекта
в 𝜌𝑜𝑏𝑗 смысле стандартной квантовой механики на множество состояний кванто-
вых фильтров 𝜌𝑓 всевозможных измерительных устройств.

В работе [33] автор приходит к выводу, что нельзя исключить зависимость
измеренных значений 𝜙𝜉

(︁
𝐴
)︁

наблюдаемой 𝐴 от микросостояния измерительно-

го прибора, т.е. 𝜙𝜉

(︁
𝐴
)︁
̸= 𝜙𝜉′

(︁
𝐴
)︁

при 𝐴 ∈ 𝑄𝜉 ∩ 𝑄𝜉′ . В нашей модели очевидно,

что значения 𝜙𝜉

(︁
𝐴
)︁

и 𝜙𝜉′

(︁
𝐴
)︁
, полученные с помощью квантовых фильтров,

находившихся в разных состояниях 𝜌𝑓 и 𝜌𝑓 ′ , различаются в силу 𝜌𝑓 ̸= 𝜌𝑓 ′ . Зави-
симость результата измерения 𝜙𝜉

(︁
𝐴
)︁

от типа 𝜉 прибора автор [33] рассматривает
как реализацию и конкретизацию представлений Бора о зависимости результата
от общего контекста эксперимента.

Далее в работе [33] показано выполнение пяти условий для функционала 𝜙𝜉.
Следует отметить, что именно эти условия были приняты в работах [2, 26, 27, 38]
в качестве постулатов, из которых было выведено правило квантования в опера-
циональной квантовой механике с неотрицательной квантовой функцией распре-
деления, которое мы и исследовали в данной работе.

Квантовым состоянием измеряемого квантового объекта Славнов Д.А. назы-
вает класс эквивалентности функционалов 𝜙𝜉, совпадающих на максимальных
коммутативных подалгебрах 𝑄𝜉. В операциональной модели квантовых измере-
ний этому классу эквивалентности соответствуют функционалы (1) с фиксиро-
ванным состоянием 𝜌𝜉 квантового фильтра. Таким образом, квантовое состояние
объекта по Славнову зависит от квантового состояния измерительного устрой-
ства.

В основу динамики физических и квантовых состояний в своей модели Слав-
нов Д.А. кладет динамику канонического квантования в представлении Гейзен-
берга. В операциональной модели квантовых измерений мы получили (в рамках
концепции Березина–Тарасова) операциональную динамику, основанную на дина-
мике Вейля–Березина–Тарасова, совпадающей с динамикой канонического кван-
тования на подмножестве наблюдаемых, на которой оно корректно (однозначно)
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определено, и обобщающей ее на более широком множестве 𝑆′ (𝑇 *𝑄) наблюдае-
мых.

И главное, результаты измеренных значений квантовых наблюдаемых в опе-
рациональной модели квантовых измерений подчиняются законам классической
теории вероятностей, также как и значения наблюдаемых в модели Славнова Д.А.
Однако свойства классической теории вероятностей для измеренных значений на-
блюдаемых в нашей модели следуют из конструкции квантовой теории оценива-
ния Хелстрома [25] и теории квантовых измерений Холево [23,24], конкретизацией
которых является операциональная модель. Поэтому в нашей модели нет необ-
ходимости вводить понятие квантового ансамбля, на базе которого Славнов Д.А.
получает свойство линейности функционалов 𝜙𝜉.

В модели Славнова Д.А. векторы гильбертова пространства и операторы воз-
никают после манипуляций с первичными понятиями алгебры наблюдаемых и
функционалов измерения. Факторизация алгебры наблюдаемых по отношению
эквивалентности функционалов, задающему квантовые состояния, в операцио-
нальной модели соответствует проекционному отображению:

𝐴 ↦→ Tr𝜌𝜉

{︁(︁
𝐴⊗ 𝐼

)︁
(𝜌𝑜𝑏𝑗 ⊗ 𝜌𝜉)

}︁
= 𝑂𝜌𝜉 (𝐴) .

В физическое состояние Славнова кроме состояния объекта входит множество
всех классов эквивалентности всех состояний квантовых фильтров, согласован-
ных со всеми максимальными коммутативными подалгебрами.

Процедура операционального квантования в силу конкретности позволяет бо-
лее детально сравнить ее результаты с результатами стандартной квантовой ме-
ханики. В работе [39] показано, что операциональная квантовая механика (сла-
бо) стремится к вейлевскому квантованию при

∑︁
𝑘

|𝜙𝑘 (𝑞)|2 → 𝛿 (𝑞). При этом

спектр водородоподобного атома 𝜆
(𝑗)
{𝜙𝑘} в операциональной квантовой механике

при
∑︁
𝑘

|𝜙𝑘 (𝑞)|2 → 𝛿 (𝑞) стремится не к спектру 𝜆
(𝑗)
𝑠𝑡 , а к значениям 𝜆

(𝑗)
{𝜙𝑘} =

𝜆
(𝑗)
𝑠𝑡 +𝛿𝜆

(𝑗)
𝑠𝑡 +𝐶{𝜙𝑘}, первая часть возмущения которого стремится к нулю, а вторая

часть возмущения стремится к бесконечности [39]. Однако она стремится к беско-
нечности одинаково для всех точек спектра. В спектральных же экспериментах
измеряются не абсолютные спектральные значения, а их разности [1]. Эти разно-

сти в операциональной модели квантовых измерений стремятся к 𝜆(𝑗){𝜙𝑘}−𝜆
(𝑗′)
{𝜙𝑘} →

𝛿𝜆
(𝑗)
𝑠𝑡 − 𝛿𝜆(𝑗

′)
𝑠𝑡 → 0 по мере того, как возмущающее воздействие измерительной ап-

паратуры на измеряемый квантовый объект стремится к нулю. Именно в этом
смысле и надо понимать отклонение моделей квантовых измерений от стандарт-
ной модели квантовой механики [2,26,27,37–45].

7. Заключение

Для замкнутых квантово-механических систем известен принцип квантовых
неразрушающих измерений [46, 47], разрешающий сверхчувствительный прием
слабых сигналов. В [48] рассмотрено измерение над расширением исходной систе-
мы, содержащим вспомогательную независимую квантовую систему, обобщающее
неразрушающие измерения. Предложенное обобщение позволяет совместить из-
мерения некоммутирующих наблюдаемых. Измерительному процессу в смысле
фон Неймана соответствует измерительный инструмент [48], задающий описание
статистики повторных измерений. В [48] показано, что всякое квантовое неразру-
шающее измерение реализуемо в схеме повторных измерений, аппроксимирующих
его сколь угодно точно.
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В [18] предложена конструктивная реализация измерительного инструмента,
параметризованная матрицей плотности 𝜌𝑎 =

∑︁
𝑐𝑘 |𝜓𝑘⟩ ⟨𝜓𝑘| состояний измери-

тельного прибора. Мы утверждаем, что операциональная квантовая функция
распределения измерений наблюдаемой 𝐴 из [18,19] в точности совпадает с кван-
товой функцией распределения из [2,26,27,37–45]. При этом измерительному ин-
струменту соответствует правило квантования Курышкина с помощью псевдо-
дифференциальных операторов 𝑂 (𝐴), символом которого является свертка сим-
вола данного оператора в квантовании Вейля с функцией

Φ (𝑞, 𝑝) =
∑︁

𝑐𝑘𝜓𝑘 (𝑞)𝜓𝑘 (𝑝) .

Исследуемая операциональная модель квантовых измерений отличается про-
стым конструктивным характером. Это позволяет эффективно использовать ком-

пьютерные вычисления (аналитические и численные) [39,42–45] для моделирова-
ния измеренных спектральных характеристик квантовой системы в зависимости
от характеристик квантового фильтра измерительного инструмента. Модель име-
ет особенно простой вид для измерений без взаимодействия измеряемой системы
с инструментом, но может быть использована для описания измерений, содержа-
щих взаимодействие.
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K. Wodkiewicz describes Holevo–Helstrom method, and proposes his own operational
model of quantum measurements as an example of using this method. It involves the quan-
tum probability distribution function 𝑃 (𝑞, 𝑝) = (𝑊𝜓 *𝑊𝜙) (𝑞, 𝑝). Here 𝑊𝜙 is the Wigner
distribution function of the quantum state of a quantum system before measurement, 𝑊𝜓

is the quantum Wigner distribution function of the quantum filter before the measurement
procedure. It is known that the convolution of two quantum Wigner distribution functions is
positive-definite probability distribution function in phase space of a quantum system.

Quantum Wigner distribution function is uniquely related to Weyl quantization rule,
which says that a classical observable 𝐴 (𝑞, 𝑝) corresponds to a (pseudo) differential operator
𝑂𝑊 (𝐴), whose symbol is the function 𝐴 (𝑞, 𝑝). The paper states that Kuryshkin quantiza-
tion rule is associated with the quantum distribution Kuryshkin–Wodkiewicz function. This
quantization rule corresponds to a classical observable 𝐴 (𝑞, 𝑝) the operator of the observable
𝑂𝜓 (𝐴) with the symbol 𝐴𝐺 (𝑞, 𝑝) = (𝐴 * Φ) (𝑞, 𝑝). Here Φ(𝑞, 𝑝) = (2𝜋~)−

3
2 𝑒−

𝑖𝑝𝑞
~ 𝜓 (𝑞)𝜓 (𝑝) ,

where 𝜓 (𝑝) is the Fourier transform of the state function 𝜓 (𝑞) of the quantum filter.
Key words and phrases: operational model of quantum measurement, quantization

rule, quantum distribution function, average values of observables, measured values of ob-
servables.




