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смешанной нормой для предельных показателей
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Доказана теорема вложения в двумерном случае для предельных показателей.
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1. Введение

Определение 1. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), где 1 6 𝑝𝑖 6 ∞, 𝑖 = 1, 𝑛.
Говорят, что функция 𝑓 ∈ L𝑝(R𝑛), если 𝑓 измерима на R𝑛 и конечна следующая
смешанная норма

‖𝑓‖𝑝1,...,𝑝𝑛 ≡ ‖𝑓‖L𝑝(R𝑛)
=

=

⎛⎜⎜⎜⎝
∞∫︁

−∞

⎛⎜⎜⎝. . .
⎛⎜⎝ ∞∫︁
−∞

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)|𝑝1d𝑥1

⎞⎠
𝑝2
𝑝1

d𝑥2

⎞⎟⎠
𝑝3
𝑝2

. . .

⎞⎟⎟⎠
𝑝𝑛

𝑝𝑛−1

d𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
1

𝑝𝑛

.

Если некоторое 𝑝𝑖 = ∞, то в этом выражении вместо интеграла по 𝑥𝑖 понимается
существенная верхняя грань по этой переменной.

Основные свойства пространства L𝑝((𝑅)
𝑛) изложены, например, в [1, 2].

Определение 2. Пусть 𝑙 ∈ N, 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), где 1 6 𝑝𝑖 6 ∞, 𝑖 = 1, 𝑛.
Говорят,что функция 𝑓 ∈ W𝑙

𝑝(R𝑛), если 𝑓 ∈ L𝑝(R𝑛), для любого мультииндекса
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) с |𝛼| = 𝛼1 + . . . + 𝛼𝑛 = 𝑙 существуют обобщённые производные
𝐷𝛼𝑓 и конечна норма ‖𝑓‖W𝑙

𝑝(R𝑛) = ‖𝑓‖L𝑝(R𝑛) +
∑︀

|𝛼|=𝑙
‖𝐷𝛼𝑓‖L𝑝(R𝑛) .

Определение 3. Говорят, что нормированное пространство Z1 вложено в
нормированное пространство Z2 (Z1 →˓ Z2), если

1. Z1 ⊂ Z2;
2. Существует такое 𝐶 > 0, что для любых 𝑓 ∈ Z1 ‖𝑓‖Z2

6 𝐶 ‖𝑓‖Z1

(т.е. оператор вложения 𝐼 : Z1 → Z2 непрерывен).

Свойства пространств Соболева со смешанной нормой W𝑙
𝑝(R𝑛) и теорема вло-

жения для них изложены в [2,3].
Будем рассматривать вопрос о том, при каких условиях на параметры спра-

ведлива теорема вложения
W𝑙
𝑝(R𝑛) →˓ L𝑞(R𝑛). (1)

Простые примеры показывают, что для справедливости этого выражения
необходимо, чтобы

1 6 𝑝𝑖 6 𝑞𝑖 6 ∞, 𝑖 = 1, 𝑛 (2)
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и чтобы
𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
1

𝑝𝑖
− 1

𝑞𝑖

)︂
6 𝑙. (3)

В непредельном случае, когда
𝑛∑︀
𝑖=1

(︁
1
𝑝𝑖

− 1
𝑞𝑖

)︁
< 𝑙, в [3] доказано, что при выпол-

нении условия (2) вложение (1) имеет место. В предельном случае, когда

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
1

𝑝𝑖
− 1

𝑞𝑖

)︂
= 𝑙, (4)

в [3] справедливость вложения (1) установлена при некоторых дополнительных
предположениях, а именно доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть

𝑙 ∈ N, 1 6 𝑝𝑖 6 𝑞𝑖 6 ∞, 𝑖 = 1, 𝑛− 1, (5)

1 < 𝑝𝑛 < 𝑞𝑛 <∞ при 1 = 𝑝𝑛 < 𝑞𝑛 = ∞, (6)

и выполнено соотношение (4), тогда имеет место вложение (1).

В [3] теорема вложения 1 доказывается на основе некоторого интегрально-
го представления функции 𝑓 через её производные. Непредельный случай не
вызывает особых затруднений: достаточно воспользоваться 𝑛 раз обобщённым
неравенством Минковского и неравенством Юнга для свёрток. В предельном
случае дело обстоит иначе. На первых (𝑛 − 1) шагах применяются обобщённое
неравенство Минковского и неравенство Юнга, а на последнем 𝑛-м шаге применяет-
ся неравенство Харди–Литтлвуда, что и приводит к ограничению 1 < 𝑝𝑛 < 𝑞𝑛 <∞
(случай 𝑝𝑛 = 1 и 𝑞𝑛 = ∞ не требуют дополнительных оценок).

Отметим, что условие (6) не является необходимым для справедливости вложе-
ния (1), как это следует, например, из более раннего результата, полученного в [4],
который на языке пространств со смешанной нормой может быть сформулирован
следующим образом.

Теорема 2. Пусть 𝑙 ∈ N, 1 6 𝑚 6 𝑛, 𝑝1 = . . . = 𝑝𝑛 = 𝑝, 𝑞1 = . . . = 𝑞𝑚 = 𝑞,
𝑞𝑚+1 = . . . = 𝑞𝑛 = ∞, причём 1 6 𝑝 < 𝑞 < ∞, и выполняется условие (4),
принимающее вид

𝑛

𝑝
− 𝑚

𝑞
= 𝑙. (4′)

Тогда имеет место вложение (1), теперь записанное следующим образом

W𝑙
(𝑝, . . . , 𝑝⏟  ⏞  

𝑛

)(R
𝑛) →˓ L(𝑞, . . . , 𝑞⏟  ⏞  

𝑚

,∞,...,∞)(R𝑛). (1′)

В связи с указанными соображениями возникает вопрос о том, насколько
существенным является условие (6) и нельзя ли заменить его условием 1 6 𝑝𝑛 6
𝑞𝑛 6 ∞. Целью настоящей работы является доказательство того, что во всяком
случае при 𝑛 = 2 это сделать можно.

Отметим, что при 𝑛 = 2 из условий (2) и (4) следует, что 𝑙 = 1 или 𝑙 = 2,
причём при 𝑙 = 2 𝑝1 = 𝑝2 = 1 и 𝑞1 = 𝑞2 = ∞. В последнем случае (это случай
несмешанной нормы) W2

(1,1)(R
2) →˓ L(∞,∞)(R2), причём

‖𝑓‖∞,∞ 6
1

4

⃦⃦⃦⃦
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦
1,1

. (7)

Таким образом, достаточно рассмотреть случай 𝑙 = 1.
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2. Основные результаты

Теорема 3. Пусть

1 6 𝑝1 6 𝑞1 6 ∞, 1 6 𝑝2 6 𝑞2 6 ∞ (8)

и
1

𝑝1
− 1

𝑞1
+

1

𝑝2
− 1

𝑞2
= 1, (9)

причём при 𝑞1 = 𝑞2 = ∞ дополнительно предполагается, что 𝑝1 = 1, 𝑝2 = ∞ или
наоборот 𝑝1 = ∞, 𝑝2 = 1. Тогда

W1
(𝑝1,𝑝2)

(R2) →˓ L(𝑞1,𝑞2)(R
2), (10)

причём для любых 𝑓 ∈ W1
(𝑝1,𝑝2)

(R2)

‖𝑓‖𝑞1,𝑞2 6 𝐶1

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝1

− 1
𝑞1

𝑝1,𝑝2

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝2

− 1
𝑞2

𝑝1,𝑝2

, (11)

где

𝐶1 =
1

2

(︂
1

𝑝1
+

1

𝑝2
− 1

)︂−
(︁

1
𝑝1

− 1
𝑞1

)︁
· 𝑝

1−2
(︁

1
𝑝1

− 1
𝑞1

)︁
2 , (12)

если 𝑞1 <∞ или 𝑞2 <∞, и

𝐶1 =
1

2
, (13)

если 𝑞1 = 𝑞2 = ∞ (при этом 𝑝1 = ∞, 𝑝2 = 1 или 𝑝1 = 1, 𝑝2 = ∞).

Замечание. Будем говорить, что 𝑓 ∈ W1
𝑝,𝑟(R), где 1 6 𝑝, 𝑟 6 ∞, если 𝑓 ∈ L𝑝(R)

и существует обобщённая производная 𝑓 ′ ∈ L𝑟(R).

Положим ‖𝑓‖W1
𝑝,𝑟(R)

= ‖𝑓‖L𝑝(R) + ‖𝑓 ′‖L𝑟(R) . Пусть 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑟 6 ∞. Известно,
что для того, чтобы W𝑙

𝑝,𝑟(R) →˓ L𝑞(R), необходимо и достаточно, чтобы 𝑝 6 𝑞 [5].

Лемма 1. Пусть 1 6 𝑝, 𝑞, 𝑟 6 ∞, причём 𝑝 < 𝑞. Тогда для любых 𝑓 ∈ W1
𝑝,𝑟(R)

‖𝑓‖𝑞 6 𝐶2 ‖𝑓‖1−𝛼𝑝 · ‖𝑓 ′‖𝑟 , (14)

где

𝛼 =

(︂
1

𝑝
− 1

𝑞

)︂(︂
1

𝑝
+

1

𝑟′

)︂−1

(15)

(𝑟′ — показатель, сопряжённый к 𝑟), а

𝐶2 =

[︂
1

2

(︁
1 +

𝑝

𝑟′

)︁]︂𝛼
. (16)

Доказательство. Пусть 𝑞 = ∞. Тогда для 𝜉 > 0

‖𝑓‖∞ =
⃦⃦
|𝑓 |𝜉

⃦⃦ 1
𝜉

∞ 6

(︂
1

2

⃦⃦⃦(︀
|𝑓 |𝜉

)︀′⃦⃦⃦
1

)︂ 1
𝜉

=

=

(︂
𝜉

2

)︂ 1
𝜉 ⃦⃦

|𝑓 |𝜉−1 · 𝑓 ′
⃦⃦ 1

𝜉

1
6

(︂
𝜉

2

)︂ 1
𝜉 (︁

‖𝑓‖(𝜉−1)𝑟′ · ‖𝑓
′‖𝑟
)︁ 1

𝜉

.
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Выбирая 𝜉 так, чтобы (𝜉 − 1)𝑟′ = 𝑝, получим, что

‖𝑓‖∞ 6

(︂
𝑝+ 𝑟′

2𝑟′

)︂ 𝑟′
𝑝+𝑟′

‖𝑓‖
𝑝

𝑝+𝑟′
𝑝 · ‖𝑓 ′‖

𝑟′
𝑝+𝑟′
𝑟 , (14′)

что совпадает с (14) при 𝑞 = ∞.

Если 𝑞 < ∞, то достаточно учесть, что при 𝑞 > 𝑝 ‖𝑓‖𝑞 6 ‖𝑓‖
𝑝
𝑞
𝑝 · ‖𝑓‖1−

𝑝
𝑞

∞ и
воспользоваться (14′). �

Лемма 2. Пусть 1 6 𝑝 6 𝑞 <∞, 𝑓 ∈ W1
𝑞,𝑝(R) и 𝑔 ∈ L𝑝(R).

Тогда ⃦⃦
|𝑓 |𝑞−1 · 𝑔

⃦⃦
1
6 𝐶3 ‖𝑓‖𝑞−1−𝛽

𝑞 · ‖𝑓 ′‖𝛽𝑝 · ‖𝑔‖𝑝 , (17)

где

𝛽 =

(︂
1

𝑝
− 1

𝑞

)︂
·
(︂
1

𝑝′
+

1

𝑞

)︂−1

, (18)

а

𝐶3 =

[︂
1

2

(︂
1 +

𝑞

𝑝′

)︂]︂𝛽
. (19)

Доказательство. Так как

sup
𝑔∈L𝑝(R)𝑔�0

⃦⃦
|𝑓 |𝑔−1𝑔

⃦⃦
1

‖𝑔‖𝑝
=
⃦⃦
|𝑓 |𝑞−1

⃦⃦
𝑝′

= ‖𝑓‖𝑞−1
(𝑞−1)𝑝′ ,

то (17) с произвольными 𝑓 ∈ W1
𝑞,𝑝(R) и 𝑔 ∈ L𝑝(R) эквивалентно неравенству

‖𝑓‖𝑞−1
(𝑞−1)𝑝′ 6 𝐶3 ‖𝑓‖𝑞−1−𝛽

𝑞 · ‖𝑓 ′‖𝛽𝑝 (20)

с произвольными 𝑓 ∈ W1
𝑞,𝑝(R).

А далее достаточно воспользоваться леммой 1. �

Лемма 3. Пусть 1 6 𝑝1 6 𝑞1 <∞, 1 6 𝑝2 6 ∞, 𝑓 ∈ W1
(𝑝1,𝑝2)

(R2).

Тогда для почти всех 𝑥2 ∈ R⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥2

(︁
‖𝑓(·, 𝑥2)‖1+𝛾𝑞1

)︁⃒⃒⃒⃒
6 𝐶4

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(·, 𝑥2)

⃦⃦⃦⃦𝛾
𝑝1

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
(·, 𝑥2)

⃦⃦⃦⃦
𝑝1

, (21)

где

𝛾 =

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂(︂
1

𝑝′1
+

1

𝑞1

)︂−1

, (22)

а

𝐶4 =

(︂
1

𝑝′1
+

1

𝑞1

)︂−1 [︂
𝑞1
2

(︂
1

𝑝′1
+

1

𝑞1

)︂]︂𝛾
. (23)

Доказательство.

𝜕

𝜕𝑥2

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑞1 d𝑥1 = 𝑞1

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑞1−1
sign𝑓(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥1, 𝑥2)d𝑥1.
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По лемме (2)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝜕𝑥2

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑞1 d𝑥1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝑞1 · 𝐶3 ‖𝑓(·, 𝑥2)‖𝑞1−1−𝛾

𝑞1
·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(·, 𝑥2)

⃦⃦⃦⃦𝛾
𝑝1

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
(·, 𝑥2)

⃦⃦⃦⃦
𝑝1

.

𝐶3 вычисляется по (19) с заменой 𝑝 на 𝑝1 и 𝑞 на 𝑞1.
Далее учитываем, что

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
‖𝑓(·, 𝑥2)‖1+𝛾𝑞1

)︁
=

1

𝑞1

(︂
1

𝑝′1
+

1

𝑞1

)︂−1

‖𝑓(·, 𝑥2)‖1+𝛾−𝑞1𝑞1

𝜕

𝜕𝑥2

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑞1 d𝑥1.

Лемма 4. Пусть 1 6 𝑝1 6 𝑞1 <∞, 1 6 𝑝2 6 ∞ и

1

𝑝1
− 1

𝑞1
+

1

𝑝2
= 1 (24)

или 𝑞1 = ∞, и при этом 𝑝1 = 1, 𝑝2 = ∞ или 𝑝1 = ∞, 𝑝2 = 1.
Тогда для любых 𝑓 ∈ W1

(𝑝1,𝑝2)
(R2) справедливо неравенство (11), принимающее

вид

‖𝑓‖𝑞1,∞ 6 𝐶5 ·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝′2

𝑝1,𝑝2

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝2

𝑝1,𝑝2

, где 𝐶5 =
1

2
𝑞

1
𝑝′2
1 𝑝

2
𝑝2

−1

2 (25)

при 𝑞1 <∞ и 𝐶5 = 1
2 , если 𝑞1 = ∞.

Доказательство. Пусть 𝑞1 <∞. Тогда

‖𝑓‖𝑝2𝑞1,∞ =
⃦⃦⃦
‖𝑓‖𝑝2𝑞1

⃦⃦⃦
∞

6
1

2

⃦⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥2
‖𝑓‖𝑝2𝑞1

⃦⃦⃦⃦
1

6
𝐶4

2

⃦⃦⃦⃦
⃦
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦𝑝2−1

𝑝1

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦
𝑝1

⃦⃦⃦⃦
⃦
1

6

6
𝑐4
2

⃦⃦⃦⃦
⃦
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦𝑝2−1

𝑝1

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝′2

·

⃦⃦⃦⃦
⃦
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦
𝑝1

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝2

=
𝐶4

2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦𝑝2−1

𝑝1,𝑝2

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦
𝑝1,𝑝2

,

откуда и следует (25).
Если 𝑝2 = ∞, то 𝑞1 = ∞, 𝑝1 = 1.
Пусть 𝑞1 = ∞. Тогда при 𝑝1 = 1, 𝑝2 = ∞ неравенство (25) принимает вид

‖𝑓‖∞,∞ 6
1

2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦
1,∞

.

При 𝑝1 = ∞, 𝑝2 = 1 (25) имеет аналогичный вид. �

Лемма 5. Пусть 1 6 𝑝1 6 ∞, 1 6 𝑝2 6 𝑞2 <∞ и

1

𝑝1
+

1

𝑝2
− 1

𝑞2
= 1 (26)

или 𝑞2 = ∞ и при этом 𝑝1 = 1, 𝑝2 = ∞ или наоборот. Тогда для любых 𝑓 ∈
W1

(𝑝1,𝑝2)
(R2) справедливо неравенство (11), принимающее вид

‖𝑓‖∞,𝑞2
6 𝐶6

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝1

𝑝1,𝑝2

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝1

𝑝1,𝑝2

, 𝐶6 =
1

2
𝑞

1
𝑝1
2 𝑝

1− 2
𝑝1

2 (27)

при 𝑞2 <∞ и 𝐶6 = 1
2 при 𝑞2 = ∞.
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В доказательстве повторяются выкладки, изложенные при доказательстве
леммы 1. Применяя окончательно лемму 4, получим искомое неравенство (27).

Докажем теорему 3.

Доказательство. Случай 𝑞1 = 𝑞2 = ∞ (тогда 𝑝1 = 1, 𝑝2 = ∞ или 𝑝1 = ∞,
𝑝2 = 1) рассмотрен в лемме 4.

Пусть 𝑞1 < ∞ или 𝑞2 < ∞. Тогда 1
𝑝1

+ 1
𝑝2
> 1. Положим 𝑟 =

(︁
1
𝑝1

+ 1
𝑝2

− 1
)︁−1

.

Тогда 1
𝑟 = 1

𝑞1
+ 1

𝑞2
. Выберем 𝜃 = 1

𝑞2

(︁
1
𝑞1

+ 1
𝑞2

)︁−1

. Так как 1
𝑞1

= 1−𝜃
𝑟 + 𝜃

∞ , 1
𝑞2

=

1−𝜃
∞ + 𝜃

𝑟 , то ‖𝑓‖𝑞1,𝑞2 6 ‖𝑓‖1−𝜃𝑟,∞ · ‖𝑓‖𝜃∞,𝑟 .
Применяя леммы 4 и 5, имеем

‖𝑓‖𝑞1,𝑞2 6 𝐶1−𝜃
5 · 𝐶𝜃6 ·

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦ 1−𝜃

𝑝′2
+ 𝜃

𝑝1

𝑝1,𝑝2

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦ 1−𝜃
𝑝2

+ 𝜃
𝑝′1

𝑝1,𝑝2

=

= 𝐶1−𝜃
5 · 𝐶𝜃6 ·

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝1

− 1
𝑞1

𝑝1,𝑝2

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥2

⃦⃦⃦⃦ 1
𝑝2

− 1
𝑞2

𝑝1,𝑝2

,

откуда следует (11) с 𝐶1 = 𝐶1−𝜃
5 · 𝐶𝜃6 . �

3. Заключение

В работе доказана теорема вложения W1
(𝑝1,𝑝2)

(R2) в L(𝑞1,𝑞2)(R2) при всех допу-
стимых значениях параметров, включая неисследованные ранее.
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