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Рассматривается задача продолжения нестационарного температурного поля как не-
корректно поставленная задача Коши для уравнения теплопроводности с данными Ко-
ши на поверхности произвольного вида. Предложен метод построения приближенного
решения задачи, устойчивой к погрешностям в данных Коши.
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1. Введение

Рассматриваемая здесь задача является естественным обобщением задач про-
должения гармонических полей [1], а построенное устойчивое решение — раз-
витием теории решения таких задач. Предложенное построение приближенного
решения включает метод регуляризации путём введения регуляризирующего мно-
жителя.

Пусть имеется теплопроводящее тело цилиндрической формы прямоугольного
сечения с источниками тепла 𝜌(𝑥, 𝑡). Пусть на боковых гранях цилиндра поддер-
живается нулевая температура, а на поверхности 𝑆 поддерживается конвектив-
ный теплообмен со средой нулевой температуры [2]. Будем для простоты считать,
что начальная температура равна нулю. Получим смешанную краевую задачу для
уравнения теплопроводности

2. Постановка задачи

Пусть плотность источников неизвестна и подлежит определению. Заданной
(измеренной) будем считать функцию

𝑢|𝑆 = 𝑓, 0 < 𝑡 <∞.

В области 𝐷(𝐹,𝐻)⊗𝑅1, считая, что носитель плотности источников расположен
в области 𝑧 > 𝐻, получаем задачу

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑀, 𝑡) = 𝑎2Δ𝑢(𝑀, 𝑡), 𝑀 ∈ 𝐷(𝐻,𝐹 ), −∞ < 𝑡 <∞,

𝑢|𝑆 = 𝑓,

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= −ℎ𝑓 ≡ 𝑔,

𝑢|𝑥=0,𝑙𝑥 = 0, 𝑢|𝑦=0,𝑙𝑦 = 0,

𝑢|𝑡=0 = 0,

𝑢 →
𝑧→∞

0,

(1)
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где

𝐷(𝐹,𝐻) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝑙𝑥, 0 < 𝑦 < 𝑙𝑦, 𝐹 (𝑥, 𝑦) < 𝑧 < 𝐻},
𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝑙𝑥, 0 < 𝑦 < 𝑙𝑦, 𝑧 = 𝐹 (𝑥, 𝑦)},

𝐹 ∈ 𝐶2(Π(0)), Π(𝑧) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝑙𝑥, 0 < 𝑦 < 𝑙𝑦, 𝑧 = const}.

Функции 𝑓 и 𝑔 считаем непрерывными на 𝑆 ⊗ 𝑅1. Задача (1) некорректно
поставлена [1] по условиям Коши на поверхности 𝑆. В [1] приведён метод по-
строения точного и регуляризованного решения аналогичной задачи Коши для
уравнения Лапласа, устойчивого по отношению к погрешностям в функциям 𝑓
и 𝑔. Основной элемент этой схемы — сведение задачи к интегральному уравнению.
Приведём аналогичные построения для приближенного решения задачи (1).

3. Построение приближенного решения

Пусть функции 𝑓 и 𝑔 заданы приближённо, а именно: пусть заданы функции
𝑓𝛿 и 𝑔𝛿, такие, что⃦⃦

𝑓𝛿 − 𝑓
⃦⃦

𝐿2(Π(0))
6 𝛿,

⃦⃦
𝑔𝛿 − 𝑔

⃦⃦
𝐿2(Π(0))

6 𝛿. (2)

Применением формул Грина приближенное решение задачи (1) строится в виде

𝑢𝛿𝛼(𝑀, 𝑡) = 𝑣𝛿𝛼(𝑀, 𝑡)− Φ𝛿(𝑀, 𝑡) =

=

∞∑︁
𝑛,𝑚=1

1

2𝜋𝑖

𝑞+𝑖∞∫︁
𝑞−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡
Φ̃𝛿

𝑛𝑚(𝑏, 𝑝)

1 + 𝛼 exp

(︂
2

√︂
𝑝
𝑎2 + 𝜋2

𝑎2

[︁
𝑛2

𝑙2𝑥
+ 𝑚2

𝑙2𝑦

]︁
(𝑏−𝐻)

)︂×

× exp

(︃√︃
𝑝

𝑎2
+
𝜋2

𝑎2

[︂
𝑛2

𝑙2𝑥
+
𝑚2

𝑙2𝑦

]︂
(𝑧 − 𝑏)

)︃
d𝑝×

× sin
𝜋𝑛𝑥𝑀
𝑙𝑥

sin
𝜋𝑚𝑦𝑀
𝑙𝑦

− Φ𝛿(𝑀, 𝑡), 𝑏 < min
(𝑥,𝑦)∈Π(0)

𝐹 (𝑥, 𝑦). (3)

где

Φ𝛿(𝑀, 𝑡) =

∞∫︁
−∞

∫︁
𝑆

[︂
𝑔𝛿(𝑃, 𝜏)𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)− 𝑓𝛿(𝑃, 𝜏)

𝜕𝜙

𝜕𝑛𝑃
(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏)

]︂
d𝜎d𝜏,

𝜙(𝑀,𝑃, 𝑡, 𝜏) =
𝜃(𝑡− 𝜏)

2𝑎
√︀
𝜋(𝑡− 𝜏)

𝑒
− (𝑧𝑀−𝑧𝑃 )2

4𝑎2(𝑡−𝜏)

∞∑︁
𝑛,𝑚=1

exp

(︂
−𝑎2𝜋2

[︂
𝑛2

𝑙2𝑥
+
𝑚2

𝑙2𝑦

]︂
(𝑡− 𝜏)

)︂
×

× sin
𝜋𝑛𝑥𝑀
𝑙𝑥

sin
𝜋𝑚𝑦𝑀
𝑙𝑦

sin
𝜋𝑛𝑥𝑃
𝑙𝑥

sin
𝜋𝑚𝑦𝑃
𝑙𝑦

— фундаментальное решение уравнения теплопроводности в цилиндре. Здесь Φ̃𝑛𝑚(𝑏, 𝑝) —
образ коэффициентов Фурье функции Φ(𝑀, 𝑡)|𝑀∈Π(𝑏):

Φ̃𝑛𝑚(𝑏, 𝑝) =

∞∫︁
−∞

d𝑡𝑒−𝑝𝑡 4

𝑙𝑥𝑙𝑦

𝑙𝑥∫︁
0

d𝑥

𝑙𝑦∫︁
0

d𝑦Φ(𝑥, 𝑦, 𝑏, 𝑡) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙𝑥
sin

𝜋𝑚𝑦

𝑙𝑦
.
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Теорема. Пусть решение задачи (1) существует в области 𝐷(𝐹,𝐻) ⊗ 𝑅1,
𝛼 = 𝛼(Δ), 𝛼(Δ) → 0, Δ/

√︀
𝛼(Δ) → 0 при Δ → 0. Тогда функция 𝑢𝛼(Δ)

вида (3), где Δ = 𝐶𝛿, равномерно сходится к точному решению задачи при
𝛿 → 0, 𝜇→ 0 в области 𝐷(𝐻 − 𝜀, 𝐹 + 𝜀), где 𝜀 > 0 — некоторое фиксированное
сколь угодно малое число.

4. Заключение

Приближенное решение вида (3) может быть использовано для устойчивого
численного продолжения температурного поля с поверхности 𝑆 в сторону источ-
ника. При этом особенности этого поля связываются с источниками поля.
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A non-stationary heat conduction equation treated as an incorrect Cauchy problem is
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