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Ɉɪɝɚɧɢɡɚɬɨɪ ɤɨɧɮɟɪɟɧɰɢɢ: Ɋɨɫɫɢɣɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ ɞɪɭɠɛɵ ɧɚɪɨɞɨɜ
ɋɨɨɪɝɚɧɢɡɚɬɨɪɵ ɤɨɧɮɟɪɟɧɰɢɢ:
Ɇɨɫɤɨɜɫɤɢɣ ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ ɫɜɹɡɢ ɢ ɢɧɮɨɪɦɚɬɢɤɢ (ɆɌɍɋɂ)
ɂɧɫɬɢɬɭɬ ɩɪɨɛɥɟɦ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɢɦ. ȼ. Ⱥ. Ɍɪɚɩɟɡɧɢɤɨɜɚ Ɋɨɫɫɢɣɫɤɨɣ ɚɤɚɞɟɦɢɢ ɧɚɭɤ (ɂɉɍ ɊȺɇ)
Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɢɹ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɯ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ Ɉɛɴɟɞɢɧɟɧɧɨɝɨ ɢɧɫɬɢɬɭɬɚ ɹɞɟɪɧɵɯ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɣ (ɅɂɌ Ɉɂəɂ)
Ɏɟɞɟɪɚɥɶɧɵɣ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɫɤɢɣ ɰɟɧɬɪ «ɂɧɮɨɪɦɚɬɢɤɚ ɢ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ» Ɋɨɫɫɢɣɫɤɨɣ ɚɤɚɞɟɦɢɢ ɧɚɭɤ (Ɏɂɐ ɂɍ
ɊȺɇ)
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ɋɟɜɚɫɬɶɹɧɨɜ Ʌ. Ⱥ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɊɍȾɇ — ɫɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥɶ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɨɝɨ ɤɨɦɢɬɟɬɚ; Ɍɨɥɦɚɱɟɜ ɂ. Ʌ., ɤ.ɮ.-
ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɊɍȾɇ — ɫɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥɶ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɨɝɨ ɤɨɦɢɬɟɬɚ; Ƚɭɞɤɨɜɚ ɂ. Ⱥ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, ɊɍȾɇ —
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ɪɟ, Ɏɢɧɥɹɧɞɢɹ; Ȼɚɲɚɪɢɧ Ƚ. ɉ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɊɍȾɇ; Ȼɨɝɨɥɸɛɨɜ Ⱥ. ɇ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɆȽɍ; ȼɢɧɢɰɤɢɣ ɋ. ɂ.,
ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɅɌɎ Ɉɂəɂ; ȼɢɲɧɟɜɫɤɢɣ ȼ. Ɇ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɂɉɍ ɊȺɇ; Ƚɚɣɞɚɦɚɤɚ ɘ. ȼ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨ-
ɰɟɧɬ, ɊɍȾɇ; Ƚɧɚɬɢɱ Ɇ. Ɇ., ɩɪɨɮ., PКЯШХ JШгОП ŠКПпrТФ UЧТЯОrsТЭв ТЧ KШšТМО, ɋɥɨɜɚɤɢɹ; Ƚɨɥɶɞɲɬɟɣɧ Ȼ. ɋ., ɞ.ɬ.ɧ.,
ɩɪɨɮ., ɋɉɛ ȽɍɌ; Ƚɨɪɲɟɧɢɧ Ⱥ. Ʉ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, Ɏɂɐ ɂɍ ɊȺɇ; Ⱦɪɭɠɢɧɢɧɚ Ɉ. ȼ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., Ɏɂɐ
ɂɍ ɊȺɇ; ȿɮɢɦɭɲɤɢɧ ȼ. Ⱥ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, ɈȺɈ «ɂɧɬɟɥɥɟɤɬ Ɍɟɥɟɤɨɦ»; ɂɛɪɚɝɢɦɨɜ Ȼ. Ƚ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ.,
Ⱥɡɟɪɛɚɣɞɠɚɧɫɤɢɣ ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ (ȺɡɌɍ), ɝ. Ȼɚɤɭ, Ⱥɡɟɪɛɚɣɞɠɚɧ; Ʉɨɪɟɧɶɤɨɜ ȼ. ȼ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ.,
ɅɂɌ Ɉɂəɂ; Ʉɪɹɧɟɜ Ⱥ. ȼ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɇɂəɍ «ɆɂɎɂ»; Ʉɭɥɹɛɨɜ Ⱦ. ɋ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, ɊɍȾɇ; Ʉɭ-
ɱɟɪɹɜɵɣ Ⱥ. ȿ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɋɉɛ ȽɍɌ; Ʉɭɱɟɪɹɜɵɣ ȿ. Ⱥ., ɤ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɇɂɍ ȼɒɗ, TКЦЩОrО UЧТЯОrsТЭв ШП
TОМСЧШХШРв, ɝ. Ɍɚɦɩɟɪɟ, Ɏɢɧɥɹɧɞɢɹ; Ʌɚɧɟɟɜ ȿ. Ȼ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɊɍȾɇ; Ɇɚɪɬɢɤɚɣɧɟɧ O. ȿ., ɩɪɨɮ., SОrЯТМО
IЧЧШЯКЭТШЧ RОsОКrМС IЧsЭТЭЮЭО, ɝ. ɏɟɥɶɫɢɧɤɢ, Ɏɢɧɥɹɧɞɢɹ; ɇɚɡɚɪɨɜ Ⱥ. Ⱥ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɌȽɍ; ɇɚɭɦɨɜ ȼ. Ⱥ., ɩɪɨɮ.,
SОrЯТМО IЧЧШЯКЭТШЧ RОsОКrМС IЧsЭТЭЮЭО, ɝ. ɏɟɥɶɫɢɧɤɢ, Ɏɢɧɥɹɧɞɢɹ; Ɉɫɢɩɨɜ Ƚ. ɋ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., Ɏɂɐ ɂɍ ɊȺɇ;
ɉɭɡɵɧɢɧ ɂ. ȼ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɅɂɌ Ɉɂəɂ; ɉɲɟɧɢɱɧɢɤɨɜ Ⱥ. ɉ., ɤ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɆɌɍɋɂ; Ɋɨɦɚɲɤɨɜɚ Ɉ. ɇ.,
ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɆȽɉɍ; ɋɟɜɚɫɬɶɹɧɨɜ Ⱥ. Ʌ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, ɊɍȾɇ; ɋɬɟɩɚɧɨɜ ɋ. ɇ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɆɌɍɋɂ;
ɋɬɪɟɥɶɰɨɜɚ Ɉ. ɂ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɫ.ɧ.ɫ., ɅɂɌ Ɉɂəɂ; ɋɭɳɟɧɤɨ ɋ. ɉ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɌȽɍ; ɏɚɱɭɦɨɜ ȼ. Ɇ., ɞ.ɬ.ɧ.,
ɩɪɨɮ., Ɏɂɐ ɂɍ ɊȺɇ; ɐɢɪɭɥɟɜ Ⱥ. ɇ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɌɜȽɍ; ɐɢɬɨɜɢɱ ɂ. ɂ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, ɂɉɉɂ ɊȺɇ;
ɒɨɪɝɢɧ ɋ. ə., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., Ɏɂɐ ɂɍ ɊȺɇ; ɓɟɬɢɧɢɧ ȿ. ɘ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɋɌȺɇɄɂɇ.
Ɉɪɝɤɨɦɢɬɟɬ:
Пɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥь: ɋɚɦɭɣɥɨɜ Ʉ. ȿ., ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮɟɫɫɨɪ, ɊɍȾɇ.
Сɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥи: ɋɟɜɚɫɬɶɹɧɨɜ Ʌ. Ⱥ., ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ., ɊɍȾɇ; Ɍɨɥɦɚɱёɜ ɂ. Ʌ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮɟɫɫɨɪ, ɊɍȾɇ.
Сɟɤɪɟɬɚɪь: Ⱦɢɜɚɤɨɜ Ⱦ. ȼ., ɊɍȾɇ.
Чɥɟɧы ɨɪɝɤɨɦиɬɟɬɚ: Ƚɭɞɤɨɜɚ ɂ. Ⱥ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, ɊɍȾɇ; ɇɢɤɢɬɢɧɚ ȿ. ȼ., ɤ.ɯ.ɧ., ɡɚɦ. ɞɟɤɚɧɚ ɩɨ ɧɚɭɤɟ,
ɊɍȾɇ; Ʉɨɪɨɥɶɤɨɜɚ Ⱥ. ȼ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ, ɊɍȾɇ; ɋɨɱɟɧɤɨɜ ɂ. ȼ., ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɊɍȾɇ; Ⱦɟɦɢɞɨɜɚ Ⱥ. ȼ., ɤ.ɮ.-
ɦ.ɧ., ɊɍȾɇ; Ɉɫɬɪɢɤɨɜɚ Ⱦ. ɘ., ɊɍȾɇ; Ɍɚɥɚɧɨɜɚ Ɇ. Ɉ., ɊɍȾɇ; Ɍɸɬɸɧɧɢɤ Ⱥ. Ⱥ., ɊɍȾɇ.
ɋɟɤɰɢɢ:
Ɍɟɨɪɢɹ ɬɟɥɟɬɪɚɮɢɤɚ ɢ ɟɟ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ
Сɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥи: ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ. Ȼɚɲɚɪɢɧ Ƚ. ɉ. (ɊɍȾɇ), ɤ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ. ɉɲɟɧɢɱɧɢɤɨɜ Ⱥ. ɉ. (ɆɌɍɋɂ), ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ.
ɞɨɰɟɧɬ Ƚɭɞɤɨɜɚ ɂ. Ⱥ. (ɊɍȾɇ).
Сɟɤɪɟɬɚɪь: Ɉɫɬɪɢɤɨɜɚ Ⱦ. ɘ. (ɊɍȾɇ).
ɋɟɬɢ ɫɜɹɡɢ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɩɨɤɨɥɟɧɢɹ: ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ, ɤɚɱɟɫɬɜɨ, ɚɪɯɢɬɟɤɬɭɪɚ
Сɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥи: ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ. ɋɚɦɭɣɥɨɜ Ʉ. ȿ. (ɊɍȾɇ), ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ. ȼɢɲɧɟɜɫɤɢɣ ȼ. Ɇ. (ɂɉɍ ɊȺɇ),
ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ Ƚɚɣɞɚɦɚɤɚ ɘ. ȼ. (ɊɍȾɇ).
Сɟɤɪɟɬɚɪь: Ɍɚɥɚɧɨɜɚ Ɇ. Ɉ. (ɊɍȾɇ).
ɉɪɢɤɥɚɞɧɵɟ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɟ ɫɢɫɬɟɦɵ
Сɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥи: ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ. Ɉɫɢɩɨɜ Ƚ. ɋ. (Ɏɂɐ ɂɍ ɊȺɇ), ɩɪɨɮ. Ɍɨɥɦɚɱɟɜ ɂ. Ʌ. (ɊɍȾɇ).
Сɟɤɪɟɬɚɪь: ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ. ɋɨɱɟɧɤɨɜ ɂ. ȼ. (ɊɍȾɇ).
ȼɵɫɨɤɨɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ
Сɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥи: ɞ.ɬ.ɧ., ɩɪɨɮ. Ʉɨɪɟɧɶɤɨɜ ȼ. ȼ. (ɅɂɌ Ɉɂəɂ), ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ Ʉɭɥɹɛɨɜ Ⱦ. ɋ. (ɊɍȾɇ).
Сɟɤɪɟɬɚɪь: ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬ Ʉɨɪɨɥɶɤɨɜɚ Ⱥ. ȼ. (ɊɍȾɇ).
Ɇɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ
Сɨɩɪɟɞɫɟɞɚɬɟɥи: ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ. ɋɟɜɚɫɬɶɹɧɨɜ Ʌ. Ⱥ. (ɊɍȾɇ), ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ. Ʉɪɹɧɟɜ Ⱥ. ȼ. (ɇɂəɍ «Ɇɂ-
Ɏɂ»), ɞ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɩɪɨɮ. Ⱦɪɭɠɢɧɢɧɚ Ɉ. ȼ. (Ɏɂɐ ɂɍ ɊȺɇ).
Сɟɤɪɟɬɚɪь: ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ. Ⱦɟɦɢɞɨɜɚ Ⱥ. ȼ. (ɊɍȾɇ).
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В работе рассматривается модель динамического распределения канального 

ресурса при групповом поступление запросов на передачу данных. Одной из 

технологий, в которой используется динамическое распределение канального 

ресурса, является технология LTE (Long Term Evolution). В построенной 

математической модели учтены следующие особенности: запросы на передачу 

данных поступают группами, скорость на передачу данных изменяется в 

соответствии с загрузкой линии. Определены формулы для оценки 

характеристик качества обслуживания. 
Ключевые слова: динамическое распределение канального ресурса, LTE, групповое 
поступление запросов, трафик передачи данных. 

Введение 
Динамический способ распределения канального ресурса позволяет значительно 

повысить его загрузку, что представляет особую важность для сотовых сетей подвижной 
связи, так как диапазон радиочастот, выделяемых для образования радиоканалов, 
является ограниченным ресурсом. В технологии LTE предусмотрено динамического 
распределение ресурса за счет диспетчеризации в восходящем и нисходящем каналах. 
Диспетчеризация представляет собой процесс распределения сетевых ресурсов между 
абонентами, передающими данные. Функция динамической диспетчеризации 
реализована в радиоинтерфейсе LTE и выполняется на базовой станции (eNodeB). 
Базовая станция отвечает за управление радиоресурсами RRM (Radio Resource 
Management) распределение радиоканалов и динамическое распределение канального 
ресурса, диспетчеризацию ресурсов (scheduling) [1]. Динамическая диспетчеризация 
обеспечивает передачу данных на повышенных скоростях, задействуя для этого 
частотные и временные ресурсы. В сети LTE, как и в любой другой сети, могут 
создаваться условия, когда запросы на передачу данных, например файла, просмотра 
видеоролика, поступают группами. Подобная ситуация может возникнуть если на 
территории покрытия базовой станции (eNodeB) резко увеличивает число активных 
пользователей беспроводного интернета. В работе предполагается построить модель в 
которой описывается динамическое распределение ресурса при групповом поступление 
заявок. 

Описание модели 
Обозначим через � � скорость линии, выраженную в битах в секунду, � �скорость 

передачи информации, обеспечиваемая одной канальной единицей. Будем полагать, что 
значение � � делится нацело на �, и обозначим через � � �

�  скорость линии, 

выраженную в единицах канального ресурса. В модели имеется � каналов, которые 
обслуживают поступающий пуассоновский поток отдельных групп запросов на 
передачу данных интенсивности �. С вероятностью 	
 поступившая группа содержит � 
запросов, � � 1,2, . . , �. Для удобства записи последующих формул будем считать, что 
� � �, тогда индекс � для 	
 меняется от 1 до �. Таким образом, поступившая группа 
запросов не будет пустой и общее число запросов в группе не превосходит имеющегося 
канального ресурса. При этом выполняется ∑ 	
 � 1�
�� . Пусть �� среднее число файлов, 
находящихся в одной группе [2]. Тогда значение �� находится из выражения (1). 

Ɍɟɨɪɢɹ ɬɟɥɟɬɪɚɮɢɤɚ ɢ ɟё ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ
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Обозначим через � � объем передаваемого файла. Пусть его объем имеет 
экспоненциальное распределение со средним значением �, которое выражено в битах. 
Из этого следует, что время обслуживания запроса всем ресурсом канала также имеет 
экспоненциальное распределение и будет иметь среднее значение  

�
�, выраженное в 

секундах. Число запросов на передачу данных находящихся на обслуживании обозначим 
через �. Через �	 � �

� обозначим параметр экспоненциального распределения времени 

обслуживания запроса всем имеющимся канальным ресурсом [3]. 
 Качество обслуживания абонента оценим долей потерянных запросов на передачу 

данных и средним значением временем передачи файла, которое определяется с 
помощью формулы Литтла. Для ее использования необходимо вычислить среднее число 
запросов, находящихся на обслуживании [4]. Доля потерянных запросов на передачу 
данных �  определяется из следующего выражения: 

� �
1
���!���

"

#��
�	"$
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Доля потерянных запросов на передачу данных также можно определить как 
отношение интенсивности потерянных запросов ∧', к интенсивности поступивших 
запросов ∧, находится из равенства � � ∧(

∧ . Интенсивность поступивших запросов ∧ 

находится из равенства ∧� � ∙ ��. 
Обозначим через W среднее время обслуживания запроса, а через * обозначим 

среднее число запросов, находящихся в системе. Расчетное выражение для * имеет вид: 

* � �!����
"

#�%
.																																																																�3� 

Используя формулу Литтла и соотношение (1), находим выражение для оценки ,: 
, � *

∧ � ∧в
� *

∧ �1 � � � �
*

� ∙ ���1 � � � �
∑ !����"#�%

� ∙ ���1 � � �.														�4� 
Перечисленные характеристики могут быть найдены, если известны значения доли 

времени !��� пребывания модели в состоянии с � занятыми каналами. Обозначим через 
0 � 1���, � � 0,1,… , �4 пространство состояний исследуемой модели [5]. Их изменение с 
течением времени описывается случайным процессом ��5� � ��5�, где ��5� � число 
занятых обслуживанием запросов на передачу файлов каналов в момент времени 5. 
Поскольку все реализуемые в модели случайные величины имеют экспоненциальное 
распределение и не зависят друг от друга, то введенный процесс ��5� можно считать 
марковским [6]. Найдем значения !���. Для этого необходимо составить и решить 
систему уравнений равновесия. Из данной системы следуют соотношения для !���: 

!�0�� � !�1��	�, 
!����� 6 ��� � �!�0�	# 6 !�1�	#$�6. .6!�� � 1�	��� 6 !�� 6 1���, � � 1,2, � � 1		�5�																														

!�1� 6 !�2� 6 !�3� 6⋯6 !��� � 1.	
Рассчитаем долю потерянных запросов на передачу файлов при динамическом 

распределении канального ресурса, используя выражения (1)-(5), и сравним с 
показателем для модели без динамического распределения, при одинаковых значениях 
входных параметров, которые примем равными: скорость канала передачи � � 10	Мб/с, 
скорость передачи информации, обеспечиваемая одной канальной единицей � � 1	Мб/с, 
интенсивность поступления запросов на передачу данных � � 1	Эрл, средний объем 
пересылаемого файла � � 2	Мб. Параметры группового поступления запросов на 
передачу данных зададим соотношениями: 	@ � 0,5, 	�% � 0,5. 
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Доля потерянных запросов на передачу файлов при динамическом распределении 
канального ресурса � � 0,0101, без динамического распределения канального ресурса 
� � 0,09329. Таким образом, доля потерянных запросов на передачу данных для 
модели с динамическим распределением ресурса в 9 раз меньше, чем для модели без 
динамического распределения ресурса. 

Заключение 
Построена и проанализирована модель с групповым поступлением данных и 

динамическим распределением канального ресурса. Проведен сравнительный анализ 
доли потерянных запросов на передачу данных. Полученные результаты показывают 
эффективность использования процедуры с динамическим распределением канального 
ресурса.  В результате использования динамического распределения канального ресурса 
улучшаются характеристики качества обслуживания и решается проблема более 
эффективного использования частотного спектра. 
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THE CONSTRUCTION AND ANALASYS OF MODELS WITH 

MULTICAST DATA TRAFFIC AND DYNAMIC DISTRIBUTION 

OF CHANNEL RESOURCES 

Vasiliev A.P. 

Moscow Technical University of Communications and Informatics, apvasil@yandex.ru 

The model of the dynamic distribution of channel resource for group entry data transfer 

requests is constructed. The example of this technology is LTE (Long Term Evolution). 

The constructed model takes into account the following features: the transmission request 

received data groups for transmission of data rate varies according to the load line. The 

characteristics are defined for estimating the quality of service characteristics. 
Кеу words: dynamic allocation of channel resource, LTE, group admission queries, data raffic.  

12 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



Ʉ ВɈɉɊɈɋɍ ЭɇЕɊȽɈЭɎɎЕɄɌɂВɇɈɋɌɂ ɈȻɅАЧɇɈɃ 

ɋɂɋɌЕɆЫ1 

Даɪаɫеɥɢя А.В., ɋɨɩɢɧ Э.ɋ. 
Рɨɫɫɢɣɫɤɢɣ ɭɧɢвеɪɫɢɬеɬ ɞɪɭɠɛы ɧаɪɨɞɨв, Мɨɫɤва, Рɨɫɫɢя 

nastyadar6@gmail.com, esopin@sci.pfu.edu.ru 

Пɨɫɬɪɨɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɜ ɬɟɪɦɢɧɚɯ ɬɟɨɪɢɢ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢя ɛɟɡ ɭɱɟɬɚ ɦɢɝɪɚцɢɢ ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɯ ɦɚɲɢɧ ɞɥя ɨцɟɧɤɢ 
ɷɧɟɪɝɨɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢя ɫɢɫɬɟɦɵ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɨɛɥɚɱɧɵɟ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ, ɷɧɟɪɝɨɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ, ɬɟɨɪɢɹ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
Ɍɟɯɧɨɥɨɝɢɹ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɛɵɫɬɪɨ ɪɚɡɜɢɜɚɟɬɫɹ ɩɨɫɥɟɞɧɢɟ ɧɟɫɤɨɥɶɤɨ ɥɟɬ. Эɬɚ 

ɧɨɜɚɹ ɪɚɡɜɢɜɚɸɳɚɹɫɹ ɦɨɞɟɥɶ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɨɛɟɫɩɟɱɢɜɚɟɬ ɩɨɜɫɟɦɟɫɬɧɵɣ ɭɞɨɛɧɵɣ ɫɟɬɟɜɨɣ 
ɞɨɫɬɭɩ ɤ ɨɛɳɟɦɭ ɩɭɥɭ ɧɚɫɬɪɚɢɜɚɟɦɵɯ ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɵɯ ɪɟɫɭɪɫɨɜ (ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɫɟɬɟɣ, 
ɫɟɪɜɟɪɨɜ, ɫɢɫɬɟɦ ɯɪɚɧɟɧɢɹ, ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɣ ɢ ɭɫɥɭɝ) [1,2]. 

ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɦɨɞɟɥɶ ɨɛɥɚɱɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ Green Cloud, 
ɨɪɢɟɧɬɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɧɚ ɫɧɢɠɟɧɢɟ ɢɡɛɵɬɨɱɧɨɝɨ ɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɹ ɷɧɟɪɝɢɢ. Ɉɫɧɨɜɧɵɦɢ 
ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɹɦɢ ɷɥɟɤɬɪɨɷɧɟɪɝɢɢ ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɵɯ ɭɡɥɨɜ ɜ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɰɟɧɬɪɚɯ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ 
ɞɚɧɧɵɯ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɩɪɨɰɟɫɫɨɪɵ, ɨɩɟɪɚɬɢɜɧɚɹ ɩɚɦɹɬɶ, ɠɟɫɬɤɢɟ ɞɢɫɤɢ ɢ ɫɟɬɟɜɵɟ 
ɢɧɬɟɪɮɟɣɫɵ.  ɉɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ ɞɪɭɝɢɦɢ ɫɢɫɬɟɦɧɵɦɢ ɪɟɫɭɪɫɚɦɢ, ɩɪɨɰɟɫɫɨɪ ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɬ 
ɛɨɥɶɲɭɸ ɱɚɫɬɶ ɷɧɟɪɝɢɢ, ɢ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɜ ɷɬɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɦɵ ɨɪɢɟɧɬɢɪɭɟɦɫɹ ɧɚ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ 
ɟɝɨ ɷɧɟɪɝɨɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟɦ ɢ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɟ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ. Кɪɨɦɟ ɬɨɝɨ, ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ 
ɩɪɨɰɟɫɫɨɪɚ, ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɶɧɨ ɨɛɳɟɣ ɧɚɝɪɭɡɤɟ ɫɢɫɬɟɦɵ. 

ɉɨɫɤɨɥɶɤɭ ɜ ɫɪɟɞɧɟɦ ɩɪɨɫɬɚɢɜɚɸɳɢɣ ɛɟɡ ɧɚɝɪɭɡɤɢ ɫɟɪɜɟɪ ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɬ ɨɬ 50% ɞɨ 70% 
ɷɧɟɪɝɢɢ, ɡɚɬɪɚɱɢɜɚɟɦɨɣ ɩɪɢ ɟɝɨ ɩɨɥɧɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɟ, ɩɟɪɟɜɨɞ ɛɟɡɞɟɣɫɬɜɭɸɳɢɯ ɫɟɪɜɟɪɨɜ ɜ 
ɫɩɹɳɢɣ ɪɟɠɢɦ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɨ ɫɧɢɡɢɬɶ ɷɧɟɪɝɨɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ [3]. ɉɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ 
ɷɧɟɪɝɢɢ ɫɟɪɜɟɪɨɦ ɜ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɟɝɨ ɧɚɝɪɭɡɤɢ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɨɩɢɫɚɧɨ ɮɨɪɦɭɥɨɣ 

maxmax )1()( PkukPuP  ,    (1) 

ɝɞɟ Pmax - ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɚɹ ɦɨɳɧɨɫɬɶ, ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɚɹ, ɤɨɝɞɚ ɫɟɪɜɟɪ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬɫɹ ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ,  
K - ɞɨɥɹ ɦɨɳɧɨɫɬɢ, ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɨɣ ɜ ɪɟɠɢɦɟ ɨɠɢɞɚɧɢɹ ɫɟɪɜɟɪɚ (ɬ.ɟ. 50%), u – ɞɨɥɹ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɩɪɨɰɟɫɫɨɪɚ. 

Кɨɝɞɚ ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɟ ɦɚɲɢɧɵ ɧɟ ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬ ɜɫɟ ɩɪɟɞɭɫɦɨɬɪɟɧɧɵɟ ɪɟɫɭɪɫɵ, ɨɧɢ ɦɨɝɭɬ 
ɛɵɬɶ ɥɨɝɢɱɟɫɤɢ ɢɡɦɟɧɟɧɵ ɢ ɨɛɴɟɞɢɧɟɧɵ ɫ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɵɦ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨɦ ɮɢɡɢɱɟɫɤɢɯ ɭɡɥɨɜ, 
ɚ ɧɟɪɚɛɨɬɚɸɳɢɟ ɭɡɥɵ ɦɨɝɭɬ ɛɵɬɶ ɩɟɪɟɤɥɸɱɟɧɵ ɜ ɪɟɠɢɦ ɨɠɢɞɚɧɢɹ, ɱɬɨɛɵ ɭɫɬɪɚɧɢɬɶ 
ɧɟɧɭɠɧɨɟ ɷɧɟɪɝɨɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ ɢ ɫɧɢɡɢɬɶ ɨɛɳɟɟ ɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ ɷɧɟɪɝɢɢ ɜ ɰɟɧɬɪɟ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ 
ɞɚɧɧɵɯ [3]. ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɨɫɬɪɨɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɛɟɡ ɭɱɟɬɚ 
ɦɢɝɪɚɰɢɢ ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɯ ɦɚɲɢɧ, ɩɪɟɞɥɨɠɟɧ ɦɟɬɨɞ ɪɚɫɱɟɬɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ, 
ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɣ ɨɰɟɧɢɬɶ ɷɧɟɪɝɨɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ ɨɛɥɚɱɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ. 

Ɇаɬɟɦаɬичɟɫɤая ɦɨɞɟɥɶ ɨɛɥачɧɨɣ ɫиɫɬɟɦы 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ, ɫɨɫɬɨɹɳɭɸ ɢɡ N ɝɪɭɩɩ ɩɪɢɛɨɪɨɜ, 

ɤɚɠɞɚɹ ɢɡ ɤɨɬɨɪɵɯ ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ Vi ɩɪɢɛɨɪɨɜ. ɇɚ ɫɢɫɬɟɦɭ ɩɨɫɬɭɩɚɟɬ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɢɣ ɩɨɬɨɤ 
ɡɚɹɜɨɤ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ λ, ɚ ɞɥɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ ɩɪɢɛɨɪɟ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɩɨ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɦɭ ɡɚɤɨɧɭ ɫ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ µ. ɉɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɨ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨɦ ɜɟɤɬɨɪɨɜ  NiVnnn iiN  1,0|),,( 1 nS , 

ɝɞɟ in  – ɱɢɫɥɨ ɡɚɧɹɬɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ (ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɯ ɦɚɲɢɧ) ɜ i-ɨɣ ɝɪɭɩɩɟ (ɫɟɪɜɟɪɟ). 

                                                                        
1 Иɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɩɪɢ ɱɚɫɬɢɱɧɨɣ ɮɢɧɚɧɫɨɜɨɣ ɩɨɞɞɟɪɠɤɟ ɊФФИ ɜ ɪɚɦɤɚɯ 
ɧɚɭɱɧɵɯ ɩɪɨɟɤɬɨɜ № 14-07-00090, 15-07-03051, 15-07-03608. 
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Ɋɢɫ.1 Дɢɚɝɪɚɦɦɚ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɟɣ ɩɟɪɟɯɨɞɨɜ ɞɥɹ ɦɨɞɟɥɢ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ 

ɉɪɢ ɩɨɫɬɭɩɥɟɧɢɢ ɡɚɹɜɤɢ ɨɧɚ ɢɞɟɬ ɧɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟ ɧɚ ɧɚɢɛɨɥɟɟ ɡɚɝɪɭɠɟɧɧɭɸ ɝɪɭɩɩɭ 
ɩɪɢɛɨɪɨɜ, ɢɧɵɦɢ ɫɥɨɜɚɦɢ, ɡɚɹɜɤɚ ɩɨɫɬɭɩɚɟɬ ɧɚ i-ɣ ɫɟɪɜɟɪ, ɟɫɥɢ ɜɵɩɨɥɧɟɧɵ ɭɫɥɨɜɢɹ
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Vn  . ȿɫɥɢ ɠɟ ɜɫɟ ɩɪɢɛɨɪɵ ɡɚɧɹɬɵ, ɬ.ɟ. NiVn ii  1, ,  

ɬɨ ɡɚɹɜɤɚ ɬɟɪɹɟɬɫɹ. Фɪɚɝɦɟɧɬ ɞɢɚɝɪɚɦɦɵ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɟɣ ɩɟɪɟɯɨɞɨɜ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɚ ɧɚ 
ɪɢɫɭɧɤɟ 1. 
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ɉɨɤаɡаɬɟɥи ɷɧɟɪɝɨɷɮɮɟɤɬивɧɨɫɬи 
ɉɨɥɭɱɢɜ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɟ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɪɟɲɚɹ ɋɍɊ (2), ɦɨɠɧɨ ɨɰɟɧɢɬɶ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ 

ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɵ. ɉɭɫɬɶ si - ɫɪɟɞɧɟɟ ɱɢɫɥɨ ɡɚɧɹɬɵɯ ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɯ ɦɚɲɢɧ ɧɚ i-ɦ 
ɫɟɪɜɟɪɟ, ɬɨɝɞɚ ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɚɹ ɫɟɪɜɟɪɨɦ ɦɨɳɧɨɫɬɶ ɜɵɪɚɠɚɟɬɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ 
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iP  - ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɚɹ ɦɨɳɧɨɫɬɶ, ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɚɹ i-ɦ ɫɟɪɜɟɪɨɦ ɩɪɢ ɩɨɥɧɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɟ,  

iu  - ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɧɚɝɪɭɡɤɢ i-ɝɨ ɫɟɪɜɟɪɚ, ɬ.ɟ. ( ) i
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s
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V
 . ɋɭɦɦɚɪɧɚɹ ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɚɹ 

ɦɨɳɧɨɫɬɶ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɫɭɦɦɨɣ ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɵɯ ɦɨɳɧɨɫɬɟɣ ɜɫɟɯ ɫɟɪɜɟɪɨɜ: 
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i tPtP )()( .    (5) 

Дɥɹ N ɫɟɪɜɟɪɨɜ ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ (4) ɩɨɥɭɱɚɟɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɚɹ ɮɨɪɦɭɥɚ: 
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Ȼɵɥ ɩɪɨɜɟɞɟɧ ɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɯ ɜ ɪɚɛɨɬɟ ɮɨɪɦɭɥ ɞɥɹ ɪɚɫɱɟɬɚ 
ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɨɣ ɦɨɳɧɨɫɬɢ. Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɫɢɫɬɟɦɚ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɫ N=4 
ɫɟɪɜɟɪɚɦɢ, ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɤɨɬɨɪɵɯ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɡɚɩɭɳɟɧɨ ɞɨ 5 ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɯ ɦɚɲɢɧ: V1=5, 
V2=5, V3=5, V4=5, ɚ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ 5 . ɇɚ ɪɢɫɭɧɤɟ 2 ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ ɝɪɚɮɢɤ 
ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɩɨɬɪɟɛɥɹɟɦɨɣ ɦɨɳɧɨɫɬɢ ɨɬ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɜɯɨɞɹɳɟɝɨ ɩɨɬɨɤɚ ɩɪɢ ɞɚɧɧɵɯ 
ɢɫɯɨɞɧɵɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɯ ɫɢɫɬɟɦɵ. 
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Ɋɢɫ.2 Ƚɪɚɮɢɤɢ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɦɨɳɧɨɫɬɢ P ɨɬ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɧɚɝɪɭɡɤɢ λ 

Ɂаɤɥючɟɧиɟ 
ȼ ɷɬɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɛɵɥɚ ɩɨɫɬɪɨɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɫɢɫɬɟɦɵ ɡɟɥɟɧɵɯ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɜ 

ɬɟɪɦɢɧɚɯ ɬɟɨɪɢɢ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ, ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ 
ɫɢɫɬɟɦɵ, ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɟ ɩɪɨɜɟɫɬɢ ɚɧɚɥɢɡ ɷɧɟɪɝɨɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɨɛɥɚɤɚ ɛɟɡ ɭɱɟɬɚ ɦɢɝɪɚɰɢɢ 
ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɯ ɦɚɲɢɧ. ȼ ɞɚɥɶɧɟɣɲɟɦ ɦɵ ɩɥɚɧɢɪɭɟɦ ɩɪɨɜɟɫɬɢ ɚɧɚɥɢɡ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɪɟɫɭɪɫɨɜ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɳɢɯ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɭɸ ɤɨɧɫɨɥɢɞɚɰɢɸ ɜɢɪɬɭɚɥɶɧɵɯ 
ɦɚɲɢɧ ɞɥɹ ɫɧɢɠɟɧɢɹ ɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɹ ɷɧɟɪɝɢɢ. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ КАЧЕСТВА ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ 

СЕТЕЙ NGN/IMS ПРИ УСТАНОВЛЕНИИ  

МУЛЬТИМЕДИЙНОЙ СЕССИИ 

Ибрагимов Б.Г., Гасанов А.Г. 

Азербайджанский Технический Университет, i.bayram@mail.ru 

Исследованы характеристики качества функционирования сетей NGN/IMS при 

установлении мультимедийной сессии и предложена математическая модель 

звена систем сигнализации с учетом свойств самоподобия сигнального трафика. 
Ключевые слова: сети NGN/IMS, сигнальный трафик, протокол SIP, самоподобный 
трафик, среднее время обслуживания пакета, мультимедийные услуги. 

Введение 
Бурное развитие мультисервисных сетей связи с использованием архитектурной 

концепции NGN (Next Generation Network) требует создания адекватной математической 
модели качества функционирования систем сигнализации на базе подсистемы 
мультимедийной связи IMS (IP Multimedia Subsystem), которые представляют собой 
узлы коммутации сетей NGN/IMS при установлении соединения и оказании 
мультимедийной связи. Здесь под мультимедийной связью подразумеваются 
организация телефонных соединений, видеоконференции, передача мультимедийной 
информации, а также услуги Triple Plаy, включающие голосовые услуги, доступ в 
Интернет и просмотр телевизионных программ [1]. 
Мультисервисная сеть NGN/IMS, построенная по архитектуре IMS, состоит из 

различных модулей и является распределенной структурой управления сеансами связи, 
использующими системы и протоколы сигнализации – SIP (Session Initiation Protocol) и 
Diameter, сервер домашних абонентов HSS (Home Subscriber Server), транспортные 
шлюзы (МGW) и ядра системы управления CSCF (Call/Session Control Function), 
сигнальные шлюзы (SGW), которые обслуживают служебный и полезный трафики, 
передаваемые в процессе предоставления мультимедийных услуг связи. Протоколы SIP 
и Diameter являются основными протоколами установления мультимедийной связи в 
сетях NGN/IMS, обеспечивающими процедуру обмена сигнальными трафиками для 
установления мультимедийной сессии. 
На основе системно-технического анализа определено [2, 3], что передаваемые по 

сети NGN/IMS трафики системы и протоколы сигнализации обладают свойствами 
самоподобия с коэффициентом Херста. 
В данной работе рассматривается решение такой задачи, как исследование и анализ 

показателей качества функционирования систем сигнализации сетей NGN/IMS с учетом 
свойств самоподобия сигнального трафика. 

Построение и описание математической модели процедуры  

установления мультимедийной сессии 
Проведенные исследования показывают, что рассматриваемая система сигнализации 

сетей NGN/IMS представляет собой систему массового обслуживания (СМО) типа 

бнNNGM ///  c некоторыми допущениями. С целью анализа функций взаимодействия 

управления трафиками протоколов SIP и Diameter в системе сигнализации при 
установлении сессии, построена и исследована математическая модель, описывающая 
качества функционирования сетей NGN/IMS с учетом свойств самоподобия сигнального 
трафика. В этом случае исследуемая модель представляет собой СМО типа 

бнNNGfBM /// с двумя возможными скоростями обслуживания пакетов сигнального 

трафика.  
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Входящий поток заявок в систему – стационарный пуассоновский с параметром 
iλ , 

длительность обслуживания −i го трафика имеет функцию распределения )(tB с 

моментами 
ib , ni ,1= . Предполагаем, что в сетях NGN/IMS число мест для ожидания 

ограничено Nбн при критической загрузке 1≤iρ , ni ,1= . При этом загрузка сетей 

NGN/IMS для установления мультимедийной сессии выражается как   
      1)/()( ≤⋅+= iDSi N µλλρ  ,    ni ,1=                      (1) 

где −DS λλ , скорости поступления трафиков протоколов SIP и Diameter, соответственно; 

−iµ скорость обслуживания −i го трафика, ni ,1= . 

Из выражения (1) следует, что условие 1<iρ  является необходимым и достаточным 

для существования стационарного режима системы сигнализации сетей NGN/IMS. 
В такой модели исследуемая в процессе занятости подсистема IMS с некоторыми 

допущениями описывается одномерным марковским процессом состояния системы, 
который задается параметром n . Марковские случайные процессы играют важную роль 
при исследовании СМО [2]. Случайный процесс r(t), описывающий функционирование 
СМО типа 

бнNNGfBM /// ,  задается  компонентами  

       )}(),(),({)( tstmtitr nnn= ,   1≥n ,                       (2) 

где −)(tin
число функциональных элементов в подсистеме IMS, занятых обслуживанием 

трафиков мультимедийных услуг, регистрацией и  установлением сессии в момент 
времени t ; −)(tmn  число пакетов трафика в подсистеме IMS  в момент времени t ; 

−)(tsn
 состояние обслуживающей подсистемы IMS в момент времени t . 

С учетом (1) и (2), вычислив стационарное распределение вероятностей состояний 
системы в произвольный момент времени, можем определить некоторые вероятностно-
временные характеристики (ВВХ) сетей NGN/IMS. 

Анализ характеристик сетей NGN/IMS с учетом свойств  

самоподобия сигнального трафика 
Установлено [3, 4], что передаваемые трафики системы и протоколы сигнализации 

сетей NGN/IMS обладают свойствами самоподобия с коэффициентом Херста H , 
которые позволяют использовать общий тип СМО 

бн/// NNGfBM для 

исследования процессов качества функционирования сетей NGN/IMS.  
На основании метода диффузионной аппроксимации [4] коэффициент загрузки 

системы при обслуживании самоподобного трафика сетей NGN/IMS выражается 
следующим образом: 

1/)()(),( 1
max ≤⋅⋅⋅= −

ceHfCH µλλρ 15,0, << H  ,             (3) 

где −maxC  максимальная пропускная способность сетей NGN/IMS при передаче пакета 

i –го сигнального трафика; −ceµ параметр процесса обслуживания пакета сигнального 

трафика; HHf 2)( = – функция, учитывающая свойство самоподобия поступающих 
пакетов сигнального трафика протокола сетей NGN/IMS, при этом 

10,5,01 <<−= ββH [2]. 

Оценка вероятностно-временных характеристик сетей NGN/ IMS 
Учитывая формулы Литтла, среднее время задержки при передаче пакетов 

сигнального трафика определяется следующим выражением: 
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                           122 ]),(1[()]1)(,(5,01[)]([ −⋅−⋅⋅−−= cеcecз HHHTE µλρµσλρ            (4) 

Выражения (4), (5) и (8), (9) определяют вероятностно-временные характеристики 
сетей NGN/IMS и является  их показателем QoS (Quality of Service). 
Одной из ключевых характеристик сетей NGN при обслуживании пакетов трафика 

протокола сигнализации является коэффициент эффективного использования 
канального ресурса узлов коммутации NGN/IMS: 

1)/(),( max ≤⋅⋅⋅= CNTLqH cncniik λη ,  ni ,1=            (5) 

здесь параметр 
iq  определяет вероятность наличия пакетов сигнального трафика в сетях 

NGN/IMS и отражает полезную занятость системы сигнализации; −cnT длительность  

цикла работы системы сигнализации. Последняя процедура является необходимой 
операцией для оказания мультимедийных услуг пользователям в сетях NGN/IMS. 
Выражение (7) характеризует эффективное использование переменной пропускной 

способности сетей NGN/IMS при установлении соединения и оказании мультимедийных 
услуг.  

Выводы 
В результате исследования была предложена математическая модель системы 

сигнализации сетей NGN/IMS, на основе которой получены аналитические выражения, 
позволяющие оценить показатели качества функционирования СМО с учетом свойств 
самоподобия сигнального трафика при установлении соединения и оказании 
мультимедийных услуг.  
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В работе проанализированы показатели качества обслуживания в мультисервис- 

ных сетях связи при оказании интеллектуальных услуг и предложена математи- 

ческая модель звена систем сигнализации в интеллектуальных сетях связи. 
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Введение 
В настоящее время в мире продолжается активное распространение мультисервисных 

сетей телекоммуникаций на базе архитектурной концепции NGN (Next Generation 
Network), поддерживающих высокие скорости передачи полезного и служебного 
трафиков, что позволяет операторам предоставлять широкий спектр мультимедийных 
услуг.  
Среди мультисервисных сетей телекоммуникации в последнее время получили 

широкое развитие интеллектуальные сети связи (ИСС) с использованием систем и 
протоколов сигнализации INAP (Intelligent Network Application Part) и ISUP (ISDN User 
Part). Протокол INAP является протоколом верхнего уровня в системе сигнализации и 
обеспечивает взаимодействие между двумя основными объектами мультисервисной 
сети, построенной по принципам интеллектуальной сети, а именно: между узлом 
коммутации SSP (Service Swishing Point) и узлом управления услугами SCP (Service 
Control Рoint) при оказании дополнительных услуг [1, 2].  
Выявлено, что увеличение числа дополнительных услуг ИСС и интенсивности их 

использования увеличивает нагрузку на систему сигнализации, что приводит к 
увеличению времени установления соединения и времени задержки на выполнение 
интеллектуальной услуги (Телеголосования, Универсальный номер доступа и др.). При 
этом повышаются требования пользователей к качеству предоставляемых 
интеллектуальных услуг с использованием программных интерфейсов. В рекомендациях 
ITU-T, Q.1200 узлы SSP и SCP не рассмотрены в достаточной степени [1], и 
нормативные значения задержек обработки сообщений в узлах ИСС не приведены.  
В данной работе анализируются показателей качества обслуживания в 

мультисервисных сетях связи при выполнении интеллектуальных услуг. 

Постановка задачи и описание модели узлов коммутации систем 

сигнализации 
На основе исследований [1, 2] установлено, что с точки зрения сигнализации качество 

функционирования интеллектуальной сети связи определяется целым комплексом 
показателей эффективности передачи служебного трафика протокола INAP и 
верояностно-временных характеристик узлов коммутации ИСС с распределенной 
архитектурой. С целью анализа показателей качества обслуживания сигнального 
трафика предложена математическая модель систем и протоколов сигнализации, 
учитывающая различные сценарии вызовов услуг ИСС и структурный состав 
обслуживаемого сигнального трафика. На основе алгоритмов работы узлов коммутации 
ИСС при оказании интеллектуальных услуг и особенностей протоколов ISUP и 
INAP ),( INAPISUP λλ , рассматриваемая сеть сигнализации представляет собой 

одноканальную систему массового обслуживания (СМО) типа M/G/1/Nбн с ожиданиями 

при критической нагрузке 1≤iρ , ni ,1= .  При этом нагрузка сетей ИСС для 

установления соединения и оказания интеллектуальной услуги выражается как   
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                                                      1]/)[( ≤+= iINAPISUPi µλλρ   ,    ni ,1=                         (1) 

где −INAPISUP λλ , скорости поступления трафиков протоколов ISUP и INAP, 

соответственно; −iµ скорость обслуживания −i го трафика, ni ,1= . Из выражения (1) 

следует, что условие 1≤iρ  является необходимым и достаточным для существования 

стационарного режима системы сигнализации сетей ИСС  с использованием систем и 
протоколов  ISUP и INAP. Предполагаем, что классы требований, используемые при 
построении модели установления соединения для услуги ИСС, соответствуют 
сигнальным трафикам подсистем ISUP и INAP, которыми обмениваются узлы ИСС в 
процессе установления соединения и при оказании интеллектуальных услуг. В СМО 
поступающий на обслуживание сигнальный трафик систем и протоколов сигнализации 

является пуассоновским с интенсивностью λi, i=1, n , длительность обслуживания −i го 

трафика имеет функцию распределения )(tBi . Предполагается, также, что для 

распределения )(tBi  существуют среднее значение длительности обслуживания 

трафиков протоколов системы сигнализации )1(
ib и второй момент )2(

ib . При этом 

загрузка СМО типа бнNGM /1//  определяется следующим образом 
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=

⋅=

n

i

ibi

1

)1(λρ ,    ni ,1=                                     (2) 

Один из важнейших результатов исследования системы бнNGM /1//  при 

выполнении интеллектуальных услуг с использованием узлов коммутации SSP и SCP 
является выражение для средней длины очереди: 

                              )]1(2[)1(][ 22
. iBiiici CbLE ρρλ −⋅+⋅+⋅= , ni ,1=    ,                (3) 

где −2
B

C квадратичный коэффициент вариации длительности обслуживания, 

определяется следующим выражением: 

 122 )]1(2[)21(1 −−⋅−+= pppC
B

            ,                           (4) 

Здесь величина −p  параметр формы, меняется в пределах .5,0...0=p   

Полученные на основании формулы Полячека-Хинчина выражения являются одними 
из ключевых стационарных характеристик СМО типа бнNGM /1//  при выполнении 

интеллектуальных услуг, позволяющими оценить эффективность передачи сигнального 
трафика и вероятностно-временных характеристики (ВВХ) ИCC.  

Оценка вероятностно-временных характеристик сигнального трафика 

С учетом системно-технического анализа модели CМО типа бнNGM /1//  

установлено [2], что среди ВВХ узлов коммутации ИСС особое место занимает среднее 
время ожидания начала обслуживания пакетов сигнального трафика протоколов 
системы сигнализации. Используя формулы Полячека-Хинчина, среднее время 
ожидания начала обслуживания пакетов сигнального трафика в узлах ИСС определяется 
следующим образом: 

                                            ][)1(][].[ iNEibiREожiTE ⋅+= ,      ni ,1=                            (5) 

где −iR остаточное время обслуживания в момент поступления −i го пакета сигнального 

трафика. Это означает, что, если пакет сигнального трафика j  находится на 
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обслуживании в момент появления −i го пакета трафика, то iR равно промежутку 

времени от этого момента до завершения обслуживания трафика j . При этом среднее 

остаточное время определяется как ][ iRE
i

imR
∞→

= ℓ . Если отсутствуют обслуживаемые 

пакеты трафика, т.е. система пуста в момент поступления −i го пакета, то 0=iR . 

Учитывая продолжительность обслуживания −i го пакета сигнального трафика в 
узлах ИСС iT  и число пакетов сигнального трафика, находящихся в очереди в момент 

поступления −i го пакета сигнального трафика iN , время ожидания в очереди на 

начало обслуживания −i го пакета сигнального трафика определяется следующим 
выражением [3]: 

                                                   ∑
−

−=

+=

1

.

i

Nij

jTiRожiT

i

,    ni ,1=                            (6) 

В (5), переходя к пределу при ∞→i , выражение, определяющее время ожидания в 
очереди на начало обслуживания −i го пакета сигнального трафика: 
                                                              ][)/( qNERожT ⋅+= ρλ ,                                            (7) 

Используя формулы Литтла для выражения (7), получим математическое ожидание 
числа пакетов сигнального трафика в очереди ][ qNE  при оказании интеллектуальных 

услуг  

                                         )2(1)]1(2[][ ibqNE ⋅−−⋅⋅⋅= ρµρλ , ni ,1=                       (8) 

Таким образом, полученные на основе модели аналитические выражения позволяют 
оценить эффективности передачи и обработки сигнального трафика в ИСС. 

Выводы 
В результате исследования предложена и обоснована математическая модель узлов 

коммутации услуг с использованием протокола INAP, позволяющая определить 
вероятностно-временные характеристики сигнального трафика в ИСС.  
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Пɪɢɜɨɞяɬɫя ɨцɟɧɤɚ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɣ ɝɚɪɚɧɬɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɛɢɬɨɜɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɢ ɟɟ 

ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɩɨ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢяɦ IP ɦɭɥɶɬɢɦɟɞɢɣɧɨɣ ɩɨɞɫɢɫɬɟɦɵ.   
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɝɚɪɚɧɬɢɪɨɜɚɧɧɚɹ ɛɢɬɨɜɚɹ ɫɤɨɪɨɫɬɶ, GBR, IMS, QoS-ɧɨɪɦɚɬɢɜɵ, 
ɫɟɪɜɟɪ, ɫɪɟɞɧɹɹ ɡɚɞɟɪɠɤɚ ɩɚɤɟɬɚ, ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ. 

Ввɟɞɟɧɢɟ 
ȼ ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ QoS-ɨɪɢɟɧɬɢɪɨɜɚɧɧɵɯ ɡɚɞɚɱ ɬɟɨɪɢɢ ɬɟɥɟɬɪɚɮɢɤɚ, ɪɟɫɭɪɫɧɵɟ 

ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ, ɧɚɩɪɢɦɟɪ [1], ɜɨɡɜɨɞɹɬ QoS-ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ ɜ ɪɚɡɪɹɞ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɣ ɢ 
ɧɚɰɟɥɢɜɚɸɬɫɹ ɧɚ ɩɨɢɫɤ ɩɪɨɩɭɫɤɧɨɣ ɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ ɫɟɪɜɟɪɨɜ ɢ ɤɚɧɚɥɨɜ, ɨɛɟɫɩɟɱɢɜɚɸɳɟɣ 
ɫɜɨɟɜɪɟɦɟɧɧɭɸ ɞɨɫɬɚɜɤɭ (ɨɛɪɚɛɨɬɤɭ) ɡɚɞɚɧɧɵɯ ɨɛɴɟɦɨɜ ɬɪɚɮɢɤɚ. 

Ɍɪɚɮɢɤ ɫɨɜɪɟɦɟɧɧɵɯ ɝɟɬɟɪɨɝɟɧɧɵɯ ɫɟɬɟɣ ɚɪɯɢɬɟɤɬɭɪɵ IMSɫɢɝɧɚɥɢɡɚɰɢɹ + LTE-
ɬɪɚɧɫɩɨɪɬ + ɦɭɥɶɬɢɦɟɞɢɣɧɵɟ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹ, ɨɫɧɨɜɚɧɧɵɟ ɧɚ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɤɨɦɛɢɧɚɰɢɹɯ 
ɝɨɥɨɫɚ, ɬɟɤɫɬɚ, ɝɪɚɮɢɤɢ ɢ ɜɢɞɟɨ, ɞɢɜɟɪɫɢɮɢɰɢɪɨɜɚɧ 9-ɸ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚɦɢ ɢ ɲɢɪɨɤɢɦɢ 
ɧɨɪɦɚɬɢɜɧɵɦɢ ɞɢɚɩɚɡɨɧɚɦɢ  ɩɨ ɡɚɞɟɪɠɤɟ ɩɚɤɟɬɚ 50,…, 300 ɦɫ, ɚ ɩɨ ɩɨɬɟɪɹɦ  102 ,…,  
106 (ɞɥɹ Long Term Evolution). 

ɇɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɶ ɨɛɟɫɩɟɱɟɧɢɹ QoS-ɝɚɪɚɧɬɢɪɨɜɚɧɧɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɯ 
ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɶɫɤɢɯ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɣ, ɩɥɚɧɢɪɨɜɚɧɢɹ ɫɟɬɟɜɵɯ ɪɟɫɭɪɫɨɜ ɢ ɪɟɡɟɪɜɢɪɨɜɚɧɢɹ 
ɩɨɥɨɫɵ ɩɪɨɩɭɫɤɚɧɢɹ ɩɨɞ ɪɚɡɧɨɪɨɞɧɵɣ ɬɪɚɮɢɤ ɨɛɭɫɥɚɜɥɢɜɚɟɬ ɚɤɬɭɚɥɶɧɨɫɬɶ ɡɚɞɚɱ 
ɦɢɧɢɦɢɡɚɰɢɢ ɛɢɬɨɜɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ (ɫɟɪɜɟɪɚ, ɤɚɧɚɥɚ) ɢ ɟɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɩɨ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹɦ. 

ɉɨɫɬɚɧɨвɤɚ ɡɚɞɚчɢ 
Иɫɫɥɟɞɭɟɬɫɹ ɫɟɪɜɟɪ IP ɦɭɥɶɬɢɦɟɞɢɣɧɨɣ ɩɨɞɫɢɫɬɟɦɵ (IMS) ɧɚ ɦɨɞɟɥɢ ɋɆɈ ɫ 

ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɧɵɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟɦ. Ɂɚɞɚɧɨ K ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɣ ɢ ɞɥɹ ɤɚɠɞɨɝɨ ɢɡ ɧɢɯ: λk  

ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶ ɜɯɨɞɹɳɟɝɨ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɨɝɨ ɩɨɬɨɤɚ; kV  ɫɪɟɞɧɢɣ ɨɛɴɟɦ ɩɚɤɟɬɚ; zkT  

ɡɚɞɚɧɧɚɹ ɧɨɪɦɚ ɧɚ ɫɪɟɞɧɸɸ ɡɚɞɟɪɠɤɭ ɩɚɤɟɬɚ k –ɝɨ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹ, 1,k K . 

Ɍɪɟɛɭɟɬɫɹ ɧɚɣɬɢ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɭɸ ɛɢɬɨɜɭɸ ɫɤɨɪɨɫɬɶ minC , ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɭɸ ɞɥɹ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ 

ɬɪɚɮɢɤɚ ɫ «ɦɚɫɫɨɣ» λ
1

i ik

k

m V

i



 , 1,k K  ɢ ɡɚɞɚɧɧɵɦɢ ɧɨɪɦɚɬɢɜɚɦɢ zkT ɩɨ ɫɪɟɞɧɟɣ 

ɡɚɞɟɪɠɤɟ ɩɚɤɟɬɚ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɢɬɶ ɫɤɨɪɨɫɬɶ minC ɩɨ K  ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹɦ. 

Ɉɰɟɧɤɚ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɣ ɝɚɪɚɧɬɢɪɨвɚɧɧɨɣ ɛɢɬɨвɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ 

ɇɚ ɛɚɡɟ ɫɪɟɞɧɟɣ ɡɚɞɟɪɠɤɢ kT  ɩɚɤɟɬɚ ɜ ɋɆɈ ɬɢɩɚ / / 1 /M M   ɩɪɢ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɧɨɦ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɢ ɫ ɩɪɟɪɵɜɚɧɢɟɦ ɢ ɞɨɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟɦ [2] 
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, 1,k K ,  (1) 

ɮɨɪɦɢɪɭɟɬɫɹ ɫɢɫɬɟɦɚ ɢɡ K ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ    

22 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



k zkT T , 1,k K .                                                       (2) 

Ɉɛɪɚɳɟɧɢɟɦ (2) ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɫɤɨɪɨɫɬɢ C , ɩɨɥɭɱɚɟɬɫɹ K ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫɬɟɩɟɧɢ, ɧɟ ɜɵɲɟ 

2, ɧɚ ɩɪɢɦɟɪɟ 1-ɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɜɢɞɚ 1 1 1 1(λ 1 / )zC V T  .  

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɧɟɫɨɜɦɟɫɬɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (2) ɛɭɞɟɬ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬ Ck ɫ 
ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɵɦ ɡɧɚɱɟɧɢɟɦ ɛɢɬɨɜɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ  

 min max k
k

C C                                                         (3) 

ɝɚɪɚɧɬɢɪɭɸɳɟɣ ɨɛɪɚɛɨɬɤɭ ɬɪɚɮɢɤɚ «ɦɚɫɫɵ» km ɫ ɡɚɞɟɪɠɤɚɦɢ kT , ɧɟ ɩɪɟɜɵɲɚɸɳɢɦɢ 
ɡɚɞɚɧɧɵɯ ɧɨɪɦ. 

ɉɪɢɜɨɞɢɬɫɹ ɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɩɪɢɦɟɪ ɞɥɹ K = 5 ɢ ɧɨɪɦɚɬɢɜɨɜ zkT = k  0,1 [ɦɫ], 

ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɟɣ ɩɨɬɨɤɨɜ λk = k 100 [ɩɚɤɟɬ/c], ɫɪɟɞɧɢɯ ɨɛɴɟɦɨɜ ɩɚɤɟɬɨɜ kV = k 1000 

[ɛɢɬ], ɝɞɟ k  ɬɟɤɭɳɢɣ ɢɧɞɟɤɫ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚ. Ɋɟɲɟɧɢɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (2) ɞɚɟɬ ɧɚɛɨɪ ɡɧɚɱɟɧɢɣ 
ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ {10,1; 10,4; 11,0; 11,9 ɢ 13,23} [Ɇɛɢɬ/c], ɫɪɟɞɢ ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɨɫɥɟɞɧɟɟ  
ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɟ. ȿɫɥɢ ɜ ɩɟɪɜɭɸ ɨɱɟɪɟɞɶ ɨɛɪɚɛɚɬɵɜɚɬɶ ɩɚɤɟɬɵ ɫ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɵɦ ɡɧɚɱɟɧɢɟɦ 

ɡɚɞɟɪɠɟɤ zkT , ɧɚɛɨɪ ɥɨɤɚɥɶɧɵɯ ɪɟɲɟɧɢɣ ɜɢɞɨɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ {2,1; 5,4; 11; 21,97 ɢ 53,36} 

[Ɇɛɢɬ/c], ɚ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɚɹ ɛɢɬɨɜɚɹ ɫɤɨɪɨɫɬɶ minC = 53,36 ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ 
ɩɪɢɦɟɪɧɨ ɜ 4 ɪɚɡɚ. 

Ɋɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɩɪɨɩɭɫɤɧɨɣ ɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ ɩɨ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢяɦ 
Ɍɚɤɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɩɪɨɜɨɞɢɬɶ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɶɧɨ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨ 

ɞɨɩɭɫɬɢɦɵɦ ɡɚɝɪɭɡɤɚɦ (ɩɨɪɨɝɚɦ), ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɦɵɦ ɢɡ (1). Дɥɹ ɫɥɭɱɚɹ 3-ɯ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɣ 
ɩɨɪɨɝɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢɹɦɢ ɜɢɞɚ: 
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ɉɪɟɜɵɲɟɧɢɟ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ 1ρ ɢ 2ρ ɩɨɪɨɝɨɜ 1ρ* ɢ 2ρ* ɩɪɢɜɟɞɟɬ ɤ 

ɧɚɪɭɲɟɧɢɸ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɣ k zkT T  ɩɨ ɡɚɞɟɪɠɤɟ, ɚ ɡɚɧɢɠɟɧɢɟ  ɤ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɸ 

ɧɨɪɦɚɬɢɜɨɜ ɫ ɡɚɩɚɫɨɦ ( 0)zk kT T  , ɱɬɨ ɪɚɜɧɨɰɟɧɧɨ ɧɟɞɨɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɸ ɩɪɨɩɭɫɤɧɨɣ 
ɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ. 

ɉɨɪɨɝɢ (4) ɩɨɡɜɨɥɹɸɬ ɧɚɯɨɞɢɬɶ ɞɨɥɢ ɩɪɨɩɭɫɤɧɨɣ ɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ C ɫɟɪɜɟɪɚ:                    

1ρC


  ɩɪɢɯɨɞɹɳɢɟɫɹ ɧɚ ɬɪɚɮɢɤ ɫɬɚɪɲɟɝɨ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚ; 2ρC


  ɧɚ ɬɪɚɮɢɤ 2-ɝɨ 

ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚ; 3ρC = 1 2(1 ρ ρ )C
 

  , ɨɫɬɚɜɲɭɸɫɹ ɧɚ ɨɛɪɚɛɨɬɤɭ (ɞɨɫɬɚɜɤɭ) 
ɧɟɩɪɢɨɪɢɬɟɬɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ ɛɟɡ ɝɚɪɚɧɬɢɢ ɟɝɨ ɤɚɱɟɫɬɜɚ («best effort»). 

Чɢɫɥɟɧɧɵɟ ɨɰɟɧɤɢ (4) ɞɥɹ 1V = 500 ɛɢɬ, 2V = 1000 ɛɢɬ, 1zT = 0,1 ɦɫ, 2zT = 1 ɦɫ ɢ 
ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɫɤɨɪɨɫɬɟɣ ɋ ɩɨɤɚɡɵɜɚɸɬ, ɱɬɨ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨ ɨɬ «ɦɚɫɫɵ» ɬɪɚɮɢɤɚ ɡɧɚɱɟɧɢɟ 
ɫɤɨɪɨɫɬɢ 5 Ɇɛɢɬ/c ɨɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɧɟɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɞɥɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɩɨɬɨɤɚ 1-ɝɨ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚ 
ɫ ɧɨɪɦɨɣ 0,1 ɦɫ. ȿɫɥɢ ɠɟ ɋ = 6 Ɇɛɢɬ/c, ɬɪɚɮɢɤɭ 1-ɝɨ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚ ɫɥɟɞɭɟɬ ɨɬɜɟɫɬɢ 
ɩɪɢɦɟɪɧɨ 17% ɨɬ ɨɛɳɟɣ ɩɪɨɩɭɫɤɧɨɣ ɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ, ɬɪɚɮɢɤɭ 2-ɝɨ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚ  ɧɟ ɛɨɥɟɟ 
48%, ɧɚ «best effort» ɨɫɬɚɧɟɬɫɹ 35%. ɉɪɢ ɞɚɥɶɧɟɣɲɟɦ ɭɜɟɥɢɱɟɧɢɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɋ 

Ʉɭɬɛɢɬɞɢɧɨɜ ɋ. ɒ., Ʌɨɯɦɨɬɤɨ ȼ. ȼ., Ɋɭɞɢɧɫɤɚɹ ɋ. Ɋ. 23



ɧɚɛɥɸɞɚɟɬɫɹ ɪɨɫɬ 1ρ ɫ ɨɞɧɨɜɪɟɦɟɧɧɵɦ ɫɧɢɠɟɧɢɟɦ ɜɟɥɢɱɢɧ 2ρ ɢ 3ρ , ɚ ɩɪɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɋ 

= 35 Ɇɛɢɬ/c ɪɟɫɭɪɫ, ɨɬɜɨɞɢɦɵɣ ɬɪɚɮɢɤɭ 2-ɝɨ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɚ, ɨɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ 
«ɫɴɟɞɟɧɧɵɦ» ɫɬɚɪɲɢɦ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɨɦ. ɇɚ ɜɵɫɨɤɢɯ ɫɤɨɪɨɫɬɹɯ (ɋ = 10 Ƚɛɢɬ/c) ɞɚɠɟ ɧɚ 
«best effort» ɨɫɬɚɟɬɫɹ ɜɫɟɝɨ 0,05% ɨɬ ɩɪɨɩɭɫɤɧɨɣ ɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ ɋ. 

Вывɨɞы 
ɉɪɟɞɥɨɠɟɧɧɵɣ ɩɨɞɯɨɞ ɧɟ ɨɛɹɡɵɜɚɟɬ ɪɚɛɨɬɚɬɶ ɫ QoS-ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹɦɢ, ɤɚɤ «ɫɬɪɨɝɢɦɢ 

ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɦɢ», ɢ ɩɪɢɦɟɧɹɬɶ ɩɪɟɞɟɥɶɧɨ ɞɨɩɭɫɬɢɦɵɟ ɡɚɝɪɭɡɤɢ (4), ɨɧ ɥɢɲɶ ɩɨɤɚɡɵɜɚɟɬ, 
ɱɬɨ: 
 ɡɚɞɚɱɚ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɛɢɬɨɜɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɨ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɦ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹɦ IMS 

ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬɫɹ NP-ɩɨɥɧɨɣ ɤɨɦɛɢɧɚɬɨɪɧɨɣ ɡɚɞɚɱɟɣ «ɩɥɨɬɧɨɣ ɭɤɥɚɞɤɢ ɜ ɤɨɧɬɟɣɧɟɪ»;     
 ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɟɧɢɟ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɣ ɝɚɪɚɧɬɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɛɢɬɨɜɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ (3) ɩɪɢ ɡɚɞɚɧɧɵɯ 

ɧɨɪɦɚɯ ɧɚ ɡɚɞɟɪɠɤɢ ɩɚɤɟɬɨɜ ɢ ɢɡɜɟɫɬɧɵɯ ɨɛɴɟɦɚɯ ɬɪɚɮɢɤɚ ɧɟɢɡɛɟɠɧɨ ɫɨɩɪɨɜɨɠɞɚɟɬɫɹ 
ɧɟɞɨɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɧɨɣ ɩɪɨɩɭɫɤɧɨɣ ɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶɸ, ɩɪɢɝɨɞɧɨɣ ɞɥɹ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ ɬɪɚɮɢɤɚ «best 
effort»; 
 ɜɵɫɨɤɢɟ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɋ ɧɢɜɟɥɢɪɭɸɬ ɫɟɬɟɜɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ, ɩɪɢɜɨɞɹɬ ɤ ɩɨɝɥɨɳɟɧɢɸ 

ɨɞɧɢɯ ɤɥɚɫɫɨɜ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɞɪɭɝɢɦɢ ɢ ɜɵɪɨɠɞɟɧɢɸ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɧɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɜ 
ɧɟɩɪɢɨɪɢɬɟɬɧɨɟ, ɱɬɨ ɫɨɝɥɚɫɭɟɬɫɹ ɫ [3]. 

ɋɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɟ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɢɦ ɩɨɬɨɤɚɦ ɡɧɚɱɟɧɢɟ (3) ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɣ GBR ɫɥɟɞɭɟɬ 
ɪɚɫɰɟɧɢɜɚɬɶ ɤɚɤ ɨɰɟɧɤɭ ɫɧɢɡɭ ɛɨɥɟɟ ɨɛɳɟɝɨ ɫɥɭɱɚɹ  ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɣ ɝɚɪɚɧɬɢɪɨɜɚɧɧɨɣ 
ɛɢɬɨɜɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ, ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɣ ɞɥɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ «ɬɹɠɟɥɨɝɨ» ɬɪɚɮɢɤɚ.  
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The evaluation of the minimum guaranteed bit rate and its distribution according IP 

multimedia subsystem applications is submitted. 
Key words: guaranteed bit rate, GBR, IMS, QoS rule, server, average packet delay, utilization 
factor.   
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РЕЛЕЙНО-ГИСТЕРЕЗИСНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СКОРОСТЬЮ 

ПРОИЗВОДСТВА СКОРОПОРТЯЩЕЙСЯ ПРОДУКЦИИ 

Лившиц К. И., Ульянова Е.С. 

Национальный исследовательский Томский государственный университет, kim47@mail.ru, 

katerina_tomsk@sibmail.com 

Получены уравнения для плотности распределения количества скоропортящейся 

продукции при релейно-гистерезисном управлении скоростью производства. 

Найдено решение этих уравнений при экспоненциальном распределении объемов 

покупок. Рассмотрена задача оптимального выбора параметров управления. 
Ключевые слова: скоропортящаяся продукция, гистерезисное управление, плотность 
распределения. 

Введение 
Модели управления запасами с ограниченным сроком годности интенсивно 

изучаются в последние годы. Достаточно подробно состояние проблемы освещено, 
например, в работах [1,2]. При этом, как правило, предполагается, что задан некоторый 
начальный объем запаса и решаются задачи об оптимальном выборе начального объема 
и построении оптимального алгоритма его расходования. В настоящей работе 
предлагается и анализируется одна из возможных моделей одновременного 
производства и сбыта скоропортящейся продукции. 

1. Математическая модель задачи 
В работе задача поступления и сбыта скоропортящейся продукции рассматривается 

при следующих предположениях. Пусть )(tS  – количество продукции в момент 

времени t . Считается, что продукция производится (поступает) с некоторой скоростью 
)(SC , зависящей от текущего запаса )(tS , так что за время t∆  поступает tSC ∆)(  

единиц продукции. При хранении продукция непрерывно портится. Считается, что за 
малое время t∆  потери равны ttkS ∆)( . Будем считать, далее, что величины покупок – 

независимые случайные величины с плотностью распределения )(xϕ  и средним 

значением { } axM = . Моменты продаж образуют пуассоновский поток, интенсивность 

которого λ  зависит от цены продажи b . Считается, что интенсивность потока продаж 
λ  монотонно убывает с ростом цены b . 
В работе предполагается, что управление производством осуществляется следующим 

образом. Устанавливается два пороговых значения допустимого запаса продукции 1S  и 

2S , причем 12 SS > . В области 1SS <  скорость производства 0)( CSC = , в области 

2SS >  скорость производства 0)( 1 == CSC . В области же 21 SSS ≤≤  скорость 

производства 0)( CSC =  или 0)( =SC , в зависимости от того как процесс )(tS  вошел в 

эту область. Если он вошел в нее через порог 1S  снизу вверх, то остается 0)( CSC = , 

если же он вошел в эту область через порог 2S  сверху вниз, то остается 0)( =SC . 

Таким образом, значение 0)( =SC  устанавливается при достижении запасом )(tS  

значения 2S  и оканчивается при уменьшении запаса до значения 1S . Область 

21 SSS ≤≤  и представляет собой область гистерезиса в управлении запасом продукции. 

Естественно считать, что 00 >λ− aC . Наконец, возможна ситуация, когда текущий 

спрос не может быть удовлетворен полностью. В этом случае считается, что 0)( <tS . 
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Основная цель настоящей работы состоит в нахождении плотности распределения 
количества продукции для данной модели при некоторых дополнительных 
предположениях. 
Обозначим 

{ } .1,0,)(,)(Pr),( ==+<≤= iCtCdSStSSdStSP ii   (1) 

Теорема 1. Если ),( tSPi  дифференцируемы по t , ),( tSSPi  дифференцируемы по S , 

то функции ),( tSPi  удовлетворяют системе уравнений Колмогорова 
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где )(xI  – единичная функция. 
Доказательство теоремы аналогично доказательству соответствующей теоремы в [3, 

4]. Решение системы уравнений (2) – (4) должно, очевидно, удовлетворять условию 

),(),( 2120 tSPtSP = , условию нормировки ∫∫
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),(0 tSP  должна быть непрерывна в точке 1S : ).,0(),0( 1010 tSPtSP −=+  

Безусловная плотность распределения ( , )P S t  количества продукции будет иметь вид 
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2. Экспоненциальное распределение величины продаж 
Рассмотрим в качестве примера простейший случай, когда продажи имеют 

экспоненциальное распределение .exp
1
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Можно показать, что в стационарном режиме решение системы уравнений (2) – (4) 
имеет вид 
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Постоянные 1A и 2A  удовлетворяют системе уравнений: 
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а постоянная B  определяется из условия нормировки. Полученные выражения 
позволяют исследовать зависимость средней прибыли в единицу времени от параметров 
модели. 

Выводы 
В работе получены уравнения, определяющие плотность распределения количества 

скоропортящейся продукции при релейно-гистерезисном управлении скоростью 
производства. Получены решения этих уравнений в случае экспоненциального 
распределения величин продаж. Аналогично вышеизложенному могут быть 
исследованы и другие модели управления производством и сбытом скоропортящейся 
продукции. 
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We have obtained the probability density function of stock of perishable goods under 

hysteresis control of the rate of production. The exact solution of these equations for the 

case of exponentially distributed purchase amounts have been found. The problem of 

selecting the optimal control parameters was considered. 
Key words: perishable goods, hysteresis control, probability density function. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СУММАРНОГО ОБЪЕМА ТРЕБОВАНИЙ В 

БЕСКОНЕЧНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ ВИДА M|GI|∞ 

Лисовская Е.Ю., Моисеева С.П. 

Национальный исследовательский Томский государственный университет, 

ekaterina_lisovs@mail.ru 

Для бесконечнолинейной системы массового обслуживания определяется вид 

характеристической функции двумерного распределения вероятностей числа 

заявок в системе и суммарного объема требований, находящихся в системе при 

стационарном режиме. 
Ключевые слова: теория массового обслуживания, требования случайного объема. 

Введение 
В настоящее время внимание к теории массового обслуживания в значительной 

степени стимулировалось необходимостью применения результатов этой теории к 
важным практическим задачам, возникающим в связи с бурным развитием систем 
коммуникаций, возникновением информационно-вычислительных систем, появлением и 
усложнением разнообразных технологических систем, созданием автоматизированных 
систем управления. 
Системы массового обслуживания (СМО) с заявками случайного объема позволяют 

решать задачи проектирования информационных систем, объектом преобразования в 
которых является информация, поступающая порциями в виде дискретных или 
непрерывных сообщений. Сообщения или заявки обладают различным 
информационным объемом, который представляет собой случайную величину. 
Задача исследования СМО, в которых каждая поступающая в систему заявка наряду 

со случайной длиной имеет случайный объем, причем суммарный объем всех 
находящихся в системе заявок ограничен, как было замечено еще в работах [3,4,5], 
играет важную роль при моделировании работы самых разнообразных технических 
устройств, в частности современных информационно-вычислительных систем. Однако 
аналитических решений этой задачи для бесконечнолинейных СМО с произвольной 
функцией времени обслуживания до сих пор не найдено, поскольку для корректного 
построения соответствующего марковского процесса, описывающего 
функционирование СМО, необходимо учитывать объемы всех заявок в системе. В 
настоящей статье предлагается решать поставленную задачу методом просеянного 
потока позволяющим учитывать объемы заявок находящихся в системе в момент 
времени t и не учитывать покинувшие. 

Постановка задачи 
Рассмотрим СМО с неограниченным числом приборов, на вход которой поступает 

простейший поток с параметром λ. Считаем, что продолжительность обслуживания 
заявки имеет произвольную функцию распределения, одинаковую для всех приборов, 
которую обозначим B(x). Предполагаем, что каждое требование характеризуется 
некоторым случайным объёмом ν>0. Объемы различных требований независимы. 
Пусть i(t) – число заявок, находящихся на обслуживании в системе в момент t, V(t) – 

полная сумма объемов требований, находящихся в системе в момент времени t. 
G(y)=P{ν<y} – функция распределения случайного процесса ν. 
Поставим задачу нахождения характеристик двумерного случайного процесса 

{i(t),V(t)}. Отметим, что исследуемый процесс не является марковским. Поэтому для его 
исследования будем использовать метод просеянного потока. 
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Зафиксируем некоторый момент времени T. Полагаем, что заявка входящего потока, 
поступившая в систему в момент времени t<T с вероятностью S(t)=1-B(T-t) формирует 
событие просеянного потока. 
Обозначим n(t) – число событий, наступивших в просеянном потоке до момента 

времени t. Тогда, если в начальный момент t0<T система обслуживания была свободна, 
то для момента времени T выполняется равенство i(T)=n(T). 

Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

Введем обозначение { }ztVntnPtznP <== )(,)(),,(  – распределение вероятностей 

двумерного Марковского процесса, где )(tn  – число событий, наступивших в 

просеянном потоке к моменту времени t , )(tV  – суммарный объем требований, 

находящихся в просеянном потоке к моменту времени t . Для этого распределения 
можно записать систему [1] дифференциальных уравнений Колмогорова: 
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Введем характеристическую функцию вида: 
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можно записать следующую систему уравнений:  
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Очевидно, решение имеет вид: 
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При Tt =  для характеристической функции двумерного процесса в стационарном 
режиме получим 

( ) ( )[ ]{ }1λexp, 2
*

121
1 −= uGebuuH

ju . 

Откуда для процесса ( )ti  в стационарном режиме получим 
( ){ } [ ]{ }1λexp 11

1 −= jutiju
ebeM , 

для процесса ( )tV  в стационарном режиме получим 
( ){ } ( )[ ]{ }1λexp 2

*
1

2 −= uGbeM
tVju . 

Заключение 
Для бесконечнолинейной системы массового обслуживания требований случайного 

объема была получена характеристическая функция двумерного распределения 
вероятностей числа занятых приборов и суммарного объема требований, находящихся в 
системе. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 16-

31-00292 мол_а. 
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The characteristic function of the two-dimensional probability distribution of the number 

of customers in the system and the total size of customers is obtained. 
Кеу words: queuing theory, customers with random sizes. 
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ɉɈɋɌɊɈȿɇɂȿ ɂ АɇАɅɂɁ ɆɈȾȿɅɂ ɋȿɌȿɃ NGN/IMS ɋ 
ɍЧȿɌɈɆ ɋВɈɃɋɌВ ɋАɆɈɉɈȾɈȻɂə ɋɂȽɇАɅЬɇɈȽɈ 
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Маɦеɞɨв Ƚ.А., Иɛɪаɝɢɦɨв Ȼ.Ƚ., Иɫаев ə.C. 

Аɡеɪɛаɣɞɠаɧɫɤɢɣ Техɧɢчеɫɤɢɣ ɍɧɢвеɪɫɢɬеɬ, i.bayram@mail.ru 

В ɪɚɛɨɬɟ ɩɨɫɬɪɨɟɧɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢчɟɫɤɚя ɦɨɞɟɥɶ ɤɚчɟɫɬвɚ ɨɛɫɥɭɠɢвɚɧɢя ɫɢɫɬɟɦ 
ɫɢɝɧɚɥɢɡɚɰɢɢ в ɫɟɬях NGN/IMS ɫ ɭчɟɬɨɦ ɫвɨɣɫɬв ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɢя ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ 
ɬɪɚɮɢɤɚ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɧɵɣ ɬɪɚɮɢɤ, ɫɟɬɢ NGN/IMS, SIP-cɟɪɜɟɪɚ, ɡɚɞɟɪɠɤɢ ɩɚɤɟɬɨɜ 
ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ, ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɧɨ-ɜɪɟɦɟɧɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ. 

Ввɟɞɟɧɢɟ 
ɋɨɜɪɟɦɟɧɧɵɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɜ ɫɮɟɪɟ ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɣ ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS 

ɩɪɟɞɴɹɜɥɹɸɬ ɧɨɜɵɟ ɬɪɟɛɨɜɚɧɢɹ ɤ ɤɚɱɟɫɬɜɭ ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɹɟɦɵɯ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɹɦ 
ɦɭɥɶɬɢɦɟɞɢɣɧɵɯ ɭɫɥɭɝ ɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɢ ɩɨɞɞɟɪɠɤɢ ɧɨɜɵɯ ɭɫɥɭɝ. Ɉɫɧɨɜɧɵɦɢ ɡɚɞɚɱɚɦɢ 
ɨɩɟɪɚɬɨɪɨɜ ɫɜɹɡɢ ɤɚɤ ɩɨɫɬɚɜɳɢɤɨɜ ɭɫɥɭɝ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɜ ɫɨɜɪɟɦɟɧɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɩɨɜɵɲɟɧɢɟ 
ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ, ɫɧɢɠɟɧɢɟ ɜɪɟɦɟɧɢ ɜɧɟɞɪɟɧɢɹ ɧɨɜɵɯ ɭɫɥɭɝ ɢ ɩɨɧɢɠɟɧɢɟ 
ɷɤɫɩɥɭɚɬɚɰɢɨɧɧɵɯ ɪɚɫɯɨɞɨɜ [1, 2]. 

Дɥɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɣ ɚɪɯɢɬɟɤɬɭɪɵ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS, ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɨɣ ɩɪɢ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɢ 
ɦɭɥɶɬɢɫɟɪɜɢɫɧɵɯ ɫɟɬɟɣ ɫɜɹɡɢ, ɨɫɧɨɜɧɵɦɢ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚɦɢ ɫɢɝɧɚɥɢɡɚɰɢɢ ɹɜɥɹɸɬɫɹ 
ɩɪɨɬɨɤɨɥɵ ɭɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɹ ɦɭɥɶɬɢɦɟɞɢɣɧɵɯ ɫɟɫɫɢɣ SIP ɢ Diameter [2].   

Ɂɚɞɚɱɚ ɨɰɟɧɤɢ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫɥɭɠɟɛɧɵɯ ɬɪɚɮɢɤɨɜ ɜ ɫɟɬɹɯ 
NGN/IMS, ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɳɢɯ ɩɪɨɬɨɤɨɥ SIP, ɞɨ ɧɚɫɬɨɹɳɟɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɧɟ ɢɦɟɟɬ 
ɫɬɚɧɞɚɪɬɢɡɨɜɚɧɧɨɣ ɦɟɬɨɞɢɤɢ, ɱɬɨ ɧɟ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɩɪɨɚɧɚɥɢɡɢɪɨɜɚɬɶ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ ɢɯ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ɢ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɧɨ-ɜɪɟɦɟɧɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ (ȼȼХ) [1, 2]. 

ɍɱɢɬɵɜɚɹ ɜɵɲɟɢɡɥɨɠɟɧɧɨɟ, ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ 
ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɵɯ ɬɪɚɮɢɤɨɜ ɜ ɫɟɬɹɯ NGN/IMS. 

Ɉɩɢɫɚɧɢɟ ɦɚɬɟɦɚɬɢчɟɫɤɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ 

ɤɚчɟɫɬвɚ ɨɛɫɥɭɠɢвɚɧɢя в ɫɟɬях NGN/IMS 
Иɫɫɥɟɞɭɟɦɚɹ ɫɟɬɶ NGN/IMS ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬ ɫɨɛɨɣ ɨɞɧɨɤɚɧɚɥɶɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ 

ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ (ɋɆɈ) ɬɢɩɚ ɛɧNGM /1//  ɫ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɧɵɦ ɱɢɫɥɨɦ ɦɟɫɬ ɞɥɹ ɨɠɢɞɚɧɢɹ 

ɛɧN  ɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ i  ɩɨɫɬɭɩɚɸɳɢɯ ɬɪɚɮɢɤɨɜ ɫɥɭɠɟɛɧɨɝɨ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚ. 
ɉɪɨɚɧɚɥɢɡɢɪɨɜɚɧɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ, ɨɩɢɫɵɜɚɸɳɚɹ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɹ 

ɫɟɬɟɣ NGN/IMS ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɫɜɨɣɫɬɜ ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ, ɤɨɬɨɪɚɹ 
ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬ ɫɨɛɨɣ ɋɆɈ ɬɢɩɚ ɛɧNGfBM /1// ɫ ɜɨɡɦɨɠɧɵɦɢ ɦɧɨɝɨɫɤɨɪɨɫɬɧɵɦɢ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹɦɢ ɩɚɤɟɬɨɜ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚ SIP ɩɪɢ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɟ 

,1i ni ,1  . Дɨɩɭɫɬɢɦ, ɱɬɨ ɫɢɝɧɚɥɶɧɵɣ ɬɪɚɮɢɤ, ɩɨɫɬɭɩɚɸɳɢɣ ɧɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟ ɜ 

ɋɆɈ, ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɢɦ [2, 3] ɫ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ i , ni ,1 , ɞɥɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ Т-ɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ ɢɦɟɟɬ ɮɭɧɤɰɢɸ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ][)( tBPtB   ɫ 
ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɟɦ Ʌɚɩɥɚɫɚ-ɋɬɢɥɬɶɟɫɚ (ɉɅɋ) )][exp()( bsEsb   ɢ ɦɨɦɟɧɬɚɦɢ ib . 

ɉɪɨɜɟɞɟɧɧɵɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɟɧɧɵɣ ɢ ɤɚɱɟɫɬɜɟɧɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡɵ ɫɨɛɪɚɧɧɵɯ ɫɬɚɬɢɫɬɢɱɟɫɤɢɯ 
ɞɚɧɧɵɯ ɨ ɬɪɚɮɢɤɟ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚ SIP ɜ ɫɟɬɢ NGN/IMS ɫɜɢɞɟɬɟɥɶɫɬɜɭɸɬ ɨ 
ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɫɢɥɶɧɨɣ ɫɬɟɩɟɧɢ ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɢɹ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦɨɝɨ ɫɥɭɱɚɣɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ 
ɩɨɫɬɭɩɥɟɧɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɵɯ ɬɪɚɮɢɤɨɜ ɧɚ ɫɟɪɜɟɪɵ ɫɟɬɢ ɫ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɦ Хɟɪɫɬɚ H [2, 3]. 

Ɇɚɦɟɞɨɜ Ƚ. Ⱥ., ɂɛɪɚɝɢɦɨɜ Ȼ. Ƚ., ɂɫɚɟɜ ə. C. 31



ɉɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɦ, ɱɬɨ )(tY  ɫɥɭɱɚɣɧɵɣ ɜɪɟɦɟɧɧɨɣ ɪɹɞ [2], ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɸɳɢɣ ɫɥɭɠɟɛɧɵɣ 
ɬɪɚɮɢɤ ɢ ɢɡɦɟɪɹɟɦɵɣ ɜ ɩɚɤɟɬɚɯ ɢɥɢ ɛɚɣɬɚɯ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t . ɋɥɭɱɚɣɧɵɣ ɩɪɨɰɟɫɫ )(tY  

ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɫɬɪɨɝɨ ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɧɵɦ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ, ɟɫɥɢ 

])1(2)1[(5,0)( 2222 HHH
kkkkB   ,              (1) 

ɝɞɟ k  ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɟ ɰɟɥɨɟ ɱɢɫɥɨ, 1k ; 2 ɞɢɫɩɟɪɫɢɹ ɫɥɭɱɚɣɧɵɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ  , ɪɚɜɧɚɹ
])([)0(2

mtYEB  ; m ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɟ ɨɠɢɞɚɧɢɟ ɫɥɭɱɚɣɧɵɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ, )]([ tYEm  ; 

H ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɶ Хɟɪɫɬɚ, .10  H  
Ɂɚɝɪɭɡɤɚ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɫɜɨɣɫɬɜ ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ 

ɜɵɪɚɠɚɟɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ: 
                                       1])([),( 1  

ikiii VHfbH  ,                          (2) 

ɝɞɟ )(Hf  ɮɭɧɤɰɢɹ, ɭɱɢɬɵɜɚɸɳɚɹ ɫɜɨɣɫɬɜɨ ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɢɹ ɩɨɫɬɭɩɚɸɳɢɯ ɩɚɤɟɬɨɜ 
ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɝɨ: DH  2 , D

ɮɪɚɤɬɚɥɶɧɚɹ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶ; H ɩɚɪɚɦɟɬɪ Хɟɪɫɬɚ [2], ɪɚɜɧɵɣ 
                                                         10,)(/)/(  HaNɨРSRɨРH  ,                         (3) 

ɝɞɟ R ɪɚɡɦɚɯ ɧɚɤɨɩɥɟɧɧɨɝɨ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ; N ɱɢɫɥɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɜ ɧɚɛɥɸɞɟɧɢɹ; a

ɧɟɤɨɬɨɪɚɹ ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, 0a . 

Иɡ (2) ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɭɫɥɨɜɢɟ 1i  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɦ ɢ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɵɦ ɭɫɥɨɜɢɟɦ 
ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɹ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɝɨ ɪɟɠɢɦɚ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɢɝɧɚɥɢɡɚɰɢɢ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS. 

Иɫɫɥɟɞɭɟɦɚɹ ɜ ɩɪɨɰɟɫɫɟ ɡɚɧɹɬɨɫɬɢ ɩɨɞɫɢɫɬɟɦɚ IMS ɜ ɬɚɤɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ 
ɨɞɧɨɦɟɪɧɵɦ ɦɚɪɤɨɜɫɤɢɦ ɩɪɨɰɟɫɫɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɬɢɩɚ ɛɧNGfBM /1// , ɤɨɬɨɪɵɣ 
ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨ ɡɚɜɢɫɹɳɢɦ ɨɬ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ɜɪɟɦɟɧɢ (0, ]t T  ɢ ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɜ 
ɤɨɧɟɱɧɨɦ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ S. Ɇɧɨɠɟɫɬɜɨ ɜɨɡɦɨɠɧɵɯ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɜɵɪɚɠɚɟɬɫɹ ɤɚɤ 

}0:){(,},{ ɛɧnn NnnSSmi    ,                           (4) 

ɝɞɟ ni  ɱɢɫɥɨ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɶɧɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɜ ɫɟɬɢ NGN/IMS, ɡɚɧɹɬɵɯ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟɦ 
ɬɪɚɮɢɤɨɜ; nm  ɱɢɫɥɨ ɩɚɤɟɬɨɜ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ ɜ ɫɟɬɢ NGN/IMS. 

ɉɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɦ, ɱɬɨ ɜ ɫɟɬɢ NGN/IMS ɩɪɟɪɵɜɚɧɢɟ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɵɯ ɩɚɤɟɬɨɜ ɧɟ 
ɞɨɩɭɫɤɚɟɬɫɹ ɢ ɫɢɫɬɟɦɚ ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɭɟɬ ɜ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɦ ɪɟɠɢɦɟ. ȼ ɋɆɈ, ɟɫɥɢ 0 ≤ mn ≤ h, 

ɜɨ ɜɪɟɦɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɞɚɧɧɵɯ ɩɚɤɟɬɨɜ ɬɪɚɮɢɤɚ ɩɪɢɦɟɧɹɟɬɫɹ ɧɨɪɦɚɥɶɧɵɣ ɪɟɠɢɦ ɪɚɛɨɬɵ 
SIP-ɫɟɪɜɟɪɚ ɩɪɢ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɢ 2≤h ≤m − 2, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɱɢɫɥɨ ɩɚɤɟɬɨɜ ɜ ɫɢɫɬɟɦɟ ɧɟ 
ɩɪɟɜɵɲɚɟɬ h, ɝɞɟ m ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɩɚɤɟɬɨɜ ɬɪɚɮɢɤɚ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɨɞɧɨɜɪɟɦɟɧɧɨ ɦɨɝɭɬ 
ɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɜ ɨɱɟɪɟɞɢ (ɬ.ɟ. ɟɦɤɨɫɬɶ Ȼɇ, ɛɧN ). 

ɍɱɢɬɵɜɚɹ (4) ɦɨɠɧɨ ɨɩɪɟɞɟɥɢɬɶ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɱɢɫɥɚ ɩɚɤɟɬɨɜ ɜ ɫɢɫɬɟɦɟ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ )(0 mp , ɤɨɬɨɪɨɟ ɜɵɪɚɠɚɟɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ [2, 3]: 

                                                     1
0 )]}([1{)(  mTEmp  , 11  mk                        (5) 

ɝɞɟ )]([ mTE ɫɪɟɞɧɹɹ ɩɪɨɞɨɥɠɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɩɟɪɢɨɞɚ ɡɚɧɹɬɨɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ.  
ȼ (5) ɜɟɥɢɱɢɧɚ )(mT ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬ ɩɟɪɜɵɣ ɩɟɪɢɨɞ ɡɚɧɹɬɨɫɬɢ ɞɥɹ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɨɣ 

ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɢ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɜɵɪɚɠɟɧɚ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ: 
                                                    }0:0inf{)(  nmnmT ,                                        (6) 

ɇɚ ɨɫɧɨɜɚɧɢɢ (4), (5) ɢ (6) ɧɚɯɨɞɢɦ ɨɞɧɭ ɢɡ ɤɥɸɱɟɜɵɯ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ 
ɨɱɟɪɟɞɢ – ɫɪɟɞɧɸɸ ɞɥɢɧɭ ɨɱɟɪɟɞɢ )]([ mLE cɞ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ 

32 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



                                                        



m

k

kcɞ mpkmLE

1

1 )()]([                                  (7) 

ɉɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɜ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɟ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ (4,…,7) ɩɨɡɜɨɥɹɸɬ ɨɰɟɧɢɬɶ ȼȼХ 
ȼȼХ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɋɆɈ ɬɢɩɚ ɛɧNGfBM /1// , ɤɨɬɨɪɵɟ  ɹɜɥɹɸɬɫɹ 
ɜɚɠɧɵɦ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɦ QoS (Quality of Service). 

Ɉɰɟɧɤɚ вɟɪɨяɬɧɨɫɬɧɨ-вɪɟɦɟɧɧых хɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS 

ɇɚ ɨɫɧɨɜɟ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɦɨɞɟɥɢ CɆɈ ɬɢɩɚ ɛɧNGfBM /1//  ɭɫɬɚɧɨɜɥɟɧɨ [2], ɱɬɨ ɫɪɟɞɢ 
ȼȼХ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS, ɨɫɨɛɨɟ ɦɟɫɬɨ ɡɚɧɢɦɚɟɬ ɫɪɟɞɧɟɟ ɜɪɟɦɹ ɡɚɞɟɪɠɤɢ ɩɚɤɟɬɨɜ 
ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ. Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ɮɨɪɦɭɥɵ ɉɨɥɹɱɟɤɚ-Хɢɧɱɢɧɚ ɢ ɭɱɢɬɵɜɚɹ ɦɟɬɨɞ 
ɞɢɮɮɭɡɢɨɧɧɨɣ ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɢ [2, 3], ɫɪɟɞɧɟɟ ɜɪɟɦɹ ɡɚɞɟɪɠɤɢ ɩɚɤɟɬɚ ɬɪɚɮɢɤɚ ɜ ɫɟɬɢ 
NGN/IMS ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ: 

       })],(22[),()1()],(1{[)],([ 121
1

   HHCHbHTE
Bcɡ ,         (8) 

ɝɞɟ 2
B

ɋ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɜɚɪɢɚɰɢɢ ɞɥɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ. 
ɋ ɭɱɟɬɨɦ ɮɨɪɦɭɥɵ ɉɨɥɹɱɟɤɚ-Хɢɧɱɢɧɚ ɦɨɠɧɨ ɨɩɪɟɞɟɥɢɬɶ ɟɳɟ ɞɜɚ ɜɚɠɧɵɯ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ, 

ɤɨɬɨɪɵɟ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹɦɢ Ʌɚɩɥɚɫɚ-ɋɬɢɥɬɶɟɫɚ ɞɥɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ɨɠɢɞɚɧɢɹ ɢ 
ɡɚɞɟɪɠɤɢ ɩɚɤɟɬɨɜ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ ɜ ɋɆɈ ɨɛɳɟɝɨ ɬɢɩɚ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ: 

                                              ))](1(/[)],(1([)( ssHssTɨɠ   ,                   (9) 

                                    )()()( sTssT ɨɠɫɡ   ,                                                   (10) 

ɝɞɟ )(s ɜ ɫɢɫɬɟɦɟ ɉɅɋ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ. 
ɉɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɧɚ ɨɫɧɨɜɚɧɢɢ ɮɨɪɦɭɥɵ ɉɨɥɹɱɟɤɚ-Хɢɧɱɢɧɚ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ (8) ɢ (9) 

ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɬ ɫɨɛɨɣ ɫɥɨɠɧɭɸ ɡɚɞɚɱɭ ɢ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɨɞɧɢɦ ɢɡ ɜɚɠɧɵɯ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ ɤɚɱɟɫɬɜɚ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɩɨɥɟɡɧɨɝɨ ɢ ɫɥɭɠɟɛɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɨɜ. 

Вывɨɞы 
ȼ ɪɚɛɨɬɟ ɞɥɹ ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɹ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS 

ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɜ ɜɢɞɟ ɨɞɧɨɤɚɧɚɥɶɧɨɣ ɋɆɈ ɫ ɨɠɢɞɚɧɢɹɦɢ, 
ɭɱɢɬɵɜɚɸɳɚɹ ɫɜɨɣɫɬɜɚ ɫɚɦɨɩɨɞɨɛɢɹ ɫɢɝɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ. Ȼɵɥɢ ɩɨɥɭɱɟɧɵ 
ɚɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɢɟ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ ɞɥɹ ɨɰɟɧɤɢ ȼȼХ ɫɟɬɟɣ NGN/IMS, ɨɛɟɫɩɟɱɢɜɚɸɳɢɟ 
ɝɚɪɚɧɬɢɪɨɜɚɧɧɨɟ ɤɚɱɟɫɬɜɨ ɭɫɥɭɝ QoS, ɪɟɝɥɚɦɟɧɬɢɪɭɟɦɵɯ ɪɟɤɨɦɟɧɞɚɰɢɹɦɢ ITU-T.  
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DESIGN AND ANALYSIS MODELS NGN/IMS NETWORKS TAKING 

INTO ACCOUNT THE PROPERTIES SELF-SIMILAR TRAFFIC SIGNAL 
Мammadov H.А., Ibrahimov B.G., Isayev Y.S. 

Azerbaijan Technical University, Baku, i.bayram@mail.ru 

In this paper a mathematical model quality of service signaling systems in NGN/IMS 

networks, taking into account the properties self-similar traffic signal.  
Key words: self-similar traffic, network NGN/IMS, signaling traffic, protocol SIP, packet delay 
traffic signal, probability-time characteristics. 
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РЕКУРРЕНТНЫЙ АЛГОРИТМ РАСЧЕТА  

СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

СОСТОЯНИЙ МОДЕЛИ С ПРЕРЫВАНИЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

ДЛЯ НЕ ТОЛЕРАНТНОГО К ЗАДЕРЖКАМ ТРАФИКА  

В СЕТИ 3GPP LTE С ПОДДЕРЖКОЙ LSA
1
 

Маркова Е.В., Полуэктов Д.С. 

Российский университет дружбы народов, mkatyushka@mail.ru, poluektov_dmitri@mail.ru 

Построена модель одной соты сети LTE (Long Term Evolution) с применением 

системы LSA (Licensed Shared Access), которая позволяет операторам 

расширить спектр доступных частот за счет их совместного использования 

оператором-арендатором и оператором-владельцем. Получен рекуррентный 

алгоритм для частного случая модели. 
Ключевые слова: LSA, полоса совместного использования, полоса индивидуального 
использования, рекуррентный алгоритм, прерывание обслуживания. 

Введение 
Рассмотрим одну соту сети LTE, которая имеет две полосы частот: индивидуального 

использования – частоты, владельцем которых является оператор-арендатор, и 
совместного использования – частоты, взятые в аренду у оператора-владельца, как 
систему массового обслуживания с двумя группами обслуживающих приборов [1,2]. 
Первые из них – надежные соответствуют полосе индивидуального использования, 
вторые – ненадежные, соответствуют полосе совместного использования. Поступающие 
на систему заявки заполняют сначала приборы первой группы – полосу 
индивидуального использования. Если заполнены все приборы первой группы, 
проверяется доступны ли приборы второй группы, т.е. доступна ли оператору-
арендатору полоса совместного использования. Если приборы второй группы доступны, 
то поступающие заявки заполняют их до тех пор, пока имеются свободные приборы, или 
не освободится хотя бы один прибор первой группы, в противном случае система 
блокируется. Система также будет заблокирована, если заполнены все приборы первой 
группы, а приборы второй группы не доступны. 
Заявки, обсуживающиеся на приборах полосы совместного использования, в случае 

отказа данной полосы, т.е. возврата ее оператору-владельцу, продолжают свое 
обслуживание на свободных приборах полосы индивидуального использования, а 
обслуживание заявок, которым не хватило места, прерывается [3]. 

Построение модели 
Предположим, что на систему поступает пуассоновский поток заявок с 

интенсивностью λ. Время обслуживания заявок распределено по экспоненциальному 
закону с параметром µ . Время, в течение которого доступна или отключена вторая 
группа приборов, распределено также по экспоненциальному закону с параметрами α и β 
соответственно. Пусть количество приборов первой группы равно	��, второй – ��. 
Обозначим �� – число занятых приборов первой группы, �� – число занятых приборов 

второй группы и � – доступность приборов второй группы (� � 1 – приборы доступны и 
� � 0 – приборы не доступны). Состояние модели описывает вектор 
��, ��, �� над 
пространством состояний 

 � �
��, ��, �� ∶ � � 0, �� ∈ �0, ���, �� � 0	 ∪ 	� � 1, �� ∈ �0, ���, �� ∈ �0, ����.      (1) 

                                                           
1
 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 16-37-

00421 мол_а. 
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Пусть �
��, ��, ��, 
��, ��, �� ∈  стационарное распределение вероятностей 
состояний, тогда система уравнений равновесия (СУР) имеет вид: 


� � ���
0,0,0� � ��
1,0,0� � ��
0,0,1�;         (2) 

� � ���
0,0,1� � ��
0,0,0� � �
�
1,0,1� � �
0,1,1��;        (3) 

� � � � ���
0,1,1� � ��
1,1,1�;          (4) 

� � ��� � ���
��, 0,0� � ��
�� � 1,0,0� � 
�� � 1���
�� � 1,0,0� � ���
��, 0,1� �
��
�� � 1,1,1��, �� � 1,… , �� � 1;          (5) 

� � ��� � ���
��, 0,1� � ��
�� � 1,0,1� � 
�� � 1���
�� � 1,0,1� � ��	�
��, 0,0� ���
��, 1,1�, �� � 1,… , �� � 1;          (6) 

� � 
�� � 1�� � ���
��, 1,1� � ��
�� � 1,1,1� � 
�� � 1���
�� � 1,1,1�,	
�� � 1,… , �� � 1;            (7) 


��� � ���
��, 0,0� � ��
�� � 1,0,0� � �  �
��, 0,1� � �
��, 1,1� � ��
�� �
			�1�, 1,1�!;            (8) 

	
� � ��	� � ���
��, 0,1� � ��
�� � 1,0,1� � ��
��, 0,0� � ��
��, 1,1��;      (9) 
�
�� � 1�� � ���
��, 1,1� � ��
�� � 1,1,1� � ��
��, 0,1�.                        (10) 

Рекуррентный алгоритм 
Для того чтобы сократить сложность решения СУР, был получен рекуррентный 

алгоритм. Введем ненормированные вероятности #
��, ��, ��, которые вычисляются по 
формулам 

#
0,0,0� � 1, #
0,1,1� � $, #
0,0,1� � %,        (13) 
#
��, ��, �� � &'(,'),* � +'(,'),*$ � ,'(,'),*%, 
��, ��, �� ∈  ∶ 	 �� - 0.      (14) 
В формуле (14) коэффициенты  &'(')*, +'(,'),*, ,'(,'),* вычисляются по рекуррентным 

соотношениям 
&.,.,. � 1, +.,.,. � 0, ,.,.,. � 0; 
&.,�,� � 0, +.,�,� � 1, ,.,�,� � 0; 
&.,.,� � 0, +.,.,� � 0, ,.,.,� � 1; 

&�,�,� � 0, +�,�,� � /0102
1 , ,�,�,� � 0; 

&�,.,. � /03
1 , +�,.,. � 0, ,�,.,. � � 2

1; 

&�,.,� � � 3
1 , +�,.,� � �1, ,�,.,� � /02

1 ; 

��&'(,.,. � &'(4�,.,.��� � 1 � &�,.,.� � ,�,.,.&'(4�,.,� � /
1 &'(4�,.,., �� � 2,… , ��, 

��+'(,.,. � +'(4�,.,.��� � 1 � &�,.,.� � ,�,.,.
+'(4�,.,� � +'(4�,�,�� � /
1 +'(4�,.,., 

�� � 2,… , ��,	 
��,'(,.,. � ,'(4�,.,.��� � 1� &�,.,.� � ,�,.,.,'(4�,.,� � /

1 ,'(4�,.,., �� � 2,… , ��; 

��&'(,.,� � &'(4�,.,���� � 1 � ,�,.,�� � &�,.,�&'(4�,.,. � /
1 &'(4�,.,�, �� � 2,… , ��, 

��+'(,.,� � +'(4�,.,���� � 1 � ,�,.,�� � &�,.,�+'(4�,.,. � +'(4�,�,� � /
1 +'(4�,.,�,	 

�� � 2,… , ��, 
��,'(,.,� � ,'(4�,.,���� � 1� ,�,.,�� � &�,.,�,'(4�,.,. � /

1 ,'(4�,.,�, �� � 2,… , ��; 

&'(�� � 0, 

��+'(,�,� � +'(4�,�,���� � ,�,.,�� � /
1 +'(4�,�,�, �� � 2,… , ��, 

,'(,�,� � 0. 

Стационарное распределение вероятностей состояний модели определяется по 
формуле 
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�
��, ��, �� � 6
'(,'),*�
∑ 6
8,9,:�
;,<,=�∈

, 
��, ��, �� ∈ . 
Используя уравнения (8), (9) СУР можно найти решения x, y: 

>?�$ � @�% � ��,
?�$ � @�% � ��, 

где 

?� � 
С(0��102
/ +С(,�,� � +С(4�,�,� � +С(,.,�, 

@� � �+С(,.,�, 

�� � &С(,.,�, 

?� � �+С(4�,.,� � �+С(,.,. � �+С(,�,� � 
� � ��� � ��	+С(,.,�, 

@� � �,С(4�,.,� � �,С(,.,. � 
� � ��� � ��	,С(,.,�, 

�� � �&
С(4��,.,� � �&С(,.,. � 
� � ��� � ��	,С(,.,�. 

Заключение 
Целью дальнейших исследований является решение задачи оптимизации количества 

приборов второй группы – емкости LSA полосы по критерию максимизации числа 
обслуживаемых на ней заявок и минимизации числа прерываемых пользователей. 
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RECURSIVE ALGORITHM FOR CALCULATING  

STATE PROBABILITY DISTRIBUTION  
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AND LICENSED SHARED ACCESS FRAMEWORK 

Markova E.V., Poluektov D.S. 
Peoples’ Friendship University of Russia, mkatyushka@mail.ru, poluektov_dmitri@mail.ru 

In this report, the model of one cell of the Long Term Evolution network with Licensed 

Shared Access framework is constructed. The model allows operators to expand a range 

of available frequencies due to their sharing by the LSA licensee and incumbent. The 

recursive algorithm for a special case of this model is obtained. 
Кеу words: LSA, LSA band, main band, service interruption, recursive algorithm. 
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ВЕРОЯТНОСТНО-ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С 

ОБОБЩЕННЫМ ОБНОВЛЕНИЕМ И ПОВТОРНЫМ 

ОБСЛУЖИВАНИЕМ 

Мацкевич И.А. 

Российский университет дружбы народов, ivan.matskevich.1994@gmail.com 

Представлены аналитические выражения для расчета основных вероятностно-

временных характеристик системы массового обслуживания с обновленным 

обновлением и повторным обслуживанием. 
Ключевые слова: вероятностно-временные характеристики, система массового 
обслуживания, обобщенное обновление с повторным обслуживанием. 

Введение 
Рассматривается однолинейная система массового обслуживания с накопителем 

бесконечной емкости, в которую поступает пуассоновский поток заявок интенсивности 
λ, а время  обслуживания имеет экспоненциальное распределение с параметром µ. 

Обобщенное обновление [1,3.4] с повторным обслуживанием [2,5,6] определяется 
следующим образом: в момент окончания своего обслуживания с некоторой 
вероятностью ����, �	 � 	0, заявка на приборе сбрасывает из накопителя i других заявок и 
становится снова в накопитель, либо с вероятностью 	 просто покидает систему. Кроме 
того, через �	обозначим вероятность того, что обслужившаяся заявка полностью 
опустошит накопитель независимо от того, сколько других заявок было в накопителе, и 
останется в системе [7]. 

 Вероятностно-временные характеристики системы 
Пусть 	
 , � � 0, стационарная вероятность того, то в системе ровно � заявок. 

Стационарное распределение вероятностей для систем подобного вида [2-7] имеет вид 	
 � 	�
��, � � 1, 	� � �	�1 � ��	�1 � � � �, 
где переменная  является решением уравнения вида � � μ	 � 	����, где [7]  

��� ���������
��� ,				����� ������ � ��

��
 . 
Обозначим через π� вероятность того, что все заявки обслужились и покинули 

систему (ни одна из них не была сброшена из накопителя): π� 	� 	 		�1 � 	.																																																																				�1� 
Вероятность �  того, что ни одна из обслужившихся заявок не покинула систему, и из 
накопителя не было сброшено ни одной заявки (заявки не покидают систему) – 
вероятность быстрого переполнения системы имеет вид: � � 	���0�1 � 	.																																																																					�2� 
Вероятность π3 – вероятность того, что ни одна заявка в системе не будет потеряна (ни 
одна заявка не сброшена из накопителя) представима в виде: �" �	 	��	 � ��0��1 � �	 � ��0��.																																																						�3� 
Для расчета вероятности того, что произвольная поступающая в систему заявка не 

будет потеряна (сброшена из накопителя) и, соответственно, будет обслужена на 
приборе, нужно ввести вспомогательную производящую функцию: 
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��,��$� � 	�u
����.																																																								�4��
���  

Тогда вероятность 	�'()*� того, что заявка, поступающая в систему, перейдет на 
обслуживание, вычисляется по формуле: 	�'()*� �	 	��	 � ��,�����1 � ��1 � �	 � ��,���� � 	� � ��.																										�5� 

Очевидно, что вероятность потери поступившей заявки 	�,-''� вычисляется как 
дополнительная к 	�'()*� вероятность: 	�,-''� 	� 	1	–		�'()*�.																																																			�6� 

Для расчета времени ожидания начала обслуживания сделаем ряд предположений: 
− заявки обслуживаются в порядке поступления (дисциплина обслуживания 

FIFO); 
− заявки, закончившие обслуживание и оставшиеся в системе, становятся в 

конец очереди в накопителе. 
Обозначим через 0�'()*��1� стационарную функцию распределения времени 

ожидания начала обслуживания принятой к обслуживанию заявки: 0�'()*��1� � 	 1	�'()*� 2	� �� 	
 3 0
�'()*��1��

�� 4,																										�7� 

где 0
�'()*��1� – вероятность того, что время ожидания заявки, поступившей в систему и 
заставшей в ней � других заявок (i ≥ 1), будет меньше 1 при условии, что эта заявка не 
была сброшена и перешла на обслуживание. 

Кроме того, введем преобразование Лапласа-Стилтьеса (ПЛС) ω�789:��;� и <
�'()*��;�,� � 1,  функций W�789:��1� и  0
�'()*�, � � 1. Тогда в терминах ПЛС, формула (7) имеет 
вид: 

<�'()*��;� � 	 1	�'()*� >	� ��	
 3 <
�'()*��;��

�� ?.																								�8� 

Окончательный вид преобразования Лапласа-Стилтьеса стационарной функции 
распределения времени ожидания начала обслуживания: 

<�'()*��;� � 	 1	�'()*�AB
C	� � 	�μ1 � D 	; � μ�1 � 	� � 	 � ��,���; � μ 21 �  E	 � ��,���F4GHI

J.		�9� 
Дифференцируя данное ПЛС легко получить среднее время ожидания начала 

обслуживания. 

Выводы 
В работе приведены аналитические выражения для расчета основных вероятностно-

временных характеристик системы массового обслуживания с обновленным 
обновлением и повторным обслуживанием: стационарное распределение вероятностей 
числа заявок в системе, вероятность обслуживания поступающей в систему заявки, 
стационарное распределение времени ожидания начала обслуживания заявки, не 
сброшенной из накопителя.  
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TIME-PROBABILISTIC CHARACTERISTICS OF QUEUEING 

SYSTEM WITH GENERAL RENOVATION AND REPEATED 

SERVICE 

Matskevich I.A. 

Peoples’ Friendship University of Russia, ivan.matskevich.1994@gmail.com 

The analytical expressions for the calculation of time-probabilistic characteristics of a 

queuing system with general renovation and repeated service are presented. 
Кеу words: time-probabilistic characteristics, queueing system, general renovation with 
repeated service. 
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МЕТОД R-АППРОКСИМАЦИИ ДЛЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

ЗАПАСАМИ С РЕЛЕЙНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ  

 Назаров А.А., Бронер В.И. 

Национальный исследовательский Томский государственный университет, valsubbotina@mail.ru 

Строится и исследуется математическая модель системы управления запасами 

с релейным управлением объемом накопленных ресурсов.  
Ключевые слова: математическое моделирование, управление запасами, релейное 
управление, R-аппроксимация. 

Введение  
С развитием средств связи и вычислительной техники появилось стремление к 

созданию методов оценки, оптимизации и управления запасами. В последние 
десятилетия особый интерес был проявлен к математическим моделям управления 
запасами.  

Математическая модель 
Рассмотрим систему управления запасами (рис. 1), на вход которой с постоянной 

скоростью ν = 1 непрерывно поступают некоторые ресурсы. 

 
 

Рис. 1. Система управления запасами 

Обозначим объем, накопленных ресурсов в системе к моменту времени t через s(t). 
Будем полагать, что запросы на потребление ресурса будут поступать в случайные 
моменты времени, а величины запросов – партии случайного объема. 

Пусть моменты потребления образуют пуассоновский поток с кусочно-постоянной 
интенсивностью λ(s), зависящей от значений s(t) = s величин накопленных запасов к 
моменту времени t поступления заявки на расходование ресурса, здесь 
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s          (1) 

где S – некоторое пороговое значение уровня запасов s(t).  
Будем считать, что объемы потребления, то есть величины запроса на потребление 

ресурсов, имеют произвольную функцию распределения B(x). 
Стоит отметить, что возможна ситуация, когда процесс s(t) принимает отрицательные 

значения, то есть s(t) < 0, система продолжает функционировать, откладывая исполнение 
заявки на потребление ресурсов. 

Для данной системы условие существования стационарного режима имеет вид 
    bb 21 1 λ<<λ ,    (2) 

где b – среднее значение объема одной партии на потребление ресурсов.  
Из описания математической модели следует, что случайный процесс s(t) является 

марковским с непрерывным временем t и непрерывным множеством 
значений −∞ < s < ∞.  
Для стационарной плотности распределения sstsPsP ∂<∂= /})({)(  получено 

уравнение 

ν = 1 

s(t) 

S 

λ(s), B(x) 
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∫
∞

++λ=λ+′

0

)()()()()()( xdBxsPxssPssP .  (3) 

Рассмотрим решение уравнения (3) методом R-аппроксимации, аналогичной 
гиперэкспоненциальной аппроксимации, предложенной в работе Рыжикова Ю.И. [1], 
которая реализуется следующим образом.  

На первом этапе метода R-аппроксимации найдем решение уравнения (3) при 
гиперэкспоненциальном распределении объемов потребления  

)1)(1()1()( 21 xx
eqeqxB

µµ −−+−= ,   (4) 
где µk > 0 и 0 < q< 1, решение уравнения (3) имеет вид 
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Следующим этапом метода R-аппроксимации будет аппроксимация функции 
распределения B(x) функцией  

)1)(1()1()( 21 xx
eqeqxR

µµ −−+−= ,   (6) 
которая формально совпадает с гиперэкспоненциальным распределением (4), но 
значения её параметров могут не удовлетворять ограничениям на параметры 
гиперэкспоненциального распределения. 

Значения параметров q, μ1, μ2, функции R(x) находятся методом моментов, путем 
приравнивания первых трех начальных моментов a1, a2, a3, функции распределения B(x) 
к соответствующим интегральным характеристикам функции R(x). Можно показать, что 
выполняются следующие равенства 
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Имитационное моделирование 
В качестве распределения объемов потребления рассмотрим равномерную функцию 

распределения  
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При a = 1, S = 10, ν = 1, λ1 = 0.8 и λ2 = 0.8 получены значения параметров 
q = 0.5 - 0.866i, μ1 = 1.5 - 0.866i,  μ2 = 1.5 + 0.866i  аппроксимирующей функции R(x) и 
параметров определяющих  выражение (5) для плотности распределения вероятностей 
значений процесса s(t)  z1=1.881,  z2=0.319,  γ= -0.287,  C1= -0.019,  C2= 0.163,  C= 0.144. 
Для указанных значений параметров была построена имитационная модель 
функционирования системы управления запасами с равномерно распределенными 
объемами потребления и проведено сравнение эмпирической функции распределения 
F(x) значений процесса s(t) и функции распределения FR(x), полученной на основе 
R - аппроксимации. 

 
Рис. 2. Сравнение эмпирической функции F(x) и функции распределения FR(x), 

полученной на основе R – аппроксимации 
Воспользуемся расстоянием Колмогорова |)()(|sup xFxF R

x

−=∆
∞<<∞−

 для 

определения качества аппроксимации. Для заданных параметров оно составило  
Δ = 0.0038, что говорит о высокой точности аппроксимации. 

Выводы 
В данной работе построена математическая модель системы управления запасами. 

Предложена R – аппроксимация распределения значений объема запасов в системе. На 
основе имитационного моделирования показано, что функция распределения FR(x) 
значений процесса s(t) объема ресурсов, полученная на основе R – аппроксимации 
достаточно точно описывает реальный процесс. 

Литература 
1. Рыжиков Ю.И. Теория очередей и управление запасами // СПБ.: Питер, 2001. - 384 с. 

 

METHOD OF R-APPROXIMATION FOR THE INVENTORY 

CONTROL SYSTEM WITH ON/OFF CONTROL  

 Nazarov А.А., Broner V.I. 

Tomsk State University, valsubbotina@mail.ru 

Consider a mathematical model of inventory management with on/off control. 
Кеу words: mathematical modeling, inventory management, on/off control, R-approximation. 
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ɂɋɋɅȿȾɈВАɇɂȿ RQ-ɋɂɋɌȿɆЫ Mе GIе 1 ɋ 
ɇȿɗɄɋɉɈɇȿɇЦɂАɅЬɇɈɃ ɁАȾȿɊɀɄɈɃ ɁАəВɈɄ В ɂɉВ ɂ 

ВЫɌȿɋɇȿɇɂȿɆ ɁАəВɈɄ 

Наɡаɪɨв А.А., Иɡɦаɣɥɨва ə.Е. 
Нацɢɨɧаɥɶɧыɣ ɢɫɫɥеɞɨваɬеɥɶɫɤɢɣ Тɨɦɫɤɢɣ ɝɨɫɭɞаɪɫɬвеɧɧыɣ ɭɧɢвеɪɫɢɬеɬ, 

evgenevna.92@mail.ru 

В ɪɚɛɨɬɟ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɚ RQ-ɫɢɫɬɟɦɚ ɫ ɩɪɨɫɬɟɣɲɢɦ ɜɯɨɞяɳɢɦ ɩɨɬɨɤɨɦ, 
ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɵɦ ɜɪɟɦɟɧɟɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢя, ɧɟɷɤɫɩɨɧɟɧцɢɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɨɣ ɜ 
ɢɫɬɨɱɧɢɤɟ ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ ɜɵɡɨɜɨɜ ɢ ɜɵɬɟɫɧɟɧɢɟɦ ɚɥɶɬɟɪɧɚɬɢɜɧɵɯ ɡɚяɜɨɤ. Пɨɥɭɱɟɧɵ 
ɫɬɚцɢɨɧɚɪɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫɨɫɬɨяɧɢɣ ɩɪɢɛɨɪɚ ɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɟ ɫɪɟɞɧɢɟ 
ɱɢɫɥɚ ɡɚяɜɨɤ ɜ ИПВ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: RQ-ɫɢɫɬɟɦɚ, ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɣ ɚɧɚɥɢɡ, ɝɢɩɟɪɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ. 

ɉɨɫɬɚɧɨвɤɚ ɡɚɞɚчɢ 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ (ɪɢɫ. 1) RQ-ɫɢɫɬɟɦɭ ɫ ɩɪɨɫɬɟɣɲɢɦ ɜɯɨɞɹɳɢɦ ɩɨɬɨɤɨɦ, ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɵɦ 

ɜɪɟɦɟɧɟɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ, ɝɢɩɟɪɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɨɣ ɜ Иɉȼ ɢ ɜɵɬɟɫɧɟɧɢɟɦ 
ɚɥɶɬɟɪɧɚɬɢɜɧɵɯ ɡɚɹɜɨɤ. 

 

Ɋɢɫ. 1. ɋɯɟɦɚ RQ-ɫɢɫɬɟɦɵ Mе GIе 1 ɫ ɧɟɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɨɣ ɡɚɹɜɨɤ ɜ Иɉȼ 

ɇɚ ɜɯɨɞ RQ-ɫɢɫɬɟɦɵ ɩɨɫɬɭɩɚɟɬ ɩɪɨɫɬɟɣɲɢɣ ɩɨɬɨɤ ɡɚɹɜɨɤ ɫ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ . ȿɫɥɢ ɜ 
ɦɨɦɟɧɬ ɩɪɢɯɨɞɚ ɡɚɹɜɤɚ ɨɛɧɚɪɭɠɢɜɚɟɬ ɩɪɢɛɨɪ ɫɜɨɛɨɞɧɵɦ, ɬɨ ɨɧɚ ɡɚɧɢɦɚɟɬ ɩɪɢɛɨɪ ɞɥɹ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɜ ɬɟɱɟɧɢɟ ɫɥɭɱɚɣɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɫ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ �ሺݔሻ. ȿɫɥɢ ɜ 
ɦɨɦɟɧɬ ɩɪɢɯɨɞɚ ɡɚɹɜɤɚ ɨɛɧɚɪɭɠɢɜɚɟɬ ɩɪɢɛɨɪ ɡɚɧɹɬɵɦ, ɬɨ ɨɧɚ ɜɵɬɟɫɧɹɟɬ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɟɦɭɸ 
ɡɚɹɜɤɭ ɢ ɫɚɦɚ ɜɫɬɚɟɬ ɧɚ ɩɪɢɛɨɪ ɞɥɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ. ȼɵɬɟɫɧɟɧɧɚɹ ɡɚɹɜɤɚ ɭɯɨɞɢɬ ɜ ɢɫɬɨɱɧɢɤ 
ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ ɜɵɡɨɜɨɜ (Иɉȼ). ȼɪɟɦɹ ɩɪɟɛɵɜɚɧɢɹ ɜ Иɉȼ ɢɦɟɟɬ ɝɢɩɟɪɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ �ଵ, �ଶ,  ɡɚɹɜɤɚ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬ  ݍ ɋ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶɸ .ݍ
ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɭɸ ɡɚɞɟɪɠɤɭ ɫ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ �ଵ (1 ɮɚɡɚ) ɢ ɫ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶɸ ͳ −  ɡɚɹɜɤɚ ݍ
ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɭɸ ɡɚɞɟɪɠɤɭ ɫ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ �ଶ (2 ɮɚɡɚ). ɉɨɫɥɟ 
ɫɥɭɱɚɣɧɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɢ ɡɚɹɜɤɚ ɜɧɨɜɶ ɜɫɬɚɟɬ ɧɚ ɩɪɢɛɨɪ. Дɢɫɰɢɩɥɢɧɚ ɨɛɪɚɳɟɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ ɢɡ 
Иɉȼ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɚ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧɟ ɨɛɪɚɳɟɧɢɹ ɩɟɪɜɢɱɧɵɯ ɡɚɹɜɨɤ.     

Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ �ଵሺݐሻ – ɱɢɫɥɨ ɡɚɹɜɨɤ ɜ Иɉȼ ɧɚ 1 ɮɚɡɟ,  �ଶሺݐሻ – ɱɢɫɥɨ ɡɚɹɜɨɤ ɜ Иɉȼ ɧɚ 2 ɮɚɡɟ,  ݇ሺݐሻ – ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ ɩɪɢɛɨɪɚ ɫɥɟɞɭɸɳɟɦ ɨɛɪɚɡɨɦ: 

݇ሺݐሻ = {Ͳ, ˈ˔лˋ ˒˓ˋ˄ˑ˓ ˔˅ˑ˄ˑˇˈːͳ, ˈ˔лˋ ˒˓ˋ˄ˑ˓ ˊ˃ːя˕       . 
ɋɬɚɜɢɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɱɢɫɥɚ ɡɚɹɜɨɤ ɜ Иɉȼ ɢ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ 

ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɩɪɢɛɨɪɚ. 
  

ɇɚɡɚɪɨɜ Ⱥ. Ⱥ., ɂɡɦɚɣɥɨɜɚ ə. ȿ. 43



ɋɢɫɬɟɦɚ ɭɪɚвɧɟɧɢɣ Ʉɨɥɦɨɝɨɪɨвɚ 
Ɍɚɤ ɤɚɤ  ɩɪɨɰɟɫɫ {݇ሺݐሻ, �ଵሺݐሻ, �ଶሺݐሻ} ɧɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɦɚɪɤɨɜɫɤɢɦ, ɬɨ ɪɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɩɪɨɰɟɫɫ ɫ 

ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ ɱɢɫɥɨɦ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬ.  
ȿɫɥɢ ݇ሺݐሻ = Ͳ, ɬɨ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦ ɩɪɨɰɟɫɫ {݇ሺݐሻ, �ଵሺݐሻ, �ଶሺݐሻ} . ȿɫɥɢ ݇ሺݐሻ = ͳ, ɬɨ 

ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦ ɩɪɨɰɟɫɫ {݇ሺݐሻ, �ଵሺݐሻ, �ଶሺݐሻ, �ሺݐሻ} , ɝɞɟ �ሺݐሻ – ɨɫɬɚɬɨɱɧɨɟ  ɜɪɟɦɹ ɨɬ ɦɨɦɟɧɬɚ ݐ 
ɞɨ ɦɨɦɟɧɬɚ ɨɤɨɧɱɚɧɢɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ. Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ �{݇ሺݐሻ = Ͳ, �ଵሺݐሻ = �ଵ, �ଶሺݐሻ = �ଶ} =�ሺ�ଵ, �ଶሻ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶ ɬɨɝɨ, ɱɬɨ ɩɪɢɛɨɪ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ  ݐ   ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ ɜ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ 0, ɧɚ 
1 ɮɚɡɟ Иɉȼ ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ  �ଵ  ɡɚɹɜɨɤ, ɧɚ 2 ɮɚɡɟ Иɉȼ ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ �ଶ  ɡɚɹɜɨɤ; �{݇ሺݐሻ = ͳ, �ଵሺݐሻ = �ଵ, �ଶሺݐሻ = �ଶ, �ሺݐሻ < �} = �ଵሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ  ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶ ɬɨɝɨ, ɱɬɨ ɩɪɢɛɨɪ ɜ 
ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ ݐ  ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ ɜ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ 1, ɧɚ 1 ɮɚɡɟ Иɉȼ ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ  �ଵ  ɡɚɹɜɨɤ, ɧɚ 2 ɮɚɡɟ 
Иɉȼ ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ �ଶ  ɡɚɹɜɨɤ, ɨɫɬɚɬɨɱɧɨɟ ɜɪɟɦɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɦɟɧɶɲɟ �. 

Ɂɚɩɢɲɟɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ Кɨɥɦɨɝɨɪɨɜɚ ɞɥɹ ɱɚɫɬɢɱɧɵɯ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɢɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɜɢɞɚ: �ሺݑଵ, ଶሻݑ = ∑∑ ��భభ+�మమ∞

మ=
∞
భ= �ሺ�ଵ, �ଶሻ,�ଵሺݑଵ, ,ଶݑ �ሻ = ∑∑ ��భభ+�మమ∞

మ=
∞
భ= �ଵሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ. 

ɉɨɥɭɱɢɦ −��ଵሺݑଵ, ,ଶݑ Ͳሻ�� = −��ሺݑଵ, ଶሻݑ + ݆�ଵ ��ሺݑଵ, ଵݑ�ଶሻݑ +݆�ଶ ��ሺݑଵ, ଶݑ�ଶሻݑ ,       ሺͳሻ   −��ଵሺݑଵ, ,ଶݑ �ሻ�� + ��ଵሺݑଵ, ,ଶݑ Ͳሻ�� = −݆�−�భ�ଵ�ሺ�ሻ ��ሺݑଵ, ଵݑ�ଶሻݑ + ݆�ଵ ��ଵሺݑଵ, ,ଶݑ �ሻ�ݑଵ +݆�ଶ ��ଵሺݑଵ, ,ଶݑ �ሻ�ݑଶ − ݆�−�మ�ଶ�ሺ�ሻ ��ሺݑଵ, ଶݑ�ଶሻݑ ,ଵݑሺ�ሻ��భ�ଵሺ�ݍ�+                                   + ଶሻݑ − ��ଵሺݑଵ, ,ଶݑ �ሻ + ��ሺ�ሻ�ሺݑଵ, ଶሻݑ +         (2) +�ሺͳ − ,ଵݑሻ�ሺ�ሻ��మ�ଵሺݍ ଶሻݑ − ݆�ଵݍ�ሺ�ሻ ��ଵሺݑଵ, ଵݑ�ଶሻݑ − −݆�ଶሺͳ − ሻ�ሺ�ሻݍ ��ଵሺݑଵ, ଶݑ�ଶሻݑ − ݆�ଵሺͳ − ሻ�ሺ�మ −�భሻ�ሺ�ሻݍ ��ଵሺݑଵ, −ଵݑ�ଶሻݑ ݆�ሺ�భ−�మሻ�ଶݍ�ሺ�ሻ ��ଵሺݑଵ, ଶݑ�ଶሻݑ . 
Ⱥɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɢ ɞɚɧɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɟɲɢɬɶ ɡɚɬɪɭɞɧɢɬɟɥɶɧɨ. Ȼɭɞɟɦ ɪɟɲɚɬɶ ɟɟ ɦɟɬɨɞɨɦ 

ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɜ ɭɫɥɨɜɢɢ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɢ (� → Ͳ), ɩɨɥɚɝɚɹ, ɱɬɨ �ଵ = �ଵ�, �ଶ = �ଶ�.    

Аɫɢɦɩɬɨɬɢчɟɫɤɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦы 
ȼ ɫɢɫɬɟɦɟ (2) ɫɞɟɥɚɟɦ ɡɚɦɟɧɵ � = �, ଵݑ = ��ଵ, ଶݑ = ��ଶ, �ሺݑଵ, ଶሻݑ = �ሺ�ଵ,�ଶ, �ሻ,  �ଵሺݑଵ, ,ଶݑ �ሻ = �ଵሺ�ଵ,�ଶ, �, �ሻ. 
ɋɢɫɬɟɦɚ (2) ɩɟɪɟɩɢɲɟɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ: −��ଵሺ�ଵ, �ଶ, Ͳ, �ሻ�� = −��ሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ + ݆�ଵ ��ሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ��ଵ +݆�ଶ ��ሺ�ଵ,�ଶ, �ሻ��ଶ , −��ଵሺ�ଵ,�ଶ, �, �ሻ�� + ��ଵሺ�ଵ, �ଶ, Ͳ, �ሻ�� = −݆�−��భ�ଵ�ሺ�ሻ ��ሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ��ଵ +                                   +݆�ଵ ��ଵሺ�ଵ, �ଶ, �, �ሻ��ଵ +݆�ଶ ��ଵሺ�ଵ,�ଶ, �, �ሻ��ଶ −                                         ሺ3ሻ −݆�−��మ�ଶ�ሺ�ሻ ��ሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ��ଶ + ,ሺ�ሻ���భ�ଵሺ�ଵ�ݍ� �ଶ, �ሻ − ��ଵሺ�ଵ,�ଶ, �, �ሻ + +��ሺ�ሻ�ሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ + �ሺͳ − ,ሻ�ሺ�ሻ���మ�ଵሺ�ଵݍ �ଶ, �ሻ − ݆�ଵݍ�ሺ�ሻ ��ଵሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ��ଵ − −݆�ଶሺͳ − ሻ�ሺ�ሻݍ ��ଵሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ��ଶ − 
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−݆�ଵሺͳ − ሻ��ሺ�మ −�భሻ�ሺ�ሻݍ ��ଵሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ��ଵ − ݆��ሺ�భ−�మሻ�ଶݍ�ሺ�ሻ ��ଵሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ��ଶ . 
Ɍɟɨɪɟɦɚ. ɉɪɟɞɟɥɶɧɨɟ (ɩɪɢ � → Ͳ, � → ∞) ɡɧɚɱɟɧɢɟ {�ሺ�ଵ,�ଶሻ, �ଵሺ�ଵ, �ଶሻ} ɪɟɲɟɧɢɹ {�ሺ�ଵ, �ଶ, �ሻ, �ଵሺ�ଵ,�ଶ, �, �ሻ} ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (3) ɢɦɟɟɬ  ɜɢɞ    �ሺ�ଵ, �ଶሻ = �ሺݔଵ, ଵݔଵ�݆}ݔ�ଶሻݔ + ݆�ଶݔଶ}, �ଵሺ�ଵ, �ଶሻ = �ଵሺݔଵ, ଵݔଵ�݆}ݔ�ଶሻݔ + ݆�ଶݔଶ}, 

ɝɞɟ ݔଵ, ,ଵݔଵ�ሺݔଶ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ   −�ଵݔ ଶሻݔ + ,ଵݔଵሺ�ݍ� ଶሻݔ − �ଵݔଵሺͳ − ,ଵݔሻ�ଵሺݍ ଶሻݔ + �ଶݔଶݍ�ଵሺݔଵ, ଶሻݔ = Ͳ,      −�ଶݔଶ�ሺݔଵ, ଶሻݔ + �ሺͳ − ,ଵݔሻ�ଵሺݍ ଶሻݔ + �ଵݔଵሺͳ − ,ଵݔሻ�ଵሺݍ ଶሻݔ − �ଶݔଶݍ�ଵሺݔଵ, ଶሻݔ = Ͳ,      
ɚ  �ሺݔଵ, ,ଶሻݔ �ଵሺݔଵ, ,ଵݔଶሻ ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬɫɹ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɦɢ �ሺݔ ଶሻݔ = �∗ሺ� + �ଵݔଵ + �ଶݔଶሻ, �ଵሺݔଵ, ଶሻݔ = ͳ − �∗ሺ� + �ଵݔଵ + �ଶݔଶሻ. 

Вывɨɞы 
ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɛɵɥɚ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɚ RQ-ɫɢɫɬɟɦɚ M| GI| 1 ɫ ɜɵɬɟɫɧɟɧɢɟɦ ɚɥɶɬɟɪɧɚɬɢɜɧɵɯ 

ɡɚɹɜɨɤ ɢ ɝɢɩɟɪɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɨɣ ɜ Иɉȼ ɦɟɬɨɞɨɦ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɜ 
ɩɪɟɞɟɥɶɧɨɦ ɭɫɥɨɜɢɢ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɢ. Дɥɹ ɧɟɟ ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɞɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ 
ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɱɢɫɥɚ ɡɚɹɜɨɤ ɜ ɢɫɬɨɱɧɢɤɟ ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ ɜɵɡɨɜɨɜ ɢ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɝɨ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɩɪɢɛɨɪɚ. 

Иɫɫɥеɞɨваɧɢе выɩɨɥɧеɧɨ ɩɪɢ ɮɢɧаɧɫɨвɨɣ ɩɨɞɞеɪɠɤе РФФИ в ɪаɦɤах ɧаɭчɧɨɝɨ 
ɩɪɨеɤɬа № 16-31-00292 ɦɨɥ_а.  
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Наɡаɪɨв А.А., ɉаɭɥɶ ɋ.В. 
Нацɢɨɧаɥɶɧыɣ ɢɫɫɥеɞɨваɬеɥɶɫɤɢɣ Тɨɦɫɤɢɣ ɝɨɫɭɞаɪɫɬвеɧɧыɣ ɭɧɢвеɪɫɢɬеɬ, 

paulsv82@mail.ru 

В ɪɚɛɨɬɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫя ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚцɢя ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟɦ ɮɚɡɨɜɨɝɨ ɬɢɩɚ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢя ɧɟɨɬɪɢцɚɬɟɥɶɧɨɣ ɫɥɭɱɚɣɧɨɣ ɜɟɥɢɱɢɧɵ, ɨɩɪɟɞɟɥяɟɦɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ 
ɮɭɧɤцɢɟɣ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢя B(ɯ). 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɮɚɡɨɜɨɝɨ ɬɢɩɚ, Ɋɇ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ, ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɹ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
ɉɪɢ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɢɢ ɫɢɫɬɟɦ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɵɦ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟɦ 

ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ (ɨɞɧɨɥɢɧɟɣɧɵɟ ɫɢɫɬɟɦɵ [1], ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɥɢɧɟɣɧɵɟ ɫɢɫɬɟɦɵ 
[2], RQ-ɫɢɫɬɟɦɵ [3]) ɜɨɡɧɢɤɚɸɬ ɬɪɭɞɧɨɫɬɢ, ɫɜɹɡɚɧɧɵɟ ɫ ɩɨɥɭɱɟɧɢɟɦ ɨɫɧɨɜɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ 
ɞɥɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ, ɨɩɢɫɵɜɚɸɳɢɯ ɨɫɧɨɜɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ 
ɷɬɢɯ ɫɢɫɬɟɦ. Ɉɞɧɢɦ ɢɡ ɫɩɨɫɨɛɨɜ ɪɚɡɪɟɲɢɬɶ ɷɬɭ ɩɪɨɛɥɟɦɭ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɹ 
ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ В(х), ɮɢɝɭɪɢɪɭɸɳɟɣ ɜ ɫɢɫɬɟɦɟ, Ɋɇ-
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟɦ [4]. ȼ ɪɚɛɨɬɟ ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɮɨɪɦɭɥɵ ɞɥɹ ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɢ ɢ ɩɪɢɜɟɞɟɧɵ 
ɱɢɫɥɟɧɧɵɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɟɟ ɬɨɱɧɨɫɬɢ.  

Ɋɇ-ɪаɫɩɪɟɞɟɥɟɧиɟ 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɰɟɩɶ Ɇɚɪɤɨɜɚ k(t), ɧɚɱɚɥɶɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ ɡɧɚɱɟɧɢɣ          k 

= 1, 2, …, ∞ ɤɨɬɨɪɨɣ ɡɚɞɚɧɨ ɜɟɤɬɨɪɨɦ V = {V1, V2, …, Vk, …ж, ɝɞɟ Vk = P{k(0) = kж. Дɥɹ ɜɫɟɯ 
k,v = 1,…,∞ ɡɚɞɚɧɵ ɟɟ ɢɧɮɢɧɢɬɟɡɢɦɚɥɶɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ qkv – ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɩɟɪɟɯɨɞɨɜ 
ɢɡ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ k ɜ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ v. Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ɧɟɩɨɥɧɭɸ ɦɚɬɪɢɰɭ Q = [qkv] ɢɧɮɢɧɢɬɟɡɢɦɚɥɶɧɵɯ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ. Ɇɚɬɪɢɰɚ Q ɧɟɩɨɥɧɚɹ, ɩɨɬɨɦɭ ɱɬɨ ɞɥɹ ɷɬɨɣ ɰɟɩɢ Ɇɚɪɤɨɜɚ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
ɩɨɝɥɨɳɚɸɳɟɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ – 0, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɡɚɞɚɧɵ ɢɧɮɢɧɢɬɟɡɢɦɚɥɶɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ 
qk0 – ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɩɟɪɟɯɨɞɨɜ ɢɡ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ k ɜ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ 0, ɤɨɬɨɪɵɟ ɫɨɫɬɚɜɥɹɸɬ ɜɟɤɬɨɪ  

qT = {q10, q20, …, qk0, …}. 
ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɜɵɩɨɥɧɹɸɬɫɹ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ  

Qe + q = 0 ɢɥɢ q = –Qe. 
Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ Ĳ – ɞɥɢɧɭ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ ɨɬ ɦɨɦɟɧɬɚ ɧɚɱɚɥɚ ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɹ ɰɟɩɢ ɞɨ ɦɨɦɟɧɬɚ 

ɟɟ ɩɨɩɚɞɚɧɢɹ ɜ ɩɨɝɥɨɳɚɸɳɟɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ 0. Ȼɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɜɟɥɢɱɢɧɚ Ĳ ɢɦɟɟɬ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɮɚɡɨɜɨɝɨ ɬɢɩɚ ɢɥɢ Ɋɇ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ, ɡɚɞɚɧɧɨɟ ɧɟɪɚɡɥɨɠɢɦɵɦ 
ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɟɦ {V, Q}. 

Аɩɩɪɨɤɫиɦиɪɭющɟɟ Ɋɇ-ɪаɫɩɪɟɞɟɥɟɧиɟ 
ɉɭɫɬɶ k(t) – ɩɪɨɰɟɫɫ ɱɢɫɬɨɣ ɝɢɛɟɥɢ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ μ [5] ɢ ɧɚɱɚɥɶɧɵɦ 

ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟɦ vk ɜ ɜɢɞɟ  
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ɇɚɣɞɟɦ ɩɪɟɞɟɥ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ Н(u, µ) ɩɪɢ µ → ∞: 
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Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɩɨɥɭɱɢɥɢ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 

  





0

)(,lim xBeuH jux ,      (3) 

ɤɨɬɨɪɨɟ ɩɨɤɚɡɵɜɚɟɬ, ɱɬɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɧɟɨɬɪɢɰɚɬɟɥɶɧɨɣ 
ɫɥɭɱɚɣɧɨɣ ɜɟɥɢɱɢɧɵ, ɡɚɞɚɧɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ В(х), ɦɨɠɧɨ ɫɤɨɥɶ ɭɝɨɞɧɨ ɬɨɱɧɨ 
ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɢɪɨɜɚɬɶ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɦɵɦ Ɋɇ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟɦ, ɜ ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ ɷɬɨ ɦɨɠɧɨ ɫɞɟɥɚɬɶ ɢ 
ɞɥɹ ɥɨɝɚɪɢɮɦɢɱɟɫɤɢ ɧɨɪɦɚɥɶɧɨɣ ɫɥɭɱɚɣɧɨɣ ɜɟɥɢɱɢɧɵ, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɣ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
ɚɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

ɇɟɬɪɭɞɧɨ ɩɨɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ F(x, µ) ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɦɨɝɨ Ɋɇ-
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ 
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ɚ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɩɪɢ µ → ∞  
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Чиɫɥɟɧɧыɟ ɩɪиɦɟɪы ɬɨчɧɨɫɬи аɩɩɪɨɤɫиɦаɰии 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɱɢɫɥɟɧɧɵɟ ɩɪɢɦɟɪɵ. Дɥɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɬɨɱɧɨɫɬɢ 

ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɢ ɜɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɟɦ Кɨɥɦɨɝɨɪɨɜɚ 
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Дɥɹ ɭɞɨɛɫɬɜɚ ɢ ɧɚɝɥɹɞɧɨɫɬɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɣ ɩɨɞɨɛɪɚɧɧɵ ɬɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɱɬɨɛɵ 
ɫɪɟɞɧɟɟ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɫɥɭɱɚɣɧɵɯ ɜɟɥɢɱɢɧ ɜɨ ɜɫɟɯ ɩɪɢɦɟɪɚɯ ɛɵɥɨ ɪɚɜɧɨ ɟɞɢɧɢɰɵ. 

1. Ɋɚɜɧɨɦɟɪɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ 
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Ɍɨɱɧɨɫɬɶ ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɢ ɞɚɧɧɨɝɨ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ Ɋɇ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟɦ ɩɪɢ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ µ 
ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ 

Ɍɚɛɥɢɰɚ 1. 
µ 25 50 100 
Δ 0,056 0,040 0,028 

 

2. Ƚɚɦɦɚ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫ ɪɚɜɧɵɦɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ ɮɨɪɦɵ ɢ ɦɚɫɲɬɚɛɚ 

Ɍɚɛɥɢɰɚ 2. 
α       µ 25 50 100 

ɇɚɡɚɪɨɜ Ⱥ. Ⱥ., ɉɚɭɥɶ ɋ. ȼ. 47



0,5 0,044 0,031 0,021 
1 0,007 0,004 0,002 
5 0,026 0,026 0,007 
10 0,046 0,046 0,013 

 

3. Ʌɨɝɧɨɪɦɚɥɶɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ a = – 0,5lnz, σ2 = lnz 

Ɍɚɛɥɢɰɚ 3.  
z          µ 25 50 100 
1,2 0,029 0,015 0,007 
1,5 0,017 0,009 0,003 
2 0,014 0,007 0,003 

 

Вывɨɞы 
Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɩɨɥɭɱɢɥɢ, ɱɬɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ Ɋɇ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ, 

ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɦɚɹ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɦ (1) ɩɪɢ µ → ∞ ɫɯɨɞɢɬɫɹ ɤ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ В*(u) 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ В(х), ɩɨɷɬɨɦɭ ɭɤɚɡɚɧɧɨɟ Ɋɇ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɩɪɢ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɛɨɥɶɲɢɯ 
ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ µ ɫɤɨɥɶ ɭɝɨɞɧɨ ɬɨɱɧɨ ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɢɪɭɟɬ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɧɟɨɬɪɢɰɚɬɟɥɶɧɨɣ 
ɫɥɭɱɚɣɧɨɣ ɜɟɥɢɱɢɧɵ ɫ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ В(x).  
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APPROXIMATION OF THE DISTRIBUTION OF THE NON-

NEGATIVE RANDOM VARIABLE BY PH-DISTRIBUTION 

Nazarov A.A., Paul S.V. 
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We consider the approximation of the distribution of the non-negative random variable, 

which has an arbitrary distribution function B(x), by phase type distribution. 
Кɟɭ аorНs: НТstrТbutТon oП pСasО tвpО, Ɋɇ-distribution, approximation. 
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Дɥя ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɥɢɧɟɣɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢя ɫ ɩɨɬɨɤɨɦ 
ɦɚɪɤɨɜɫɤɨɝɨ ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢя ɡɚяɜɨɤ ɢ ɪɚɡɧɨɬɢɩɧɵɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟɦ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ 
ɧɚɱɚɥɶɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ ɱɢɫɥɚ ɡɚɧяɬɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɢ ɝɚɭɫɫɨɜɫɤɚя ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚцɢя 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɮɭɧɤцɢɢ ɞɜɭɦɟɪɧɨɝɨ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢя ɜɟɪɨяɬɧɨɫɬɟɣ ɱɢɫɥɚ 
ɡɚɧяɬɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɤɚɠɞɨɝɨ ɬɢɩɚ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ, ɪɚɡɧɨɬɢɩɧɨɟ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟ, 
ɦɟɬɨɞ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ. 

Ввɟɞɟɧɢɟ 
Ɉɛɳɢɟ ɜɵɝɨɞɵ ɨɬ ɫɜɹɡɢ ɦɟɠɞɭ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɬɟɨɪɢɟɣ ɢ ɟɟ ɩɪɚɤɬɢɱɟɫɤɢɦ 

ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟɦ ɜ ɬɟɨɪɢɢ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ (ɌɆɈ) ɩɪɨɫɥɟɠɢɜɚɟɬɫɹ ɨɫɨɛɟɧɧɨ 
ɯɨɪɨɲɨ. ȼ ɧɚɱɚɥɟ 20-ɝɨ ɜɟɤɚ Эɪɥɚɧɝ [1] ɡɚɥɨɠɢɥ ɮɭɧɞɚɦɟɧɬ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɯ ɦɨɞɟɥɟɣ ɞɥɹ 
ɚɧɚɥɢɡɚ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɯ ɫɢɫɬɟɦ. ɉɟɪɜɨɧɚɱɚɥɶɧɚɹ ɨɛɥɚɫɬɶ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ ɌɆɈ 
ɞɥɹ ɚɧɚɥɢɡɚ ɬɟɥɟɮɨɧɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ ɜɫɤɨɪɟ ɛɵɥɚ ɭɜɟɥɢɱɟɧɚ ɩɭɬɟɦ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ ɜ ɪɟɦɨɧɬɟ 
ɦɚɲɢɧ, ɤɨɧɬɪɨɥɟ ɡɚɩɚɫɨɜ, ɨɰɟɧɤɟ ɫɬɪɚɯɨɜɨɝɨ ɪɢɫɤɚ, ɚ ɩɨɡɠɟ ɤɨɧɫɬɪɭɢɪɨɜɚɧɢɢ ɢ ɚɧɚɥɢɡɟ 
ɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ. Ɍɟɫɧɨɟ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɟ ɬɟɨɪɢɢ ɢ ɩɪɚɤɬɢɤɢ ɨɫɬɚɥɨɫɶ ɞɜɢɠɭɳɟɣ 
ɫɢɥɨɣ ɞɥɹ ɪɚɡɜɢɬɢɹ ɬɟɨɪɢɢ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɢ ɧɚ ɫɟɝɨɞɧɹɲɧɢɣ ɞɟɧɶ.  

ɋɨɜɪɟɦɟɧɧɵɟ ɩɨɬɨɤɢ ɞɚɧɧɵɯ ɜɤɥɸɱɚɸɬ ɜ ɫɟɛɹ ɢɧɬɟɝɪɢɪɨɜɚɧɧɵɟ ɪɚɡɧɨɬɢɩɧɵɟ ɩɨɬɨɤɢ, 
ɜɤɥɸɱɚɸɳɢɟ ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɝɨɥɨɫɚ, ɬɟɤɫɬɨɜɵɯ ɞɚɧɧɵɯ ɢ ɜɢɞɟɨ ɪɹɞɨɜ, ɱɬɨ ɬɪɟɛɭɟɬ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɛɨɥɟɟ ɫɥɨɠɧɵɯ ɦɨɞɟɥɟɣ ɩɨɬɨɤɨɜ, ɱɟɦ ɤɥɚɫɫɢɱɟɫɤɢɣ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɢɣ 
ɩɪɨɰɟɫɫ. Ɋɚɡɜɢɬɢɟ ɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɵɯ ɢ ɦɨɛɢɥɶɧɵɯ ɫɟɬɟɣ ɫɜɹɡɢ ɩɪɢɜɟɥɨ ɤ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɢ 
ɫɨɡɞɚɧɢɹ ɧɨɜɵɯ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɢɯ ɦɨɞɟɥɟɣ  ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ  ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ.  

ɋɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫ ɡɚɹɜɤɚɦɢ, ɬɪɟɛɭɸɳɢɦɢ ɪɚɡɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ, ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɢɦɢ ɦɨɞɟɥɹɦɢ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ, ɜ 
ɤɨɬɨɪɵɯ ɧɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɯ ɟɞɢɧɢɰ ɡɚɬɪɚɱɢɜɚɟɬɫɹ ɪɚɡɥɢɱɧɨɟ 
ɜɪɟɦɹ ɜ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɮɨɪɦɚɬɚ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ ɩɪɨɬɨɤɨɥɨɜ ɢ ɬ.ɞ.  

ɉɨɫɬɚɧɨвɤɚ ɡɚɞɚчɢ 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɋɆɈ MR/M/∞, ɧɚ ɜɯɨɞ ɤɨɬɨɪɨɣ ɩɨɫɬɭɩɚɟɬ ɩɨɬɨɤ ɦɚɪɤɨɜɫɤɨɝɨ 

ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ, ɡɚɞɚɧɧɵɣ ɧɚɛɨɪɨɦ ɮɭɧɤɰɢɣ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɞɥɢɧ ɢɧɬɟɪɜɚɥɨɜ 
)(),...,(),( 21 xAxAxA K ɢ ɦɚɬɪɢɰɟɣ P , ɜɥɨɠɟɧɧɨɣ ɩɨ ɦɨɦɟɧɬɚɦ ɧɚɫɬɭɩɥɟɧɢɹ ɫɨɛɵɬɢɣ ɰɟɩɢ 

Ɇɚɪɤɨɜɚ )(tk ɫ ɤɨɧɟɱɧɵɦ ɱɢɫɥɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ K [2].  
Дɢɫɰɢɩɥɢɧɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɤɥɸɱɚɟɬɫɹ ɜ ɬɨɦ, ɱɬɨ ɡɚɹɜɤɚ ɢɡ MR-ɩɨɬɨɤɚ ɫ 

ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶɸ )2,1(, ipi ɩɨɫɬɭɩɚɟɬ ɧɚ ɥɸɛɨɣ ɫɜɨɛɨɞɧɵɣ ɩɪɢɛɨɪ ɬɢɩɚ )2,1(, ii , ɝɞɟ 
ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɟɟ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟ  ɜ ɬɟɱɟɧɢɟ ɫɥɭɱɚɣɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ, ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɝɨ ɩɨ 
ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɦɭ ɡɚɤɨɧɭ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ )2,1(, ii .  

Ɋɟɲɚɟɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɞɜɭɦɟɪɧɨɝɨ ɫɥɭɱɚɣɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ )}(),({ 21 titi  – ɱɢɫɥɨ 
ɡɚɧɹɬɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɤɚɠɞɨɝɨ ɬɢɩɚ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t . 

Ɉɫɧɨвɧыɟ чɢɫɥɨвыɟ вɟɪɨяɬɧɨɫɬɧыɟ хɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ 
Дɥɹ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɝɨ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ ɱɟɬɵɪɟɯɦɟɪɧɨɝɨ ɦɚɪɤɨɜɫɤɨɝɨ 

ɫɥɭɱɚɣɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ )}(),(),(),({ 21 tztititk , ɝɞɟ )(tz  – ɞɥɢɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ ɨɬ ɦɨɦɟɧɬɚ 
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ɜɪɟɦɟɧɢ t  ɞɨ ɦɨɦɟɧɬɚ ɧɚɫɬɭɩɥɟɧɢɹ ɨɱɟɪɟɞɧɨɝɨ ɫɨɛɵɬɢɹ, )(tk , ɜɥɨɠɟɧɧɚɹ ɩɨ ɦɨɦɟɧɬɚɦ 
ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɹ ɰɟɩɶ Ɇɚɪɤɨɜɚ, ɫɨɫɬɚɜɥɟɧɚ ɫɢɫɬɟɦɚ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ 
Кɨɥɦɨɝɨɪɨɜɚ ɜɢɞɚ 
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Дɚɥɟɟ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɟɧ ɩɟɪɟɯɨɞ ɤ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɢɦ ɮɭɧɤɰɢɹɦ [3] 
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Ɋɟɲɟɧɢɟ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɝɨ ɦɚɬɪɢɱɧɨɝɨ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɟɬ 
ɭɫɥɨɜɢɸ ),(),0,0( zz r ɝɞɟ )(zr  – ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɹ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɝɨ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ 
ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɞɜɭɦɟɪɧɨɝɨ ɦɚɪɤɨɜɫɤɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ )}.(),({ tztk  

ɉɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɫɪɟɞɧɢɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɱɢɫɥɚ ɡɚɧɹɬɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɤɚɠɞɨɝɨ ɬɢɩɚ  ɜ 
ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬɫɹ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɦɢ: 
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ɝɞɟ e  – ɟɞɢɧɢɱɧɵɣ ɜɟɤɬɨɪ-ɫɬɨɥɛɟɰ.  
Ɇɨɦɟɧɬɵ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɱɢɫɥɚ ɡɚɹɜɨɤ ɩɟɪɜɨɝɨ ɢ ɜɬɨɪɨɝɨ ɬɢɩɚ  ɜ ɫɢɫɬɟɦɟ MR/M/∞ 

ɢɦɟɸɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɜɢɞ: 
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Дɥɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚ ɤɨɪɪɟɥɹɰɢɢ ɱɢɫɥɚ ɡɚɧɹɬɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɤɚɠɞɨɝɨ ɬɢɩɚ ɫɢɫɬɟɦɵ 
MR/M/∞ ɩɨɥɭɱɟɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɜɢɞɚ:  
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Кɪɨɦɟ ɬɨɝɨ, ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɦɟɬɨɞɚ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɪɢ ɭɫɥɨɜɢɢ  ɷɤɜɢɜɚɥɟɧɬɧɨ 
ɪɚɫɬɭɳɟɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɩɨɥɭɱɟɧɚ ɝɚɭɫɫɨɜɫɤɚɹ ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɹ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦɨɝɨ 
ɞɜɭɦɟɪɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ [4].  

Ɂɚɤɥɸчɟɧɢɟ 
Дɥɹ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɥɢɧɟɣɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ MR/M/∞ ɫ ɪɚɡɧɨɬɢɩɧɵɦ 

ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟɦ ɢ ɜɯɨɞɹɳɢɦ ɩɨɬɨɤɨɦ ɦɚɪɤɨɜɫɤɨɝɨ ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɹ ɧɚɣɞɟɧɵ ɩɟɪɜɵɟ ɢ 
ɜɬɨɪɵɟ ɧɚɱɚɥɶɧɵɟ ɦɨɦɟɧɬɵ, ɱɬɨ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɢɬɶ ɫɪɟɞɧɸɸ ɡɚɝɪɭɠɟɧɧɨɫɬɶ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɢ, ɜ ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɦ, ɞɚɬɶ ɨɰɟɧɤɭ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɵ. ɉɨɥɭɱɟɧ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ 
ɤɨɪɪɟɥɹɰɢɢ, ɩɨɤɚɡɵɜɚɸɳɢɣ ɜɡɚɢɦɨɫɜɹɡɶ ɦɟɠɞɭ ɱɢɫɥɨɦ ɡɚɧɹɬɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɩɟɪɜɨɝɨ ɢ 
ɜɬɨɪɨɝɨ ɬɢɩɚ. Ɇɟɬɨɞɨɦ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɨɥɭɱɟɧɚ ɝɚɭɫɫɨɜɫɤɚɹ ɚɩɩɪɨɤɫɢɦɚɰɢɹ 
ɢɫɫɥɟɞɭɟɦɨɝɨ ɞɜɭɦɟɪɧɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ. ɉɪɨɜɟɞɟɧ ɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ, ɚ ɢɦɟɧɧɨ ɢɡɦɟɧɟɧɢɟ 
ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚ ɤɨɪɪɟɥɹɰɢɢ ɜ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɜɯɨɞɧɵɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɚ ɬɚɤɠɟ 
ɚɧɚɥɢɡ ɞɨɩɪɟɞɟɥɶɧɵɯ ɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ.  
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QUEUEING SYSTEM WITH RENEWAL ARRIVAL PROCESS AND 

TWO TYPES OF SERVERS  

Pankratova E., Ubonova E., Moiseeva S. 

Tomsk State University, pankate@sibmail.comru 

The queueing system with renewal arrival process, infinite number of heterogeneous servers 

and exponential service time is considered. Investigation of two-dimensional stochastic 

process that characterizes the number of busy devices of different types is held by the method 

of initial moments. The characteristic function of the number of different types' servers in 

the system is obtained. 
Кɟɭ words: queuing sвstОm, НТППОrОnt tвpОs’sОrЯОrs, mОtСoН oП ТnТtТal momОnts.  
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ RQ-СИСТЕМЫ С 

КОНФЛИКТАМИ И ДООБСЛУЖИВАНИЕМ ЗАЯВОК 

Поморцева Н.А, Назаров А.А.  

Национальный исследовательский Томский государственный университет,  

natashafpmk@gmail.com, nazarov.tsu@gmail.com 

Для однолинейной RQ-системы с конфликтами и дообслуживанием заявок 

определяются стационарные вероятности состояний прибора и среднее число 

заявок в блоках ИПВ. 
Ключевые слова: RQ-системa, конфликт заявок, дообслуживание заявок, 
асимптотический анализ. 

Введение 
В настоящее время внимание к теории массового обслуживания в значительной 

степени стимулируется необходимостью применения ее результатов для важных 
практических задач, возникающих в связи с бурным развитием телекоммуникационных, 
компьютерных, информационно-вычислительных систем. 
Исследованию RQ-систем [1,2,5] посвящено огромное количество литературы, однако 

некоторые задачи  все еще остаются нерешенными и интересными для изучения. В 
настоящей работе рассматриваются однолинейные RQ-системы с конфликтами [3,4]. 
Исследование таких систем подразумевает, что заявка, поступившая в систему и 
нашедшая прибор занятым и заявка, находящаяся на обслуживании, вступают в 
конфликт и обе переходят в источник повторных вызовов. RQ-системы с конфликтами 
заявок находят широкое применение в реальных системах, например, в компьютерных 
сетях, управляемых протоколами множественного случайного доступа. 

Постановка задачи 
Рассмотрим однолинейную RQ-систему, на вход которой поступает простейший 

поток заявок с параметром λ. Время обслуживания заявки является случайной 
величиной с двухфазным распределением с интенсивностями µ1 на первой и µ2 на 
второй фазах. Если поступившая заявка застает прибор свободным, то она занимает его 
для обслуживания. Если прибор занят, то поступившая и обслуживаемая заявки 
попадают в ситуацию конфликта и обе мгновенно переходят в источник повторных 
вызовов (ИПВ), состоящий из двух блоков. В первом блоке ИПВ осуществляют 
случайную задержку заявки, не завершившие обслуживание на первой фазе, а во втором 
блоке находятся заявки, обслуживание которых было прервано конфликтом на второй 
фазе. Продолжительность задержки заявки случайная с экспоненциальным 
распределением с параметрами σ1 в первом блоке и σ2 - во втором. После случайной 
задержки в ИПВ заявка из k-го блока обращается на k-ю фазу обслуживания, что 
реализует процедуру дообслуживания, в том смысле, что не повторяет завершенной 
первой фазы.   
Пусть k(t) – состояния прибора, i1(t), i2(t) - число заявок в первом и втором блоках 

ИПВ. 
Ставится задача исследования трехмерного процесса {k(t), i1(t), i2(t)}. 

Система дифференциальных уравнений Колмогорова 
Обозначив  
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запишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова в стационарном режиме 

для частичных характеристических функций ( )21,uuHk  
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Асимптотический анализ в условии большой задержки 
Обозначим 

kk γSσ = .     ( )4  

Систему (3) будем решать методом асимптотического анализа в условии большой 
задержки, то есть при .0→γ   
Сделаем замены 

( ) ( )εεε ,,,,, 2121 wwFuuHwuSσ kkkkkk === .   ( )5  

Совершая предельный переход при 0→ε , получаем систему вида 
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Решение системы (6) будем искать в виде 
( ) { }221121 exp, ajwajwRwwF kk += ,    ( )7  
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где параметры a1 и a2 имеют смысл среднего числа заявок в первом и втором блоках 
ИПВ соответственно, а Rk - вероятности состояний прибора. 
Выполняя ряд преобразований, получаем следующую систему: 
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Нетрудно показать, что решение системы (8) имеет вид 
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таким образом, получены вид стационарных вероятностей Rk состояний прибора и 
среднего числа заявок ak в каждом из блоков источника повторных вызовов. 

Заключение 
Для однолинейной RQ-системы с конфликтами и дообслуживанием заявок методом 

асимптотического анализа в условии большой задержки были получены стационарные 
вероятности состояний прибора и среднее число заявок в каждом из блоков ИПВ. 
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The stationary probabilities of the states of the device and the average number of requests 
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Сɟɬɢ ɫɜяɡɢ ɪɚɫɲɢɪяɸɬ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥяɟɦыɯ ɭɫɥɭɝ. Мɨɠɧɨ ɪɚɡɞɟɥɢɬɶ 
ɫɨɡɞɚɜɚɟɦыɣ ɭɫɥɭɝɚɦɢ ɬɪɚɮɢɤ ɧɚ ɞɜɟ ɝɪɭɩɩы: ɬɪɚɮɢɤ ɞɚɧɧыɯ ɢ ɬɪɚɮɢɤ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ 
ɜɪɟɦɟɧɢ. Нɚ ɨɫɧɨɜɚɧɢɢ ɷɬɨɝɨ ɛыɥɚ ɪɚɡɪɚɛɨɬɚɧɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɚя ɦɨɞɟɥɶ 
ɫɨɜɦɟɫɬɧɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢя ɪɚɡɥɢɱɚɸщɟɝɨɫя ɬɪɚɮɢɤɚ ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɢɯ ɨɫɨɛɟɧɧɨɫɬɟɣ. 
Ɍɪɚɮɢɤ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɢɦɟɟɬ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬ ɩɪɢ ɩɟɪɟɞɚɱɟ, ɢ ɩɟɪɜыɦ ɡɚɧɢɦɚɟɬ 
ɬɪɟɛɭɟɦыɣ ɪɟɫɭɪɫ, ɨɫɬɚɜɥяя ɡɚɪɟɡɟɪɜɢɪɨɜɚɧɧɨɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɪɟɫɭɪɫɚ ɞɥя ɩɟɪɟɞɚɱɢ 
ɬɪɚɮɢɤɚ ɞɚɧɧыɯ (ɟɫɥɢ ɜ ɷɬɨɬ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ ɡɚяɜɤɢ ɩɨɫɥɟɞɧɟɝɨ ɧɚɯɨɞяɬɫя ɧɚ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɢ). Дɚɧɧыɟ ɦɨɝɭɬ ɡɚɧɢɦɚɬɶ ɨɫɬɚɜɲɢɣɫя ɫɜɨɛɨɞɧыɣ ɪɟɫɭɪɫ, ɛыɫɬɪɟɟ 
ɨɫɜɨɛɨɠɞɚя ɡɚɪɟɡɟɪɜɢɪɨɜɚɧɧɭɸ ɦɨщɧɨɫɬɶ, ɱɬɨ ɪɟɚɥɢɡɭɟɬɫя ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ 

ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɨɝɨ ɢɡɦɟɧɟɧɢя ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɧɚ ɥɢɧɢɢ ɞɨɫɬɭɩɚ. Пɨɫɬɪɨɟɧɧɚя 
ɦɨɞɟɥɶ ɦɨɠɟɬ ɛыɬɶ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɚ ɞɥя ɨɰɟɧɤɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɥɢɧɢɣ ɞɨɫɬɭɩɚ, 
ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɣ ɞɥя ɩɟɪɟɫыɥɤɢ ɞɚɧɧыɯ ɫ ɡɚɞɚɧɧыɦɢ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥяɦɢ ɡɚɞɟɪɠɤɢ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɦɭɥɶɬɢɫɟɪɜɢɫɧɵɟ ɦɨɞɟɥɢ, ɤɨɧɟɱɧɵɟ ɝɪɭɩɩɵ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɟɣ, ɬɪɚɮɢɤ 
ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ, ɩɟɪɟɞɚɱɚ ɞɚɧɧɵɯ, ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɤɚɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɟɫɭɪɫɚ.  

ȼвɟɞɟɧиɟ  
ɍɫɥɭɝɢ ɫɜɹɡɢ, ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɹɟɦɵɟ ɚɛɨɧɟɧɬɚɦ, ɫɨɡɞɚɸɬ ɪɚɡɧɨɨɛɪɚɡɧɵɣ ɬɪɚɮɢɤ ɧɚ ɭɡɥɟ ɫɟɬɢ 

ɞɨɫɬɭɩɚ. ȿɝɨ ɦɨɠɧɨ ɪɚɡɞɟɥɢɬɶ ɧɚ ɬɪɚɮɢɤ ɞɚɧɧɵɯ ɢ ɬɪɚɮɢɤ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ. Ɍɪɚɮɢɤ 
ɞɚɧɧɵɯ ɨɛɪɚɡɭɟɬɫɹ ɩɪɢ ɩɪɨɫɦɨɬɪɟ ɜɟɛ-ɫɬɪɚɧɢɰ, ɫɤɚɱɢɜɚɧɢɢ ɢ ɩɟɪɟɫɵɥɤɟ ɮɚɣɥɨɜ, 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɢ ɷɥɟɤɬɪɨɧɧɨɣ ɩɨɱɬɵ ɢ ɬ.ɞ. Ⱦɥɹ ɟɝɨ ɬɪɚɧɫɩɨɪɬɢɪɨɜɤɢ ɩɨ ɫɟɬɢ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ 
ɜɵɞɟɥɟɧ ɜɟɫɶ ɪɟɫɭɪɫ, ɨɫɬɚɜɲɢɣɫɹ ɫɜɨɛɨɞɧɵɦ ɨɬ ɩɪɨɩɭɫɤɚ ɬɪɚɮɢɤɚ ɫɟɪɜɢɫɨɜ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ 
ɜɪɟɦɟɧɢ. ɋɜɨɛɨɞɧɵɣ ɪɟɫɭɪɫ ɞɟɥɢɬɫɹ ɩɨɪɨɜɧɭ ɦɟɠɞɭ ɜɫɟɦɢ ɢɦɟɸɳɢɦɢɫɹ ɡɚɹɜɤɚɦɢ ɧɚ 
ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɞɚɧɧɵɯ. Ɍɪɚɮɢɤ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɛɪɚɡɭɟɬɫɹ ɤɚɤ ɭɫɥɭɝɚɦɢ ɬɟɥɟɮɨɧɢɢ, ɬɚɤ ɢ 
ɤɪɭɩɧɵɦɢ ɢɫɬɨɱɧɢɤɚɦɢ; ɜɢɞɟɨɬɟɥɟɮɨɧɢɟё, ɜɢɞɟɨɤɨɧɮɟɪɟɧɰɫɜɹɡɶɸ, ɜɢɞɟɨɯɨɫɬɢɧɝɨɦ ɢ 
ɬ.ɩ.. Ɉɛɵɱɧɨ ɢɯ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɧɟɜɟɥɢɤɨ ɩɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ ɱɢɫɥɨɦ ɚɛɨɧɟɧɬɨɜ, ɩɨɥɶɡɭɸɳɢɯɫɹ 
ɝɨɥɨɫɨɜɨɣ ɫɜɹɡɶɸ. ɉɨ ɷɬɨɣ ɩɪɢɱɢɧɟ ɢɡɦɟɧɟɧɢɟ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɚɤɬɢɜɧɵɯ ɚɛɨɧɟɧɬɨɜ ɞɚɧɧɨɣ 
ɤɚɬɟɝɨɪɢɢ ɫɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɧɚ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ, ɮɨɪɦɢɪɭɟɦɨɝɨ ɢɦɢ ɩɨɬɨɤɚ ɡɚɹɜɨɤ. Ⱦɥɹ ɨɰɟɧɤɢ 
ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɥɢɧɢɣ ɞɨɫɬɭɩɚ ɩɪɢ ɫɨɜɦɟɫɬɧɨɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɢ ɬɪɚɮɢɤɚ ɫɟɪɜɢɫɨɜ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ 
ɜɪɟɦɟɧɢ, ɫɨɡɞɚɧɧɵɯ ɤɨɧɟɱɧɵɦɢ ɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɦɢ ɝɪɭɩɩɚɦɢ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɟɣ, ɢ ɬɪɚɮɢɤɚ 
ɞɚɧɧɵɯ ɫ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢ ɢɡɦɟɧɹɟɦɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɩɨɫɬɪɨɢɬɶ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɭɸ ɦɨɞɟɥɶ ɢ ɩɪɨɜɟɫɬɢ ɟё ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɫ ɰɟɥɶɸ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ 
ɨɰɟɧɤɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ. 

Ɇɚɬɟɦɚɬиɱɟɫɤɨɟ ɨɩиɫɚɧиɟ ɦɨɞɟɥи 
ɉɭɫɬɶ: C — ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɥɢɧɢɢ, ɜɵɪɚɠɟɧɧɚɹ ɜ ɛɢɬɚɯ ɜ ɫɟɤɭɧɞɭ; r — ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɩɟɪɟɞɚɱɢ 

ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɢ, ɨɛɟɫɩɟɱɢɜɚɟɦɚɹ ɨɞɧɨɣ ɤɚɧɚɥɶɧɨɣ ɟɞɢɧɢɰɟɣ. ɉɪɟɞɩɨɥɨɠɢɦ, ɱɬɨ ɡɧɚɱɟɧɢɟ C 

ɞɟɥɢɬɫɹ ɧɚɰɟɥɨ ɧɚ r ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɢɦ ɱɟɪɟɡ � =  ��  ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɥɢɧɢɢ, ɜɵɪɚɠɟɧɧɭɸ ɜ ɟɞɢɧɢɰɚɯ 
ɤɚɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɟɫɭɪɫɚ. ȼ ɦɨɞɟɥɢ ɢɦɟɟɬɫɹ ɞɜɚ ɩɨɬɨɤɚ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ ɩɨɥɭɱɟɧɢɟ ɫɟɪɜɢɫɨɜ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ 
ɜɪɟɦɟɧɢ ɢ ɨɞɢɧ ɩɨɬɨɤ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ ɩɟɪɟɫɵɥɤɭ ɞɚɧɧɵɯ. ɉɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɬɫɹ, ɱɬɨ ɡɚɹɜɤɢ ɩɟɪɜɨɝɨ 
ɩɨɬɨɤɚ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɵ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɣ ɝɪɭɩɩɨɣ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɟɣ ɢ ɩɨɫɬɭɩɚɸɬ ɩɨ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɨɦɭ 
ɡɚɤɨɧɭ ɫ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ λ1. Ⱦɥɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɨɞɧɨɣ ɡɚɹɜɤɢ ɬɪɟɛɭɟɬɫɹ b1 ɟɞɢɧɢɰ 
ɤɚɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɟɫɭɪɫɚ, ɞɥɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɟɝɨ ɡɚɧɹɬɢɹ ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫɨ 
ɫɪɟɞɧɢɦ ℎଵ  = ଵ�భ. Ɂɚɹɜɤɢ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɨɬɨɤɚ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɵ ɤɨɧɟɱɧɨɣ ɝɪɭɩɩɨɣ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɟɣ. 
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ɂɦɟɟɬɫɹ n ɢɫɬɨɱɧɢɤɨɜ ɡɚɹɜɨɤ. Кɚɠɞɵɣ ɢɫɬɨɱɧɢɤ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɜ ɞɜɭɯ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹɯ: ɚɤɬɢɜɧɨɦ 
(ɫɜɨɛɨɞɧɨɦ) ɢɥɢ ɜ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ ɡɚɧɹɬɨɫɬɢ. ȼ ɚɤɬɢɜɧɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ ɨɬ ɢɫɬɨɱɧɢɤɚ ɩɨɫɬɭɩɚɸɬ 
ɡɚɹɜɤɢ ɧɚ ɜɵɞɟɥɟɧɢɟ ɤɚɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɟɫɭɪɫɚ ɱɟɪɟɡ ɫɥɭɱɚɣɧɨɟ ɜɪɟɦɹ, ɢɦɟɸɳɟɟ 
ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ β. Ⱦɥɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɨɞɧɨɣ ɡɚɹɜɤɢ 
ɬɪɟɛɭɟɬɫɹ b2 ɟɞɢɧɢɰ ɤɚɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɟɫɭɪɫɚ. ɋɨɫɬɨɹɧɢɟ ɡɚɧɹɬɨɫɬɢ ɢɫɬɨɱɧɢɤɚ (ɜɪɟɦɹ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɤɢ) ɞɥɢɬɫɹ ɫɥɭɱɚɣɧɨɟ ɜɪɟɦɹ, ɢɦɟɸɳɟɟ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫɨ ɫɪɟɞɧɢɦ  ℎଶ  = ଵ�మ. Ⱦɥɹ ɛɨɥɶɲɟɣ ɹɫɧɨɫɬɢ ɛɭɞɟɦ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɬɶ, ɱɬɨ 
ɩɟɪɜɵɣ ɩɨɬɨɤ ɫɨɫɬɚɜɥɹɸɬ ɝɨɥɨɫɨɜɵɟ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ, ɚ ɜɬɨɪɨɣ — ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ, ɨɬɧɨɫɹɳɢɟɫɹ ɤ 
ɩɟɪɟɞɚɱɟ ɜɢɞɟɨɤɨɧɮɟɪɟɧɰɫɜɹɡɢ ɢ ɩɨɞɨɛɧɵɦ ɢɦ ɩɨ ɭɫɥɨɜɢɹɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ. Ⱦɥɹ ɩɪɨɫɬɨɬɵ 
ɩɪɢɦɟɦ ɞɚɥɟɟ, ɱɬɨ µ1 = µ2 = 1, ɚ β ɪɚɜɧɨ γ. 

ɉɨɫɬɭɩɥɟɧɢɟ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɞɚɧɧɵɯ (ɮɚɣɥɨɜ) ɬɚɤɠɟ ɩɨɞɱɢɧɹɟɬɫɹ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɨɦɭ 
ɡɚɤɨɧɭ ɫ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ λd. Ɋɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɤɚɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɟɫɭɪɫɚ ɞɥɹ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ 
ɨɩɢɫɚɧɨ ɜ [5]. ɋɯɟɦɚ ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɹ ɜɜɟɞёɧɧɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɡɜɟɧɚ ɦɭɥɶɬɢɫɟɪɜɢɫɧɨɣ ɫɟɬɢ 
ɩɨɤɚɡɚɧɚ ɧɚ ɪɢɫ. 1. 

 
Ɋɢɫ.1. ɋɯɟɦɚ ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɹ ɦɨɞɟɥɢ ɡɜɟɧɚ ɦɭɥɶɬɢɫɟɪɜɢɫɧɨɣ ɫɟɬɢ ɫ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢ 

ɢɡɦɟɧɹɟɦɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɬɪɚɮɢɤɚ ɞɚɧɧɵɯ 
ȼɪɟɦɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɤɢ ɧɚ ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɞɚɧɧɵɯ ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ 

ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫɨ ɫɪɟɞɧɢɦ ɡɧɚɱɟɧɢɟɦ �� ɢ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ, ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ µd  =  
�� , ɟɫɥɢ 

ɩɟɪɟɞɚɱɚ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɢ ɜɟɥɚɫɶ ɬɨɥɶɤɨ ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɦɚɤɪɨɤɚɧɚɥɚ ɫ ɟɞɢɧɢɱɧɨɣ 
ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ. Ɂɞɟɫɶ F – ɨɛɴɟɦ ɩɟɪɟɞɚɜɚɟɦɨɝɨ ɮɚɣɥɚ, ɜɵɪɚɠɟɧɧɵɣ ɜ ɛɢɬɚɯ.  

ɉɭɫɬɶ: i1(t) — ɱɢɫɥɨ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɬɪɚɮɢɤɚ ɝɨɥɨɫɨɜɵɯ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɣ, ɧɚɯɨɞɹɳɢɯɫɹ 
ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t ɧɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɢ, i2(t) — ɱɢɫɥɨ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɬɪɚɮɢɤɚ ɜɢɞɟɨ-
ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɣ, ɧɚɯɨɞɹɳɢɯɫɹ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t ɧɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɢ, ɚ d(t) — ɱɢɫɥɨ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ 
ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɞɚɧɧɵɯ, ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɟɦɵɯ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t. Ⱦɢɧɚɦɢɤɚ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɨɛɳɟɝɨ ɱɢɫɥɚ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɟɦɵɯ ɡɚɹɜɨɤ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ ɦɧɨɝɨɦɟɪɧɵɦ ɫɥɭɱɚɣɧɵɦ ɩɪɨɰɟɫɫɨɦ 
r(t) = (i1(t), i2(t), d(t)), ɨɩɪɟɞɟɥёɧɧɵɦ ɧɚ ɤɨɧɟɱɧɨɦ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ S [3]. 

Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ɱɟɪɟɡ p(i1,i2,d) ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ  
(i1,i2,d) � S. 
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Ɉɧɢ ɢɦɟɸɬ ɢɧɬɟɪɩɪɟɬɚɰɢɸ ɞɨɥɢ ɜɪɟɦɟɧɢ ɩɪɟɛɵɜɚɧɢɹ ɦɭɥɶɬɢɫɟɪɜɢɫɧɨɣ ɥɢɧɢɢ ɜ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ (i1,i2,d) ɢ ɦɨɝɭɬ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶɫɹ ɞɥɹ ɨɰɟɧɤɢ ɨɫɧɨɜɧɵɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ 
ɫɨɜɦɟɫɬɧɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ.  

ɉɪɨɰɟɫɫ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ ɧɚ ɩɟɪɟɞɚɱɭ ɬɪɚɮɢɤɚ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɟɬɫɹ 
ɞɨɥɟɣ ɩɨɬɟɪɹɧɧɵɯ ɡɚɹɜɨɤ ɢ ɫɪɟɞɧɢɦ ɡɧɚɱɟɧɢɟɦ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɨɝɨ ɤɚɧɚɥɶɧɨɝɨ ɪɟɫɭɪɫɚ. 
Кɚɱɟɫɬɜɨ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ ɡɚɞɚёɬɫɹ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶɸ ɢ ɫɪɟɞɧɢɦ ɜɪɟɦɟɧɟɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɣ ɡɚɹɜɤɢ. ɉɨɫɥɟɞɧɸɸ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɭ ɦɨɠɧɨ ɢɧɬɟɪɩɪɟɬɢɪɨɜɚɬɶ ɤɚɤ 
ɫɪɟɞɧɟɟ ɜɪɟɦɹ ɞɨɫɬɚɜɤɢ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨɝɨ ɫɨɨɛɳɟɧɢɹ. ȼ ɪɚɦɤɚɯ ɩɨɫɬɪɨɟɧɧɨɣ ɦɚɪɤɨɜɫɤɨɣ 
ɦɨɞɟɥɢ ɷɬɢ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɪɹɞ ɞɪɭɝɢɯ ɦɨɝɭɬ ɛɵɬɶ ɧɚɣɞɟɧɵ ɫɭɦɦɢɪɨɜɚɧɢɟɦ 
ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ p(i1,i2,d) ɩɨ ɫɩɟɰɢɚɥɶɧɵɦ ɨɛɪɚɡɨɦ ɜɵɛɪɚɧɧɵɦ 
ɩɨɞɦɧɨɠɟɫɬɜɚɦ S. Ɋɚɫɱɟɬɧɵɟ ɮɨɪɦɭɥɵ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɨɩɢɫɚɧɵ ɜ Д3]. 

ɋиɫɬɟɦɚ ɭɪɚвɧɟɧиɣ ɪɚвɧɨвɟɫия и ɟё ɪɟɲɟɧиɟ 
Чɬɨɛɵ ɪɚɫɫɱɢɬɚɬɶ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɫɨɜɦɟɫɬɧɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ, ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ 

ɩɨɫɬɪɨɢɬɶ ɢ ɪɟɲɢɬɶ ɫɢɫɬɟɦɭ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫɬɚɬɢɫɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ, ɫɜɹɡɵɜɚɸɳɭɸ 
ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ p(i1,i2,d). ȼɵɩɨɥɧɢɜ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɟ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ, 
ɩɨɥɭɱɚɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɭɸ ɤɨɧɟɱɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɥɢɧɟɣɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ: �ሺ�ଵ, �ଶ, ݀ሻ{�ଵ  �ሺ� + ݀ + ܾଵ ≤ �ሻ + ሺ� − �ଶሻ��ሺ� + ݀ + ܾଵ ≤ �ሻ + �ଵ�ሺ�ଵ > Ͳሻ + �ଶ�ሺ�ଶ >Ͳሻ + �ଶ  �ሺ� + ݀ + ͳ ≤ �ሻ + ܿሺ�, ݀ሻ���ሺ݀ > Ͳሻ} = �ሺ�ଵ − ͳ, �ଶ, ݀ሻ�ଵ  �ሺ�ଵ > Ͳሻ +  �ሺ�ଵ, �ଶ −ͳ, ݀ሻሺ� − �ଶ + ͳሻ�� ሺ�ଶ > Ͳሻ + �ሺ�ଵ, �ଶ, ݀ − ͳሻ��  �ሺ݀ > Ͳሻ +  �ሺ�ଵ + ͳ, �ଶ, ݀ሻሺ�ଵ + ͳሻ�ሺ� +݀ + ܾଵ ≤ �ሻ +  �ሺ�ଵ, �ଶ + ͳ, ݀ሻሺ�ଶ + ͳሻ�ሺ� + ݀ + ܾଶ ≤ �ሻ + �ሺ�ଵ, �ଶ, ݀ + ͳሻܿሺ�, ݀ +ͳሻ���ሺ� + ݀ + ͳ ≤ �ሻ,   ሺ�ଵ, �ଶ, ݀ሻ ∈ �.    (1) 

ȼ (1) I(·)– ɢɧɞɢɤɚɬɨɪɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ. ɉɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɜ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ ɧɟɧɨɪɦɢɪɨɜɚɧɧɵɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ P(i1,i2,d) ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ 
ɧɨɪɦɢɪɨɜɚɬɶ. Ⱦɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɪɚɜɧɨɜɟɫɢɹ ɢ ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɣ ɨɰɟɧɤɢ 
ɜɜɟɞɟɧɧɵɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ ɦɨɠɧɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɢɬɟɪɚɰɢɨɧɧɵɣ ɦɟɬɨɞ Ƚɚɭɫɫɚ-Ɂɟɣɞɟɥɹ. 

ȼывɨɞы 
Ⱦɥɹ ɩɨɜɵɲɟɧɢɹ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɪɟɫɭɪɫɚ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɢ ɥɢɧɢɣ 

ɚɛɨɧɟɧɬɫɤɨɝɨ ɞɨɫɬɭɩɚ ɩɪɢɦɟɧɹɸɬɫɹ ɦɟɯɚɧɢɡɦɵ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɨɝɨ ɩɟɪɟɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ 
ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɢ ɩɪɢ ɫɨɜɦɟɫɬɧɨɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɢ ɬɪɚɮɢɤɚ ɫɟɪɜɢɫɨɜ 
ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɢ ɬɪɚɮɢɤɚ ɞɚɧɧɵɯ, ɞɨɩɭɫɤɚɸɳɟɝɨ ɡɚɞɟɪɠɤɭ. ɉɨɫɬɪɨɟɧɚ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ, ɭɱɢɬɵɜɚɸɳɚɹ ɨɫɨɛɟɧɧɨɫɬɢ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɩɟɪɟɱɢɫɥɟɧɧɵɯ ɜɢɞɨɜ 
ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨɣ ɧɚɝɪɭɡɤɢ. Ɍɪɚɮɢɤ ɪɟɚɥɶɧɨɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɩɨɪɨɠɞёɧ ɤɨɧɟɱɧɨɣ (ɢɥɢ 
ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɣ) ɝɪɭɩɩɨɣ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɟɣ. Ɍɟɦ ɫɚɦɵɦ, ɩɪɢ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɢ ɦɨɞɟɥɢ ɭɱɢɬɵɜɚɟɬɫɹ 
ɫɬɪɭɤɬɭɪɚ ɬɪɚɮɢɤɚ ɨɬ ɧɟɛɨɥɶɲɢɯ ɝɪɭɩɩ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɟɣ, ɫɨɡɞɚɸɳɢɯ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɭɸ 
ɡɚɝɪɭɡɤɭ ɥɢɧɢɣ ɞɨɫɬɭɩɚ (ɜɢɞɟɨɤɨɧɮɟɪɟɧɰɫɜɹɡɶ, ɜɢɞɟɨɡɜɨɧɤɢ ɢ ɬ.ɩ.). ɉɨɫɬɪɨɟɧɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ 
ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɚ ɞɥɹ ɨɰɟɧɤɢ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɥɢɧɢɣ ɞɨɫɬɭɩɚ ɩɪɢ ɫɨɜɦɟɫɬɧɨɣ 
ɩɟɪɟɞɚɱɟ ɬɪɚɮɢɤɚ ɫɨɜɪɟɦɟɧɧɵɯ ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɯ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɣ. 
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MODELING SPECIALTY OF REAL-TIME SERVICE TRAFFIC 

WITH FINITE NUMBER SEEDS, AND DATA TRAFFIC WITH A 

DYNAMICALLY CHANGEABLE TRANSMISSION SPEED ON 

ACCESS LINE. 

Romanov A.M. 

Moscow Technical University of Communications and Informatics, amromanov89@yandex.ru 

A model is built up of the joint transmission of the traffic of real-time services and the data 

traffic admitting a delay on access line. The real-time traffic was creating by finite number 

seeds (or infinite). Therefore, it is considering traffic structure from not large group 

subscribers, which are creating existent traffic load on network ( videoconferencing, video 

call, etc.).  The real-time traffic has the advantage in the occupation and use of the channel 

resource over data traffic. It is expressed in terms of a decrease of the data transmission 

speed to a certain reassigned minimum value. As a free channel resource appears, the data 

transfer speed increases. The scheme is investigated of the occupation of the channel 

resource and formal definitions are given of the basic quality indices of the joint service of 

requests. The evidence obtained by using solving equations set of statistic balance. A model 

is built up can be used for appraisal transmit speed on access line, when transmitting 

modern telecommunication traffic. 
Кɟɭ аords: multiservice models, ending group subscribers, real-time traffic, data traffic, 
dynamically changeable transmission speed. 
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Пɪɟɞɥɨɠɟɧ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɪɚɫɱɟɬɚ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢя Лɚɩɥɚɫɚ-Сɬɢɥɬɶɟɫɚ ɜɪɟɦɟɧɢ 
ɨɬɤɥɢɤɚ ɫɢɫɬɟɦы ɨɛɥɚɱɧыɯ ɜыɱɢɫɥɟɧɢɣ ɫ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢɦ ɦɚɫɲɬɚɛɢɪɨɜɚɧɢɟɦ, 
ɤɨɬɨɪɨɟ ɩɨɡɜɨɥяɟɬ ɨɰɟɧɢɬɶ ɞɢɫɩɟɪɫɢɸ ɢ ɤɜɚɧɬɢɥɢ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɬɤɥɢɤɚ. 
Ʉɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɟ Ʌɚɩɥɚɫɚ-ɋɬɢɥɬɶɟɫɚ, ɨɛɥɚɱɧɵɟ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ, 
ɝɢɫɬɟɪɟɡɢɫɧɨɟ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ, ɜɪɟɦɹ ɨɬɤɥɢɤɚ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
Ɉɛɥɚɱɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɹɸɬ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ ɫɨɜɦɟɫɬɧɨɝɨ ɞɨɫɬɭɩɚ ɤ ɮɚɣɥɚɦ ɜ 

ɪɟɚɥɶɧɨɦ ɜɪɟɦɟɧɢ, ɩɨɡɜɨɥɹɹ ɦɧɨɠɟɫɬɜɭ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɟɣ ɩɨɥɭɱɚɬɶ ɤ ɧɢɦ ɞɨɫɬɭɩ ɫ ɪɚɡɧɵɯ 
ɭɫɬɪɨɣɫɬɜ. Ƚɥɚɜɧɵɦɢ ɩɪɟɢɦɭɳɟɫɬɜɚɦɢ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɩɪɨɫɬɨɬɚ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ, ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɚɹ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ, ɧɚɞɟɠɧɨɫɬɶ ɢ ɜɵɫɨɤɢɣ ɭɪɨɜɟɧɶ 
ɞɨɫɬɭɩɧɨɫɬɢ. ɋɨɜɪɟɦɟɧɧɵɟ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɦɚɫɲɬɚɛɢɪɭɟɦɵɦɢ, ɱɬɨ 
ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɢɦ ɜɵɞɟɪɠɢɜɚɬɶ ɜɵɫɨɤɢɟ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɜ ɭɫɥɨɜɢɹɯ 
ɩɢɤɨɜɵɯ ɧɚɝɪɭɡɨɤ ɢ ɫɧɢɠɚɬɶ ɷɥɟɤɬɪɨɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ ɜ ɩɟɪɢɨɞɵ ɦɚɥɵɯ ɧɚɝɪɭɡɨɤ. ȼ ɞɚɧɧɨɣ 
ɪɚɛɨɬɟ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɢɦɟɧɧɨ ɬɚɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ ɝɢɫɬɟɪɟɡɢɫɧɵɦ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟɦ 
ɪɟɠɢɦɨɦ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɩɨɪɨɝɨɜ ɞɥɢɧɵ ɨɱɟɪɟɞɢ. Ƚɢɫɬɟɪɟɡɢɫɧɨɟ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ 
ɦɚɫɲɬɚɛɢɪɨɜɚɧɢɟɦ ɫɢɫɬɟɦɵ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɭɦɟɧɶɲɢɬɶ ɱɢɫɥɨ ɜɤɥɸɱɟɧɢɣ/ɨɬɤɥɸɱɟɧɢɣ 
ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɯ ɫɟɪɜɟɪɨɜ [1,2]. 

Ɇаɬɟɦаɬичɟɫɤая ɦɨɞɟɥɶ 
Ⱦɥɹ ɚɧɚɥɢɡɚ ɨɫɧɨɜɧɵɯ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɧɵɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ ɛɵɥɚ ɩɨɫɬɪɨɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɫɢɫɬɟɦɵ 

ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɫ ɝɢɫɬɟɪɟɡɢɫɧɵɦ ɩɨɞɤɥɸɱɟɧɢɟɦ ɢ ɨɬɤɥɸɱɟɧɢɟɦ ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɯ 
ɫɟɪɜɟɪɨɜ ɜ ɜɢɞɟ ɦɧɨɝɨɥɢɧɟɣɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫ K ɩɪɢɛɨɪɚɦɢ, ɢ 
ɤɨɧɟɱɧɨɣ ɨɱɟɪɟɞɶɸ ɟɦɤɨɫɬɢ R. ɇɚ ɫɢɫɬɟɦɭ ɩɨɫɬɭɩɚɟɬ ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɢɣ ɩɨɬɨɤ ɡɚɹɜɨɤ ɫ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ . ɉɨɞɪɚɡɭɦɟɜɚɟɬɫɹ, ɱɬɨ ɩɪɢɛɨɪɵ ɨɞɧɨɪɨɞɧɵɟ, ɜɪɟɦɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ . Чɢɫɥɨ ɚɤɬɢɜɧɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬɫɹ 
ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɞɥɢɧɵ ɨɱɟɪɟɞɢ ɢ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɜɟɤɬɨɪɨɜ ɜɟɪɯɧɢɯ ɩɨɪɨɝɨɜ

 1 2 1 1 1, , , ,K KH H H H H   H , ɢ ɧɢɠɧɢɯ ɩɨɪɨɝɨɜ  1 2 1, , , KL L L L , 

1 1KL L   , ɩɪɢɱɟɦ 1 2 , 1, 1i i iL H L i K       . ȿɫɥɢ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɵɣ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ ɜ 
ɫɢɫɬɟɦɟ k K ɚɤɬɢɜɧɵɯ ɢɥɢ ɧɚɯɨɞɹɳɢɯɫɹ ɜ ɩɪɨɰɟɫɫɟ ɚɤɬɢɜɚɰɢɢ ɩɪɢɛɨɪɨɜ, ɬɨ ɩɪɢ 
ɫɧɢɠɟɧɢɢ ɞɥɢɧɵ ɨɱɟɪɟɞɢ ɞɨ ɩɨɪɨɝɚ ɫɧɢɠɟɧɢɹ ɧɚɝɪɭɡɤɢ 1kL   ɦɝɧɨɜɟɧɧɨ ɨɬɤɥɸɱɢɬɫɹ ɨɞɢɧ 

ɩɪɢɛɨɪ, ɚ ɩɪɢ ɩɪɟɜɵɲɟɧɢɢ ɩɨɪɨɝɚ kH  ɧɚɱɢɧɚɟɬɫɹ ɚɤɬɢɜɚɰɢɹ ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɨɝɨ ɩɪɢɛɨɪɚ. 
ɉɪɢɱɟɦ ɚɤɬɢɜɚɰɢɹ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɧɟ ɦɝɧɨɜɟɧɧɨ, ɚ ɱɟɪɟɡ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɟ ɜɪɟɦɹ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ  . Ɂɚɹɜɤɢ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɸɬɫɹ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ 
ɞɢɫɰɢɩɥɢɧɨɣ FCFS (FirstComeFirstServe). Фɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ 
Ɇɚɪɤɨɜɫɤɢɦ ɩɪɨɰɟɫɫɨɦ ( )X t  ɫ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ 

                                                                        
1 ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɩɪɢ ɱɚɫɬɢɱɧɨɣ ɮɢɧɚɧɫɨɜɨɣ ɩɨɞɞɟɪɠɤɟ ɊФФɂ ɜ ɪɚɦɤɚɯ 
ɧɚɭɱɧɵɯ ɩɪɨɟɤɬɨɜ № 14-07-00090, 15-07-03051, 15-07-03608. 
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ɝɞɟ k  - ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɩɪɢɛɨɪɨɜ; i  - ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɚɤɬɢɜɢɪɨɜɚɧɧɵɯ ɩɪɢɛɨɪɨɜ; n  
- ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɡɚɹɜɨɤ ɜ ɨɱɟɪɟɞɢ. 

Ⱦɥɹ ɞɚɧɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɜ ɫɬɚɬɶɟ [3] ɛɵɥ ɩɨɥɭɱɟɧ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɣ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɞɥɹ ɪɚɫɱɟɬɚ 
ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ, ɚ ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɧɚɦɢ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɞɥɹ 
ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ Ʌɚɩɥɚɫɚ-ɋɬɢɥɬɶɟɫɚ (ɉɅɋ) ɜɪɟɦɟɧɢ ɩɪɟɛɵɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɤɢ ɜ 
ɫɢɫɬɟɦɟ ( )W s ɢɡ ɪɟɤɭɪɪɟɧɬɧɵɯ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ (1-9) ɢ ɮɨɪɦɭɥɵ (10). 
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ɉɅɋ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɬɤɥɢɤɚ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɟ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ (10), ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɩɨɥɭɱɢɬɶ 
ɮɭɧɤɰɢɸ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɬɤɥɢɤɚ ɩɪɢ ɩɨɦɨɳɢ ɨɛɪɚɬɧɨɝɨ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ, ɚ ɬɚɤɠɟ 
ɤɜɚɧɬɢɥɢ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɵɯ ɭɪɨɜɧɟɣ. ɉɪɢ ɛɨɥɶɲɢɯ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɹɯ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɪɚɳɟɧɢɟ ɉɅɋ 
ɫɬɚɧɨɜɢɬɫɹ ɫɥɢɲɤɨɦ ɫɥɨɠɧɨɣ ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɨɣ ɡɚɞɚɱɟɣ, ɨɞɧɚɤɨ ɜ ɷɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ ( )W s  ɦɨɠɟɬ 
ɛɵɬɶ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɚ ɞɥɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɦɨɦɟɧɬɨɜ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɬɤɥɢɤɚ, ɜ ɬɨɦ ɱɢɫɥɟ ɞɢɫɩɟɪɫɢɢ.  
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Чиɫɥɟɧɧыɣ ɷɤɫɩɟɪиɦɟɧɬ 
Ⱦɥɹ ɢɥɥɸɫɬɪɚɰɢɢ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɝɨ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚ ɛɵɥ ɩɪɨɜɟɞɟɧ ɚɧɚɥɢɡ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɝɨ 

ɨɠɢɞɚɧɢɹ ɢ ɞɢɫɩɟɪɫɢɢ ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɬɤɥɢɤɚ ɨɛɥɚɱɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɩɪɢ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɯ ɧɚɝɪɭɡɤɢ ɢ ɫɥɟɞɭɸɳɟɣ ɤɨɧɮɢɝɭɪɚɰɢɢ ɫɢɫɬɟɦɵ: ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɫɟɪɜɟɪɨɜ

3K  , ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɚɹ ɞɥɢɧɚ ɨɱɟɪɟɞɢ 75R  , ɜɟɤɬɨɪɵ ɧɢɠɧɢɯ ɢ ɜɟɪɯɧɢɯ ɩɨɪɨɝɨɜ 
   14;24 , 25;50 L H  ɢ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ 1  . 

 
                               (a)                                                                         (ɛ) 

Ɋɢɫ. 1. Ɇɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɟ ɨɠɢɞɚɧɢɟ (ɚ) ɢ ɞɢɫɩɟɪɫɢɹ (ɛ) ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɬɤɥɢɤɚ ɩɪɢ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ 
ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ  ɢ  . 

Ʉɚɤ ɜɢɞɧɨ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɚɯ, ɜ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɛɵɫɬɪɨɝɨ ɩɨɞɤɥɸɱɟɧɢɹ ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɯ ɫɟɪɜɟɪɨɜ (
1   ɢ 10  ) ɝɪɚɮɢɤ ɞɢɫɩɟɪɫɢɢ ɢɦɟɟɬ ɥɨɤɚɥɶɧɵɟ ɦɢɧɢɦɭɦɵ ɩɪɢ ɩɨɥɭɰɟɥɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ 

ɧɚɝɪɭɡɤɢ. Эɬɨ ɜɵɡɜɚɧɨ ɬɟɦ, ɱɬɨ ɜ ɬɚɤɢɯ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɩɨɞɤɥɸɱɟɧɢɟ ɢ ɨɬɤɥɸɱɟɧɢɟ 
ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɯ ɫɟɪɜɟɪɨɜ ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɧɚɢɛɨɥɟɟ ɱɚɫɬɨ, ɫɝɥɚɠɢɜɚɹ ɧɟɪɚɜɧɨɦɟɪɧɨɫɬɶ 
ɩɨɫɬɭɩɥɟɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ. 

Вывɨɞы 
ȼ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ ɦɟɬɨɞ ɪɚɫɱɟɬɚ ɉɅɋ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɬɤɥɢɤɚ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɥɚɱɧɵɯ 

ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɫ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢɦ ɦɚɫɲɬɚɛɢɪɨɜɚɧɢɟɦ, ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɣ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɡɧɚɱɟɧɢɹ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɨɠɢɞɚɧɢɹ ɢ ɞɢɫɩɟɪɫɢɢ ɨɞɧɨɣ ɢɡ ɜɚɠɧɟɣɲɢɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɧɚ ɤɨɬɨɪɵɟ ɫɥɟɞɭɟɬ ɨɪɢɟɧɬɢɪɨɜɚɬɶɫɹ ɩɪɢ ɪɚɫɱɟɬɟ ɢ 
ɩɪɨɟɤɬɢɪɨɜɚɧɢɢ ɨɛɥɚɱɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ.  
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МОДЕЛЬ СХЕМЫ СОВМЕСТНОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

РЕСУРСОВ LSA СО СНИЖЕНИЕМ СКОРОСТИ И 

ПРЕРЫВАНИЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ В СЕТИ 3GPP LTE
1
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Построена модель схемы совместного использования радиочастот LSA (Licensed 

Shared Access) в сети LTE (Long-Term Evolution) оператором-арендатором, 

имеющим доступ к полосе индивидуального использования и к арендованной 

полосе совместного использования, и оператором-владельцем, имеющим доступ 

только к полосе совместного использования. Управление доступом к 

радиоресурсам сети реализовано за счет снижения скорости обслуживания 

пользователей на полосе совместного использования, при необходимости 

использования этих ресурсов оператором-владельцем. 
Ключевые слова: LTE, управление доступом, совместное использование радиочастот, 
LSA, снижение скорости передачи данных. 

Введение 
Правила совместного использования операторами радиочастот не определены в 

международных стандартах, что позволяет строить различные варианты моделей схем 
доступа к радиочастотам [1,2].  
В докладе рассматривается модель схемы совместного использования радиочастот, 

управление радиоресурсами которой построено на реализации «мягкой» политики, 
снижения скорости обслуживания [3] заявок оператора-арендатора, находящихся на 
полосе совместного использования, в случае необходимости освобождения ресурсов для 
оператора-владельца. На полосе индивидуального использования снижения скорости 
обслуживания не происходит. 

Модель со снижением скорости обслуживания 
Предположим, что поступающие на обслуживание заявки образуют пуассоновский 

поток интенсивности �, а время обслуживания распределено по экспоненциальному 
закону со средним ���. Предложенная нагрузка определяется по формуле � � �/�. 
Обслуживание на полосе индивидуального использования емкостью �� происходит с 
максимальной скоростью 	
��. Заявки на полосе совместного использования емкостью � могут быть обслужены как на максимальной 	
��, так и на минимальной  	
�� 
скорости, в случае, если оператору-владельцу необходимы его радиоресурсы. 
Обозначим � – интенсивность, с которой поступают запросы владельца на 
освобождение ресурсов полосы совместного использования, т.е. интенсивность перехода 
системы в состояние, когда скорость обслуживания заявок на полосе совместного 
использования снижается до 	
��, а � – интенсивность перехода системы в состояние, 
когда обслуживание заявок на любой полосе доступно на максимальной скорости. 
Обозначим 1 1 max{0,1,..., / }n C d∈     – количество заявок на полосе индивидуального 

использования; �
�� ∈ �0,1, … , ��/	
���� – количество заявок на полосе совместного 
использования, обслуживаемых с максимальной скоростью; �
�� ∈ �0,1,… , ��/	
���� – 
количество заявок на полосе совместного использования, обслуживаемых со сниженной 
скоростью; � ∈ �0,1� – состояние системы, где 1 обозначает, что обслуживание на полосе 
                                                                        
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов № 16-37-
00421 мол_а и 16-07-00766 а. 
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совместного использования доступно на максимальной скорости, 0 – на сниженной 
скорости. Тогда вектор ���, �
��, �
��, �� описывает состояние системы в пространстве 
состояний (1) 

� �  �� � 0,1,… , ! "#$%&'( , �
�� � 0,1,… , ! ")$%&'( , �
�� � 0, � � 1	 ∪
∪	�� � 0,1,… , ! "#$%&'( , �
�� � 0, �
�� � 0,1, … , ! ")$%&'( , � � 0	,. (1) 

Граф интенсивностей переходов представлен на рис.1. Для краткости обозначим ���/	
��� � "-$ , . � 1,2. 
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Рис.1. Граф интенсивностей переходов 

При поступлении заявки на обслуживание возможны следующие случаи: 
• заявка поступает на обслуживание на полосу индивидуального использования, 

если число свободных ресурсов полосы больше или равно 	
��; 
• заявка поступает на обслуживание на полосу совместного использования, если 

на полосе индивидуального использования  свободных ресурсов меньше чем 	
��, а обслуживание на полосе совместного использования доступно на 
максимальной скорости �� � 1�, и количество свободных ресурсов полосы 
больше или равно 	
��;  

• заявка будет заблокирована, если: 
1. число свободных ресурсов на полосе индивидуального 

использования меньше 	
��, и  обслуживание на полосе 
совместного использования не доступно на максимальной скорости �� � 0�; 

2. число свободных ресурсов на полосе индивидуального 
использования меньше 	
��, обслуживание на полосе совместного 
использования доступно на максимальной скорости �� � 1�, а число 
свободных ресурсов на полосе совместного использования меньше 	
��. 
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Отметим, что полоса совместного использования обладает следующим свойством: 
обслуживание может происходить на максимальной скорости 	
��, т.е. полоса 
совместного использования переходит в состояние � � 1 только тогда, когда завершено 
обслуживание всех заявок со скоростью 	
��, т.е. когда �
�� � 0, и данные частоты не 
требуются оператору-владельцу. 

Выводы 
В докладе построена модель совместного использования радиоресурсов оператором-

арендатором и оператором-владельцем со снижением скорости обслуживания 
пользователей, заявки которых обслуживаются  на полосе совместного использования. В 
дальнейшем предполагается получить формулы для расчета основных вероятностных 
характеристик модели, а именно вероятности блокировки и средней скорости 
обслуживания заявок, провести численный анализ этих показателей эффективности 
модели.  
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We propose a model of the Licensed Shared Access scheme by operator and incumbent in 

LTE network. Operator can use radio frequencies of LSA band and main band, 

incumbent can use radio frequencies only of main band. Admission control is 

implemented by bit rate degradation of main band services, if incumbent want to use these 

resources. 
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Фёɞɨɪɨɜа Е.А.  
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В ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɨɜɟɞɟɧɨ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ СМО ɫ ɩɨɜɬɨɪɧыɦɢ ɜыɡɨɜɚɦɢ М/М/N ɦɟɬɨɞɨɦ 
ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɜ ɭɫɥɨɜɢɢ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɢ.  
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: RQ-ɫɢɫɬɟɦɚ, ɦɟɬɨɞ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ, ɛɨɥɶɲɚɹ ɡɚɝɪɭɡɤɚ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
ȼ ɪɟɚɥɶɧɵɯ ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦɚɯ ɱɚɫɬɨ ɜɨɡɧɢɤɚɸɬ ɫɢɬɭɚɰɢɢ ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ 

ɨɛɪɚɳɟɧɢɣ ɡɚɹɜɨɤ ɤ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɸɳɟɦɭ ɩɪɢɛɨɪɭ ɩɨɫɥɟ ɧɟɭɞɚɱɧɨɣ ɩɨɩɵɬɤɢ ɞɨɛɢɬɶɫɹ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫɩɭɫɬɹ ɧɟɤɨɬɨɪɨɟ ɫɥɭɱɚɣɧɨɟ ɜɪɟɦɹ. Ɍɚɤɢɟ ɩɨɜɬɨɪɧɵɟ ɜɵɡɨɜɵ ɦɨɝɭɬ ɛɵɬɶ 
ɜɵɡɜɚɧɵ ɧɟ ɬɨɥɶɤɨ ɨɬɫɭɬɫɬɜɢɟɦ ɫɜɨɛɨɞɧɵɯ ɫɟɪɜɟɪɨɜ ɜ ɦɨɦɟɧɬɵ ɩɨɫɬɭɩɥɟɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ, ɧɨ 
ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɦɢ ɩɪɢɱɢɧɚɦɢ (ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɧɟɢɫɩɪɚɜɧɵɣ ɩɪɢɛɨɪ).  

ȼ ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɩɨɞɨɛɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ, ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬ 
ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫ ɩɨɜɬɨɪɧɵɦɢ ɜɵɡɨɜɚɦɢ – RQ-ɫɢɫɬɟɦɵ (RОtrТal 
Queueing System) [1, 2]. 

ɇɚ ɫɟɝɨɞɧɹɲɧɢɣ ɞɟɧɶ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɸ RQ-ɫɢɫɬɟɦ ɩɨɫɜɹɳɟɧɨ ɛɨɥɶɲɨɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɪɚɛɨɬ 
[3], ɨɞɧɚɤɨ ɚɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɢɯ ɮɨɪɦɭɥ ɩɨɥɭɱɟɧɨ ɧɟɦɧɨɝɨ (ɥɢɲɶ ɞɥɹ ɨɞɧɨɥɢɧɟɣɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ ɫ 
ɩɪɨɫɬɟɣɲɢɦ ɜɯɨɞɹɳɢɦ ɩɨɬɨɤɨɦ) [2]. ȼ ɨɫɧɨɜɧɨɦ, ɡɚɞɚɱɢ ɪɟɲɚɸɬɫɹ ɱɢɫɥɟɧɧɵɦɢ 
ɦɟɬɨɞɚɦɢ ɢɥɢ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ, ɢ ɤɚɤ ɫɥɟɞɫɬɜɢɟ, ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ 
ɬɚɤɢɯ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɣ ɢɦɟɸɬ ɭɡɤɭɸ ɩɪɢɦɟɧɢɦɨɫɬɶ. 

Дɥɹ RQ-ɫɢɫɬɟɦ ɫ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɦɢ ɩɪɢɛɨɪɚɦɢ Ƚ.И. Фɚɥɢɧɵɦ ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɮɨɪɦɭɥɵ ɞɥɹ 
ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɨɠɢɞɚɧɢɹ ɢ ɞɢɫɩɟɪɫɢɢ ɱɢɫɥɚ ɡɚɹɜɨɤ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɹɳɚɹ 
ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ Ɇ|Ɇ|2 [2]. 

ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɞɥɹ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɦɧɨɝɨɥɢɧɟɣɧɵɯ RQ-ɫɢɫɬɟɦ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɦɟɬɨɞ 
ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɜ ɭɫɥɨɜɢɢ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɢ, ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɣ ɩɨɥɭɱɢɬɶ 
ɚɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɢɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɪɚɡɥɢɱɧɨɣ ɫɥɨɠɧɨɫɬɢ. 

Ɇаɬɟɦаɬичɟɫɤая ɦɨɞɟɥɶ 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ RQ-ɫɢɫɬɟɦɭ ɫ N ɩɪɢɛɨɪɚɦɢ, ɧɚ ɜɯɨɞ ɤɨɬɨɪɨɣ ɩɨɫɬɭɩɚɟɬ ɩɪɨɫɬɟɣɲɢɣ ɩɨɬɨɤ 

ɡɚɹɜɨɤ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ λ, ɜɪɟɦɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɤɚɠɞɨɣ ɡɚɹɜɤɢ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɩɨ 
ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɦɭ ɡɚɤɨɧɭ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ μ (ɪɢɫ. 1). ȿɫɥɢ ɩɨɫɬɭɩɢɜɲɚɹ ɡɚɹɜɤɚ ɡɚɫɬɚɟɬ ɨɞɢɧ 
ɢɡ ɩɪɢɛɨɪɨɜ ɫɜɨɛɨɞɧɵɦ, ɬɨ ɨɧɚ ɡɚɧɢɦɚɟɬ ɟɝɨ ɞɥɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ. ȿɫɥɢ ɜɫɟ ɩɪɢɛɨɪɵ ɡɚɧɹɬɵ, 
ɬɨ ɡɚɹɜɤɚ ɩɟɪɟɯɨɞɢɬ ɜ ɢɫɬɨɱɧɢɤ ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ ɜɵɡɨɜɨɜ (Иɉȼ ɢɥɢ ɨɪɛɢɬɚ), ɝɞɟ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬ 
ɫɥɭɱɚɣɧɭɸ ɡɚɞɟɪɠɤɭ, ɩɪɨɞɨɥɠɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɤɨɬɨɪɨɣ ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ σ. Иɡ Иɉȼ ɩɨɫɥɟ ɫɥɭɱɚɣɧɨɣ ɡɚɞɟɪɠɤɢ ɡɚɹɜɤɚ ɜɧɨɜɶ 
ɨɛɪɚɳɚɟɬɫɹ ɤ ɩɪɢɛɨɪɭ ɫ ɩɨɜɬɨɪɧɨɣ ɩɨɩɵɬɤɨɣ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɟ. ȿɫɥɢ ɟɫɬɶ 
ɫɜɨɛɨɞɧɵɣ ɩɪɢɛɨɪ, ɬɨ ɡɚɹɜɤɚ ɢɡ Иɉȼ ɡɚɧɢɦɚɟɬ ɟɝɨ ɞɥɹ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ, ɜ ɩɪɨɬɢɜɧɨɦ ɫɥɭɱɚɟ 
ɨɧɚ ɦɝɧɨɜɟɧɧɨ ɜɨɡɜɪɚɳɚɟɬɫɹ ɜ ɢɫɬɨɱɧɢɤ ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ ɜɵɡɨɜɨɜ ɞɥɹ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɫɥɟɞɭɸɳɟɣ 
ɡɚɞɟɪɠɤɢ.  

ɉɭɫɬɶ i(t) – ɱɢɫɥɨ ɡɚɹɜɨɤ ɜ Иɉȼ, ɚ k(t) – ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ ɩɪɢɛɨɪɚ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ 
ɨɛɪɚɡɨɦ: 

kሺݐሻ = {  
  Ͳ, ˈ˔лˋ  ˅˔ˈ ˒˓ˋ˄ˑ˓ы  ˔˅ˑ˄ˑˇːы ,ͳ, ˈ˔лˋ  ͳ ˒˓ˋ˄ˑ˓  ˊ˃ːя˕,ʹ, ˈ˔лˋ  ʹ ˒˓ˋ˄ˑ˓˃  ˊ˃ːя˕ы,. . .ܰ, ˈ˔лˋ  ˅˔ˈ ˒˓ˋ˄ˑ˓ы  ˊ˃ːя˕ы.  
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Ɋɢɫ. 1. RQ-ɫɢɫɬɟɦɚ MеMеN  

Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ P{k(t)=k, i(t)=i}=P(k,i,t) – ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶ ɬɨɝɨ, ɱɬɨ ɩɪɢɛɨɪ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t 
ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ ɜ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ k ɢ ɜ ɢɫɬɨɱɧɢɤɟ ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ ɜɵɡɨɜɨɜ ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ i ɡɚɹɜɨɤ. Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, 
ɱɬɨ ɩɪɨɰɟɫɫ {k(t), i(t)} ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɞɚɧɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɜɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɹɜɥɹɟɬɫɹ 
ɦɚɪɤɨɜɫɤɢɦ.  

ɋɬɚɜɢɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ ɱɢɫɥɚ ɡɚɹɜɨɤ ɜ ɢɫɬɨɱɧɢɤɟ 
ɩɨɜɬɨɪɧɵɯ ɜɵɡɨɜɨɜ ɬɚɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ.  

Дɥɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ P(k,i,t) ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɨɣ RQ-ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɫɨɫɬɚɜɢɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ Кɨɥɦɨɝɨɪɨɜɚ, ɤɨɬɨɪɭɸ ɡɚɩɢɲɟɦ ɜ 
ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɦ ɪɟɠɢɦɟ. 

ȼɜɟɞɟɦ ɱɚɫɬɢɱɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ �ሺݑሻ = ∑ ���ሺ݇, �ሻ , ɝɞɟ ݆ = √−ͳ. 

{   
   −ρ�ሺݑሻ + σ�μ�′ሺݑሻ + ଵ��ଵሺݑሻ = Ͳ,− ቀρ + �ቁ�ሺݑሻ + σ�μ�′ ሺݑሻ + ρ�−ଵሺݑሻ − σ�μ �−��−ଵ′ ሺݑሻ ++ +ଵ� �+ଵሺݑሻ = Ͳ,  ˆˇˈ ݇ = ͳ,ܰ − ͳ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅−ሺρ + ͳሻ��ሺݑሻ + ρ��−ଵሺݑሻ − σ�μ �−���−ଵ′ሺݑሻ + ρ����ሺݑሻ = Ͳ,

   (1) 

ɝɞɟ ρ=λ/(Nμ) – ɩɚɪɚɦɟɬɪ, ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɸɳɢɣ ɡɚɝɪɭɡɤɭ ɫɢɫɬɟɦɵ. 
Ɋɟɲɢɦ ɫɢɫɬɟɦɭ (1) ɦɟɬɨɞɨɦ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɜ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɢ, 

ɬɨ ɟɫɬɶ ɩɪɢ ρ↑1 ɢɥɢ ɩɪɢ ε↓0, ɝɞɟ ε=1–ρ>0. 
ȼɜɟɞɟɦ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ u=εw, �ሺݑሻ = ���ሺ�, �ሻ, �ଵሺݑሻ = ��−ଵ�ଵሺ�, �ሻ, …, �ሺݑሻ =��−�ሺ�, �ሻ, …,HNሺݑሻ = ��ሺ�, �ሻ. Ɍɨɝɞɚ ɫɢɫɬɟɦɚ (1) ɩɟɪɟɩɢɲɟɬɫɹ ɜ ɜɢɞɟ: 

{  
  
  −ሺͳ − εሻε�ሺ�, εሻ + σ�μ ∂�బሺ�,εሻ∂� + ଵ� �ଵሺ�, εሻ = Ͳ,−ሺͳ − ε + �ሻε�ሺ�, εሻ + σ�μ ∂��ሺ�,εሻ∂� + ሺͳ − εሻεଶ�−ଵሺ�, εሻ −− σ�μ �−�εε ∂��−భሺ�,εሻ∂� + +ଵ� �+ଵሺ�, εሻ = Ͳ,  ˆˇˈ ݇ = ͳ,ܰ − ͳ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅−ሺͳ − ε + ͳሻ��ሺ�, εሻ + ሺͳ − εሻε��−ଵሺ�, εሻ − σ�μ �−�ε ∂��−భሺ�,εሻ∂� ++ሺͳ − εሻ��ε��ሺ�, εሻ = Ͳ.

   (2) 

Ɂɚɩɢɲɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ: �ሺ�, εሻ = �ሺ�ሻ + ε ⋅ �ሺ�ሻ + ܱሺεଶሻ.   (3) 
Ⱥɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɚɹ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɢ ɦɨɠɟɬ 

ɛɵɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨɦ: ℎሺݑሻ = �� ቀ�εቁ + ܱሺεሻ. 
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Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɞɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢɡ 
ɫɢɫɬɟɦɵ (2) ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɧɚɣɬɢ ɜɢɞ ɮɭɧɤɰɢɢ FN (w). 

Ɋɟɲɚɹ ɫɢɫɬɟɦɭ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ, ɩɨɥɭɱɟɧɧɭɸ ɢɡ (2) ɩɨɞɫɬɚɧɨɜɤɨɣ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɣ (3) ɢ ɭɱɢɬɵɜɚɹ 
ɭɫɥɨɜɢɟ ɧɨɪɦɢɪɨɜɤɢ ℎሺͲሻ = ͳ, ɦɨɠɧɨ ɞɨɤɚɡɚɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɭɸ ɬɟɨɪɟɦɭ. 

Ɍɟɨɪɟɦа. Ⱥɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɚɹ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɱɢɫɥɚ ɡɚɹɜɨɤ ɜ Иɉȼ ɜ RQ-
ɫɢɫɬɟɦɟ MеMеN ɜ ɭɫɥɨɜɢɢ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɢ ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ: ℎሺݑሻ ≈ �� ቀ �ଵ−ρቁ = ቀͳ − �ଵ−ρቁ−μ+σσ .  (4) 

Вывɨɞы 
Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɜ ɪɚɛɨɬɟ ɛɵɥɨ ɩɪɨɜɟɞɟɧɨ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ 

ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɫ ɩɨɜɬɨɪɧɵɦɢ ɜɵɡɨɜɚɦɢ Ɇ/Ɇ/N ɜ ɭɫɥɨɜɢɢ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɢ. Ȼɵɥɚ 
ɩɨɥɭɱɟɧɨ, ɱɬɨ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɚɹ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɱɢɫɥɚ ɡɚɹɜɨɤ ɜ Иɉȼ ɢɦɟɟɬ 
ɜɢɞ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɝɚɦɦɚ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ ɮɨɪɦɵ ߙ =ሺ� + �ሻ/� ɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ ɦɚɫɲɬɚɛɚ ߚ = ͳ − �. Иɧɬɟɪɟɫɧɨ, ɱɬɨ ɩɨɥɭɱɟɧɢɟ ɝɚɦɦɚ-
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɫɨɝɥɚɫɭɟɬɫɹ ɫ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦɢ ɞɥɹ ɨɞɧɨɥɢɧɟɣɧɵɯ RQ-ɫɢɫɬɟɦ [4], ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɵɯ 
ɩɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɜ ɭɫɥɨɜɢɢ ɛɨɥɶɲɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɢ ɝɚɦɦɚ-ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɢɦɟɟɬ ɦɟɫɬɨ ɢ ɞɥɹ ɛɨɥɟɟ 
ɫɥɨɠɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ: ɫ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɝɨ ɜɢɞɚ, ɫ ɜɯɨɞɹɳɢɦ ɆɆɊɊ-
ɩɨɬɨɤɨɦ. 

Иɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɩɪɢ ɮɢɧɚɧɫɨɜɨɣ ɩɨɞɞɟɪɠɤɟ ɊФФИ ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɧɚɭɱɧɨɝɨ 
ɩɪɨɟɤɬɚ № 16-31-00292 ɦɨɥИɚ. 
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In the paper the retrial queue M|M|N is studied by the asymptotic analysis method under 

heavy load condition.  
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ИСПОЛЬЗОВАНИЯ РЕСУРСОВ LSA С ПРЕРЫВАНИЕМ 

ОБСЛУЖИВАНИЯ В СЕТИ 3GPP LTE
1
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В наши дни мобильные операторы все чаще сталкиваются с проблемой нехватки 

радиоресурсов, необходимых для качественного обслуживания пользователей. 

Одним из решений этой проблемы является система совместного использования 

лицензированного спектра частот LSA (Licensed Shared Access). В докладе 

описаны две возможные модели распределения радиоресурсов при использовании 

системы LSA в беспроводных сетях 4, 5-го поколений, основанные на прерывании 

обслуживания пользователей. 
Ключевые слова: LTE, совместное использование радиочастот, LSA, прерывание 
обслуживания. 

Введение 
Согласно прогнозам компании Cisco Systems, в ближайшие 3 года объем трафика, 

передаваемого в мобильных сетях увеличится и будет составлять около 24.3 эксабайт в 
месяц. В связи с этим, мобильные операторы пытаются привлечь дополнительные 
ресурсы, чтобы предоставлять свои услуги пользователям на требуемом уровне. 

В настоящее время, при поддержке Европейской комиссии, разрабатывается система 
совместного использования частотного спектра LSA [1,2], которая позволяет более 
эффективно использовать имеющиеся радиоресурсы. Принцип работы системы состоит 
в том, что владелец лицензированного частотного спектра сдает в аренду оператору-
арендатору радиоресурсы в те моменты времени, в которые они ему не требуются. 

В докладе предложены две схемы совместного использования радиочастот 
оператором-арендатором и владельцем. Арендатор имеет доступ как к полосе 
индивидуального использования – собственной полосе емкостью 1С , доступной ему 

непрерывно, так и к полосе совместного использования емкостью 2С , которую он берет 

в аренду и использует совместно с владельцем. Обе модели реализованы на основе 
прерывания обслуживания пользователей арендованной полосы [3], в случае 
необходимости освобождения ресурсов для владельца. При этом оператор 
перенаправляет заявки, обслуживаемые на арендованной полосе, на полосу 
индивидуального использования, если там имеются свободные ресурсы, если свободных 
ресурсов нет, то обслуживание заявок прерывается. Различие моделей заключается в 
том, что в первой модели заявки непрерывно обслуживаются на той полосе, ресурсы 
которой изначально заняли, а во второй – заявки, обслуживаемые на полосе совместного 
использования, перенаправляются на индивидуальную полосу, если на ней появляются 
свободные ресурсы. 

Описание моделей 
Пусть для обеих моделей входящий поток имеет пуассоновское распределение с 

параметром λ . Среднее время обслуживания – 1µ− . Полоса совместного использования 
может находиться в двух режимах: активном, когда ресурсы доступны как владельцу, 

                                                 
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов № 16-37-
00421 мол_а и 16-07-00766 а. 
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так и арендатору, и пассивном, когда ресурсы доступны только владельцу. Обозначим 
емкость полосы индивидуального использования – 

1
С , а емкость полосы совместного 

использования – 
2

С . Управление доступом в обеих моделях реализовано следующим 

образом: по требованию владельца полоса совместного использования радиочастот с 
интенсивностью α  переходит в пассивный режим, переход в активный режим, т.е. 
восстановление полосы совместного использования, осуществляется с интенсивностью 
β . При переходе полосы совместного использования в пассивный режим заявки, 
обслуживаемые на радиочастотах этой полосы, перенаправляются на полосу 
индивидуального использования, если там имеются свободные ресурсы, в противном 
случае обслуживание этих заявок прерывается. Для обеих моделей состояние системы 
описывает вектор ( )1 2, ,n n s , где 1n  – количество заявок на полосе индивидуального 

использования, 2n  – на полосе совместного использования, s  – состояние полосы 

совместного использования, 0s = , если полоса находится в пассивном режиме и 1s = , 
если – в активном. Для первой модели – модели с непрерывным обслуживанием заявки 
на той полосе, на которую она поступила, пространство состояний имеет вид: 

{ }1 1 2 2 1 1 20,..., , 0,..., , 1 0,..., , 0, 0n C n C s n C n s= = = = ∨ = = =X , (1) 

для второй: 

{ }1 1 2 1 1 2 1 1 2 20,..., , 0, 0 0,..., 1, 0, 1 , 0,..., , 1 .n C n s n C n s n C n C s= = = = ∨ = − = = ∨ = = =X (2) 

Правила приема и обслуживания заявок 
В обоих случаях, при поступлении новой заявки в систему, возможны 3 варианта: 

• заявка обслуживается на полосе индивидуального использования, если на ней 
имеются свободные ресурсы; 

• заявка обслуживается на полосе совместного использования, если на полосе 
индивидуального использования нет свободных ресурсов, а полоса 
совместного использования находится в активном режиме и имеет свободные 
ресурсы; 

• заявка блокируется, в двух случаях: если полоса совместного использования 
находится в пассивном режиме, а на полосе индивидуального использования 
нет свободных ресурсов, или, если полоса совместного использования 
находится в активном режиме, но ни она, ни полоса индивидуального 
использования не имеют свободных ресурсов. 

В отличие от правил приема схемы обслуживания заявок, при условии, что полоса 
совместного использования находится в активном режиме, различны и были описаны 
выше. С учетом сформулированных правил приема и обслуживания заявок элементы 
матриц интенсивностей переходов для обеих моделей, для 

всех 1 2 1 2'( , , ), ( , ,' ')n n s n n s ∈X определяются соответственно следующим образом: 

( )1 1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1

1 1 1 2 2 2
1 2 1 2

1 1

1

2

1 2
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где ( ) { } { }1 1 1 1 2 2 1 1 2 2, 1* ( 1 1 1 1( 0 () 0)s s n C n C sn sC n n n nα β λ µλ µ= − + − + < + += +< >> . 
Заключение 

Для наиболее эффективной работы моделей, построенных с применением системы 
LSA, необходимо чтобы при переходе полосы в пассивный режим, количество заявок, 
перенаправленных  на индивидуальную полосу, было максимально, а число прерванных 
обслуживаний – минимально. В дальнейшем планируется провести численное решение 
задачи оптимизации числа пользователей на полосе совместного использования. 
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Nowadays, mobile operators are faced with a problem of shortage of radio waves 

resources required for qualitative customer service. One of the possible solutions of this 

problem is a framework named – licensed shared access. In this report, we describe two 

possible shared access scheme models with LSA in wireless networks of the 4th and 5th 

generations, which are based on service interruption. 
Кеу words: LTE, LSA, service interruption. 
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К АНАЛИЗУ ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ УСТРОЙСТВ 

D2D-СЕТИ1
 

Абаев П.О., Бесчастный В.А. 

Российский университет дружбы народов, pabaev@sci.pfu.edu.ru, vbeschastny@sci.pfu.edu.ru 

В работе проводится оценка целесообразности использования пространственных 

процессов различного типа в зависимости от плотности расположения 

D2D-устройств в сети. Предложен метод аналитического расчета основных 

характеристик взаимодействия устройств. 

Ключевые слова: пространственные точечные процессы, D2D, LTE, SIR. 

Введение 
Предложенная в недавнее время концепция беспроводных D2D-соединений (Device-

to-Device) в сетях сотовой связи, как ожидается, позволит повысить эффективность 

использования частотного ресурса и энергопотребления. Основная идея состоит в том, 

что D2D-соединения будут использовать те преимущества, которые дает близкое 

расположение взаимодействующих устройств, обладающих возможностью 

устанавливать прямые соединения между собой. Малые расстояния между устройствами 

дают возможность значительно повысить скорость передачи данных, уменьшить её 

задержку и сократить потребление энергоресурсов. В отличие от архитектуры 

традиционных сотовых сетей в D2D-сетях необходимы новые методы обнаружения 

устройств, процедуры физического и MAC уровней (Media Access Control Layer) и 

алгоритмы управления ресурсами сети. Еще одним преимуществом D2D-соединений 

является возможность организации с помощью LTE-устройств (Long Term Evolution), 

поддерживающих технологию D2D, сетей общественной безопасности, которые должны 

функционировать там, где сотовая связь недоступна [1].  
При моделировании D2D-взаимодействий в сотовых сетях в качестве эффективного 

метода часто используются гомогенные пуассоновские пространственные процессы, 

которые довольно просты для применения и анализа. Однако в действительности 

равномерное распределение устройств на плоскости встречается крайне редко. Такой 

подход приводит к тому, что получаемые характеристики сети, в том числе и ключевая 

характеристика при установлении беспроводных соединений – интерференция, имеют 

очевидные расхождения с реальными данными, а потому не могут служить основой для 

разработки новых  методов и алгоритмов. Значительно более точных результатов 

позволяют достичь процессы твердого ядра Матерна, но они сложны для анализа, так 

как для них не существуют аналитических выражений [2]. 

Построение математической модели 

Рассмотрим фрагмент сети, который представляет собой плоскость с 

распределенными на ней устройствами. Для простоты будем полагать мощности сигнала 

всех устройств равными. В рамках данной работы рассматривается только нисходящий 

сигнал от устройств-источников, которые в процессе функционирования могут вызывать 

явление интерференции. Таким образом, имеет смысл рассматривать все устройства как 

потенциальные источники.  

Из представленных упрощений можно получить формулу для нахождения значения 

SIR в виде (1). 

SIR =
gl!
!!

g l
!

!!!

!!!

= l!
!!
∙ l

!

!!

!

!!!

!!

. (1) 
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где α - показатель затухания сигнала в среде (далее в работе полагается α = 4, что 

соответствует наиболее приближенным к реальным условиям), l! - расстояние между 

рассматриваемой парой «целевой источник-приемник», l! - расстояние между парами 

«целевой источник-интерферирующий i-источник», g - мощность сигнала от 

источников, N + 1 - общее количество источников (см. рис. 1) [3].  

 
Рис. 1. Установление прямого соединения между D2D-устройствами 

В работе рассматриваются два наиболее часто применяемых при моделировании 

беспроводных сетей точечных процесса: гомогенный пуассоновский точечный процесс 

(PPP, Poisson Point Process) и процесс твердого ядра Матерна II-типа (MHCPP II, Matérn 

Hardcore Point Process), в котором любые две точки не могут находиться на расстоянии 

меньшем предопределённого параметра �. Примеры процессов представлены на рис. 2. 

  
Рис. 2. Точечные процессы PPP (а) и MHCPP II (б) 

Из рис. 2 видно, что расстояния между точками для обоих процессов отличаются 

значительно. И, хотя при малых интенсивностях процессов � < 10
!!  разница 

существенно не сказывается на значениях интерференции, для сетей с плотным 

распределением устройств такие параметры не применимы. 

Известно, что устройства, находящиеся за пределами круга радиуса 2�, вносят 

одинаковый вклад в значение интерференции вне зависимости от выбора одного из двух 

точечных процессов: MHCPP II или PPP. В работе предложен метод аппроксимации, при 

котором ближайшие точки моделируются с помощью PPP, однако сдвигаются от 

целевой пары таким образом, чтобы первые центральные моменты расстояний от них до 

целевого источника совпадали с расстояниями в MHCP II. Количество таких ближайших 

устройств можно определить как число n, при котором � �! < �! ≤ �, где �! =

2� - квантиль уровня � = 0,99. В таблице 1 представлены значения числа n для 

различных интенсивностей исходного процесса. 

Таблица 1. Количество аппроксимируемых ближайших точек 

� 0,01; 0,02  0,02; 0,05  0,06; 0,4  0,4; 1  

n 7 8 9 10 

На рис. 3 показано распределение плотности SIR для трех процессов при � = 0.01: 

MHCPP II, PPP и PPP со сдвигом ближайших точек. 

!
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Рис. 3. Распределение плотности SIR для точечных процессов 

Выводы 

В работе построена математическая модель взаимодействия беспроводных устройств, 

применимая для решения задач оптимизации для беспроводных сетей с установлением 

D2D-соединений. Установлено, что аппроксимация процессов твердого ядра Матерна 

пространственными пуассоновскими процессами приводит к значительной потери 

точности при моделировании процессов. Тем не менее, сдвиг ближайших к целевой паре 

точек позволяет достаточно точно аппроксимировать MHCPP II, предоставляя 

возможность использовать известные аналитические выражения для расчета 

характеристик сети. 
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Spatial models applicability under different network density levels was analyzed. A 

method for analytical modelling of D2D underlaid network was proposed. 
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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ И АНАЛИЗ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 

ЭФФЕКТИВНОСТИ IMS СЕРВЕРА КОНФЕРЕНЦСВЯЗИ1
 

Абаев П.О., Бесчастный В.А., Царев А.С. 

Российский университет дружбы народов, 
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Конференцсвязь – это одна из специализированных услуг, поддерживаемых 

подсистемой IMS. Для анализа показателей эффективности функционирования 

сервера и качества предоставляемой услуги конференцсвязи построена 

математическая модель в виде системы c групповым обслуживанием сообщений 

и прогулками прибора.  
Ключевые слова: подсистема IMS, SIP, конференцсвязь, групповое обслуживание, 
прогулки прибора. 

Введение 
Мультимедийная подсистема IP (IMS) предоставляет общую платформу 

мультимедийных услуг для IP-сетей. Одно из основных отличий IMS от других 
технологий – интеграция различных сетей доступа в одно целое, что позволяет снизить 
затраты на развитие сети. Конференцсвязь – это одна из специализированных услуг, 
поддерживаемых IMS. Описание процесса взаимодействия узлов при установлении 
сеанса конференцсвязи на базе протокола SIP приведено в [1]. Согласно документу, 
топология сети должна содержать следующие элементы: пользовательское 
оборудование (UE); сервер приложения (AS) и SIP прокси серверы (CSCF), которые 
включают в себя edge-proxy (P-CSCF) и core-proxy (I-CSCF и S-CSCF).  

Процедура установления сеанса конференцсвязи 
Процедуру установления сеанса конференцсвязи, представленную на рис. 1, можно 

описать следующим образом: UE-источники посылают INVITE запросы Edge-Proxy 1, 
расположеному в домашнем регионе. Сообщения группируются по принадлежности к 
одной конференции, и далее отправляются в виде единного INVITE запроса, соержащего 
информацию о всех участниках конференции. Сообщение INVITE достигает узла Edge 
Proxy 2, который генерирует нужное количество INVITE запросов по числу 
получателей. Далее, ответные сообщения с кодом 183 группируются на Edge Proxy 2 в 
единное сообщение 183 и передаются далее по цепочке серверов. 

Построение математической модели 
Для анализа качества предоставления услуги многосторонней конференции построим 

математическую модель в виде системы массового обслуживания (СМО) с групповым 
обслуживанием и прогулками прибора [2]. Рассмотрим однолинейную систему с 
накопителем конечной емкости R . На систему поступает пуассоновский поток заявок с 
интенсивностью λ . Обслуживание заявок производится пачками размера не более L . 
Длительность обслуживания не зависит от размера пачки и распределена 
экспоненциально с параметром << µµ 0, ∞. Если прибор свободен и в очереди 

имеются n  заявок, то на прибор для обслуживания поступает пачка размерами
RnLn ≤≤0),,min( . Если прибор занят, то заявки поступают в накопитель. Если при 

поступлении в систему новой заявки нет свободных мест в накопителе, то заявка 
теряется. Если по окончанию обслуживания пачки система пуста, то прибор уходит на 
прогулку. 

                                                                        
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 
проекта №15-07-03608. 
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Рис. 1. Агрегация сообщений при установлении сеанса конференцсвязи 

Если в очереди имеются по крайней мере H заявок, ожидающих обслуживание, то 
прогулка завершается через интервал времени, который имеет экспоненциальное 
распределение с параметром θ , и прибор приступает к обработке заявок. Схема 
системы массового обслуживания представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Схема системы массового обслуживания 

Составной случайный процесс ( ) ( )( )( ) ,t m t n t=X , где { }0,1m = - состояние прибора 

(0 – прибор обслуживает заявку, 1 – прибор на прогулке), Rn ≤≤0  – количество 
заявок в очереди, по построению является марковским и описывает поведение системы 

над пространством состояний ( ) { }( , ) : (0 , 0,1)t m n n R m= ≤ ≤ =X . Обозначим, 

( ) ( ){ }lim ,ij
t

p P m t i n t j
→∞

= = =  стационарное распределение процесса ( )tX .  

Результаты моделирования 
Для случая экспоненциального обслуживания решение СУР получены численно, для 

случая детерминированного обслуживания был разработан программный комплекс, 
основанный на принципах имитационного моделирования [3]. На рис. 3 представлен 
график зависимости среднего времени ожидания обслуживания заявки W  от 

интенсивности поступающих заявок λ  при различной интенсивности выхода прибора 
из прогулки.  
Видно, что при фиксированных параметрах среднее время ожидания обслуживания 

заявок уменьшается при увеличении интенсивности поступающих заявок. 

Оптимизационная задача 
Во время прогулки прибора возможно выделение ресурсов для решения других задач. 

При этом важно сохранить оптимальные значения среднего времени ожидания 

обслуживания заявки 0 1
0 0

R R

j j

j j
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= =

 
 = +
 
 
∑ ∑  и вероятность блокировки системы 

0 1R RB p p= +  для достижения наилучших значений качества обслуживания. Для этого 
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сформулируем оптимизационную задачу максимизации времени прогулки без потери 
показателей качества обслуживания при заданных параметрах системы.  
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Рис. 3. Среднее время ожидания обслуживания заявок 

Выводы 
В данной работе была построена математическая модель обслуживания IMS сервера 

конференцсвязи в виде СМО с групповым обслуживанием заявок и прогулками прибора 
и разработан программный комплекс для анализа системы для случая 
детерминированного обслуживания. Оптимизационная задача и вывод аналитических 
формул для расчета характеристик являются задачами дальнейших исследований. Кроме 
того, установлено, что наличие прогулки при определенных параметрах системы 
позволяет без ущерба для QoS выделять ресурсы для решения других задач. В 
дальнейшем предполагается изучить модель с групповым поступлением сообщений, 
групповым обслуживанием сообщений и прогулками прибора. 
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The multi-party conferencing is one of the specialized services provided by IP Multimedia 

Subsystem. A mathematical model with batch service and vacation queues is constructed 

in order to analyze the measures of server performance and its quality of service. 
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ВЛИЯНИЕ МЕЖСЕТЕВОГО ЭКРАНА НА СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ 

УСТАНОВЛЕНИЯ СЕССИИ
1
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Для оценки среднего времени установления сессии между двумя пользователями 

при наличии одного межсетевого экрана и двух прокси-серверов разработана 

имитационная модель процедуры установления сессии в среде AnyLogic. 

Фильтрация трафика межсетевым экраном предполагает последовательную 

проверку трех правил. 
Ключевые слова: межсетевой экран, время установления сессии, фильтрация трафика, 
имитационная модель, сигнальные сообщения. 

Введение 

 Для эффективной работы средств защиты данных в сети необходимо разрабатывать 
универсальные методы оптимизации таких комплексов. Правильный выбор 
оборудования для конкретных задач и анализ общих параметров сети позволяет 
своевременно обеспечить надежную защиту данных. Исследования внедрения и 
последующего функционирования в сети межсетевых экранов играют важную роль в 
формировании комплексных мер защиты информации в каналах передачи данных. 
Межсетевой экран (англ., firewall) реализует фильтрацию сетевого трафика между двумя 
конечными пользователями. Фильтрация трафика через межсетевой экран (МСЭ) влияет 
на временные характеристики, например, на время установления сессии между двумя 
пользователями. Для более детального рассмотрения была выбрана процедура 
установления сессии между двумя абонентами с использованием одного МСЭ и двух 
прокси-серверов по пути следования сигнальных сообщений.  

Оценка времени установления сессии при наличии межсетевого экрана 
Для оценки эффективности функционирования МСЭ в модели процедуры 

установления сессии детально исследуется влияние времени фильтрации трафика в МСЭ 
на общие временные характеристики сети, например, на время установления сессии 
между двумя конечными абонентами.  

queue

drop1

FireDrop

rule_1

rule_2

rule_3

Firewall

 
Рис. 1.  Функциональный блок Firewall. 

Процедура представлена следующими функциональными блоками: Пользователь 1 
(источник), Firewall (МСЭ), Proxy-1 (прокси-сервер, выполняющий посреднические 
функции для первого пользователя), IP/MPLS (магистральная сеть), Proxy-2 (прокси-
сервер, выполняющий посреднические функции для второго пользователя), 
Пользователь 2 (получатель). Некоторые из этих функциональных блоков на практике 
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могут быть реализованы совместно, но в данной работе каждый элемент реализован 
отдельно. МСЭ реализован в виде системы массового обслуживания с конечным 
буфером. Также на межсетевом экране идет последовательная проверка правил (rule_1, 
rule_2, rule_3), по которым происходит основная фильтрация трафика. Для каждого 
сообщения, который не прошел цепочку правил, существует общий сброс (FireDrop). 
Оценка времени установления сессии может быть проведена несколькими способами, 

например, с помощью математической модели в виде сети массового обслуживания 
(СеМО) [1], или с помощью имитационного моделирования, например, в программе с 
многоподходным инструментарием для имитационного моделирования AnyLogic. 

Моделирование процедуры установления сессии 
Авторами разработана имитационная модель в среде AnyLogic, реализованная в виде 
цепи последовательных блоков, обслуживающих сигнальные сообщения из процедуры 
установления сессии. Первым функциональным блоком, принимающим участие в 
процедуре установления сессии является блок Пользователь 1, который находится 
внутри сети, защищенной МСЭ от несанкционированного доступа. Далее идет блок 
Proxy-1, который соединяется с Proxy-2 через IP/MPLS сеть, Proxy-2, Пользователь 2. 
Такая модель позволяет  не только оценить время установления сессии с конкретными 
параметрами, но и рассмотреть временные характеристики каждого блока в отдельности. 
Для блока Firewall, ввиду его основных функций фильтрации входящего и исходящего 
трафика (сигнальных сообщений), увеличивается время передачи данных через этот 
участок цепи и между блоками Пользователь 1 и Пользователь 2 до 10 % от среднего 
времени установления сессии между двумя пользователями без участия МСЭ. 

Выводы и задачи дальнейших исследований 
Полученные результаты могут быть полезными в изучении эффективности внедрения 

МСЭ как средства защиты данных. Наличие межсетевых экранов на пути следования 
сообщений может быть заметным для временных характеристик. Время фильтрации 
сообщений в МСЭ также зависит от набора правил фильтрации. При уменьшении 
количества правил время фильтрации снижается.  
Планируется доработка механизма фильтрации трафика в МСЭ с учетом вложенных 

правил проверки и сравнение результатов моделирования с результатами, полученными 
с помощью математической модели в виде открытой СеМО [1]. 
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For evaluating the average session setup time between two users with one firewall and two 

proxy servers, we created the AnyLogic simulation model of procedure for establishing a 

network session. Firewall traffic filtering involves sequential testing of three rules. 
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Разработка симулятора радиоканала случайного 

доступа с процедурой запрета классов доступа для 

трафика межмашинного взаимодействия
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Рассматривается задача разработки симулятора процесса установления 

соединения по радиоканалу случайного доступа с трафиком межмашинного 

взаимодействия, для которого применен один из методов контроля за 

перегрузками, а именно процедура предварительного запрета классов доступа. 

Ключевые слова: M2M, RACH, eNB, АСВ, трафик межмашинного взаимодействия, 

контроль за перегрузками, преамбулы доступа. 

 

Применение радиоканала случайного доступа в сетях LTE (Long-Term Evolution) для 

обслуживания возрастающего по объему трафика межмашинного взаимодействия 

(М2М, Machine-to-Machine) позволяет избегать ухудшения качества обслуживании H2H 

(Human-to-Human) пользователей. Существуют специализированные виды М2М-

трафика (например, данные от датчиков контроля за землетрясениями), для которых 

время передачи данных является критичным параметром. Для удовлетворения 

требований к обслуживанию подобного вида М2М-трафика разработан ряд методов 

контроля перегрузок в сетях LTE. 

Существует два основных подхода к ведению контроля над перегрузками сетей 

радиодоступа RAN (Radio Access Network), называемые «pull-based» и «push-based»[4]. 

В методах из категории «push-based» каждое M2M-устройство посылает данные в сеть 

радиодоступа только при выполнении заданного условия, которое передаётся от базовой 

станции в широковещательном сообщении по всей зоне покрытия. Данный подход, с 

точки зрения сети, не является централизованным подходом к управлению 

радиоресурсами. В «pull-based» методах каждое M2M-устройство периодически 

прослушивает широковещательное сообщение (например, групповое сообщение 

поискового вызова). После получения подтверждения от базовой станции в виде 

широковещательного сообщения, содержащего ID данного устройства, начинается 

процедура установления соединения по радиоканалу случайного доступа. С точки 

зрения сети, этот подход является централизованным и требует большей 

вычислительной мощности оборудования на базовой станции.  

Методы контроля над перегрузками призваны обеспечить дополнительные меры по 

снижению интенсивности поступления устройств на выбор ограниченного числа 

преамбул. Для решения данной задачи в некоторых сетях используется «push-based» 

процедура запрета классов доступа ACB (Access Class Baring). Базовая станция в 

широковещательном режиме транслирует сообщение типа SIB 2 (System Information 

Block 2), которое содержит информацию о радиоресурсах, доступных для передачи 

преамбулы, а также информацию о двух параметрах, а именно: 

 

1. Запрещающий фактор p (Access Class Barring Factor); 

2. Время запрета T (Access Class Barring Time); 

 

                                                                            
1
 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 
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Базовая станция eNB (Evolved Node B) передаёт М2М-устройствам запрещающий 

фактор p, который представляет собой рассчитанную на основе количества устройств и 

их принадлежности к определенному классу доступа вероятность коллизии. Устройства, 

получившие данную информацию, генерируют случайное число q 0 ≤ � ≤ 1 . Если 

число q меньше запрещающего фактора p, то М2М-устройство может отправить 

преамбулу доступа, в противном случае устройство блокируется на случайный период 

времени, зависящий от параметра T (время запрета) и рассчитывающийся по 

следующей формуле [3]: 

 

�!"##$%& = 0,6 + 0,7 ∗ ���� ∗ �.  (1) 

 

После истечения данного времени устройство вновь проходит проверку АСВ в одном 

из последующих слотов. 

На рис. 1 представлена диаграмма последовательности действий в нотации UML [2], 

которая описывает упрощенную схему процедуры установления соединения по 

радиоканалу случайного доступа с методом контроля перегрузок ACB.  

 

 

Рис. 1. Процедура установления сессии по радиоканалу случайного доступа c 

процедурой запрета классов доступа в сети LTE 

На основании представленной выше функциональной схемы взаимодействия базовой 

станции eNB и М2М-устройства был разработан программный комплекс на языке Java, 

который позволяет моделировать процесс установления соединения по радиоканалу 

случайного доступа с использованием метода АСВ. Ниже представлены численные 

результаты работы симулятора, которые были получены с использованием исходных 

данных, аналогичных [1].  
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Рис. 2. Зависимость времени передачи данных от роста числа устройств. 

 

На рис.2 изображены две кривые, показывающие среднее время установления сессии 

в зависимости от общего количества устройств в соте. Основываясь на результатах 

эксперимента, можно сделать следующий предварительный вывод: использование 

метода контроля перегрузок АСВ позволяет значительно сократить время установления 

соединения, причем с ростом числа М2М-устройств эффективность данного метода 

возрастает. 
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The report describes the procedure of connection establishment through the random 

access channel for machine type communications with one of the methods of overload 

control, namely the Access Class Barring procedure. 
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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ РАДИОКАНАЛА СЛУЧАЙНОГО 

ДОСТУПА С ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЙ СИНХРОНИЗАЦИЕЙ D2D-

УСТРОЙСТВ 
1
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В докладе рассматривается один из методов контроля за перегрузками при 

обслуживании трафика межмашинного взаимодействия по радиоканалу 

случайного доступа. 
Ключевые слова: pull-based, push-based, RACH, eNB, схема I-RA, M2M, LTE, трафик 
межмашинного взаимодействия, контроль за перегрузками. 

 
С учетом активного роста трафика межмашинного взаимодействия, задача 

оптимального распределения радиоресурсов становится все более актуальной для 
операторов сетей связи стандарта LTE (Long Term Evolution). В этой связи применение 
процедуры установления соединения по радиоканалу случайного доступа RACH 
(Random Access Channel) является одним из возможных решений по улучшению 
эффективности механизмов обслуживания M2M-устройств (Machine-to-Machine) в 
беспроводных сетях связи следующего поколения. 

Процедура установления сессии начинается с передачи M2M-устройством 
преамбулы (англ. Msg 1) на базовую станцию LTE через физический радиоканал 
случайного доступа PRACH (Physical Random Access Channel) [5]. Далее базовая станция 
eNB (eNodeB) высылает ответное сообщение (англ. Msg 2) типа RAR (Random Access 
Response) через радиоканал PDCCH (Physical Downlink Control Channel). Следующим 
шагом M2M-устройство отправляет запрос на передачу данных (англ. Msg 3) 
посредством радиоканала PUSCH (Physical Uplink Shared Channel). Затем eNB 
подтверждает соответствующий запрос сообщением (англ. Msg 4). После получения 
Msg4 M2M-устройством исследуемая процедура установления соединения по 
радиоканалу случайного доступа считается завершенной [2,3]. После пересылки 
указанного сигнального сообщения, в зависимости от настройки базовой станции 
устройство начинает непосредственно передачу данных или происходит последующий 
обмен сигнальными сообщениями. 

Существует две категории контроля, которые управляют перегрузками сетей 
радиодоступа RAN (Radio Access Network): push-based и pull-based. Метод push-based 
подробно представлен в [3]. К данному методу относят процедуру запрета вызова ACB 
(Access Class Baring), Differentiated Services Provision и DRA (Dedicated Resource 
Allocation). В следующей технологии pull-based каждое M2M-устройство периодически 
прослушивает широковещательное сообщение. Как только устройство обнаруживает, 
что широковещательное сообщение включает в себя идентификационный код (ID) 
устройства, то начинается передача блоков данных на базовую станцию. Считается, что 
pull-based является централизованным, предварительно синхронизирует устройства в 
кластеры, в которых определятся главное M2M-устройство для передачи блоков данных 
на базовую станцию сети LTE. 

В [4] предложена схема I-RA (Improved Random Access), которая позволяет 
улучшить значения основных вероятностно-временных характеристик модели 
установления соединения по радиоканалу случайного доступа. В этой схеме M2M-
устройства делятся на две группы: первую называют D-RA-устройствами (Direct 

                                                                        
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 
проекта № 15-07-03051 а. 
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Random Access), а вторую – D2D-RA-устройствами (Device-to-Device Random Access). 
Первый тип устройств способен посылать запросы на установление соединения по 
RACH и передавать свои данные непосредственно базовой станции eNB. Устройства из 
группы D2D-RA посредством технологии D2D (Device-to-Device) способны передавать 
свои данные главному устройству кластера. Далее передача трафика на базовую 
станцию осуществляется после обнаружения D2D-RA-устройством своего UID (Unique 
Identifier) в широковещательном сообщении. Функционирование схемы I-RA разделена 
на три периода передачи данных и представлена в [4].  

Одной из целей исследования является разработка симулятора, который будет 
настроен на выполнение метода, аналогичного [4]. На рисунке 1 представлена 
диаграмма последовательности действий схемы I-RA в нотации UML [1], которая 
описывает упрощенную схему группового обслуживания M2M-устройств по 
радиоканалу случайного доступа RACH. Устройства, не входящие в кластеры, не 
учитываются. 
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Рис. 1. (a) Модель установления сессии по радиоканалу случайного доступа c 
процедурой предварительной синхронизации устройств в группы, (b) схема I-RA 

 
На основании сформированной функциональной схемы был разработан 

программный комплекс на языке Java, который позволяет моделировать процесс 
установления соединения по радиоканалу случайного доступа с методом контроля за 
перегрузками I-RA. Для проведения эксперимента число М2М-устройств взято в 
диапазоне [0; 10 тыс.], время для синхронизации устройств в группы по технологии D2D 
принимает значение 30 мс. Pезультаты численного анализа представлены на двух 
графиках (Рис. 2 a, b) с учетом применения схемы I-RA в сравнении с технологией 
RACH. На рисунке 2 (a) изображен график, на котором представлены значения среднего 
времени установления соединения одного устройства с учетом общего их числа. На 
рисунке 2 (b) показан график общего времени установления соединения в зависимости 
от роста количества устройств. Не трудно заметить, что кривые, иллюстрирующие 
работу схемы I-RA, свидетельствуют о преимуществах достижения минимальных 
задержек на передачу блоков данных.  
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                            (a)                                                                                 (b) 
 

 
Рис. 2. Зависимость среднего времени передачи данных от роста числа устройств 

 
Основываясь на результатах эксперимента можно заключить предварительные 

выводы, что применение схемы I-RA позволяет существенно сократить время 
соединения М2М-устройств с базовой станцией сети в зависимости от значительного 
роста трафика межмашинного взаимодействия. Таким образом, принцип работы данной 
схемы достаточно эффективен при любом количестве устройств.  
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MODELLING A RANDOM ACCESS CHANNEL WITH THE 
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The report addresses the main principles of maintenance of Machine-Type 

Communications on a Random Access Channel, namely the procedure of establishing 

connection with Random Access Channel and a method of overload control during the 

maintenance of Machine-Type Communications on a Random Access Channel. 
Кеу words: M2M, Machine-Type Communications, overload control, pull-based, push-
based, RACH, eNB, I-RA scheme. 

0

10

20

30

40

50

60

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

С
р
ед
н
ее

 в
р
ем
я

 у
ст
ан
ов
л
ен
и
я

 

со
ед
и
н
ен
и
я

, 
м
с

Количество устройств, тыс.

0

100

200

300

400

500

600

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

В
р
ем
я

 у
ст
ан
ов
л
ен
и
я

 с
ое
ди
н
ен
и
я

, 

10
3
м
с

Количество устройств, тыс.

84 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



ПРИМЕР ПОСТРОЕНИЯ МОДЕЛИ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОЙ КОМПАНИИ В ВИДЕ СЕТИ 

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

Безкостая А.В., Поповская Н.О., Шипунов С.П., Гайдамака Ю.В. 

Российский университет дружбы народов, id_angie@bk.ru, popovskaya.natalja@yandex.ru, 

sship95@mail.ru, ygaidamaka@sci.pfu.edu.ru 

В докладе в виде сети массового обслуживания построена упрощенная модель 

эталонных процессов деятельности телекоммуникационной компании, 

позволяющая провести анализ одного из основных показателей качества 

обслуживания – среднего времени обслуживания клиента. 

Ключевые слова: сеть массового обслуживания, неоднородные заявки, эталонный 
сквозной бизнес-процесс, карта еТОМ. 

Введение 
В настоящее время компании заинтересованы в уменьшении своих расходов, что 

можно получить при оптимизации работы компании. Для повышения эффективности 

выполнения бизнес-процессов, протекающих в компании, необходимо провести анализ 

существующих процессов, определить «узкие места» при обслуживании клиентов и 

провести реорганизацию бизнес-процессов с точки зрения повышения показателей 

качества обслуживания [1]. Одним из инструментов такого анализа является 

математическое моделирование, например, с помощью аппарата систем и сетей 

массового обслуживания [2, 3]. 

Модель деятельности компании в виде сети массового обслуживания 

В работе показан пример применения аппарата сетей массового обслуживания для 

построения модели деятельности компании. Для примера выбрана упрощённая модель 

телекоммуникационной компании, включающая три эталонных сквозных бизнес-

процесса - «Запрос - Решение», «Претензия - Решение», «Потребление - Оплата». 

Процесс «Запрос - Решение» включает в себя действия, связанные с обработкой 

запросов клиентов, поступающих по различным каналам связи (пользовательским 

интерфейсам). Процесс «Претензия – Решение» описывает действия по обработке жалоб 

клиентов, включая выявление причины проблемы, запуск процессов ее решения, 

мониторинг качества обслуживания. Процесс «Потребление – Оплата» используется в 

случаях использования услуги или ресурса, закрытия сеанса связи и проверки счета 

пользователя. 

Модель построена в виде открытой сети массового обслуживания с неоднородными 

заявками (рис.1). Плоскости на рисунке отображают каждый из трех процессов. Узлы 

сети соответствуют процессам третьего уровня расширенной карты деятельности 

компании eTOM: узел 1 – менеджеры по работе с клиентами, узел 2 – 

автоматизированный интерфейс, узел 3 – система управления взаимодействием с 

клиентом, узел 4 – каталоги услуг и подписок клиента, узел 5 – операторы call-центра, 

узел 6 – сотрудники техотдела, узел 7 – система управления эксплуатацией ресурсов, 

узел 8 – система управления эксплуатацией услуг. В сети циркулируют восемь классов 

заявок: класс 1 – информационный запрос, класс 2 – запрос продаж, класс 3 – претензия, 

класс 4 – использование услуги, класс 5 – проверка счета, класс 6 – закрытая заявка, 

класс 7– претензия с дополнительными сведениями, класс 8 – расчетно-отчетная заявка. 

Стрелками показаны переходы между узлами, при этом класс заявки может меняться 
только сразу после окончания обслуживания заявки в узле. 
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Рис. 1. Модель открытой неоднородной сети массового обслуживания 

Эталонный сквозной бизнес-процесс «Запрос - Решение» включает в себя 

большинство процессов третьего уровня декомпозиции, которые также входят в оба 

других рассмотренных эталонных сквозных бизнес-процесса, поэтому в рамках модели 

плоскость процесса «Запрос - Решение» выбрана за основную. Узлы, изображенные на 

плоскости процесса «Запрос - Решение», не дублируются на остальных плоскостях. Если 

заявка, идущая через узлы СеМО процесса «Запрос - Решение», относится либо к СеМО 

процесса «Претензия - Решение», либо к СеМО процесса «Потребление - Оплата», то 

стрелки маршрута такой заявки проходят через плоскость соответствующего эталонного 

процесса. 

Выводы 

Построенная упрощенная модель деятельности телекоммуникационной компании 

показывает разрабатываемый авторами под руководством проф. Самуйлова К.Е. метод 

построения процессной модели телекоммуникационной компании в виде СеМО с 

неоднородными заявками. Такая модель в экспоненциальном случае позволяет получить 

аналитические выражения для оценки показателей качества обслуживания клиентов, в 

частности, для ключевого показателя – среднего времени обслуживания клиента, 
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которое в модели соответствует среднему времени пребывания заявки в СеМО. В 

дальнейшем эти оценки могут быть применены при реинжиниринге бизнес-процессов 

телекоммуникационной компании. 
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СПОСОБЫ ПОСТРОЕНИЯ ОПОРНОЙ СЕТИ 

МИЛЛИМЕТРОВОГО E-ДИАПАЗОНА ДЛЯ СЕТЕЙ 5G 

Вишневский В.М., Иванов Р.Е., Ларионов А.А. 

Институт Проблем Управления им. В.А. Трапезникова РАН, vishn@inbox.ru 

Рассматриваются принципы построения опорной сети «точка-многоточка» в 

миллиметровом диапазоне радиоволн (71-76, 81-86 ГГц). 
Ключевые слова: сети 5G, миллиметровый и сантиметровый диапазоны, сетевые 
протоколы, механизмы поллинга. 

 
В связи с экспоненциальным ростом передаваемого трафика одним из основных 

направлений развития сетей 5G является резкое повышение скорости и качества 
передаваемой информации. Этому направлению соответствуют последние стандарты 
сантиметрового диапазона LTE и IEEE 802.11ac, обеспечивающие передачу информации 
со скоростью до 1 Гбит/с. Кроме того, новым является стандарт локальных сетей 
миллиметрового диапазона (60 ГГц) IEEE 802.11ad, обеспечивающий скорость передачи 
данных до 7 Гбит/с.  

Именно в миллиметровом, в частности – V-диапазоне (58.25 — 63.25 ГГц), ведутся 
основные работы по созданию сетей 5G [1,2]. На данный диапазон приходится пик 
резонасного поглащения на кислороде, что позволяет значительно уменьшить размер 
сот, до 200 — 300 метров, не беспокоясь о том, что сигналы от соседних базовых 
станций будут интерферировать. Наличие большого числа малых сот позволяет более 
активно использовать пространственное разделение сигнала, давая большое 
соотношение скорости передачи данных к площади городской поверхности. Более того, 
сигналы миллиметрового диапазона узконаправленные, с шириной луча порядка 3.5°, 
что значительно уменьшает вероятность интерференции и, как следствие, увеличивает 
эффективность использования частот. Скорость передачи данных в сетях V-диапазона 
может превысить 20 Гбит/с. Таким образом удается обеспечить большее число 
пользователей качественным доступом к ресурсоемким сервисам. Также обеспечивается 
более высокая гибкость и надежность сети за счет наличия большого количества 
базовых станций. 

В сотовой сети станции объединяются высокоскоростной опорной сетью с низкими 
задержками, что необходимо для предоставления качественного обслуживания 
пользователям. Во многих работах для соединения станций сети 5G предлагается 
использовать высокоскоростную оптоволоконную сеть [3,4]. Однако, из-за большого 
числа сот резко возрастает стоимость прокладки оптоволоконных опорных сетей, делая 
проект подобной сети слишком дорогим и сложным. В отличие от известных подходов в 
настоящем докладе предлагается в качестве опорной сети использовать сети «точка-
многоточка» E-диапазона радиоволн (71 — 76, 81 — 86 ГГц). 

Такая сеть является аналогом сети WiFi с напорядок более высокими скоростями. Она 
включает в себя центральную базовую станцию (BS) и оконечное оборудование (CPE), 
обеспечивающее взаимодействие с BS по скоростному протоколу с одной стороны, и 
подключение клиентского оборудования (V-диапазона, сантиметрового диапазона или 
локальных сетей Ethernet) с другой. BS обеспечивает подключение CPE по схеме «точка-
многоточка» и соединение с магистральной сетью или Интернет. Для этого BS могут 
соединяться друг с другом, образуя многошаговую mesh-сеть миллиметрового 
диапазона [5]. 

Ввиду существенных различий сантиметрового и миллиметрового диапазонов 
радиоволн, использование стандартных механизмов и протоколов в разрабатываемой 
сети невозможно. При создании такой сети необходимо разработать стек протоколов 
PHY и MAC-уровней, реализовать протоколы маршрутизации, распределения нагрузки. 
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Также предполагается предусмотреть механизм для реализации динамического поллинга 
с целью повышения эффективности работы сети «точка-многоточка». 
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ ПОДХОД ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ПОРОГОВЫХ ЗНАЧЕНИЙ
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В работе предложена методология определения экстремальных пороговых 

значений. Алгоритм основан на применении предельной теоремы Реньи для 

редеющих потоков. Согласно теореме Пикандса-Балкема-де Хаана, распределение 

превышений данного порога должно стремиться к обобщенному распределению 

Парето. Процедура автоматизирована с использованием программой среды 

пакета MATLAB. Предлагаемый алгоритм предназначен для работы с 

различными видами данных. 
Ключевые слова: экстремальные значения, порог, статистический анализ данных, 
теорема Пикандса-Балкема-де Хаана, теорема Реньи, прогнозирование. 

Введение 
Задача поиска порогового значения (threshold) является чрезвычайно важной для 

применения инструментария теории экстремальных значений, так как его выбор 
фактически и определяет, какие наблюдения являются критическими, опасными и т.д., 
что составляет суть так называемого метода Peak Over Threshold [1]. В настоящей работе 
предлагается метод определения величины порогового значения, зависящий от 
исходных данных (что позволяет адаптивно учитывать их изменяющуюся структуру), 
однако допускающий применение для широкого спектра предметных областей без 
внесения каких-либо существенных модификаций. При этом величина порога 
определяется автоматически без дополнительных эмпирических предположений. 

Далее рассмотрим сам алгоритм и его применение для данных модельной 
информационной системы. 

Алгоритм определения уровня для экстремальных наблюдений 
На рис. 1 представлены основные шаги работы статистического метода определения 

порогового значения для данных. В начале должны быть введены: 
• анализируемый ряд (переменная Data); 
• имя Name для автоматического формирования заголовков графиков и имени 

сохраняемого файла с графическим выводом; 
• параметр шага изменения порогового значения (переменная step); 
• уровень значимости статистического критерия alpha. 
Согласно теореме Реньи для редеющих потоков [2], в качестве порога выберем такое 

значение переменной lvl, при котором моменты превышения рассматриваемым 
процессом выбранного уровня образуют пуассоновский поток, то есть разности между 
моментами пересечения распределены экспоненциально. Для этого, начиная с 
минимального значения уровня, будем с шагом step проверять статистические гипотезы 
о распределении с помощью критерия хи-квадрат уровня alpha. В том случае, если такой 
момент для данных не удастся определить, предусмотрен вывод диагностического 
сообщения «Критический уровень не найден». В противном случае формируется новая 
выборка из значений исходного процесса в моменты превышения порога. После этого 
выполняется поэлементное вычитание величины lvl из этой выборки для получения 
нового набора data. 

                                                                        
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ в рамках научных проектов № 15-07-04040 и 
№ 15-37-20851. 
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Каждый элемент data представляет собой величину превышения процессом 
порогового значения. Согласно теореме Пикандса-Балкема-де Хаана [3-4], 
распределение случайной величины, реализацией которой является выборка data, 
должно стремиться с обобщенному распределению Парето при достаточно больших 
величинах порога. Поэтому для выборки data с помощью критерия хи-квадрат уровня 
alpha проверяется гипотеза о соответствии ее эмпирического распределения 
обобщенному распределению Парето. По итогам работы формируется графический 
вывод, на котором представлены результаты выполнения каждого из описанных шагов. 
Пример использования метода для реальных данных рассмотрен в следующем разделе. 

 
Рис. 1. Общая схема работы метода 

Пример практической реализации метода 
Предложенный в предыдущем разделе алгоритм был реализован с использованием 

возможностей пакета MATLAB. Создан программный модуль, получающий в качестве 
входных значений анализируемый ряд данных, имя файла для сохранения результатов, а 
также желаемый уровень значимости (для проверки статистических гипотез о 
распределениях по критерию хи-квадрат). Пример результатов графического 
выводаалгоритма рассмотрен на рис. 2. 

Для модельной информационной системы были получены показатели активности 
траффика в течение некоторого времени. Ряд наблюдений (см. рис. 2, левый верхний 
график) и составил анализируемую выборку. В качестве настроек для метода были 
выбраны шаг 0.01 и уровень значимости критерия 0.05. 

В результате работы метода был определен пороговый уровень, его величина 
составила 30.2. Гипотеза об экспоненциальности моментов превышения данного порога 
не отвергается с p-значением 0.0667 (см. рис. 2, правый верхний график), а гипотеза об 
обобщенном распределении Парето для сформированной выборки data не отвергается с 
p-значением 0.2639 (см. рис. 2, нижний график). Графики на рис. 2 демонстрируют и 
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высокое визуальное согласие эмпирических и аппроксимирующих распределений. 
Отметим, что параметры распределений оцениваются с помощью метода максимального 
правдоподобия. 

 
Рис. 2. Иллюстрация результатов работы алгоритма для модельной информационной 

системы 

Выводы 
Предложенный в работе метод может быть использован для данных различной 

природы, так как не использует каких-либо предположений об их структуре, а опирается 
на две фундаментальные теоремы теорий случайных процессов и экстремальных 
значений. Практическая реализация в виде программного модуля для пакета MATLAB 
удобна для широкого круга исследователей. 
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В статье предлагается математическая модель для оценки финансовых 

показателей средней общеобразовательной организации. 

Ключевые слова: факторный анализ, метод вращения факторов «варимакс», критерий 

Кайзера, финансовые показатели.  

Введение 
В соответствии с Федеральным законом «О внесении изменений в отдельные 

законодательные акты Российской Федерации в связи с совершенствованием правового 

положения государственных (муниципальных) учреждений» № 83-Ф3 от 08.05.2010 г. 

произошли изменения в финансовых механизмах функционирования средних 

общеобразовательных организаций и произошел переход от финансирования самих 

организаций к финансированию услуг, оказываемых ими [1]. План финансово-

хозяйственной деятельности образовательной организации находится в открытом и 

свободном доступе на сайте образовательной организации. На основе изучения плана 

финансово-хозяйственной деятельности для анализа были выбраны следующие 

показатели: 

1) плановые показатели по поступлениям: 

- субсидии на выполнение государственного (муниципального) задания; 

- целевые субсидии; 

- поступления от оказания государственным (муниципальным) учреждением 

(подразделением) услуг (выполнения работ), предоставление которых для 

физических и юридических лиц осуществляется на платной основе; 

- поступления от иной, приносящей доход деятельности; 

2) плановые показатели по выплатам: 

- оплата труда и начисления на выплаты по оплате труда; 

- оплата коммунальных услуг; 

- социальное обеспечение; 

- прочие расходы. 

Основная часть 

При оценке финансовых показателей мы рассмотрим два случая: 1) когда средняя 

общеобразовательная организация войдет в образовательный комплекс, 2) когда средняя 

общеобразовательная организация не войдет в образовательный комплекс [2]. 

Используемые для оценки финансовой деятельности образовательной организации 

факторы – это плановые показатели по поступлениям и плановые показатели по 

выплатам. Каждый из анализируемых показателей дает вполне определенный 

неслучайный результат. Вес каждого фактора должен иметь количественное выражение. 

В результате для анализа финансовых показателей средней общеобразовательной 

организации была выбрана неполная жестко детерминированная (функциональная) 

перспективная многофакторная математическая модель. 

Общая постановка задачи 

Пусть 
1 2(x , x ,..., x )ny f=  – жестко детерминированная модель, характеризующая 

зависимость показателя оценки финансовой деятельности общеобразовательной 

организации y от 8 факторов (например, субсидии на выполнение государственного 

(муниципального) задания); все показатели могут изменяться и иметь некоторое 
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приращение Δ  (например, было выделено на оплата труда и начисления на выплаты по 

оплате труда 171496530,00, а стало – 182496530,00: 
1 0 1 0

0
;    .

i i i
y y y x x xΔ = − Δ = −  

 Для анализа разработанной математической модели необходимо определить, какие 

показатели следует изменять для оптимизации поступлений и выплат образовательной 

организации. 

0 1 2
... ,

n
y x y x y x yΔ = Δ + Δ + + Δ  

где
0
yΔ – общее изменение финансового показателя, складывающееся под 

одновременным влиянием всех факторов; 

i
x yΔ – изменение результативного показателя (финансового показателя) под влиянием 

только фактора
i
x . 

С помощью представленного выше выражения можно определить, как изменится 

показатель финансовой деятельности организации при изменении конкретного фактора, 

например, при увеличении целевых субсидий. 

Метод анализа модели 

Для выполнения анализа причинно-следственных связей между исследуемыми без 

детализации факторами был выбран обратный одноступенчатый алгоритм анализа 

факторной модели. Указанный алгоритм основан на методе эллиминирования. В ходе 

анализа мы предполагали, что все факторы изменяются независимо друг от друга. 

Вначале изменяется один фактор и не изменяются остальные, затем изменяются сразу 

два фактора, затем – три и т.д., а все остальные остаются без изменений. Данный подход 

позволит установить степень влияния каждого отдельного фактора на величину 

исследуемого показателя [3, 4]. 

Пример реализации модели 

На первом этапе была построена корреляционная матрица, были рассчитаны 

корреляционные коэффициенты Пирсона между рассматриваемыми переменными. Для 

построенной матрицы были определены собственные значения и соответствующие им 

собственные векторы (рис. 1) [5: с. 165 – 166].  

 

 
Рис. 1. Объясненная совокупная дисперсия 

 

Для облегчения процесса интерпретации факторов применяется метод ортогонального 

вращения факторов – варимакс с нормализацией по критерию Кайзера. В результате 

применения данного метода исходная матрица была преобразована в более простую и 

доступную для интерпретации (рис. 2). 
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Рис. 2. Повернутая матрица компонентов 

В результате анализа факторов после вращения были выявлены показатели, которые 

имеют наибольшее значение для оценки финансовой деятельной образовательной 

организации: 

- субсидии на выполнение государственного (муниципального) задания; 

- поступления от оказания государственным (муниципальным) учреждением 

(подразделением) услуг (выполнения работ), предоставление которых для физических и 

юридических лиц осуществляется на платной основе; 

- поступления от иной, приносящей доход деятельности; 

- оплата труда и начисления на выплаты по оплате труда; 

- оплата коммунальных услуг. 

Выводы 

На основе факторного анализа были определены пять финансовых показателей, 

которые преимущественно относятся к плановым показателям по поступлениям. Такие 

показатели могут быть составной частью комплексных показателей эффективности 

образовательных организаций. Разработанная математическая модель может быть 

применена для анализа финансово-хозяйственной деятельности образовательных 

организаций разного типа. 
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In article the mathematical model for an assessment of financial indicators of the average 

general education organization is offered. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ 

БИЗНЕС-ПРОЦЕССА «ВВОД В ЭКСПЛУАТАЦИЮ» С 

ПОМОЩЬЮ СИМПЛЕКС-МЕТОДА
1
 

Зарипова Э.Р., Чухно О.В., Чухно Н.В. 
Российский университет дружбы народов,  

ezarip@sci.pfu.edu.ru, {olga-chukhno95, nadezdachukhno}@yandex.ru 

В работе предлагается применение методологии функционального моделирования 

IDEF0 для описания бизнес-процесса телекоммуникационной компании «Ввод в 

эксплуатацию» и его подпроцессов. Для поиска оптимального времени 

выполнения процесса применен симплекс-метод. 

Ключевые слова: бизнес-процесс, методология функционального моделирования 

IDEF0, оптимизация, расширенная карта процессов деятельности eTOM, симплекс-

метод. 

Введение 
Для эффективной работы телекоммуникационной компании необходимо проводить 

мониторинг бизнес-процессов для дальнейшей оптимизации или реорганизации самого 

процесса. Для оптимизации бизнес-процесса необходимо знать последовательность его 

протекающих подпроцессов, а также их зависимость друг от друга. Разбиение процесса 

на подпроцессы удобно представить с помощью методологии функционального 

моделирования IDEF0, отличительной особенностью которой являются логические 

отношения между подпроцессами, а не их временная последовательность.  
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Рис. 1. Последовательность выполнения бизнес-функций  

процесса «Ввод в эксплуатацию» 

 

Методология IDEF0 позволяет представить крупный процесс как совокупность мелких 

и служит для визуального моделирования бизнес-процессов. Для иллюстрации выбран 

процесс ввода продукта в эксплуатацию, показано разбиение процесса на составляющие, 

                                                                            
1
 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 

проекта № 14-07-00090-а. 
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построен сетевой граф, показывающий последовательность выполнения подпроцессов и 

время перехода между состояниями. В данной работе для краткости не приводятся 

графические изображения рассматриваемого процесса. Решена оптимизационная задача 

линейного программирования с помощью симплекс-метода, найдено минимальное 

время выполнения бизнес-процесса. 

Представление бизнес-процесса в виде сетевого графа 

После детализации бизнес-процесса «Ввод в эксплуатацию» в методологии IDEF0, 

строится сетевой граф и решается оптимизационная задача [1].  

 
Рис. 2. Сетевой граф для бизнес-процесса «Ввод в эксплуатацию» 

 

На рис. 2 изображен сетевой граф, где 0 означает начало процесса, буквы A, B, C, и 

т. д. – состояния процесса, цифры в круге – последовательность выполнения 

подпроцессов от 0 до 9, на дугах графа – время перехода из состояния в состояние. 

Визуальное представление процесса в виде сетевого графа позволяет сформулировать 

оптимизационную задачу линейного программирования, минимизировав общее время 

выполнения процесса. Обозначим ij
τ  – время начала действия ij , 

ij
T  – время окончания 

действия ij , 
ij
t  – продолжительность действия ij , { }, 0, , , , , , , , , ,i j A B C D E F G H I J∈ . 

Время 
ij
T  окончания действия ij  определяется по формуле (1): 

.
ij ij ij
T tτ= +     (1) 

Очевидным условием является последовательное выполнение подпроцессов (2): 

,ij liTτ ≥      (2) 

ограничивающее переход из i  в j  только после окончания перехода из l  в i , 

{ }, , 0, , , , , , , , , ,i j l A B C D E F G H I J∈ . Обозначим общее время выполнения бизнес-

процесса T
∑

. 

Применение симплекс-метода к бизнес-процессу «Ввод в эксплуатацию» 

Сетевой граф содержит 4 последовательных маршрута, имеющих разные концовки в 

выбранном процессе «Ввод в эксплуатацию». А именно: 

1. 0 A B C D E→ → → → → , 
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2. 0 A B C F H→ → → → → , 

3. 0 A B C G→ → → → , 

4. 0 A B C I J→ → → → → . 

Оптимизационная задача сводится к условию (3), где описано условие минимизации 

времени ввода продукта в эксплуатацию. Время завершения процедуры ввода в 

эксплуатацию совпадает со временем завершения всех подпроцедур по маршрутам 1-4. 

;
;

min
;

.

AB BC CD DE

AB BC CF FH

AB BC CG

AB BC CI IJ

T

τ τ τ τ
τ τ τ τ
τ τ τ
τ τ τ τ

∑

+ + +⎧ ⎫
⎪ ⎪+ + +

= ⎨ ⎬
+ +

⎪ ⎪
+ + +⎩ ⎭

   (3) 

 После составления системы условий, и решения оптимизационной задачи симплекс-

методом, получаем численный ответ в виде оптимального времени выполнения бизнес-

процесса «Ввод в эксплуатацию». Итоговое оптимальное время выполнения процесса 

равно 8T
∑
=  мин. 

Выводы и задачи дальнейших исследований 

В докладе приведены результаты минимизации времени выполнения бизнес-процесса 

«Ввод в эксплуатацию» с помощью симплекс-метода. Аналогично можно 

оптимизировать время выполнения большинства бизнес-процессов [2]. 

Планируется провести расчет, который минимизирует не только время выполнения, 

но также и затраченные ресурсы.  
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Business process is constructed in notation IDEF0 to solve the optimization problem of mathematical 

programming. The problem is formulated and solved by the simplex method. This method assumes that 

the execution order of actions is known and it is necessary to find a common execution time of business 

process.  

Key words: business process, modeling, IDEF0, network graph, mathematical programming, simplex 

method, optimization. 
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АНАЛИЗ СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ И 

ПСИХОЛОГИЧЕСКИХ ДАННЫХ В ПАКЕТЕ SPSS 
Князева А.Н. 

Российский университет дружбы народов, knyazevaalyona1@gmail.com 

В данной работе рассматривается обработка социально-экономических и 

психологических данных с помощью статистического пакета SPSS, применение 

которого позволяет выявить и оценить достоверность полученных результатов, 

визуализировать статистические данные в форме табличных отчетов, графиков 

или диаграмм. 
Ключевые слова: социально-экономические и психологические данные, 
регрессионный анализ, кластерный анализ, корреляционный анализ. 

 
В работе производится анализ социологических данных. Для такого рода данных 

демонстрируется построение частотных (линейных) распределений, что является 
первым шагом обработки социологической информации. В SPSS это делается с 
помощью последовательного нажатия команд: «Анализ» - «Описательные статистики» - 
«Частоты». В появившееся диалоговое окно заносятся необходимые данные, а далее 
выводятся полученные результаты. Также при исследовании социологических данных 
имеет место корреляционный анализ, основанный на расчете отклонения значений 
изучаемого признака от линии регрессии. Он делается с помощью процедур «Анализ» - 
«Дескриптивные статистики» - «Таблицы сопряженности», после последовательного 
нажатия которых выбираются нужные опции и выводятся результаты. Зачастую, при 
исследовании социологических данных используется анализ множественных ответов с 
применением категориального метода, осуществляемый посредством нажатия 
нескольких команд «Анализ» - «Множественные ответы» - «Определить наборы».  
Достаточно распространенная задача - демонстрация средних значений каких-либо 

количественных показателей в демографических, социальных или иных группах. В 
пакете SPSS это реализуется с помощью команды «Средние». Наличие или отсутствие 
различий средних значений можно осуществить с помощью команды T-test и One-Way 
ANOVA (дисперсионный анализ). Для того, чтобы измерить связь между зависимой 
переменной и одной или несколькими независимыми переменными используется 
регрессионный анализ, который является достаточно удобным инструментом 
тестирования гипотез, а также эффективным методом моделирования и 
прогнозирования. Делается он с помощью нажатия процедур «Анализ» - «Регрессия». 
После этого открывается вспомогательное меню, где выбирается вид регрессии.  
Структурные данные исследуются посредством факторного анализа, который является 

одним из самых мощных статистических средств анализа данных. Цель которого состоит 
в том, чтобы сконцентрировать исходную информацию, выражая большое количество 
признаков через меньшее число более емких внутренних характеристик, являющиеся 
латентными. В SPSS реализуется нажатием «Анализ» - «Сокращение объема данных» - 
«Факторный анализ» и выбором необходимых опций. 

 Важную роль при исследовании данных играет кластерный анализ, позволяющий 
классифицировать различные объекты. Существует три вида кластерного анализа: 
иерархический, метод k – средних и двух – этапный. Выполняется он с помощью команд 
«Анализ» - «Классифицировать» и выбора нужного метода кластеризации. 
Анализ экономических данных происходит посредством корреляционного, 

регрессионного и кластерного анализа, процедура исполнения которых была описана 
выше. Психологические данные также можно анализировать всеми выше 
перечисленными методами. Есть некоторые непараметрические критерии, посредством 
которых можно анализировать данного типа данные, к ним относятся: критерий Манна – 
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Уитни, критерий знаков, критерий серий, биномиальный критерий, критерий 
Вилкоксона, критерий Колмогорова – Смирнова и другие. Реализуется в SPSS это 
следующим образом: «Анализ» - «Непараметрические критерии» и выбором нужного 
критерия. 
В данной работе изложены различные методы анализа социально – экономических и 

психологических данных в пакете SPSS, являющимся эффективным инструментом для 
практической работы в области исследования различных статистических данных. 

 
 

Литература 
1. Дорогонько Е.В. Обработка и анализ социологических данных с помощью пакета 
SPSS. Учебно – методическое пособие, 2010. 
2. Мхитарян В.С. A Эконометрика. Учебно – методический комплекс, стр. 7-33, 2008. 
3. Наследов А. Компьютерный анализ данных в психологии и социальных науках, стр. 
93-331, 2005. 
 
ANALYSIS OF THE SOCIO-ECONOMIC AND PSYCHOLOGICAL 

DATA IN THE SPSS 
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In this work we consider the process of socio-economic and psychological data using the 

statistical package SPSS, the use of which allows to identify and estimate the reliability of 

the results, to visualize statistical data in the form of tabular reports, charts and diagrams. 
Кеу words: socio-economic and psychological data, regression analysis, cluster analysis, 
correlation analysis. 
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ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ 

ОБЛАЧНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

Краденых А.А. 

Российский Университет Дружбы Народов, kradenyh94@yandex.ru 

Строится математическая модель системы облачных вычислений с помощью 

системы массового обслуживания с расщеплением поступающих заявок на части и 

синхронизацией обслуживания.  
Ключевые слова: система облачных вычислений, расщепление заявки, система 
массового обслуживания. 

Постановка задачи 
Облачные вычисления – это технология, позволяющая пользователю в режиме 

реального времени по требованию получить доступ к определенным ресурсам 
посредством Интернета в рамках согласованного качества обслуживания для выбранной 
ценовой категории [1-3]. Будем рассматривать запросы пользователей, состоящие из 
�	частей. Для обработки каждой части требуется одна виртуальная машина [4]. В 
качестве математической модели используется система массового обслуживания, 
состоящая из единого накопителя размера � � ∞ и � ⋅ � обслуживающих приборов 
(виртуальных машин), время обслуживания на каждом из которых имеет 
экспоненциальное распределение с интенсивностью �	 , � � 1, � ⋅ �. Запросы поступают в 
систему как единое целое и только при переходе на обслуживание разбиваются на � 
частей, каждая часть занимает свой прибор, и при этом приборы, обслуживающие части 
одной и той же заявки, считаются занятыми до тех пор, пока не обслужится вся заявка 
целиком (в зависимости от политики обслуживания). 
В целях упрощения строящейся модели будем считать, что � � 1, то есть число 

обслуживающих приборов равно длине заявки. 
Рассмотрим два варианта обслуживания. 

1. Заявка считается обслуженной только тогда, когда обслужилась последняя ее часть. В 
этом случае заявка из накопителя может перейти на обслуживание только в том случае, 
когда освободятся все приборы. Таким образом, время обслуживания одной заявки � 
есть максимум времен обслуживания всех частей данной заявки, т.е. 
� � max���, ��, … , ��� [5-6]. 
2. Заявка считается обслуженной тогда, как  только обслужится хотя бы одна ее часть. 
Как только одна из частей обслужилась, все остальные части также покидают свои 
приборы и новая заявка из накопителя переходит на обслуживание. В этом случае время 
обслуживания одной заявки � есть минимум времен обслуживания всех частей данной 
заявки, т.е. � � min���, ��, … , ���. 
Для построения математической модели будем использовать следующий случайный 

процесс ���� � �����, ���������������, где ���� – число заявок в накопителе в момент времени �, а 
�������������� � ������,… , ������, – вектор, описывающий число частей заявки (0 или 1) на 
каждом из � приборов в момент времени t.  В данной работе будет полагать, что в 
системе � � 2 приборов. Обозначим через !",	,#– вероятность того, что система 
находится в состоянии �$, ��, %��, где $ – количество заявок в системе, а ��, %�– вектор, 
описывающий занятость приборов (0 - свободен, 1 - занят). Для краткости, будем 
обозначать !&,&,& � !&, !",�,� � !", $ � 1, � ' 1. 

Максимум времен обслуживания 
В случае, когда приборы заняты до момента окончания обслуживания последней 

части, т.е. когда � � max���, ���, то рассматриваемая система описывается следующей 
системой уравнений равновесия (СУР):  
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(!& � ��!�,�,& ' ��!�,&,�,       (1) 
�( ' �� ' ���!" � (!")� ' ��!"*�,�,& ' ��!"*�,&,�, $ � 1, �,	    (2)

 ��� ' ���!+*� � (!+,    (3) 
�( ' ���!�,&,� � ��!�,        (4) 

   �( ' ���!�,�,& � ��!�,          (5) 
�( ' ���!",&,� � (!")�,&,� ' ��!", $ � 2, �,   (6) 
�( ' ���!",�,& � (!")�,�,& ' ��!", $ � 2, �,     (7) 

��!+*�,&,� � (!+,&,� ' ��!+*�,      (8) 
��!+*�,�,& � (!+,�,& ' ��!+*�.         (9) 

Введем вероятность !-" � !",�,& ' !",&,�, $ � 1, � ' 1, того, что хотя бы один прибор 
занят, а также предположим, что �	 � �		∀� � 1,2. Тогда СУР (1)-(9)  примет вид: 

(!& � �!-�,          (10) 
�( ' 2��!" � (!")� ' �!-"*�, $ � 1, �,     (11) 

2�!+*� � (!+,       (12) 
�( ' ��	!-�,&,� � ��!�,             (13) 

�( ' ��!-" � (!-")� ' 2�!", $ � 2, �,     (14) 
�!-+*� � (!-+ ' 2�!+*�,              (15) 

с условием нормировки 

/0!",�,� ' !",�,& ' !",&,�1
+*�

"2&
� !& '/0!" ' !-"1

+*�

"2&
� 1.																								�16� 

Положив 4 � ( �⁄ , из СУР (10)-(15) получаются следующие рекуррентные формулы для 
расчета вероятностей !"  и  !-" ($ � 0, � ' 1): 

!-� � 4!&, !� � 0,54�4 ' 1�!&,     (17) 
!-" � �4 ' 2�!")� 8 4!")�, !" � 0,54�4 ' 1�	!-" 8 0,54!-")�, $ � 2, �,      (18) 

!+*� � 0,54!+, !-+*� � 2!+*� ' 4!-+.     (19) 

Минимум времен обслуживания 
В случае же, когда приборы заняты до первого момента окончания обслуживания 

одной из частей заявки, т.е. � � min���, ���, система описывается следующей СУР: 
(!& � ��� ' ���!�,             (20) 

�( ' �� ' ���!" � (!")� ' ��� ' ���!"*�, $ � 1, �,	           (21) 
��� ' ���!+*� � (!+.           (22) 

В предположении, что что �	 � �, ∀� � 1,2, данная система уравнений равновесия 
принимает вид: 

(!& � 2�!�,      (23) 
�( ' 2��!" � (!")� ' 2�!"*�, $ � 1, �,  (24) 

2�!+*� � (!+.	   (25) 
При 4 � ( �2��⁄  решение данной СУР имеет вид: 

!" � 4"!&, $ � 1, � ' 1.             (26) 
Используя условие нормировки ∑ !" � 1+*�"2& , получаем !& � 1 8 4, и тогда решение 

(26)  принимает вид: 
!" � 4"�1 8 4�, $ � 0, � ' 1.        (27) 

Таким образом, СУР (23)-(25) эквивалентна СУР для СМО :|:|1|�, а времена 
обслуживания заявок в этой системе имеют экспоненциальное распределение с 
параметром µ2 . 
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Выводы 
Рассмотрена математическая модель системы облачных вычислений, для построения 

которой использовалась система массового обслуживания с расщеплением 
поступающих заявок для дальнейшего параллельной обработки на приборах. 
Представлено два варианта обслуживания заявки – заявка считается обслуженной тогда, 
когда обслужились все ее части, и, второй вариант, когда заявка считается обслуженной, 
как только первой обслужилась одна из ее частей. Для первого варианта предложен 
рекуррентный алгоритм расчета стационарного распределения числа заявок в системе. 
Для второго показано, что решение аналогично уже известному для системы :|:|1|�. 
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ПРИМЕР РАСЧЕТА ПОКАЗАТЕЛЕЙ КАЧЕСТВА P2PTV-СЕТИ 

ПРИ СХЕМЕ C РАЗДЕЛЕНИЕМ ДАННЫХ НА ПОТОК ДЛЯ 

ПРОСМОТРА И ПОТОК ДЛЯ РАЗДАЧИ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯМИ1
 

Медведева Е.Г., Гайдамака Ю.В. 

Российский университет дружбы народов, {egmedvedeva, ygaidamaka}@sci.pfu.edu.ru 

В работе построен пример расчета показателей качества P2PTV-сети при схеме 

с разделением на поток для собственного просмотра и для раздачи. 

Ключевые слова: одноранговые сети, P2P, вероятность всеобщей передачи, группа 
раздачи канала, подпоток, view-upload decoupling. 

Введение 
Механизм передачи потокового видео в системах вещания P2P TV с разделением 

данных на поток для собственного просмотра и поток для раздачи другим 
пользователям, так называемая схема VUD (View-Upload Decoupling), описан в работах 
[1,3,4]. Его использование в сетях большой размерности позволяет улучшить 
характеристики вещания для каналов с небольшой аудиторией. В работе применение 
этого механизма иллюстрируется на примере сети небольшой размерности, состоящей 
из 10 пользователей, которые подключены к системе P2PTV-вещания трех каналов. Цель 
исследования заключается в формализации процесса формирования групп раздачи.  

Принцип формирования групп раздачи потоков каналов 

Рассмотрим систему вещания, состоящую из N  пользователей (пиров) и J  каналов. 

Для каждого канала заданы его популярность 
j

ρ  – доля зрителей, просматривающих j-й 

канал, скорость воспроизведения канала jr r= , 1,...,j J= , также заданы скорости 

раздачи данных для каждого пользователя. Считаем, что в сети имеется два типа 

пользователей: l
N  пользователей с низкой скоростью раздачи l

u  и h
N  пользователей с 

высокой скоростью раздачи h
u , l h

N N N+ = , причем задано отношение l
f N N= . Для 

схемы VUD предполагается разделение потоков каналов на несколько подпотоков: jS  – 

число подпотоков канала j , 1,...,j J= . Число подпотоков, имеющихся в системе, 

обозначим 
1

J

j

j

I S
=

=∑ . Для каждого подпотока i  канала j  назначается так называемая 

группа раздачи подпотока – группа пользователей, не являющихся зрителями этого 
канала, но отвечающих за раздачу данных назначенного им подпотока i  с потоковой 

скоростью i

j jr r S= , 1,...,i I= , 1,...,j J= . Аналогично модели неоднородной системы с 

конечным числом пользователей двух типов, построенной в [2], количества l

i
N  и h

i
N  

пользователей с низкой и с высокой скоростями раздачи в группе раздачи подпотока, 

1,...,i I= , будут определяться формулами l l

i i
N K N=  и h h

i i
N K N= , причем  

 
1 1

,   1
I I

l l

i i

i i

K f K f
= =

= = −∑ ∑ . (1) 

                                                             
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 14-07-00090. 
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Задача формирования групп пользователей для раздачи потоков каналов представляет 
собою комбинаторную задачу разложения шаров по корзинам, при этом шар 

соответствует пользователю, а корзина – группе раздачи подпотока. Распределить l
N  

пользователей с низкой скоростью раздачи по I  подпотокам при выполнении условия 

(1) можно 1

1l

l I

I N
d С −

+ −
=  возможными способами, аналогично определяется число 

1

1h

h I

I N
d С −

+ −
=  возможных вариантов распределения h

N  пользователей с высокой 

скоростью раздачи по I подпотокам. При этом каждый вариант распределения 
пользователей по группам раздачи подпотоков может быть описан с помощью вектора 

( )1 2 1 2, , ..., , , , ..,l l l h h h

I I
K K K K K K K=
�

 с 2I  компонентами, для которых выполняется условие 

(1). Пусть K – множество таких векторов,  при этом l h
d d= ×K . 

Введем множество jK  векторов, соответствующих таким распределениям 

пользователей по подпотокам, при которых все зрители j -канала  получают данные 
канала со скоростью не ниже скорости воспроизведения этого канала, то есть выполнено 
условие нахождения канала в состоянии всеобщей передачи [2]: 

 { }: ( ) ( ) , 1,...l l h h i

j j i j i j j jK u r K u r K r i Sρ= ∈ − + − ≥ =
���

K K . (2) 

Пусть 
jK  – число таких векторов, 1,...,j J= . Тогда вероятность всеобщей передачи 

j-го канала и вероятность всеобщей передачи всей системы определяются формулами 

 j

jPU =
K

K
,     

1

J

j

j

PU
=

= ∩K K .  (3) 

В следующем разделе показан пример расчета вероятности всеобщей передачи для 
системы вещания небольшой размерности. 

Численный пример расчета вероятности всеобщей передачи 

Рассмотрим систему вещания P2P TV, состоящую из 10N = пользователей и 3J =  
каналов. Характеристики видео передачи соответствуют данным, актуальным в 
настоящее время для ряда торрент-клиентов и пользователей: скорость потоковой 
передачи видео данных каналов 5jr r= =  Мбит/с, что позволяет просматривать видео с 

разрешением до 1920х1080 pxl, скорости раздачи пользователей 0.2 1lu r= = Мбит/с и 

3 15hu r= = Мбит/с, доля 0.3l
f N N= = . Полагаем, что деления потоков каналов на 

подпотоки не происходит, то есть 1jS = , 1,...,j J= , следовательно, 3I = . Находим 

3 1
3 3 1 10l

d C
−
+ −= =  и 3 1

3 7 1 36h
d C

−
+ −= = . В этом случае множество K  содержит 

360l h
d d= × =K  векторов типа ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,l l l h h h

K K K K K K K=
�

, для которых выполняется 

условие (1). Например, вектор (0,1;0,1;0,1;0,3;0,2;0,2)K′ =
�

 соответствует состоянию 

сети, при котором группа раздачи канала №1 включает 4 пользователя, в т.ч. 1 1l
N =  

пользователь с низкой и 1 3h
N =  пользователя с высокой скоростью раздачи, группа 

раздачи канала №2 включает 3 пользователей, в т.ч. 2 1l
N =  пользователь с низкой и 

2 2h
N =  пользователя с высокой скоростью раздачи, группа раздачи канала №3 включает 

3 пользователей, в т.ч. 3 1l
N =  пользователь с низкой скоростью раздачи и 3 2h

N =  
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пользователя с высокой скоростью раздачи. Для сравнения, вектор 

(0;0;0,3;0,2;0,2;0,3)K′′ =
�

 соответствует состоянию сети, при котором канал №1 
раздают два пользователя с высокой скоростью раздачи, канал №2 также раздают два 
пира с высокой скоростью раздачи, а канал №3 раздают 3 пользователя с низкой 
скоростью раздачи и 3 пользователя с высокой скоростью раздачи. Зададим значения 

популярностей каналов 1 0,5ρ = , 2 0,3ρ = , 3 0,2ρ = , которые позволяют оценить число 

зрителей канала: канал №1 просматривают 1 5Nρ =  пользователей, канал №2 2 3Nρ =  

пользователя, канал №3 3 2Nρ =  пользователя. Строим множества jK  по формуле (2). 

Заметим, что 
1

J

j

j

K
=

′∈
�

∩K , 1K ′′∉
�

K , 2 3K ′′∈
�

∩K K . Значения вероятности всеобщей 

передачи для каждого канала и системы в целом, вычисленные по формуле (3), 
содержатся в таблице 1. 

Таблица 1. Вероятность всеобщей передачи каналов и системы P2PTV 

Номер канала, j №1 №2 №3 
№1,№2 
№3 

jK  135 192 232 7 

jPU  0,375 0,533 0,644 0,019 
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ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ЯЧЕЙКИ С 

МГНОВЕННО ПОПОЛНЯЕМЫМ РЕЗЕРВОМ ВРЕМЕНИ
1
 

Обжерин Ю.Е., Бойко Е.Г., Сидоров С.М. 

ФГАОУВО «Севастопольский государственный университет», vmsevntu@mail.ru 

В работе построена полумарковская модель функционирования технологической 

ячейки с мгновенно пополняемым резервом времени. Определена 

производительность технологической ячейки с учетом резерва времени. 

Ключевые слова: технологическая ячейка, полумарковский процесс, резерв времени, 

производительность. 

Введение 
Одним из методов повышения надежности и эффективности функционирования 

технологических систем является временное резервирование [1-4]. О временном 

резервировании говорят в тех случаях, когда системе в процессе функционирования 

предоставляется возможность израсходовать некоторое дополнительное время (резерв 

времени) на восстановление и продолжение ее функционирования. Источники резерва 

времени могут быть различными: склады, межоперационные накопители, аккумуляторы, 

инерционность технологических процессов, запас производительности.  

В монографии [4] проведен анализ влияния резерва времени на надежность 

технологической ячейки (ТЯ), в данной работе анализируется влияние мгновенно 

пополняемого резерва времени на производительность ТЯ. 

Описание системы  

Рассматривается функционирование системы S, состоящей из ТЯ, обрабатывающей 

продукцию и имеющей мгновенно пополняемый резерв времени. В начальный момент 

времени ТЯ приступает к обработке продукции. Время обработки ТЯ единицы 

продукции – случайная величина (СВ) α1 с функцией распределения (ФР) F1(t)=P(α1≤t)  и 

плотностью распределения (ПР) f1(t). Время безотказной работы ТЯ – СВ α2 с ФР 

F2(t)=P(α2≤t) и ПР f2(t). При наступлении неисправности ТЯ, начинается ее 

восстановление, время восстановления ТЯ – СВ β с ФР G(t)=P(β≤t) и ПР g(t).  Отказ 

системы S наступает в момент времени, когда время восстановления ТЯ станет равным τ 

(τ>0, τ=const) и продолжается до восстановления ТЯ. При этом предполагается, что к 

моменту восстановления ТЯ резерв времени пополняется до уровня τ. При наступлении 

неисправности ТЯ обработка единицы продукции прекращается: если время 

восстановления β≤τ, то после восстановления ТЯ обработка единицы продукции 

продолжается, в противном случае (β>τ) после восстановления ТЯ начинается обработка 

новой единицы продукции. Предполагается, что СВ α1, α2, β независимы и имеют 

конечные математические ожидания. 

Для описания функционирования системы S используем ПМВ {ξn,θn; n≥0} и 

соответствующий ему ПМП ξ(t) с дискретно-непрерывным фазовым пространством 

состояний [5]. Введем следующее множество E полумарковских состояний системы: 

E={1, 10x, 11x, 20x, ω, 21x}.  

Временная диаграмма функционирования системы изображена на рис. 1. На 

временной диаграмме ломаной линией показана неисправность ТЯ, жирной линией – 

резерв времени τ. 
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Рис. 1. Временная диаграмма функционирования системы 

Обозначим через ρ(1), ρ(ω) значения стационарного распределения ВЦМ {ξn; n≥0}  на 

состояниях 1, ω и предположим существование стационарных плотностей ρ(10x), ρ(11x), 

ρ(20x) и ρ(21x) для состояний 10x, 11х, 20x и  21х соответственно.  
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Получим систему уравнений: 

Методом последовательных приближений можно показать, что стационарное 

распределение ВЦМ {ξn; n≥0} имеет следующий вид:  
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постоянная ρ0 находится из условия нормировки. 

Запишем формулу для расчета производительности ТЯ [6]: 
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где NA(t) – число попаданий полумарковского процесса в состояние A={10x}. 

Используя данную формулу, получаем формулу для расчета производительности ТЯ с 

мгновенно пополняемым резервом времени:  
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Выводы 

Полученные результаты могут быть использованы для анализа влияния величины 

мгновенно пополняемого резерва времени на производительность ТЯ. Предполагается 

использование данной методики для построения моделей многокомпонентных систем с 

резервом времени. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СЕТЕЙ ПЕРЕДАЧИ ДАННЫХ С 

МНОГОПУТЕВОЙ МАРШРУТИЗАЦИЕЙ СЕТЯМИ 

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ДЕЛЕНИЕМ И 

СЛИЯНИЕМ ТРЕБОВАНИЙ 
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Изучаются сети передачи данных с многопутевой маршрутизацией. Предложено 

использование сетей массового облуживания с делением и слиянием требований 

для моделирования и анализа производительности.  

Ключевые слова: многопутевая маршрутизация, сети массового обслуживания с 

делением и слиянием требований, MPTCP, многопутевой TCP, математическое 

моделирование, цепи Маркова. 

Введение 
Для современных сетей передачи данных со сложной структурой и огромным 

количеством пользователей характерно увеличение числа информационных потоков, 

циркулирующих в сети, при этом, возрастают требования к уровню надежности и 

пропускной способности. 

В таком случае удобным и эффективным способом решения возникающих проблем 

является распараллеливание информационных потоков. При данном подходе поток от 

источника к получателю разделяется на несколько субпотоков, которые передаются по 

различным маршрутам, что позволяет эффективно распределить нагрузку в сети и тем 

самым увеличить пропускную способность [1]. Однако при этом возникает 

необходимость осуществления синхронизации всех субпотоков. 

В настоящее время одним из методов организации такого типа маршрутизации 

является протокол транспортного уровня MPTCP (Multipath Transmission Control 

Protocol) [2], который представлен как набор расширений однопутевого TCP.  

При использовании многопутевой маршрутизации передача данных происходит 

одновременно по нескольким маршрутам, которые могут быть не полностью 

изолированными (совместно использовать несколько маршрутизаторов). Поэтому для 

описания процессов, которые происходят в сетях передачи данных с многопутевой 

маршрутизацией, воспользуемся сетями массового обслуживания (СеМО) с делением и 

слиянием требований (fork-join queueing networks), которые являются математическими 

моделями дискретных стохастических систем с параллельным принципом 

функционирования [3]. Данная модель успешно применяется для анализа 

распределенных баз данных, многопроцессорных ЭВМ, GRID-кластеров и других 

реальных систем [4]. Наиболее полный обзор всех фундаментальных и прикладных 

результатов за тридцатилетний период изучения сетей обслуживания рассматриваемого 

класса можно найти в монографии [5]. В данной работе будет исследована СеМО 

данного класса с произвольной топологией, в отличие от работ [3-5].  

Краткое описание модели 

Рассмотрим сеть массового обслуживания Ν с одним классом требований. В сеть из 

внешнего источника поступает пуассоновский поток требований с заданной 

интенсивностью. Требования в сети могут разделяться на фрагменты, которые затем 

обслуживаются параллельно и по окончании своего облуживания снова объединяются в 

одно требование.  

Системы массового обслуживания (СМО) в сети Ν принадлежат к одному из трех 

типов: 
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1) Базовая система обслуживания – СМО с произвольным числом обслуживающих 

приборов и конечной вместимостью очереди. Длительность облуживания фрагментов 

прибором базовой системы имеет экспоненциальное распределение с заданной 

интенсивностью; 

2) Дивайдер – одноприборная СМО. Назначением дивайдера является деление 

поступающего в него требования на фиксированное количество родственных 

фрагментов; 

3) Интегратор – СМО с бесконечным числом приборов. Назначением интегратора 

является накопление и слияние всех родственных фрагментов в одно требование. 

Полагаем, что процессы деления и слияния фрагментов в сети обслуживания Ν  

выполняются в соответствующих системах обслуживания мгновенно, а каждому 

дивайдеру однозначно поставлен в соответствие интегратор, в котором и должно 

произойти объединение полученных родственных фрагментов.  

Требование, поступившее в дивайдер, делится на некоторое фиксированное 

количество фрагментов, которые затем немедленно распределяются для поступления в 

базовые системы, в которых происходит их обслуживание. Для маршрутизации 

родственных фрагментов между дивайдером  и соответствующим ему интегратором  

используется набор матриц передач, согласно которым осуществляются переходы 

фрагментов между системами сети обслуживания. 

Каждый из фрагментов требования при поступлении в интегратор находится там до 

тех пор, пока все его родственные фрагменты, то есть фрагменты, полученные при 

делении того же требования, не поступят в интегратор. Как только это произошло, 

родственные фрагменты объединяются, и полученное требование сразу же покидает 

интегратор. 

Таким образом, в терминах многопутевой маршрутизации попадание требования в 

дивайдер и последующее его деление на фрагменты, означает порождение нескольких 

субпотоков в рамках одного соединения. Объединение фрагментов в интеграторе 

моделирует синхронизацию всех порожденных субпотоков.  

Результаты исследований 

В ходе исследований была построена модель для сетей передачи данных с 

многопутевой маршрутизацией в виде сети массового обслуживания с делением и 

слиянием требований. Для разработанной модели был получен метод, позволяющий 

определить ее основные характеристики. Данный метод может быть использован в 

задачах анализа, синтеза и оптимизации сетей передачи данных с многопутевой 

маршрутизацией.  

Выполнена серия вычислительных экспериментов с сетями обслуживания, проведен 

анализ полученных  результатов.   

В дальнейшем планируется подробно рассмотреть задачи, связанные с оптимизацией 

и распределением нагрузки в сетях передачи данных с многопутевой маршрутизацией, 

используя для этого предложенную математическую модель.  
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Ʉ ȺɇȺɅɂɁɍ ɋɊȿȾɇȿɃ ɋɄɈɊɈɋɌɂ ɉȿɊȿȾȺЧɂ ȾȺɇɇЫХ  
ɉɈ ɌȿХɇɈɅɈȽɂɂ ɆɍɅɖɌɂȼȿɓȺɇɂə ɍɋɌɊɈɃɋɌȼȺɆɂ 

ɆȿɀɆȺШɂɇɇɈȽɈ ȼɁȺɂɆɈȾȿɃɋɌȼɂə  

ȼ ȻȿɋɉɊɈȼɈȾɇɈɃ ɋȿɌɂ1 

Оɫɬɪɢɤɨва Д.Ю. 1, Ƚɭɞɤɨва И.А. 2 
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igudkova@sci.pfu.edu.ru 

Пɨɫɬɪɨɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɛɟɫɩɪɨɜɨɞɧɨɣ ɫɟɬɢ ɫɨ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧыɦɢ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ 
ɦɟɠɦɚɲɢɧɧɨɝɨ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢя. Пɨɥɭɱɟɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɪɚɫɱɟɬɚ ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢя 
ɫɭɦɦɚɪɧɨɣ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧыɯ ɜɫɟɦɢ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ ɝɪɭɩɩы. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɛɟɫɩɪɨɜɨɞɧɚɹ ɫɟɬɶ, ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɨ ɦɟɠɦɚɲɢɧɧɨɝɨ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ, 
ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɟ, ɩɨɞɝɪɭɩɩɵ ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ, ɫɪɟɞɧɹɹ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ. 

ȼвɟɞɟɧиɟ 
ȼ ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɯ ɛɟɫɩɪɨɜɨɞɧɵɯ ɫɟɬɹɯ ɱɟɬɜɟɪɬɨɝɨ ɩɨɤɨɥɟɧɢɹ ɧɚ ɛɚɡɟ 

ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ LTE (LonР TОrm EЯolutТon) ɭɜɟɥɢɱɟɧɢɟ ɫɩɪɨɫɚ ɧɚ ɜɵɫɨɤɨɫɤɨɪɨɫɬɧɵɟ ɭɫɥɭɝɢ 
ɩɪɢɜɨɞɢɬ ɤ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɢ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɝɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɱɚɫɬɨɬɧɨ-ɜɪɟɦɟɧɧɵɯ ɪɟɫɭɪɫɨɜ. 
ɉɨɞɯɨɞɨɦ ɤ ɪɟɲɟɧɢɸ ɩɪɨɛɥɟɦɵ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɟɪɟɞɚɱɚ ɞɚɧɧɵɯ ɜ ɦɧɨɝɨɚɞɪɟɫɧɨɦ ɪɟɠɢɦɟ – 
«ɬɨɱɤɚ – ɦɧɨɝɨ ɬɨɱɟɤ», – ɩɨɞɞɟɪɠɢɜɚɟɦɨɦ ɩɨɞɫɢɫɬɟɦɨɣ ɞɥɹ ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɟɧɢɹ 
ɦɭɥɶɬɢɦɟɞɢɣɧɵɯ ɭɫɥɭɝ ɜ ɲɢɪɨɤɨɜɟɳɚɬɟɥɶɧɨɦ ɢ ɦɧɨɝɨɚɞɪɟɫɧɨɦ ɪɟɠɢɦɚɯ (MultТmОНТa 
BroaНМast MultТМast SОrЯТМО, MBMS) Д1]. ɍɫɥɭɝɢ ɦɧɨɝɨɚɞɪɟɫɧɨɣ ɩɟɪɟɞɚɱɢ (ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ) 
ɦɨɝɭɬ ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɹɬɶɫɹ ɜ ɪɟɠɢɦɟ ɨɞɧɨɱɚɫɬɨɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɨɜɨɣ ɜɟɳɚɬɟɥɶɧɨɣ ɫɟɬɢ (MultТМast-
Broadcast Single-FrОquОnМв NОtаork, MBSFN). ɋɤɨɪɨɫɬɶ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ ɜ ɝɪɭɩɩɟ 
ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬɫɹ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ, ɩɨɞɞɟɪɠɢɜɚɟɦɨɣ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ 
ɝɪɭɩɩɵ ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ, ɱɬɨ ɨɝɪɚɧɢɱɢɜɚɟɬ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɢ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜ, ɧɚɯɨɞɹɳɢɯɫɹ ɜ 
ɧɟɩɨɫɪɟɞɫɬɜɟɧɧɨɣ ɛɥɢɡɨɫɬɢ ɤ ɛɚɡɨɜɨɣ ɫɬɚɧɰɢɢ ɢ ɫɩɨɫɨɛɧɵɯ ɞɨɫɬɢɝɚɬɶ ɛɨɥɟɟ ɜɵɫɨɤɢɟ 
ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ. Ɋɟɲɟɧɢɟ ɩɪɨɛɥɟɦɵ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɞɨɫɬɢɝɧɭɬɨ ɡɚ ɫɱɟɬ ɪɚɡɞɟɥɟɧɢɹ 
ɭɫɬɪɨɣɫɬɜ ɨɞɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ ɧɚ ɩɨɞɝɪɭɩɩɵ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ ɞɨɫɬɢɝɚɟɦɵɦɢ 
ɫɤɨɪɨɫɬɹɦɢ. ȼ ɪɚɛɨɬɟ ɩɨɫɬɪɨɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɛɟɫɩɪɨɜɨɞɧɨɣ ɫɟɬɢ ɫɨ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɦɢ 
ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ ɦɟɠɦɚɲɢɧɧɨɝɨ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ (machine-to-machine, M2M) ɩɪɢ ɢɯ 
ɪɚɡɛɢɟɧɢɢ ɧɚ ɩɨɞɝɪɭɩɩɵ ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ. Ⱦɥɹ ɪɚɫɱɟɬɚ ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɫɭɦɦɚɪɧɨɣ 
ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ ɜɫɟɦɢ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ M2M ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬɫɹ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫ ɢɡ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɫɟɬɢ ɫ ɦɧɨɝɨɚɞɪɟɫɧɵɦɢ ɫɨɟɞɢɧɟɧɢɹɦɢ Д2] ɢ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ ɪɚɡɛɢɟɧɢɹ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜ ɧɚ ɩɨɞɝɪɭɩɩɵ Д3]. 

Ɇɨɞɟɥɶ ɛɟɫɩɪɨвɨɞɧɨɣ ɫɟɬи ɫ ɭɫɬɪɨɣɫɬвɚɦи ɦɟɠɦɚɲиɧɧɨɝɨ 
вɡɚиɦɨɞɟɣɫɬвия 

Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɨɞɧɚ ɫɨɬɚ ɫɟɬɢ LTE ɪɚɞɢɭɫɚ R  ɫ ɞɨɫɬɭɩɧɵɦ ɱɢɫɥɨɦ N  ɪɟɫɭɪɫɧɵɯ 
ɛɥɨɤɨɜ (ɊȻ) ɢ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɦɢ, ɨɛɪɚɡɭɸɳɢɦɢ ɝɪɭɩɩɭ ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ, M2M ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ, 
ɤɨɬɨɪɵɟ ɦɨɝɭɬ ɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɜ ɚɤɬɢɜɧɨɦ (ɩɟɪɟɞɚɸɬ ɞɚɧɧɵɟ) ɢ ɩɚɫɫɢɜɧɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹɯ. 
ɉɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɬɫɹ, ɱɬɨ ɜɪɟɦɹ ɦɟɠɞɭ ɦɨɦɟɧɬɚɦɢ, ɤɨɝɞɚ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɨ ɫɬɚɧɨɜɢɬɫɹ ɚɤɬɢɜɧɵɦ, 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɩɨ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɦɭ ɡɚɤɨɧɭ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ  . ȼɪɟɦɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ 
ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚ ɜ ɚɤɬɢɜɧɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɩɨ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɦɭ ɡɚɤɨɧɭ ɫɨ ɫɪɟɞɧɢɦ 

1  . Ɍɟɪɪɢɬɨɪɢɹ ɫɨɬɵ ɪɚɡɞɟɥɟɧɚ ɧɚ S  ɧɟɩɟɪɟɫɟɤɚɸɳɢɯɫɹ ɡɨɧ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ 
ɩɟɪɟɞɚɜɚɟɦɵɦɢ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ ɢɧɞɢɤɚɬɨɪɚ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɪɚɞɢɨɤɚɧɚɥɚ (Channel 

                                                                        
1 Иɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɩɪɢ ɮɢɧɚɧɫɨɜɨɣ ɩɨɞɞɟɪɠɤɟ ɊФФИ ɢ ɉɪɚɜɢɬɟɥɶɫɬɜɚ Ɇɨɫɤɜɵ ɜ ɪɚɦɤɚɯ 
ɧɚɭɱɧɨɝɨ ɩɪɨɟɤɬɚ № 15-37-70016 ɦɨɥ_ɚ_ɦɨɫ, ɊФФИ ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɧɚɭɱɧɨɝɨ ɩɪɨɟɤɬɚ № 15-07-03051 ɚ ɢ 
Ɇɢɧɢɫɬɟɪɫɬɜɚ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ ɢ ɧɚɭɤɢ Ɋɨɫɫɢɣɫɤɨɣ Фɟɞɟɪɚɰɢɢ (ɋɉ-2987.2016.5). 
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Quality Indicator, CQI). Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ  1,..., SS  ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ ɡɧɚɱɟɧɢɣ CQI. Ɂɨɧɚ 

1, , 1s S   ɢɦɟɟɬ ɮɨɪɦɭ ɤɨɥɶɰɚ ɫ ɪɚɞɢɭɫɚɦɢ sR  ɢ 1sR  , 1s sR R  , sS , 1R R . Ɂɨɧɚ 

s S  ɢɦɟɟɬ ɮɨɪɦɭ ɤɪɭɝɚ ɫ ɪɚɞɢɭɫɨɦ /SR R S . 

Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ,  sb sS  ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɭɸ s-ɡɧɚɱɟɧɢɸ CQI 

ɩɪɢ ɜɵɞɟɥɟɧɢɢ ɨɞɧɨɝɨ ɊȻ,    1,..., :s s s
m m m  m

S
 ɜɟɤɬɨɪ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɱɢɫɥɚ 

ɭɫɬɪɨɣɫɬɜ ɦɟɠɞɭ ɡɨɧɚɦɢ. M2M ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɧɚ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ 
ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɢɦ ɬɨɱɟɱɧɵɦ ɩɪɨɰɟɫɫɨɦ, ɢ ɬɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɪɚɜɧɨɦɟɪɧɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɵ ɜɧɭɬɪɢ 
ɫɨɬɵ. Ɍɨɝɞɚ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶ ɬɨɝɨ, ɱɬɨ M2M ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɨ ɫɬɚɧɨɜɢɬɫɹ ɚɤɬɢɜɧɵɦ ɜ ɡɨɧɟ sS , 
ɪɚɜɧɚ 

  2 22 2 1 / ,  1, , 1,        1/ .s Sp S s S s S p S         (1) 
Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɟ ɫɨɬɵ ɫɟɬɢ LTE ɫɨ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɦɢ M2M ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ 
ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɨɩɢɫɚɧɨ ɜ ɜɢɞɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɚɫɫɨɜɨɝɨ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ (ɋɆɈ) ɫ S  
ɩɭɚɫɫɨɧɨɜɫɤɢɦɢ ɜɯɨɞɹɳɢɦɢ ɩɨɬɨɤɚɦɢ ɡɚɹɜɨɤ (ɫɟɫɫɢɢ, ɜ ɬɟɱɟɧɢɟ ɤɨɬɨɪɵɯ M2M ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚ 
ɩɟɪɟɞɚɸɬ ɞɚɧɧɵɟ). Иɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶ ɩɨɫɬɭɩɥɟɧɢɹ ɡɚɹɜɨɤ s-ɬɢɩɚ ɪɚɜɧɚ s sp  , ȼɪɟɦɹ 
ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ (ɞɥɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɫɟɫɫɢɢ) ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɨ ɩɨ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɨɦɭ ɡɚɤɨɧɭ ɫ 
ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɶɸ   [2]. Ɂɧɚɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɟɣ    1, , Sp p m mm  ɱɢɫɥɚ 
M2M ɭɫɬɪɨɣɫɬɜ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɡɨɧɟ, ɦɨɠɧɨ ɩɪɢɦɟɧɢɬɶ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɵɣ ɜ [3] ɚɥɝɨɪɢɬɦ 
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɪɚɡɛɢɟɧɢɹ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜ ɧɚ ɩɨɞɝɪɭɩɩɵ ɦɭɥɶɬɢɜɟɳɚɧɢɹ ɞɥɹ ɪɚɫɱɟɬɚ ɫɭɦɦɚɪɧɨɣ 
ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ  b m ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ ɜɫɟɦɢ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ ɫɨɬɵ ɢ ɟɟ ɫɪɟɞɧɟɝɨ 
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m m . 
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ȼывɨɞы 
ȼ ɡɚɤɥɸɱɟɧɢɟ ɨɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɜ ɞɨɤɥɚɞɟ ɩɪɨɜɟɞɟɧ ɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ ɫɪɟɞɧɟɣ ɫɭɦɦɚɪɧɨɣ 

ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ ɜɫɟɦɢ ɭɫɬɪɨɣɫɬɜɚɦɢ ɦɟɠɦɚɲɢɧɧɨɝɨ 
ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ. 
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We construct a model of the wireless network with stationary M2M devices. We also 

determine mean value of an aggregate maximum data rate of all M2M devices in multicast 

group. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ВРЕМЕННОГО РЯДА 

ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ INTERNET В РОССИИ СРЕДСТВАМИ 

EVIEWS 

Пяткина Д.А. 

Российский университет дружбы народов, daria_pu@mail.ru 

В данной работе предлагается алгоритм прогнозирования временных рядов с 

помощью моделей ARMA в пакете Eviews. Особое внимание уделяется 

алгоритму выбора лучшей модели и прогнозированию.  

Ключевые слова: прогноз, стационарность, коррелограмма, модели ARIMA, 

скользящее среднее, авторегрессия, коэффициент детерминации, информационные 

критерии. 

 

Прогноз проникновения Интернета актуален для многих фирм, желающих оценить 

перспективы развития бизнеса в сети Интернет. В качестве источника данных была 

использована база данных компании EuromonitorInternational. 

При импорте данных в пакет EViewsмы задали структуру данных (ежегодные с 1997 

по 2013 гг.).  Временной ряд достаточно короткий и явно нестационарный. 

 
Рис. 1. График ряда и тест Дики-Фуллера. Тест Дики-Фуллера подтверждает 

гипотезу о нестационарности временного ряда (p-value=0,9998).  

     
Таким образом, мы будем рассматривать ARMA-модели для первых разностей (или 

ARIMA(p,1,q)-модели). При этом pи qмы будем рассматривать в пределах от 0 до 3, т.к. 

временной ряд достаточно короткий и обычно достаточно рассматривать небольшое 

число лагов. 

Коррелограмма первых разностей процентной доли пользователей Интернета 

указывает на то, что имеет смысл особое внимание обратить на использование второго 

лага первых разностей в модели. 

 
 

Рис. 2. Коррелограмма первых разностей 

Обобщим результаты построения различных моделей. 
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Табл. 1. Сравнение моделей ARMA 

Тип модели 
Adjusted R-

squared 
Akaike criterion Schwarzcriterion 

ARMA(1,0) -0.076428 6.168521 6.262928 

ARMA(2,0) 0.103932 6.016824 6.108118 

ARMA(0,1) -0.071242 6.127600 6.224173 

ARMA(0,2) 0.070939 5.985200 6.081773 

ARMA(1,1) 0.178167 5.951945 6.093555 

ARMA(1,2) -0.025025 6.172881 6.314491 

ARMA(2,1) 0.292398 5.836535 5.973476 

ARMA(2,2) 0.066906 6.113159 6.250100 

 

Лучшей моделью по скорректированному коэффициенту детерминации (чем выше, 

тем лучше) и информационным критериям (чем ниже, тем лучше) стала модель 

ARMA(2,1): 

DependentVariable: D(USERS)   

Method: LeastSquares   

Date: 09/20/14   Time: 15:43   

Sample (adjusted): 2000 2013   

Includedobservations: 14 afteradjustments  

Convergenceachievedafter 14 iterations  

MA Backcast: 1999   

     
     

Variable 

Coefficien

t Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 12.41689 14.36152 0.864595 0.4057 

AR(2) 0.857212 0.230196 3.723839 0.0034 

MA(1) -0.922543 0.075109 

-

12.28274 0.0000 
     
     R-squared 0.401260     Meandependentvar 4.314286 

Adjusted R-squared 0.292398     S.D. dependentvar 4.847975 

S.E. ofregression 4.078072     Akaikeinfocriterion 5.836535 

Sumsquaredresid 182.9374     Schwarzcriterion 5.973476 

Loglikelihood -37.85575     Hannan-Quinncriter. 5.823859 

F-statistic 3.685953     Durbin-Watsonstat 1.592548 

Prob(F-statistic) 0.059540    
     
     

Inverted AR Roots       .93          -.93  

Inverted MA Roots       .92   

     
     

 
В набор данных добавили 2 пустых наблюдения, соответствующих 2014 и 2015 гг. и 

создали прогноз для них. 

В результаты работы процедуры Forecastв Eviewsбыла создана переменная usersf, 

содержащая прогноз на 2014 и 2015 гг. 
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Рис. 3. Прогноз по итоговой модели 

На наш взгляд, прогноз выглядит весьма реалистично. Так, согласно ему в 2015 году 

доля интернет-пользователей в России составит 80%. Возможным недостатком модели с 

содержательной точки зрения может стать переоценка темпов роста числа интернет-

пользователей, т.к. модель предполагает ускоряющийся прирост их доли, тогда как есть 

основания полагать, что в скором времени наступит замедление темпов роста по мере 

приближения к отметке в 100%. Однако данное замечание больше касается более 

долгосрочного прогнозирования, нежели прогнозирования на 1-2 года вперед. 
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TIME SERIES PREDICTION OF INTERNET USERS IN RUSSIA 

BY MENS OF EVIEWS 

Pyatkina D.A. 

 Peoples' Friendship University of Russia, daria_pu@mail.ru 

In this paper we propose an algorithm for time series prediction using ARMA model 

in the package Eviews. Particular attention is paid to the choice of the best algorithm 

and model prediction. 

Keywords: forecast, stationary, correlogram, models ARIMA, moving average, 
autoregression coefficient of determination, information criteria. 
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ОРИЕНТИРОВАНИЕ ГРУППЫ 

МОБИЛЬНЫХ РОБОТОВ 

Тимошенко А.Г., Бахтин А.А., Тепляков И.М., Моленкамп К.М., Волков А.С.  

Национальный исследовательский университет «МИЭТ»; timoshenko@edu.miet.ru, bah@miee.ru 

В данной статье описывается метод ориентирования группы мобильных 

роботов с использованием радиосвязи с всенаправленной антенной. Для процесса 

оптимизации используются диаграммы Вороного. 
Ключевые слова: MANET, группы роботов, метод ориентирования, радиосвязь, 
диаграмма Вороного, связность, карта местности, РЛС. 

Введение 
Задача построения карты местности, в которой работает робот или группа роботов 

может быть решена различными путями. Существуют методы оптического, 
ультразвукового и лазерного сканирования пространства для построения карты 
местности. Построение карты на основе радиосредств сводится к использованию 
методов пассивной или активной радиолокации и сетевых методов. Примером первой 
группы методов может служить ориентация роботов в известном пространстве на 
основании параметров отражения сигнала от различных поверхностей, и сравнение их с 
паттерном, хранящимся в системе [1]. Такой метод также применим в условиях 
определения местоположения робота в динамически меняющейся среде. Второй тип 
методов может использовать технику мультиагентных систем, основанную на разрыве 
соединения [2]. В данной работе предлагается рассмотреть вариант гибридизации 
методов радиолокации и сетевой передачи информации, используя физический уровень 
сетевого устройства (рис. 1а). 

Создание карты местности 
По сути, задача создания карты местности группой роботов с использованием радио 

средств может быть сведена к построению РЛС на каждом из роботов. Данное решение 
может увеличить стоимость конструкции робота, а так же утяжелить его. Последнее не 
желательно, если речь идет о роботах, выполняющих миссию по исследованию 
поверхности планеты или спутника. В таком случае требуется использовать доступные 
на роботизированных объектах элементы. 
С одной стороны, использование систем связи распределенных роботизированных 

транспортных средств с всенаправленной антенной, можно рассматривать как ФАР. С 
другой стороны расстояние между узлами не пропорционально длине волны, поэтому 
необходимо синтезировать поверхность преобразования для антенны фазовой решетки, 
что требует дополнительных вычислительных ресурсов на каждом из устройств, в том 
числе обеспечение синхронизации. 
В отличие от радаров с синтезируемой апертурой и импульсом, [3], передающиеся 

сигналы с частотным разделением с каждого из узлов MANET сети не должны быть 
ортогональными. Для анализа отраженного сигнала будем использовать m-
последовательность, длиной 256, при этом разные узлы отправляют зондирующие 
сигналы на своих частотных подканалах. Во временную диаграмму работы MANET сети 
включим режим построения карты местности, так как для связи и для ориентирования 
используется один и тот же радиоканал. 
Для анализа мы используем первую зону размером 1 км × 1 км с 20 

робототехническими устройствами, а построение карты местности проводится на 
площади второй зоны 2 км × 2 км (рис. 1б). По сценарию координаты роботов, вектора и 
скорости движения были выбраны случайным образом, так, что бы ни выходить за 
пределы первой зоны. Мы используем модели MANET со случайными промежуточными 
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точками для описания узлов. Предположим, что связность в MANET определяется, как в 
[4]. 
Эллипсы на рис 1б показывают, как роботы получают информацию о препятствиях. 

На протяжении всего эллипса ЦСП отправляет одну и ту же информацию о R. R – это 
константа, которая представляет собой геометрическое место точек, для которых 
одинакова сумма расстояний до двух фиксированных точек плоскости, называемых 
точками фокуса. Расстояние R больше, чем расстояние между точками фокуса. 
Фокальными точками являются расположения передатчика и приемника. 

 
Рис. 1. (а) Архитектура приемника и квазиимпульсные временные диаграммы работы 

приемопередатчика; (б) использование диаграмм Вороного для оптимизации 

 
Коэффициент отражения Φ может быть описан следующим образом: 

( )( ) 11sin2
21 −−=Φ −εγε    (1) 

Если высота антенны робототехнического устройства не велика, sin(γ) будет равен γ. 
Отраженная мощность от планеты с диэлектрической проницаемостью ε будет 
небольшой и будет адаптироваться к порогу согласованного фильтра. Для препятствия 
коэффициент отражения будет выше, а порог преодолен и ЦСП зафиксирует число N 
согласованного фильтра и вычислит R. 
Для коэффициента отражения описанного в (1) максимальное число ошибок может 

быть определено следующим образом: 

( ) ( )( )( )( ) 1212 1sin11sin2
−−−−−= εγεγσ    (2) 

Уравнение (2) показывает малую часть ошибки, обусловленную особенностями 
распространения сигнала. В модели мы оптимизируем количество анализируемых 
эллипсов до трех (рис. 1б), теряя менее 3σ в точности. С другой стороны, расчет 
решения по третьей части, как сервер за пределами напланетной миссии, отображение 
может быть сделано очень точным, используя все парные комбинации приём и передача. 
Максимальная точность получается в описанной выше модели на основе диаграммы 
Вороного. Ближайшая ветвь определяет фокальные точки для пересечения эллипсов. 
Для сокращения вычислительных ресурсов системы, модифицируем алгоритм 

Форчуна, используя вместо заметающей кривой – окружность (пунктирная окружность 
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на рис. 1б), а число узлов, участвующих в общих вычислениях, как было показано выше 
равно четырем (один передатчик и три приёмника). Доопределение истинного 
положения препятствия проводится путем изменения конфигураций приём-передача 
каждого из устройств. 

Выводы 
Предложенный метод использования всенаправленной антенны и радиосвязи для 

построения карты местности для группы роботов, позволяет обнаружить и определить 
координаты имеющихся препятствий. Для оптимизации использовались диаграммы 
Вороного. Были подсчитаны точности для первой (внутренней, 1 км × 1 км) и второй зон 
дальности (до 5 км). Дальнейшие исследования предполагают оптимизацию точности 
модели для второй (внешней) зоны методом Доплеровского синтеза апертуры. 
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В ɞɨɤɥɚɞɟ ɢɫɫɥɟɞɭɟɬɫя ɜɨɩɪɨɫ ɨɰɟɧɤɢ ɢ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɢ ɜɪɟɦɟɧɢ ɜыɩɨɥɧɟɧɢя ɛɢɡɧɟɫ-
ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ, ɩɨɞɞɟɪɠɢɜɚɸщɢɯ ɛɟɫɩɪɨɜɨɞɧыɟ ɦɟɠɦɚɲɢɧɧыɟ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢя ɞɥя 
ɭɩɪɚɜɥɟɧɢя ɝɨɪɨɞɫɤɨɣ ɢɧɮɪɚɫɬɪɭɤɬɭɪɨɣ. Аɧɚɥɢɡ ɩɪɨɜɟɞɟɧ ɩɪɢ ɩɨɦɨщɢ ɦɟɬɨɞɨɜ 
ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢя ɢ ɧɚ ɛɚɡɟ ɤɚɪɬы ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ eTOM ɤɨɧɰɟɩɰɢɢ 
TM Forum Frameаorб. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: smart МТtв, ɦɟɠɦɚɲɢɧɧɨɟ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɟ, M2M, TM Forum 
FramОаorб, ОTOM, ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɚɦɢ, ɫɪɟɞɧɟɟ ɜɪɟɦɹ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɹ ɛɢɡɧɟɫ-
ɩɪɨɰɟɫɫɚ, ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ. 

ȼвɟɞɟɧиɟ 
ȼ ɩɨɫɥɟɞɧɢɟ ɝɨɞɵ ɚɤɬɢɜɧɨ ɜɧɟɞɪɹɸɬɫɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɥɹ «ɭɦɧɵɯ ɝɨɪɨɞɨɜ», ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɳɢɯ 

ɫɨɛɨɣ ɟɞɢɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɝɨɪɨɞɫɤɢɦ ɯɨɡɹɣɫɬɜɨɦ, ɨɫɧɨɜɚɧɧɭɸ ɧɚ 
ɷɧɟɪɝɨɫɛɟɪɟɝɚɸɳɢɯ ɢ ɷɧɟɪɝɨɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɯ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɹɯ, ɢɧɮɨɪɦɚɬɢɡɚɰɢɢ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ. ɉɪɚɜɢɬɟɥɶɫɬɜɨɦ Ɇɨɫɤɜɵ ɪɟɚɥɢɡɭɟɬɫɹ ɩɪɨɝɪɚɦɦɚ 
«Иɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɣ ɝɨɪɨɞ», ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɧɚɹ ɧɚ ɪɟɲɟɧɢɟ ɪɹɞɚ ɩɪɢɨɪɢɬɟɬɧɵɯ ɡɚɞɚɱ ɜ ɨɛɥɚɫɬɢ 
ɪɚɡɜɢɬɢɹ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɯ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ (ИКɌ), ɤɨɬɨɪɵɟ ɡɚɬɪɚɝɢɜɚɸɬ ɜ 
ɬɨɦ ɢɥɢ ɢɧɨɦ ɨɛɴɟɦɟ ɜɫɟ ɨɫɧɨɜɧɵɟ ɨɛɳɟɝɨɪɨɞɫɤɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢ ɬɪɟɛɭɸɬ ɛɨɥɟɟ 
ɦɟɬɨɞɢɱɟɫɤɨɝɨ ɢ ɜɫɟɨɛɴɟɦɥɸɳɟɝɨ ɤɨɧɬɪɨɥɹ ɡɚ ɯɨɞɨɦ ɢɯ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ Д1]. ɉɪɢɦɟɪɨɦ ɬɚɤɢɯ 
ɫɢɫɬɟɦ ɦɨɝɭɬ ɫɥɭɠɢɬɶ ɫɢɫɬɟɦɵ ɜɢɞɟɨɧɚɛɥɸɞɟɧɢɹ, ɨɬɫɥɟɠɢɜɚɧɢɟ ɬɪɚɧɫɩɨɪɬɧɵɯ ɫɪɟɞɫɬɜ, 
ɞɚɬɱɢɤɢ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɨɫɜɟɳɟɧɢɹ ɢ ɬ.ɞ. Ɍɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɢ ɩɨɞɨɛɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ 
ɪɟɚɥɢɡɭɸɬɫɹ ɩɨɫɪɟɞɫɬɜɨɦ ɛɟɫɩɪɨɜɨɞɧɵɯ ɦɟɠɦɚɲɢɧɧɵɯ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɣ (maМСТnО-to-
maМСТnО – M2M, maМСТnО tвpО МommunТМatТons – MTC) ɞɥɹ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɝɨɪɨɞɫɤɨɣ 
ɢɧɮɪɚɫɬɪɭɤɬɭɪɨɣ. 

ȼɚɠɧɵɦ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɦ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɪɟɦɹ, ɡɚɬɪɚɱɢɜɚɟɦɨɟ ɧɚ ɩɟɪɟɞɚɱɭ 
ɞɚɧɧɵɯ ɨɬ ɞɚɬɱɢɤɚ M2M ɤ ɫɟɪɜɟɪɭ MTC Д2]. Ⱦɪɭɝɢɦ ɜɚɠɧɵɦ ɚɫɩɟɤɬɨɦ ɹɜɥɹɟɬɫɹ 
ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɹ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ, ɫɜɹɡɚɧɧɵɯ ɫ ɜɧɟɞɪɟɧɢɟɦ ɢ ɩɨɞɞɟɪɠɤɨɣ ɞɚɬɱɢɤɨɜ M2M, 
ɱɬɨ ɦɨɠɧɨ ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɬɶ ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɤɨɧɰɟɩɰɢɢ TM Forum FramОаorб Д3], ɚ ɢɦɟɧɧɨ ɤɚɪɬɵ 
ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ОTOM. 

Ȼиɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫы ɞɥя ɩɨɞɞɟɪɠɤи ɦɟɠɦɚɲиɧɧыɯ вɡɚиɦɨɞɟɣɫɬвиɣ  
в эɧɟɪɝɟɬиɱɟɫɤɨɣ ɨɬɪɚɫɥи 

Ⱥɜɬɨɪɵ ɪɚɛɨɬɵ Д4], ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɢ ɦɟɠɞɭɧɚɪɨɞɧɨɣ ɟɜɪɨɩɟɣɫɤɨɣ ɷɧɟɪɝɟɬɢɱɟɫɤɨɣ 
ɤɨɦɩɚɧɢɢ ČEZ Group, ɩɪɨɜɟɥɢ ɚɧɚɥɢɡ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɤɥɸɱɟɜɵɦɢ 
ɞɥɹ ɩɨɞɞɟɪɠɤɢ ɞɚɬɱɢɤɨɜ M2M. ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɩɪɨɰɟɫɫ ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɢ ɬɚɤɢɯ ɞɚɬɱɢɤɨɜ, ɩɪɨɰɟɫɫ 
ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ ɡɚɤɚɡɨɜ ɞɥɹ ɭɫɬɚɧɨɜɤɢ ɩɪɨɞɭɤɬɚ ɜ ɞɨɦɚɯ, ɩɪɨɰɟɫɫ ɧɚɫɬɪɨɣɤɢ, ɩɪɨɰɟɫɫ ɜɵɛɨɪɚ 
ɬɚɪɢɮɚ, ɩɪɨɰɟɫɫ ɨɬɥɚɞɤɢ ɞɟɮɟɤɬɚ. Эɬɢ ɩɪɨɰɟɫɫɵ ɜ ɬɟɪɦɢɧɚɯ ОTOM ɢɦɟɸɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ 
ɧɚɡɜɚɧɢɹ: ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɚ ɩɪɨɞɭɤɬɚ ɢ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ ɢ ɢɯ ɢɡɴɹɬɢɟ ɫ ɪɵɧɤɚ, ɨɛɪɚɛɨɬɤɚ ɡɚɤɚɡɨɜ, 
ɤɨɧɮɢɝɭɪɚɰɢɹ ɢ ɚɤɬɢɜɚɰɢɢ ɭɫɥɭɝɢ, ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɜɵɫɬɚɜɥɟɧɢɟɦ ɫɱɟɬɨɜ, ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ 

                                                           
1 Иɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɩɪɢ ɮɢɧɚɧɫɨɜɨɣ ɩɨɞɞɟɪɠɤɟ ɊФФИ ɢ ɉɪɚɜɢɬɟɥɶɫɬɜɚ Ɇɨɫɤɜɵ ɜ 
ɪɚɦɤɚɯ ɧɚɭɱɧɨɝɨ ɩɪɨɟɤɬɚ № 15-37-70016 ɦɨɥ_ɚ_ɦɨɫ ɢ Ɇɢɧɢɫɬɟɪɫɬɜɚ ɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ ɢ ɧɚɭɤɢ 
Ɋɨɫɫɢɣɫɤɨɣ Фɟɞɟɪɚɰɢɢ (ɋɉ-2987.2016.5). 
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ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɩɪɨɛɥɟɦ ɧɚ ɤɥɢɟɧɬɫɤɨɦ ɭɪɨɜɧɟ. Ⱥɧɚɥɢɡ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɤɨɦɩɚɧɢɢ ČEZ Group 
ɚɜɬɨɪɚɦɢ Д4] ɩɪɨɜɨɞɢɥɫɹ ɧɚ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɯ ɭɪɨɜɧɹɯ: ɝɨɪɨɞɚ, ɪɚɣɨɧɚ, ɨɛɥɚɫɬɢ, ɩɪɢ ɷɬɨɦ 
ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɥɨɫɶ ɫɪɟɞɧɟɟ ɜɪɟɦɹ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɹ ɤɚɠɞɨɝɨ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɚ, ɤɨɬɨɪɨɟ 
ɫɪɚɜɧɢɜɚɥɨɫɶ ɫ ɩɨɪɨɝɨɜɵɦ ɡɧɚɱɟɧɢɟɦ. 

Ɂɚɞɚɱɚ иɫɫɥɟɞɨвɚɧия и вывɨɞы 
ȼ ɞɨɤɥɚɞɟ ɩɪɨɜɟɞɟɧ ɨɛɡɨɪ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɨɛɥɚɫɬɟɣ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ ɛɟɫɩɪɨɜɨɞɧɵɯ 

ɦɟɠɦɚɲɢɧɧɵɯ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɣ M2M ɞɥɹ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɝɨɪɨɞɫɤɨɣ ɢɧɮɪɚɫɬɪɭɤɬɭɪɨɣ ɝɨɪɨɞɚ 
Ɇɨɫɤɜɵ, ɜ ɬɨɦ ɱɢɫɥɟ ɞɥɹ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɞɨɦɚɲɧɢɦɢ ɯɨɡɹɣɫɬɜɚɦɢ. ȼɵɞɟɥɟɧɵ ɬɢɩɵ ɨɛɥɚɫɬɟɣ, 
ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɵɯ ɫɯɨɠɢ ɤɥɸɱɟɜɵɟ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɵ ɩɨɞɞɟɪɠɤɢ M2M. Ɉɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɛɢɡɧɟɫ-
ɩɪɨɰɟɫɫɵ ɦɨɝɭɬ ɨɬɥɢɱɚɬɶɫɹ: ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɩɪɨɰɟɫɫ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ ɡɚɤɚɡɚ ɚɤɬɭɚɥɟɧ ɞɥɹ ɞɨɦɚɲɧɢɯ 
ɯɨɡɹɣɫɬɜ, ɤɨɝɞɚ ɭɫɬɚɧɚɜɥɢɜɚɸɬɫɹ ɞɚɬɱɢɤɢ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɩɟɪɟɞɚɱɢ ɞɚɧɧɵɯ 
ɷɥɟɤɬɪɨɷɧɟɪɝɢɢ, ɧɨ ɧɟ ɬɚɤ ɜɚɠɟɧ ɞɥɹ ɝɨɪɨɞɫɤɨɝɨ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɨɫɜɟɳɟɧɢɟɦ, ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ 
ɭɫɬɚɧɨɜɤɚ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɰɟɧɬɪɚɥɢɡɨɜɚɧɧɨ. Ⱥɧɚɥɢɡ ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɹ 
ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɩɪɨɜɟɞɟɧ ɧɚ ɛɚɡɟ ɫɪɟɞɫɬɜɚ ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ BIMP Д5]. 
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Представлены интервальные оценки характеристик системы массового 

обслуживания с оптимальным выбором – выбором системы с кратчайшей 

очередью. 

Ключевые слова: интервальные оценки, числовые характеристики, система с 

оптимальным выбором. 

Описание системы 

Исследуется система массового обслуживания, состоящая из двух параллельных 

подсистем (накопитель и обслуживающий прибор). Оптимальный выбор – поступающие 

в систему заявки выбирают ту подсистему, для которой длина очереди в накопителе 

минимальна. Если в обоих подсистемах длины очередей совпадают, то с вероятностью � 

выбирается одна из подсистем, с дополнительной вероятностью � = 1 − � выбирается 

вторая подсистема. Предполагается, что в систему поступает пуассоновский поток 

интенсивности �, времена обслуживания на приборах подчинены экспоненциальным 

распределениям с параметрами �! и �! соответственно. Емкости накопителей – �! и �! 

(�! ≤ ∞, � = 1,2)/ 

Ряд полученных результатов совпадает с результатами работы [1], актуальность 

исследования подчеркнута в работах [2-5], необходимый аппарат теории массового 

обслуживания – [6]. 

Случайный процесс �! � , �! � , � ≥ 0, (где �! �  - случайная величина, 

обозначающая  число заявок в системе с накопителем �!, а �! �  - случайная величина - 

число заявок в системе с накопителем �!), описывающий число заявок в системе в 

произвольный момент времени, является двумерным марковским процессом [1,5].  Его 

множество состояний � имеет вид � = { �, � , � = 0, �! + 1, � = 0, �! + 1, �!, �! ≤ ∞}. 

 Система уравнений равновесия 
Обозначим через �!,!  – стационарную вероятность того, что � заявок находится в 

первой подсистеме, а � – во второй подсистеме (условие существования стационарного 

режима представлено в [1,3,5]). Система уравнений равновесия для данной системы 

имеет вид: 

��!,! = �!�!,! + �!�!,!,   (1) 

� + �! �!,! = ���!,! + �!�!,! + �!�!,!,   (2) 

� + �! �!,! = �!�!!!,! + �!�!,!, � > 0,   (3) 

� + �! �!,! = ���!,! + �!�!,! + �!�!,!,   (4) 

� + �! �!,! = �!�!,! + �!�!,!!!,   � > 0,   (5) 

� + �! + �! �!,! = ��!!!,! + ��!,!!! + �!�!!!,! + �!�!,!!!, � = � = 1,∞, (6) 

� + �! + �! �!,! = ��!!!,! + ���!,!!! + �!�!!!,! + �!�!,!!!, � = � − 1, � = 2,∞, (7) 

� + �! + �! �!,! = ��!!!,! + �!�!!!,! + �!�!,!!! , � = 3,∞, � = 1, � − 2, (8) 

� + �! + �! �!,! = ��!,!!! + ���!!!,! + �!�!!!,! + �!�!,!!!, � = 2,∞, � = � − 1, (9) 

� + �! + �! �!,! = ��!,!!! + �!�!!!,! + �!�!,!!!, � = 3,∞, � = 1, � − 2. (10) 

                                                                            
1
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и 16-07-00766. 
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Условие нормировки:  

�!"

!

!!!

= 0

!

!!!

.                                                                (11) 

 Введя вспомогательные вероятности �!,. – вероятность того, что в первой подсистеме 

ровно � заявок (вне зависимости от числа заявок во второй подсистеме); �.,!  – 

вероятность того, что во второй подсистеме ровно � заявок (вне зависимости от числа 

заявок в первой подсистеме): 

�!,. = �!"

!

!!!

, �.,! = �!"

!

!!!

, 

то из системы уравнения равновесия (1)-(10) можно получить вероятность того, что хотя 

бы одна из подсистем свободна: 

�!�!,. + �!�.,! = �! + �! − �.   (12) 

В предположении о симметричности системы [5], получаем выражения для 

вероятностей простоя каждой из подсистем: 

�!,. = 1 −
�

�!
�, �.,! = 1 −

�

�!
�.                                          (13) 

Интервальные оценки характеристик системы 

Обозначим через �!!! – стационарную вероятность немедленного начала 

обслуживания поступившей в систему заявки: 

�!!! = �!,!

!

!!!

+ �!,!

!

!!!

+ �!,!.                                          (14) 

Если предположить, что �! = �! = �, то из (12) с учетом (14), получаем: 

�!,. + �.,! = 2 − �\� = �!!! + �!,! ⇒ �!!! ≤ 2 − �\�. 

Далее, обозначим через �! = �!,!!!
!

!!!
= �!!!,!

!

!!!  вероятность того, что в обеих 

подсистемах ровно � (� ≥ 0) заявок. Тогда, используя систему уравнений локального 

баланса для вероятностей �!(� ≥ 0), вероятность простоя системы �! (при �! = �! = �) 

лежит в интервале: 

1 − � � ≤ �! = �!,! ≤ 1 − �
2� .                                          (15) 

Для вероятности �!!! получаем следующую интервальную оценку: 

�!!! ≥ 1 − �
2� .                                                       (16) 

Для случая, когда �! ≠ �! формулы (15) и (16) представимы в виде: 

1 −
�

min (�!, �!)
≤ �! = �!,! ≤ 1 −

�

2max (�!, �!)
.                            (17) 

�!!! ≥ 1 −
�

2max (�!, �!)
.                                                       (18) 

Для среднего числа заявок в системе (в обеих подсистемах) �  верны следующие 

оценки: 
�

2μ − λ
≤ � ≤

�

μ − λ
,                                                    (19) 

�

2max �!, �! − �
≤ � ≤

�

min �!, �! − �
,                            (20) 

для случаев, когда �! = �! = � и �! ≠ �!, соответственно. 

Стоит отметить, что если использовать производящую функцию для вероятностей 

�! , � ≥ 0, то можно уточнить формулу (20), уменьшив значения границ для оценки 

среднего числа заявок в системе: 
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�
2max �!, �!

min �!, �!
⋅
min �!, �! − �

2max �!, �! − �
≤ � ≤ �

min �!, �!

2max �!, �!
⋅
2max �!, �! − �

min �!, �! − �
.     (21) 

Выводы 

Рассмотрена система массового обслуживания, состоящая из двух подсистем 

(накопитель и прибор), в которую поступает пуассоновский поток заявок, причем заявки 

становятся в ту подсистему, где меньше других заявок. Представлена система уравнений 

равновесия, а также ряд интервальных оценок для вероятности простоя системы, 

вероятности немедленного обслуживания поступающей заявки, среднего числа заявок в 

системе. 

Литература 
1. Cohen J.W., Boxma O.J. Boundary Value Problems in Queueing system analysis. North-

Holland, 1983 

2. Suh K., Diot Ch., Kurose J., Massoulie L., Neumann Ch., Towsley D., Varvello M. Push-to-

peer video-on-demand system: Design and evaluation. //  IEEE Journal on Selected Areas in 

Communications. –  25:9 (2007). –Pp. 1706–1716 

3. Bramson M. Stability of Join the Shortest Queue Networks. // Ann Appl Probab. – 21:4 

(2011). – Pp. 1568–1625 

4. Введенская Н. Д., Конфигурация перегруженных серверов при динамической 

маршрутизации. // Пробл. передачи информ. – 47:3 (2011). – С. 80–95 

5. Введенская Н. Д., Добрушин Р. Л., Карпелевич. Ф.И. Система обслуживания с выбором 

наименьшей из двух очередей – асимптотический подход.// Пробл. передачи информ. –

 32:1 (1996). – С. 20–34 

6. Бочаров П.П., Печинкин А.В. Теория массового обслуживания. – РУДН. – 1995 

 

INTERVAL ESTIMATIONS OF CHARACTERISTICS OF 

QUEUEING SYSTEM WITH OPTIMAL CHOICE 

Yapo Guy Serge
1
, Zaryadov I.S.

2 

1Peoples’ Friendship University of Russia, serge_evariste@hotmail.com  
2Peoples’ Friendship University of Russia, Institute of Informatics Problems, FRC CSC RAS, 

izaryadov@sci.pfu.edu.ru 

The interval estimates of characteristics of queuing systems with the optimum choice – the 

choice of the system with the shortest queue are presented. 

Кеу words: interval estimates, characteristics, queuing systems with the optimum choice. 

126 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ДЛЯ АНАЛИЗА ДИАГРАММ 

СОСТОЯНИЙ БИЗНЕС-ПРОЦЕССОВ 

Азофейфа Э.Х.. 

Российский университет дружбы народов, esteban.azofeifa@gmail.com 

Рассматривается получение диаграмм состояний с помощью первичной 

информации бизнес-процессов, представляется математический аппарат на 

основе диаграмм состояний, используемый в процессе анализа нечетких знаний; 

обсуждаются способы применения математического аппарата в анализе бизнес 

процессов.  
Ключевые слова: диаграмма состояний, математический аппарат, нечеткие знания, 
бизнес-процесс, переходы состояний. 

Введение 
Одним из простых способов анализа бизнес-процессов является наблюдение за 

состоянием ключевых объектов в течение заданного периода. В процессе наблюдения 
мы получаем возможные переходы состояний, на основании которых строится 
диаграмма состояний. Если выяснить, какие переходы состояний встречаются чаще 
всего и насколько часто, то можно задать нечеткие значения этим переходам.  

Описание математического аппарата 
Рассмотрим диаграмму состояний G, где каждая вершина в G соответствует 

состоянию экземпляра, который является базовым [3, стр. 92]. Пусть c - вершина, r 
соседняя вершина, и b = (c, i, r), ребро с меткой i. По отношению к узлу c, ребро с 
меткой 1 соответствует дуге, выходящей из узла в другое состояние, и ребро с меткой 2 
направлено в противоположную сторону [2, с. 114]. Тогда пусть i ∈ {1,2} и {Bc = (c*, i*, 
r*) ∈ B | с* = с} множество ребер, примыкающих к узлу с. Количество ребер, 
примыкающих к c, которые помечены как “i” выражается следующим образом: 

∑
∈

=
cBb 

b*u(b)nq(c)
    (1) 

Где nb – число случаев базового ребра b. Функция u определяется следующим 
образом: 





≠
=

=
il(b)

il(b)
u(b)

 если 0,

 если 1,     (2) 

Где l – функция маркировки. Функция p(c,b), обозначающая вероятность входа или 
выхода вершины c через ребро b выражается следующим образом: 

)(
,

cq

n
b)p(c b=     (3) 

Обозначим функцию (1) как нечеткую степень принадлежности [1] ребра b диаграмме 
состояний. Таким образом, нечеткая вероятность выхода или входа вершины c 
следующая: 

∑
∈

=
cBb 

*u(b)cbpP ),(     (4) 

Выражение (4) будет равняться 0 или 1 в зависимости от присутствия ребер выхода 
или входа. Когда i = 1, функция (3) обозначается как маршрутизация потока через b. 
Обновление функции с i = 2 обеспечивает вероятность ввода в вершину c от b, которая 
обозначается как приток от b.  

Также можно рассматривать количественное отношение вершины ко всему слою с 
помощью функции f(c): 

ɉɪɢɤɥɚɞɧɵɟ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɢ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ



∑
∈

=

Bb 

bn

cq
f(c)

2

)(     (5) 

Где B есть множество ребер в G. Когда i = 1, функция (5) представляет собой 
коэффициент выхода или ext(c), который является степенью принадлежности 
выходящих базовых ребер из вершины c по отношению к совокупности базовых 
отношений. Когда i = 2, то входящие ребра в вершину c считаются, и это обозначается 
как коэффициент входа или ent(c). Соответствующая псевдометрика может быть 
получена из обоих коэффициентов. Рассмотрим следующее выражение: 

|)()(|, xfyfy)d(x −=    (6) 

Где x, y являются вершинами понятий. Это соответствует проценту совокупности 
базовых отношений. При i = 1, функция (6) обозначается как расстояние выхода или dext. 
Когда i = 2, образуется соответствующее расстояние входа или dent. Рассмотрим 
следующее соотношение: 

)()(
)(

centcext

cext
h(c)

+
=     (7) 

Функция (7) является коэффициентом расхода. Если h(c) > 1/2, то c считается 
источником, со степенью истинности или нечеткой принадлежности h(c). Вершина c 
считается стоком, если h(c) < 1/2, со степенью истинности 1 - h(c). Коэффициент расхода 
может быть задан вершинам в качестве нечеткой степени принадлежности, в 
зависимости от задачи. 

Подход к анализу бизнес-процессов 

Прерывания переходов состояний или появление стоков в созданной диаграмме могут 
являться индикаторами того, что в текущем процессе возникли проблемы. Можно 
определить насколько эти проблемы критичны путем сравнения соответствующих узлов 
с входным и выходным расстоянием. Коэффициент расхода дает представление о 
существующих «бутылочных горлышках» и выделяет возможные критичные точки, 
которые нужно улучшить или оптимизировать. Нечеткие значения переходов состояний 
позволяют определить возможные пути исходя из некоторого начального состояния, на 
основе реальных данных. 

Выводы 
Использование нечетких данных о переходах состояний было предложено как 

средство построения диаграмм состояний. Также, на основе этих диаграмм был 
рассмотрен математический аппарат, состоящий из расстояния выхода и входа, вместе с 
коэффициентом расхода. И как следствие, были показаны возможные способы 
применения этого аппарата в анализе бизнес-процессов. 
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МЕТОДЫ ПЛАНИРОВАНИЯ СОВОКУПНОСТИ ТРАЕКТОРИЙ 
ДЛЯ КОАЛИЦИИ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ АГЕНТОВ 
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Российский университет дружбы народов, andreychuk@mail.com 

В работе представлен аналитический обзор наиболее распространенных методов 
планирования совокупности траекторий для коалиции интеллектуальных 
агентов.   
Ключевые слова: планирование траектории, поиск пути, мультиагентное 
планирование 

Введение 
Задача планирования траектории в искусственном интеллекте обычно 

рассматривается как задача поиска пути на взвешенном графе. В отличие от 
планирования траектории для отдельного агента, где сложность задачи зависит лишь от 
размера графа, сложность задачи планирования траекторий для множества агентов в 
большей степени зависит от числа агентов. Использование классического алгоритма 
A*[1] при планировании траекторий для множества агентов приведет к тому, что на 
каждой итерации алгоритма будет порождаться Mn новых состояний, где M – количество 
возможных переходов из текущего состояния, n – количество агентов. То есть сложность 
алгоритма A* экспоненциально зависит от числа агентов, что делает его неприменимым 
на практике, когда количество агентов велико. В связи с этим для решения задачи 
планирования совокупности траекторий для коалиции интеллектуальных агентов 
предлагаются специализированные алгоритмы. 

Аналитический обзор 
Алгоритмы планирования траекторий для множества агентов можно разделить на две 

группы. В первую группу входят алгоритмы, принцип работы которых основывается на 
централизованном подходе к решению задачи, то есть имеется один глобальный 
планировщик, который строит траектории для всех агентов и при этом учитывает 
положения в пространстве каждого из них в каждый момент времени. Подобные 
алгоритмы теоретически являются полными, то есть гарантируют нахождение решения, 
если оно существует, и могут быть оптимальными, то есть гарантируют, что 
построенные траектории будут кратчайшими. 

Одним из наиболее известных и эффективных оптимальных алгоритмов, 
использующих централизованный подход является алгоритм OD+ID описанный в работе 
[2]. В основе алгоритма OD+ID лежит алгоритм A*. Особенностью алгоритма OD+ID 
является использование методов, позволяющих ускорить процесс и сократить 
пространство поиска. Первый – Independence Detection(ID) разбивает исходную задачу 
на несколько подзадач, но при этом не нарушает оптимальность искомого решения. 
Второй метод – Operator Decomposition(OD) применяется для того чтобы сократить 
пространство поиска. Вместо того чтобы перемещать всех агентов одновременно, 
агенты движутся по очереди, тем самым уменьшая количество различных состояний с 
Mn до M*n. 

Однако оптимальные алгоритмы остаются слишком ресурсоемкими и не 
применимыми к практическим задачам, где количество агентов велико, а пространство 
поиска состоит из десятков и даже сотен тысяч состояний. Существуют алгоритмы, 
которые также используют централизованный подход и являются полными, но при этом 
не гарантируют нахождение оптимального решения. 

Первый подобный алгоритм был предложен в работе [3]. Принцип работы этого 
алгоритма основан на преобразовании исходного графа к дереву, элементами которого 
являются части исходного графа, которые составляют цикл. Ребрами дерева являются 
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«узкие места» исходного графа, которые не образуют циклы. Данный алгоритм работает 
за полиномиальное время и при этом гарантирует, что количество шагов не превысит 
O(n3), где n-количество вершин в графе. Однако на практике он оказался слишком 
сложным и неэффективным. 

К этой же группе относится алгоритм OA(Optimal Anytime)[4], предложенный 
авторами алгоритма OD+ID. Принцип его работы схож с алгоритмом OD+ID. Разница 
заключается в том, что при обнаружении конфликтов агенты не пытаются построить 
совместные оптимальные траектории. Они также объединяются в группу, но строят свои 
пути, учитывая других агентов лишь как движущиеся препятствия. Такой подход 
работает быстрее, но не гарантирует, что найденные пути являются кратчайшими. 

 Push and Swap - еще один алгоритм, использующий централизованный подход, но при 
этом не являющийся оптимальным, описан в работе [5]. Целью алгоритма Push and Swap 
является нахождение субоптимального решения за полиномиальное время. Push and 
Swap является полным для тех задач, где количество вершин в графе больше чем 
количество агентов по крайней мере на 2. Алгоритм использует две операции – Push и 
Swap. С помощью операции Push агенты движутся к своей цели до тех пор, пока это 
возможно. Операция Swap позволяет поменять местами двух агентов, при этом, не 
изменяя положение всех остальных агентов (см. Рис.1). 

 
Рис.1 Принцип работы операции Swap. 

Алгоритмы второй группы используют децентрализованный подход. В основе этих 
алгоритмов лежит принцип декомпозиции, который заключается в разбиении исходной 
задачи на несколько более простых задач. Алгоритмы использующие 
децентрализованный подход вычислительно более эффективны, но не гарантирует 
нахождение оптимального решения и не являются полными. 

Одним из первых и наиболее применимых на практике алгоритмов, использующих 
децентрализованный подход, является алгоритм LRA*(Local Repair A*), предложенный 
в работе[6]. Алгоритм работает в два этапа. На первом этапе каждый агент находит путь, 
используя алгоритм A*, при этом игнорируя всех остальных агентов. На втором этапе 
агенты движутся по построенным траекториям до тех пор, пока не возникнет конфликт. 
Всякий раз, когда агент не может пройти дальше из-за того, что впереди находится 
другой агент, происходит перерасчет найденного пути. Однако из-за того, что каждый 
агент независимо перепланирует свою траекторию, это приводит к возникновению 
новых конфликтов и в итоге могут возникнуть циклические конфликты, неразрешимые 
подобным подходом. 

Позднее появились более совершенные методы планирования траектории для 
множества агентов, использующие децентрализованный подход. Например, алгоритм 
WHCA*(Windowed Hierarchical Cooperative A*), описанный в работе [7]. Как и LRA*, 
алгоритм WHCA* работает в два этапа и для планирования траектории использует 
алгоритм A*. Ускорение работы алгоритма происходит за счет того, что поиск пути для 
каждого агента происходит в «окне» - абстрактной области карты размером w*w. 
Постепенно «окно» сдвигается в сторону цели. В алгоритме используется 3х-мерная 
пространственно-временная таблица, в которой хранятся позиции всех агентов в каждый 
момент времени (см. Рис.2). 
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Рис.2 Пример работы алгоритма WHCA*. 

Использование подобной таблицы помогает избежать конфликтов, когда два агента 
пытаются занять одну и ту же вершину, но при этом не отслеживает конфликты, когда 
агенты пытаются пройти сквозь друг друга. Данный алгоритм решает большее 
количество заданий, чем LRA*, но при этом требует дополнительных затрат памяти на 
хранение 3х-мерной таблицы. 

Выводы 
Существующие алгоритмы планирования совокупности траекторий для коалиции 

интеллектуальных агентов используют либо централизованный, либо 
децентрализованный подход к решению задачи. Алгоритмы, использующие 
централизованный подход, могут обладать такими важными свойствами как полнота и 
оптимальность. Однако с вычислительной точки зрения алгоритмы, использующие 
децентрализованный подход, являются значительно более эффективными, что 
обуславливает их большую применимость в практических задачах. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 15-37-20893. 
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В �����	 р�

�атриваются результаты исследований современных методов 
одновременного картирования и локализации по видеопотоку (vision-based 
Simultaneous Localization and Mapping - vSLAM), а также описывается 
оригинальный алгоритм vSLAM, основанный на методе совмещения границ 
изображения Local Bundle Adjustment. 
Ключевые слова: методы одновременного картирования и локализации, 
компьютерное зрение, единственная камера 
 

Введение 
В настоящее время беспилотные летательные аппараты оснащаются большим 

набором датчиков, таких как инфракрасные и лазерные дальномеры, инерциальные 
датчики, системы GPS/ГЛОНАСС. Но из-за малой грузоподъемности и ограниченного 
запаса батареи, малые БПЛА обладают ограниченным набором датчиков, в который из-
за своей компактности, низкого энергопотребления и веса входит видеодатчик (камера). 
Также, при навигации БПЛА в помещении, датчики GPS/ГЛОНАСС – недоступны. В 
связи с этим актуальной проблемой является задача одновременного картирования и 
локализации по видеопотоку, полученному с единственной камеры в реальном времени.   

На данный момент уже существуют методы, которые позволяют в разной степени 
решать поставленную проблему. Их можно разделить на 3 класса: 

1) Методы, основанные на выделении особенностей изображений [2] 
2) Методы, использующие контрастные области для составления карты [3] 
3) Методы, использующие всю информацию изображения [4] 
Методы, основанные на выделении особенностей изображений, являются самыми 

быстрыми, но при этом они обладают низкой точностью построенной траектории и 
малой детализацией полученной карты. В противопоставление им, алгоритмы, в 
которых используется вся информация на изображении, являются наиболее точными по 
построению траектории и позволяют строить высокодетализированные карты, но их 
работа в реальном времени на современных бортовых вычислителях без ускорения на 
графических процессорах – невозможна, что затрудняет использование подобных 
методов в задачах навигации малых БПЛА.  

При использовании контрастных областей изображений, можно снизить 
вычислительную нагрузку с процессора, при этом сохранив точность построения 
траектории и высокую детализацию карты. 

В качестве примера, на рисунке 1 приведено среднее время работы алгоритмов, 
относящихся к 1-му (MonoSLAM, PTAM), 2-му (LSD-SLAM) классам. 

Сохранение точности при небольшой потери по времени исполнения алгоритма 
(возможность работы в реальном времени на центральном процессоре) являются 
основными критериями для выбора этого класса алгоритмов в качестве основы для 
разработки метода одновременного картирования и локализации по видеопотоку, 
полученному с единственной камеры LBA-vSLAM. 

Основной мотивацией для разработки оригинального метода LBA-vSLAM было 
совмещение преимуществ методов разных классов. В качестве основы для исследований 
был взят метод LSD-SLAM как один из наиболее актуальных на данный момент 
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методов, использующих контрастные области для составления карты. Для сокращения 
времени работы и пространства для поиска соответствий на изображениях, в LSD-SLAM 
были модифицированы алгоритм выделения областей и метод локализации и 
составления карты (используется метод совмещения границ Local Bundle Adjustment). 

 
Рис. 1 – Среднее время работы алгоритмов MonoSLAM, PTAM и LSD-SLAM 

Метод LBA-vSLAM 
Для снижения нагрузки на вычислитель, предлагается ограничить изображение лишь 

областями, оставшимися после применения оператора Собеля [5]. Это позволит 
сократить количество информации, которое будет обработано алгоритмом.  

Алгоритм LBA-vSLAM состоит из 5-ти основных шагов: 
1) Калибровка камеры (получение матрицы внутренней калибровки). 
2) Получение изображения. 
3) Предобработка изображения, устранение шумов. 
4) Выделение областей 
5) Создание или обновление карты 

На этапе калибровки камеры, с помощью алгоритмов, основанных на работе с 
известными шаблонами изображений (например: шахматная доска), необходимо 
получить внутренние параметры камеры, такие как: фокусные расстояния, координаты 
точки пересечения плоскости изображения с оптической осью и т.д.  

Для повышения стабильности работы алгоритма, при поступлении нового 
изображения, оно проходит предварительную обработку для устранения шумов и 
искажений, после чего происходит выделение контрастных областей с помощью 
фильтра Собеля. 

Если точки, лежащие в выделенных областях, не соответствуют точкам в областях 
предыдущих изображений, то происходит инициализация новой карты и такое 
изображение берется за точку отсчета при построении карты. Если соответствие 
найдено, то происходит добавления новых элементов в уже существующую карту. 

В качестве подтверждения целесообразности предложенных модификаций, было 
проведено тестирование на коллекции видеоданных, полученных в закрытом 
помещении. Результаты тестирования показали уменьшение времени работы на 17% 
относительно метода LSD-SLAM при сохранении точности локализации объекта и 
сравнительно небольшом падении в детализации карты в 20% (при условии того, что 
LSD-SLAM позволяет выделять тысячи точек на видеоряде, продолжительностью менее 
минуты, которые потом становятся элементами карты, разница в 20% оправдана для 
прикладных задач). 

Выводы 
В ходе работы были изучены актуальные методы одновременного картирования и 

локализации по видеопотоку, полученному с единственной камеры, а также разработан 
метод LBA-vSLAM, компоненты которого были программно реализованы. Результаты 
тестирования показали преимущества метода LBA-vSLAM по скорости работы 
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�тносительно методов того же класса при сравнимой точности построения пройденной 
траектории и степени детализации карты. 

Дальнейшем направлением работ является исследования возможности применения 
алгоритмов корректировки накапливающейся ошибки и алгоритмов замыкания 
траектории (Loop-Closure Algorithms) [6]. Такой подход позволит распознать места, в 
которых уже находился БПЛА, скорректировать ошибку и перестроить карту, с учетом 
уточненных данных. 

Работа выполнена при поддержке проекта РФФИ №15-07-07483_A 
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ТИПЫ ПРОТИВОРЕЧИЙ ПРИ ФОРМИРОВАНИИ СТРАТЕГИИ 

ПРЕДПРИЯТИЯ 
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vlasova.ekaterina.94@mail.ru, novikova_gm@mail.ru, o.m.balakhonova@gmail.com 

Рассматриваются основные типы противоречий, которые необходимо 

учитывать при разработке непротиворечивых стратегий предприятия. 
Ключевые слова: стратегическое управление, стратегия, противоречие, ресурсы, 
бизнес-процессы 

Введение  
Современное предприятие — это сложная система, включающая такие элементы, как 

основные фонды, сырье и материалы, трудовые и финансовые ресурсы. Важнейшая 
задача сегодня не только оптимально использовать имеющиеся ресурсы для решения 
оперативных задач, но и разрабатывать стратегии развития предприятия, 
обеспечивающие оптимальное использование перечисленных элементов и эффективное 
функционирование всей системы в долгосрочной перспективе. Актуальной задачей при 
разработке стратегии предприятия является устранение противоречий, наличие которых 
затрудняет или делает невозможным достижение стратегических целей. В работе дан 
анализ типов противоречий, которые необходимо учитывать при разработке механизмов 
построения непротиворечивых, сбалансированных стратегий предприятия[1]. 

Факторы, влияющие на возникновение противоречий  
На разрабатываемую стратегию влияет множество факторов внутренней и внешней 

среды: требования бизнеса, конкуренты, поставщики, законодательство, стандарты 
качества, ресурсы предприятия т.д. Все они могут выдвигать различные требования, 
которые необходимо учитывать, выявляя противоречия. Например, при возникновении 
потребности в централизованном управлении ИТ-системами территориально 
распределенного предприятия существует риск столкнуться с проблемой 
неравномерного развития каналов связи на различных территориях. Для того чтобы 
снизить риск возникновения противоречий, при разработке стратегии необходимо 
уделять особое внимание потенциальным местам возникновения противоречий: 
ресурсному планированию, управлению процессами, целеполаганию. 
Потенциальные места возникновения противоречий позволяют классифицировать 

противоречия. Опишем их возможные типы. 

1. Противоречие воздействий 
Данное противоречие возникает из-за различных требований, выдвигаемых к одному 

объекту.  
Пусть X – целевой объект, {Pi} – множество действий, которые могут осуществляться 

над объектом X.  
Пусть к объекту X выдвигаются требования осуществить воздействие Р1 и P2 над 

этим объектом, причем Р1- воздействие, Р2- обратное воздействие. Существование 
данных требований приводит к «противоречию воздействий».  
Рассмотрим пример «противоречия воздействий» (рис.1). 
Пусть объект Х – финансы, воздействия Р1 и Р2 – снижение и повышение затрат в 

результате осуществления ИТ-проекта соответственно. 
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Рис. 1. Пример противоречия воздействий 

2. Противоречие отсутствия ресурса для воздействия 
Данное противоречие возникает при неправильном ресурсном планировании: для 

совершения действия над объектом недостаточно необходимого ресурса для его 
совершения. При этом ресурс может отсутствовать в системе предприятия либо быть 
занят для совершения другого действия. 
Пусть X – целевой объект, {Pi} – множество действий, которые могут осуществляться 

над объектом X, P- целевое воздействие, {R} – множество необходимых ресурсов для 
достижения целевого воздействия.  
Пусть R – ресурс, необходимый для достижения целевого воздействия, Re – ресурс в 

наличии. Если Re< R, то имеет место противоречие отсутствия ресурса для воздействия. 
Пример противоречия отсутствия ресурса для воздействия (рис.2). 
Пусть Х – процесс делопроизводства, воздействие Р1 - автоматизировать 

делопроизводство компании; R – финансовый ресурс– 150 тыс. руб., Re – 100 тыс. руб.  

 
Рис. 2. Пример противоречия отсутствия ресурса для воздействия  

3. Временное противоречие 
Данное противоречие возникает при нарушении последовательности достижения 

целей и неправильном временном планировании их достижения. 
Пример временного противоречия (рис.3). 
Пусть Х – цель верхнего уровня, для ее достижения необходимо сначала реализовать 

цель У. Пусть t1 – время достижения цели Х, t2 – время достижения цели У. Если t1<t2, 
то имеет место временное противоречие. 
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Рис. 3. Пример временного противоречия 

4. Противоречие отсутствия процесса для воздействия 
Данное противоречие возникает при неправильном построении процессов компании: 

для выполнения воздействия отсутствует процесс. Для осуществления воздействия 
может потребоваться как новый процесс, так и изменение уже существующего. 
Пусть X – целевой объект, {Pi} – множество действий, которые могут осуществляться 

над объектом X, P- целевое воздействие. {Process} – множество процессов компании, 
описываемое последовательностью воздействий, ресурсов для выполнения воздействий 
и набором документов. Если не существует процесса из множества {Process} такого, что 
в процессе присутствует воздействие Р, то имеет место противоречие отсутствия 
процесса (рис.4). 

 
Рис. 4. Пример отсутствия процесса для воздействия  

Заключение 
Стратегия предприятия является сложной системой, включающей совокупность 

управляющих воздействий, наличие противоречий в которых может затруднить, а порой 
и исключить достижение стратегических целей. Рассмотренные типы противоречий, а 
также факторы, вызывающие противоречия, необходимо учитывать при разработке 
механизмов формирования непротиворечивых стратегий.   
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ɂɋɉɈɅЬɁɈВАɇɂȿ ɇɈɊɆАɌɂВɇɈ-ɉɊАВɈВɈȽɈ ɄɈɇɌȿɇɌА 
ȾɅə ɉɈВɕШȿɇɂə ɗФФȿɄɌɂВɇɈɋɌɂ ɊАȻɈɌɕ CRM – 

ɋɂɋɌȿɆɕ 

Дɭɥɶɧɟɜа А.С., ɀɭɤɨɜ В.В., ɇɨɜɢɤɨɜа Г.М. 

Каɮɟɞɪа ɢɧɮɨɪɦаɰɢɨɧɧых ɬɟхɧɨɥɨɝɢɣ, Рɨɫɫɢɣɫɤɢɣ Уɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ Дɪɭɠɛы ɇаɪɨɞɨɜ, Мɨɫɤɜа, 
Рɨɫɫɢя, angella94@bk.ru  

Рɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɡɚɤɨɧɨɞɚɬɟɥɶɧɨɣ ɛɚɡɵ ɜ CRM –ɫɢɫɬɟɦɟ ɞɥɹ 
ɦɢɧɢɦɢɡɚцɢɢ ɪɢɫɤɨɜ ɢ ɩɨɜɵɲɟɧɢɹ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɟɟ ɪɚɛɨɬ, ɩɪɢɜɨɞɹɬɫɹ BPMN-

ɦɨɞɟɥɢ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨцɟɫɫɨɜ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɳɢɟ ɢɧɮɨɪɦɚцɢɸ ɡɚɤɨɧɨɜ РФ 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: CRM-ɫɢɫɬɟɦɚ, BPMN-ɦɨɞɟɥɶ, ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɵ, ɡɚɤɨɧɨɞɚɬɟɥɶɫɬɜɨ 
ɊɎ. 

Ввɟɞɟɧɢɟ 
ȼ ɧɚɫɬɨɹɳɟɟ ɜɪɟɦɹ ɚɤɬɭɚɥɶɧɨɣ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɫɨɡɞɚɧɢɹ CRM-ɫɢɫɬɟɦ, ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɯ 

ɧɟ ɬɨɥɶɤɨ ɚɜɬɨɦɚɬɢɡɢɪɨɜɚɬɶ ɩɪɨɰɟɫɫ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɫ ɤɥɢɟɧɬɨɦ, ɧɨ ɨɛɟɫɩɟɱɢɬɶ 
ɩɪɚɜɨɜɭɸ ɱɢɫɬɨɬɭ ɜɡɚɢɦɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ. Эɬɨ ɨɛɭɫɥɨɜɥɟɧɨ ɜɚɠɧɨɫɬɶɸ ɢɧɞɢɜɢɞɭɚɥɶɧɨɝɨ 
ɦɚɪɤɟɬɢɧɝɚ, ɨ ɤɨɬɨɪɨɦ ɝɨɜɨɪɢɬ Э. ɉɟɣɧ, ɤɚɤ ɨ «ɬɚɤɨɣ ɮɨɪɦɟ ɦɚɪɤɟɬɢɧɝɚ, ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɨɣ 
ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɞɢɚɥɨɝ ɧɟɩɨɫɪɟɞɫɬɜɟɧɧɨ ɦɟɠɞɭ ɤɨɦɩɚɧɢɟɣ ɢ ɨɬɞɟɥɶɧɵɦɢ ɤɥɢɟɧɬɚɦɢ ɢɥɢ 
ɝɪɭɩɩɚɦɢ ɤɥɢɟɧɬɨɜ ɫɨ ɫɯɨɞɧɵɦɢ ɡɚɩɪɨɫɚɦɢ» Д2Ж. Ⱦɥɹ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɢ ɬɚɤɚɹ ɮɨɪɦɚ ɞɢɚɥɨɝɚ 
ɞɨɥɠɧɚ ɛɵɬɶ ɮɨɪɦɚɥɢɡɨɜɚɧɚ ɢ ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɨɜɚɬɶ ɩɪɚɜɨɜɵɦ ɜɡɚɢɦɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹɦ 
ɜ ɬɨɦ ɢɥɢ ɢɧɨɦ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟ.   

ȼ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɨɣ ɭɫɥɨɜɧɨɣ ɧɚɞɫɬɪɨɣɤɟ ɤ ɚɜɬɨɦɚɬɢɡɢɪɨɜɚɧɧɨɣ CRM-ɫɢɫɬɟɦɟ ɛɭɞɭɬ 
ɡɚɥɨɠɟɧɵ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɟ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɵ, ɤɨɬɨɪɵɦɢ ɫɦɨɝɭɬ ɪɭɤɨɜɨɞɫɬɜɨɜɚɬɶɫɹ ɤɚɤ 
ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɢ ɢ ɤɥɢɟɧɬɵ, ɬɚɤ ɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɬɟɥɢ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟɧɧɵɯ ɭɱɪɟɠɞɟɧɢɣ. Ɇɨɠɧɨ 
ɫɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ ɦɵ ɧɚɩɨɥɧɢɦ ɢɡɜɟɫɬɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɧɨɪɦɚɬɢɜɧɨ-ɩɪɚɜɨɜɵɦ ɤɨɧɬɟɧɬɨɦ, 
ɨɛɥɟɝɱɚɹ ɬɟɦ ɫɚɦɵɦ ɩɪɨɰɟɫɫɵ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɞɜɭɯ ɢ ɛɨɥɟɟ ɫɬɨɪɨɧ. Эɬɨ ɩɨɦɨɠɟɬ 
ɭɫɤɨɪɢɬɶ ɪɟɲɟɧɢɟ ɦɧɨɝɢɯ ɩɪɨɛɥɟɦ, ɜɨɡɧɢɤɚɸɳɢɯ ɭ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ, ɫɨɤɪɚɬɢɬɶ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ 
ɞɟɣɫɬɜɢɣ, ɩɨɜɵɫɢɜ ɬɟɦ ɫɚɦɵɦ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɹ ɬɚɤɢɯ ɡɚɞɚɱ, ɤɚɤ: ɨɛɴɟɞɢɧɟɧɢɟ 
ɜɫɟɯ ɤɥɢɟɧɬɨɜ ɜ ɟɞɢɧɭɸ ɛɚɡɭ ɫ ɭɞɨɛɧɵɦ ɩɨɢɫɤɨɦ, ɯɪɚɧɟɧɢɟ ɢ ɜɟɞɟɧɢɟ ɩɨɥɧɨɣ ɢɫɬɨɪɢɢ 
ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɫ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɦ, ɧɚɥɢɱɢɟ ɩɨɞ ɪɭɤɨɣ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɢ ɩɨ ɚɤɬɢɜɧɵɦ ɪɚɛɨɬɚɦ ɫ 
ɤɥɢɟɧɬɨɦ. 

ɉɪɢɦɟɪ ɦɨɞɟлɢ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨв CRM-ɫɢɫɬɟɦɵ, ɢɫɩɨлɶɡɭɸщɢх 
ɢɧɮɨɪɦаɰɢɸ ɡаɤɨɧɨɞаɬɟлɶɧɨɣ ɛаɡɵ ɊФ 

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɩɪɢɦɟɪ ɦɨɞɟɥɢ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɚ CRM–ɫɢɫɬɟɦɵ, ɜ ɤɨɬɨɪɨɦ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬɫɹ 
ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɹ ɡɚɤɨɧɚ «Ɉ ɡɚɳɢɬɟ ɩɪɚɜ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ». Эɬɨɬ ɡɚɤɨɧ ɪɟɝɭɥɢɪɭɟɬ 
ɜɡɚɢɦɨɨɬɧɨɲɟɧɢɹ ɫ ɤɥɢɟɧɬɨɦ ɩɪɢ ɨɛɧɚɪɭɠɟɧɢɢ ɧɟɤɚɱɟɫɬɜɟɧɧɨɣ ɩɪɨɞɭɤɰɢɢ; ɨɧ 
ɧɚɩɪɚɜɥɟɧ ɧɚ ɭɱɟɬ ɬɪɟɛɨɜɚɧɢɹ Ɋɨɫɫɢɣɫɤɨɝɨ ɡɚɤɨɧɨɞɚɬɟɥɶɫɬɜɚ ɤ ɞɟɣɫɬɜɢɹɦ ɨɛɟɢɯ ɫɬɨɪɨɧ. 
ɇɨɪɦɚɬɢɜɧɵɟ ɚɤɬɵ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɵɟ ɜ ɞɚɧɧɨɦ ɩɪɨɰɟɫɫɟ, ɩɪɢɜɟɞɟɧɵ ɜ ɬɚɛɥ. 1. Ɇɨɞɟɥɶ 
ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɫ ɜɵɞɟɥɟɧɢɟɦ ɧɚɢɛɨɥɟɟ ɜɚɠɧɵɯ ɞɟɣɫɬɜɢɣ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ 
ɡɚɤɨɧɨɞɚɬɟɥɶɫɬɜɭ ɊɎ, ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɚ ɧɚ ɪɢɫ. 1. 

Ɍɚɛɥɢɰɚ 1. Ɂɚɤɨɧɨɞɚɬɟɥɶɧɵɟ ɚɤɬɵ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɵɟ ɜ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɢ ɦɨɞɟɥɟɣ ɛɢɡɧɟɫ-
ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ [3]. 

Ɂаɤɨɧ Сɬаɬɶя Рɟɝɭɥɢɪɭɟɬ/ɭɫɬаɧаɜɥɢɜаɟɬ 

 

 

 

ɋɬɚɬɶɹ 5. 
ɉɪɚɜɚ ɢ ɨɛɹɡɚɧɧɨɫɬɢ 
ɢɡɝɨɬɨɜɢɬɟɥɹ 

ɍɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɟ ɫɪɨɤɚ ɫɥɭɠɛɵ, ɫɪɨɤɚ 
ɝɨɞɧɨɫɬɢ ɬɨɜɚɪɚ (ɪɚɛɨɬɵ), ɚ ɬɚɤɠɟ 
ɝɚɪɚɧɬɢɣɧɨɝɨ ɫɪɨɤɚ ɧɚ ɬɨɜɚɪ 
(ɪɚɛɨɬɭ) 

ɋɬɚɬɶɹ 6.  
Ɉɛɹɡɚɧɧɨɫɬɶ ɢɡɝɨɬɨɜɢɬɟɥɹ 

Ɉɛɟɫɩɟɱɟɧɢɟ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɢ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɬɨɜɚɪɚ ɜ ɬɟɱɟɧɢɟ ɟɝɨ 
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«Ɉ ɡɚɳɢɬɟ ɩɪɚɜ 

ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ» 

ɨɛɟɫɩɟɱɢɬɶ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ 
ɪɟɦɨɧɬɚ ɢ ɬɟɯ. ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ 
ɬɨɜɚɪɚ 

ɫɪɨɤɚ ɫɥɭɠɛɵ 

ɋɬɚɬɶɹ 8. 
ɉɪɚɜɚ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɹ ɩɪɢ 
ɨɛɧɚɪɭɠɟɧɢɢ ɜ ɬɨɜɚɪɟ 
ɧɟɞɨɫɬɚɬɤɨɜ 

ɍɫɬɚɧɚɜɥɢɜɚɟɬ ɞɨɩɭɫɬɢɦɵɟ 
ɞɟɣɫɬɜɢɹ ɩɨɤɭɩɚɬɟɥɹ ɜ ɫɥɭɱɚɟ 

ɨɛɧɚɪɭɠɟɧɢɟ ɜ ɬɨɜɚɪɟ ɧɟɞɨɫɬɚɬɤɨɜ, 
ɟɫɥɢ ɨɧɢ ɧɟ ɛɵɥɢ ɨɝɨɜɨɪɟɧɵ 
ɩɪɨɞɚɜɰɨɦ 

ɋɬɚɬɶɹ 21. 
Ɂɚɦɟɧɚ ɬɨɜɚɪɚ 
ɧɟɧɚɞɥɟɠɚɳɟɝɨ ɤɚɱɟɫɬɜɚ 

ɍɫɬɚɧɚɜɥɢɜɚɟɬ ɨɛɹɡɚɧɧɨɫɬɢ 
ɩɪɨɞɚɜɰɚ ɜ ɫɥɭɱɚɟ ɨɛɧɚɪɭɠɟɧɢɹ 
ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɦ ɧɟɞɨɫɬɚɬɤɨɜ ɬɨɜɚɪɚ ɢ 
ɩɪɟɞɴɹɜɥɟɧɢɹ ɬɪɟɛɨɜɚɧɢɹ ɨ ɟɝɨ 
ɡɚɦɟɧɟ 

 

 

«Ɉ ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɨɦ 

ɪɟɝɭɥɢɪɨɜɚɧɢɢ» 

ɋɬɚɬɶɹ 7. 
ɋɨɞɟɪɠɚɧɢɟ ɢ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟ 
ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɯ ɪɟɝɥɚɦɟɧɬɨɜ 

ɍɫɬɚɧɚɜɥɢɜɚɟɬ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɟ 
ɬɪɟɛɨɜɚɧɢɹ, ɨɛɟɫɩɟɱɢɜɚɸɳɢɟ 
ɪɚɡɥɢɱɧɨɝɨ ɪɨɞɚ ɛɟɡɨɩɚɫɧɨɫɬɶ. 

ɋɬɚɬɶɹ 18. 
Цɟɥɢ ɩɨɞɬɜɟɪɠɞɟɧɢɹ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɹ 

ɍɫɬɚɧɚɜɥɢɜɚɟɬ ɰɟɥɢ 
ɩɨɞɬɜɟɪɠɞɟɧɢɹ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɹ ɢ 
ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬ ɢɯ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɶ 

ɋɬɚɬɶɹ 19. 
ɉɪɢɧɰɢɩɵ ɩɨɞɬɜɟɪɠɞɟɧɢɹ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɹ 

ɉɨɞɬɜɟɪɠɞɟɧɢɟ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɹ ɢ 
ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟ ɪɚɜɧɵɦ ɨɛɪɚɡɨɦ ɢ ɜ 
ɪɚɜɧɨɣ ɦɟɪɟ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨ ɨɬ ɫɬɪɚɧɵ 
ɢ (ɢɥɢ) ɦɟɫɬɚ ɩɪɨɢɫɯɨɠɞɟɧɢɹ 
ɩɪɨɞɭɤɰɢɢ, ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɟɧɢɹ 
ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɚ ɢ 
ɠɢɡɧɟɞɟɹɬɟɥɶɧɨɫɬɢ 

 

Ɋɢɫ. 1. BPMN-ɦɨɞɟɥɶ, ɨɩɢɫɵɜɚɸɳɚɹ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɟ ɩɨɤɭɩɚɬɟɥɹ ɢ ɩɪɨɞɚɜɰɚ, ɢ 
ɤɥɸɱɟɜɵɟ ɲɚɝɢ ɨɛɟɢɯ ɫɬɨɪɨɧ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɟ ɡɚɤɨɧɭ «Ɉ ɡɚɳɢɬɟ ɩɪɚɜ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ» 

ɉɨɫɥɟ ɩɪɢɨɛɪɟɬɟɧɢɹ ɬɨɜɚɪɚ ɢ ɜ ɫɥɭɱɚɟ ɨɛɧɚɪɭɠɟɧɢɹ ɛɪɚɤɚ, ɩɨɤɭɩɚɬɟɥɶ ɞɨɥɠɟɧ 
ɭɞɨɫɬɨɜɟɪɢɬɶɫɹ ɜ ɬɨɦ, ɱɬɨ ɭɫɬɚɧɨɜɥɟɧɧɵɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɟɦ ɫɪɨɤ ɫɥɭɠɛɵ, ɝɚɪɚɧɬɢɢ ɢɥɢ 
ɯɪɚɧɟɧɢɹ ɧɟ ɢɫɬɟɤ. ȿɫɥɢ ɬɨɜɚɪ ɧɚ ɝɚɪɚɧɬɢɢ, ɬɨ ɩɨɤɭɩɚɬɟɥɶ ɜɩɪɚɜɟ ɩɨɬɪɟɛɨɜɚɬɶ ɥɢɛɨ 
ɡɚɦɟɧɢɬɶ ɬɨɜɚɪ ɩɪɨɞɭɤɬɨɦ ɬɨɣ ɠɟ ɢɥɢ ɞɪɭɝɨɣ ɦɚɪɤɢ, ɥɢɛɨ ɜɟɪɧɭɬɶ ɜɥɨɠɟɧɧɵɟ ɫɪɟɞɫɬɜɚ. 
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Ⱦаɧɧɵɟ, ɢɫɩɨлɶɡɭɟɦɵɟ в ɦɨɞɟлях ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨв 
Ⱦɥɹ ɤɨɪɪɟɤɬɧɨɣ ɪɚɛɨɬɵ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɫɢɫɬɟɦɚ ɞɨɥɠɧɚ ɨɛɥɚɞɚɬɶ ɧɚɛɨɪɨɦ 

ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɯ ɞɚɧɧɵɯ, ɫɩɟɰɢɮɢɱɧɵɯ ɞɥɹ ɤɚɠɞɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɢ ɡɚɤɨɧɨɞɚɬɟɥɶɧɨɝɨ ɚɤɬɚ. ȼ 
ɞɚɧɧɨɦ ɫɥɭɱɚɟ ɦɨɠɧɨ ɜɵɞɟɥɢɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ: 

 ɜɢɞ ɬɨɜɚɪɚ (ɛɵɬɨɜɚɹ ɯɢɦɢɹ, ɦɟɞɢɤɚɦɟɧɬɵ, ɬɟɯɧɢɤɚ) 
 ɜɢɞɵ ɬɪɟɛɨɜɚɧɢɣ ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɟɝɥɚɦɟɧɬɚ 
 ɫɩɨɫɨɛɵ ɢɧɮɨɪɦɢɪɨɜɚɧɢɹ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɹ (ɢɧɬɟɪɧɟɬ, ɢɧɫɬɪɭɤɰɢɹ) 
 ɫɪɨɤ ɷɤɫɩɟɪɬɢɡɵ 
 ɫɪɨɤ ɝɚɪɚɧɬɢɢ 
 ɟɞɢɧɢɰɚ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ ɫɪɨɤɚ ɫɥɭɠɛɵ 
 ɩɪɢɱɢɧɚ ɧɟɩɨɥɚɞɤɢ (ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɣ ɛɪɚɤ, ɧɟɚɤɤɭɪɚɬɧɨɫɬɶ ɩɨɤɭɩɚɬɟɥɹ) 
 ɨɬɜɟɬɧɵɣ ɜɵɛɨɪ ɩɨɤɭɩɚɬɟɥɹ (ɬɨɜɚɪ, ɞɟɧɶɝɢ) 
ɇɟɤɨɬɨɪɵɟ ɞɚɧɧɵɟ ɜɨɡɦɨɠɧɨ ɨɩɪɟɞɟɥɹɬɶ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɟɫɤɢ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɡɚɞɚɧɧɵɯ 

ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɬɨɜɚɪɨɜ ɬɨɝɨ ɢɥɢ ɢɧɨɝɨ ɜɢɞɚ, ɞɪɭɝɢɟ ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬɫɹ ɢɡ ɪɚɡɝɨɜɨɪɚ ɫ ɤɥɢɟɧɬɨɦ 
ɢ ɬ.ɞ. 

ȼ ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɬɚɤɢɯ ɛɢɡɧɟɫ-ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɜ CRM-ɫɢɫɬɟɦɚɯ ɦɨɠɟɬ 
ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶɫɹ ɩɨɞɯɨɞ, ɨɫɧɨɜɚɧɧɵɣ ɧɚ ɩɪɚɜɢɥɚɯ, ɜ ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ, ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ 
ɚɩɩɚɪɚɬɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɥɨɝɢɤɢ [1]. 

Ɂаɤлɸчɟɧɢɟ 
 Ɏɨɪɦɚɥɢɡɨɜɚɧɧɵɣ ɡɚɤɨɧ ɊɎ «Ɂɚɤɨɧ ɨ ɡɚɳɢɬɟ ɩɪɚɜ ɩɨɬɪɟɛɢɬɟɥɟɣ» ɜ ɜɢɞɟ  ɛɢɡɧɟɫ-

ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɜ ɞɚɥɶɧɟɣɲɟɦ ɦɨɠɟɬ ɩɨɦɨɱɶ ɥɸɞɹɦ ɷɤɨɧɨɦɢɬɶ ɫɜɨɟ ɜɪɟɦɹ ɢ ɫɢɥɵ, ɜɚɠɧɵɟ 
ɲɚɝɢ ɩɨ ɪɟɝɭɥɢɪɨɜɚɧɢɸ ɨɛɪɚɳɟɧɢɣ ɛɭɞɭɬ ɜɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ ɱɟɪɟɡ CRM–ɫɢɫɬɟɦɭ ɫ 
ɨɪɢɟɧɬɢɪɨɜɚɧɧɨɫɬɶɸ ɧɚ ɩɨɬɪɟɛɧɨɫɬɢ ɤɥɢɟɧɬɚ ɢ ɩɪɨɚɤɬɢɜɧɭɸ ɪɚɛɨɬɭ ɫ ɧɢɦ. 
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The use of the legal framework in CRM-system to minimize the risks and increase the 

efficiency is being discussed in this article. BPMN-models of business processes that use 

legal information of Russian Federation are presented. 
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ БАЗЫ ДАННЫХ ДЛЯ РАБОТЫ С 

БИЗНЕС-ПРОЦЕССАМИ В ПРИКЛАДНЫХ СИСТЕМАХ 
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Описывается подход к проектированию базы данных для работы с бизнес-

процессами в прикладных системах, показана ER-модель базы данных, 

рассмотрена функциональность, поддерживающая работу с базой данных 
Ключевые слова: BPM-система,  ER-модель, бизнес-процессы, база данных, Java 

Введение 
В настоящее время  наиболее эффективным является процессный подход к 

управлением предприятием. Он состоит в том, что деятельность предприятия 
рассматривается как совокупность основных, обеспечивающих, инвестиционных и 
управленческих процессов. Сегодня на рынке существует большое количество систем, 
поддерживающих процессных подход.  К таким системам можно отнести 
1С:Предприятие 8, SAP R/3, Галактика ERP, Oracle E-Business Suite, Флагман (ERP-
система) [1]. В то же время, в связи с высокой стоимостью систем, имеющихся на рынке, 
а также их закрытой функциональностью, задача разработки прикладных систем, в 
основе которых лежит процессный подход, по-прежнему является актуальной. 
Разработка прикладной системы с процессной основой дает возможность реализовать 
собственный взгляд, как на систему процессов, так и на механизмы их исполнения.  В 
статье рассмотрена  структура базы данных такой прикладной системы, а также 
функциональность, реализованная в среде JAVA, работающая с информацией базы 
данных. 

Проектирование базы данных для работы с бизнес-процессами 
Для поддержки бизнес-процессов  в прикладных системах  спроектирована схема 

базы данных, хранящая  процессы, исполняющиеся в соответствии с конкретными  
действиями пользователя.  Данная база данных не привязана к каким-либо 
определенным бизнес-процессам, то есть  она реализует возможность создания на ней 
любой  прикладной системы, которую можно  заполнить  конкретными  бизнес-
процессами для конкретной сферы деятельности. В частности в рамках рассматриваемой 
схемы базы данных могут быть  реализованы как процессы предоставления 
государственных услуг, так и процессы туристической компании или процессы, 
поддерживающие проведение  банковских операций. 
Модели бизнес-процессов, реализованные в  нотации BPMN [2], состоят из событий, 

действий, логических операторов и соединяющих объектов.  Именно это логическое 
деление находит отражение в структуре базы данных, представленной в виде  ERM-
модели.  В модели реализован тот факт, что в системе  необходимо выделить 
информацию как о самом  процессе и его составляющих, так и информацию, связанную  
с исполнением процесса конкретным пользователем. Таким образом, все таблицы базы 
данных(рис.1)[3] можно условно поделить на две части: таблицы, описывающие 
непосредственно сам процесс и таблицы, описывающие сохранение информации об  
исполнении процесса. 
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Рис. 1 Структура базы данных для работы с бизнес-процессами. 

  
Таблицы, описывающие  процесс: 

• Таблица Process содержит процессы с полями,  инициализирующими  запуск. 
• Таблица  Operation хранит операции  конкретного процесса. Каждая операция 

хранит  данные о предыдущем элементе, вызвавшем ее, идентификатор процесса, 
которому она принадлежит и идентификатор следующего элемента, который будет 
вызван, а также его тип. 

• Таблица Event хранит информацию  о конкретных событиях,  о типе события,  а 
также о типе предыдущего элемента  и его идентификаторе, и типе следующего 
элемента с его идентификатором. 

• Таблица Gateway содержит логические операторы, которые используются в 
процессе. Также хранит описание  оператора и ссылку на предыдущий и первый 
следующий  элемент. 

• Таблица  Dependency хранит соединения между логическими операторами и 
множеством элементов, с которыми они связаны.  Реализует с таблицей Gateway 
связь  один к многим. Также имеет поле условия, в соответствии с которым  элемент,  
связанный с соединением, выполняется или нет.  
 
Таблицы, описывающие сохранение  информации об исполнении процесса: 

• Таблица ProcessCurrentMap хранит конкретные процессы конкретного пользователя, 
который их инициализировал. В данной таблице содержатся данные, передаваемые 
по завершению процесса,  а также статус выполнения процесса, дата  его 
инициализации и дата завершения. 

•  Таблица  OperationCurrentMap предназначена для хранения информации о 
конкретных операциях  конкретного пользователя.  В ней хранятся промежуточные 
данные, которые могут быть переданы на обработку следующему элементу, а также 
статус выполнения операции. 
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• Таблица EventCurrentMap содержит в себе информацию о конкретных событиях 
конкретного пользователя и данные, необходимые для передачи следующей 
операции. 

• Таблица ForkCheck - это счетчик для хранения информации  о завершении всех 
синхронизованных процессах.  Также содержит ссылку на следующий элемент, в 
случае успешного выполнения входящих ветвей. 

• Таблица User предназначена для хранения информации о конкретном пользователе.  
В ней хранится информация о его имени и фамилии, а также логин и пароль, с 
помощью которых он может проходить аутентификацию в системе. 
 
Функциональность, реализованная в среде JAVA, работающая с информацией 

базы данных 

Для связи и работы с базой данных в среде  Java используется технология JDBC.  
Также созданы отдельные классы, позволяющие сохранять и видоизменять информацию  
в  базе данных. Для каждой операции, название которой хранится в  поле operation, в 
среде Java реализована функция, которая записывает  данные в OperationCurrentMap,  а 
также выполняет соответствующую операцию.  В процессе выполнения операции может 
быть производен расчет, проверены данные  пользователя, отправлена и получена 
необходимая информация и т д.  Также  в Java реализован метод, проверяющий 
выполнение  условия, содержащегося в таблице Dependency, с данными, полученными в 
ходе выполнения конкретной операции. При выполнении условия метод запускает 
следующую ветвь процесса.  

Заключение 
Рассмотренная  ER-модель базы данных, а также  функциональность, созданная в 

среде Java (version 8)[4],  реализуется в создаваемой пилотной системе предоставления 
электронных услуг. Система поддерживает как создание, так и исполнение бизнес-
процессов, реализующих предоставление услуги, и может быть использована в любой 
предметной области, где предоставление услуги основано на процессном подходе.   
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МЕТОДЫ АНАЛИЗА СТЕРЕОИЗОБРАЖЕНИЙ В ЗАДАЧЕ 

РАСПОЗНАВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ ТРЕХМЕРНЫХ СЦЕН 

Иванов А.Е. 

Российский университет дружбы народов, andreyiva111@mail.ru 

В работе анализируются алгоритмы сопоставления стереопары изображений и 

обсуждаются различные способы организации выполнения этих алгоритмов в 

компьютерах, а так же методы выявления параметров трехмерной сцены, 

соответствующей стереоизображению, которые могут быть использованы 

роботами в процессе управления движением. 
Ключевые слова: стереопара, карта глубины, машинное зрение, марковские сети. 

Введение 
Для построения описания трехмерной сцены на основе стереоизображения нужно 

произвести анализ стереопары изображений с целью найти в них элементы, 
соответствующие одной точке сцены. Могут быть использованы разные алгоритмы 
поиска, различающиеся по скорости и точности позиционирования анализируемых 
точек. Можно выделить два вида таких алгоритмов: глобальный и локальный. Как 
правило, глобальные алгоритмы имеют более точные показатели, но требуют больше 
времени на выполнение по сравнению с локальными. В свою очередь локальные 
алгоритмы работают быстрее, но выдают достаточно много артефактов как при работе с 
изображениями, насыщенными цветами, или, наоборот, – слишком монотонными. 
Алгоритмы могут быть выполнены на различных процессорах. На центральном 
процессоре алгоритмы будут работать медленнее, но при этом они доступнее для 
запуска и отладки. На видеопроцессоре алгоритмы будут выполняться быстрее, но и 
сложностей с их запуском и отладкой станет гораздо больше. Для построения описания 
трехмерной сцены по выявленным точкам привязки может быть использована 
технология DirectX. Эта часть алгоритма может быть выполнена на видеокарте. 

Постановка задачи 
Для решения описанной задачи необходимо разработать алгоритмы разного типа и 

проверить их точность и скорость работы. Основная задача всех алгоритмов – 
построение карты глубины. Карта глубина – изображение, чаще всего состоящая из 
черно-белого градиента, в пикселях которого содержится информация о расстояния 
между точкой пространства и наблюдателем, то есть камерой. 

Начнем с описание алгоритмов локального типа. Эти алгоритмы являются 
одномерными, то есть они обрабатывают изображение построчно. Так же эти алгоритмы 
решают задачу, разбивая ее на более простые задачи, используя при этом динамическое 
программирование. (Динамическое программирование – способ решения сложных задач 
путём разбиения их на более простые подзадачи.) Так как эти алгоритмы работают 
построчно, на выходе, найденные точки не имеют никакой информации о своих 
”соседях” сверху или снизу, что и является главным минусом этих алгоритмов. На вход 
алгоритма подается пиксель с координатами с левого изображения, который остается 
неизменным в процессе анализа, и после этого по очереди в алгоритм подаются пиксели 
с правого изображения. Позиция пикселей по вертикали совпадает. С каждым новым 
пикселем, поступившим с правого изображения, производиться сравнение с «левым» 
пикселем. Эти сравнения могут производиться по-разному. В известных алгоритмах 
сравнение производиться не только для пикселей, но и для окрестностей пикселей. 
Нужно уточнить, что можно улучшить точность работы алгоритмов, если расширить 
размерность окрестности или удачно выбрать значение порога схожести окрестностей. 
Так для проверки схожести можно использовать средние арифметическое значение 
цвета пикселей и сравнивать именно средние значение цвета окрестности пикселя. В 
других алгоритмах используется иной способ сравнения. Предполагается, что значение 
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цвета пикселя – это случайная величина. С учетом этого предположения можно 
использовать для определения взаимосвязи двух случайных величин – цветов пикселей 
окрестности – корреляцию. Значительная корреляция между двумя случайными 
величинами всегда является свидетельством существования некоторой статистической 
связи в исследуемой выборке. 

В результате этой проверки мы получаем процент схожести двух окрестностей. 
Выбирается окрестность с большим процентом схожести. Используя описанный 
алгоритм можно найти элементы изображения, соответствующие одной точке сцены. 
Скорость выполнения алгоритма можно увеличить, если стереопару предварительно 
подвергнуть предобработке. Следует заметить, что основной проблемой описанных 
алгоритмов является построчечный принцип обработки, в результате применения 
которого реконструированный рельеф представляет собой непрерывную линию только в 
одном – горизонтальном – направлении. 

Глобальные алгоритмы иначе работают со стереоизображениями иначе, чем 
локальные. Обработка изображения производится не только по строкам, а по двумерной 
сетке. На каждом шаге такого алгоритма производится разметка, для которой 
вычисляется вероятность совпадения и функция дистанции. Каждый пиксель 
изображения рассматривается как элемент марковской сети. При этом анализируется 
информация о его соседях. Главным отличием такого алгоритма является то, что все 
элементы изображения связанны между собой непрерывно. На выходе получаем 
готовую карту с расстояниями от наблюдателя до точек сцены. 

Рассмотренные алгоритмы могу применяться для получения рельефа со снимков, 
сделанных спутниками, или для обеспечения функции машинного зрения у роботов. В 
качестве входных данных в этих алгоритмах могут использоваться не только 
стереопары, но и изображения, сделанные в движении в близкие моменты времени. 

Заключение 
В данной работе были рассмотрены различные алгоритмы сопоставления стереопары 

изображений, которые позволяют по выявленным элементам изображения построить 
карту глубины, а в дальнейшем – описание трехмерной сцены. Так же рассмотрены 
различные способы реализации этих алгоритмов на разных процессорах. 
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The paper presents the stereo pair of images matching algorithms and discusses the 

various ways of organizing implementation of these algorithms on computers, as well as 

methods for recognition the parameters of a three-dimensional scene, the corresponding 

stereo image, which can be used by robots in the process of motion control. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ ДЛЯ ПРОСМОТРА ТЕКСТОВЫХ 
ЗАИМСТВОВАНИЙ 

Исаков В.А. 
Российский государственный гуманитарный университет, e-mail: visakov@isa.ru 

��������� Статья  посвящена созданию программных средств для наглядного 
отображения найденных текстовых заимствований и информации об их 
источниках. Разрабатываемое приложение работает через веб-браузер и 
позволяет просматривать большие документы с сохранением исходного вида. 
Ключевые слова: отображение заимствований, поиск текстовых заимствований, 
асинхронный веб-сервис. 

Введение 
Повышение доступности научно-технической информации в сети интернет, с одной 

стороны, упрощает поиск готового материала по интересуемой теме, но с другой 
стороны, вместе с этим увеличивается и количество неоригинальных работ. В этих 
условиях все более актуальным является создание систем для проверки текста на 
оригинальность, и как следствие - программных средств для просмотра найденных 
заимствований. 

На сегодняшний день, программные средства для проверки текста на плагиат могут 
принять оригинальный фрагмент за текстовое заимствование. Поэтому просмотр 
результатов поиска с возможностью не учитывать выбранные источники является 
полезной функцией. 

При разработке программных средств ставились три цели: 
 Предложить принцип для наглядного отображения источников заимствований. 
 Предусмотреть возможность отображать проверяемый документ с сохранением 

исходного вида. 
 Предусмотреть возможность отображения больших документов веб-браузером. 

Обзор аналогов 
Большинство систем для проверки текста на плагиат отображают извлеченный из 

проверяемого документа текст без форматирования, и подсвечивают все найденные 
заимствования одним цветом, к тому же они не позволяют просматривать документ с 
сохранением исходного вида. Например, по такому принципу работают системы 
antiplagiat.ru и plagiarisma. Единственной найденной системой, позволяющей 
просматривать документ с сохранением исходного вида является plagscan. Однако она 
обладает существенным недостатком: в ней нельзя дифференцировать заимствования по 
источникам. 

Описание интерфейса 
Интерфейс приложения (рис. 1) содержит: окно для просмотра документа; 

навигационную панель; панель со списком источников заимствований; панель 
содержащую информацию о проценте оригинальных, условно-корректных и 
некорректных заимствованиях. 

Окно для просмотра документа содержит загруженный пользователем текст, при этом 
исходный вид документа не меняется (сохраняется шрифт, отступы, параметры страниц 
и т.д.). Навигационная панель находится сверху от окна для просмотра документа. Она 
состоит из кнопок, с помощью которых можно переходить на страницы документа. 
Кнопки содержат информацию о количестве текстовых заимствований на каждой 
странице. Слева от документа отображается панель со списком источников 
заимствований. Каждому источнику присваивается уникальный цвет, которым 
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подсвечиваются текстовые заимствования, взятые из этого источника. Если текстовое 
заимствование найдено в нескольких источниках, то оно подсвечивается серым цветом.

При нажатии на источник производится включение или выключение отображения 
заимствований из этого источника. При этом на странице обновляется
информация: пересчитывается процент оригинальных, условно
некорректных заимствований по всему документу и по каждой странице
просмотра документа текстовые заимствования будут подсвечиваться без учета 
выключенного источника. 

Рис. 1. Интерфейс программных средств для просмотра текстовых заимствований
Имеется режим для просмотра условно-корректных заимствований (заимствованные 

фрагменты текста, источник которых указан в проверяемом документе) и некорректных 
заимствований (заимствованные фрагменты текста без указания источника в 
проверяемом документе), в котором заимствования подсвечиваются двумя цветами: 
условно-корректные – желтым, некорректные – красным. 

Технологические особенности программных средств
Алгоритм работы приложения для просмотра текстовых заимствований (ППТЗ) 

состоит из следующих шагов:  
1. Конвертация текстового файла в HTML и CSS. 
2. Добавление картинок, JS и CSS файлов в базу данных. 
3. Извлечение текста из HTML. 
4. Отправка текста на анализ системе для поиска текстовых заимствований
5. Выделение найденных заимствований в HTML. 
6. Добавление HTML кода страниц в базу данных. 
7. Отображение главной страницы в браузере. 
ППТЗ разрабатывалось для программных средств системы 

осуществляющих поиск текстовых заимствований, на вход которого отправляется
без форматирования, а на выходе генерируются данные в формате JSON
информацию о найденных текстовых заимствованиях и источниках [1,2].

Для выделения заимствований в HTML, который отображается в окне для просмотра 
документа, необходимо сопоставлять найденные заимствованные фрагменты из 
текстом проверяемого документа. Быстрое выделение реализовано с помощью
алгоритма Ахо-Корасик [3]. При этом все слова в тексте заменены на
числовые идентификаторы. Таким образом, удалось сократить размер алфавита и общую 
длину всех слов в словаре, что значительно ускорило поиск подстрок. 

Браузеры не способны выделить достаточное количество оперативной памяти для 
отображения больших документов целиком, в связи с этим страницы загружаются 
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динамически. Например, при переходе на 5-ую страницу на сервер отправляется запрос, 
содержащий уникальный идентификатор пользователя и номер страницы – 5. Запрос 
возвращает код для представления трех страниц – 4, 5, 6 (страница, на которую перешел 
пользователь и смежные страницы), которые асинхронно встраиваются в представление 
документа. 

Для ускорения обработки запросов используется веб-сервер Apache 2 [4] с модулем 
mod_wsgi в режиме демона. Таким образом, в оперативной памяти всегда находится уже 
инициализированное приложение. Перейдя с cgi на mod_wsgi удалось существенно 
ускорить загрузку страниц. Для сравнения: время загрузки приложения при 
использовании cgi составляет 250 миллисекунд, как при использовании mod_wsgi — 
всего 40 миллисекунд. 

Для выполнения динамической загрузки страниц, на протяжении работы пользователя 
с представлением документа, необходимо хранить на сервере сгенерированный 
результат обработки файла, состоящий из набора HTML, JS и CSS файлов. Результат 
обработки файла зачастую имеет слишком большой размер (к примеру, 400-х 
страничный документ может иметь размер около 50 мегабайт), что не позволяет хранить 
его в оперативной памяти, поэтому в качестве хранилища результатов анализа 
документов используется жесткий диск. В данном случае используется реляционная 
СУБД, которая обеспечивает быстрое добавление и считывание данных. 

После завершения работы пользователя с представлением необходимо удалять из БД 
результаты обработки файла. Для этого используется демон-планировщик cron, который 
регулярно запускает скрипт, очищающий БД от неиспользуемых данных.  

Выводы 
В статье описан интерфейс системы и ключевые моменты при реализации 

программных средств для просмотра текстовых заимствований. На данный момент, 
программные средства используется на сайте http://like.exactus.ru. В дальнейшем 
планируется внедрение пользовательских профилей для продолжения работы с 
документом без повторного анализа. 
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МОДЕЛЬ ДИСКУРСА НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОГО ТЕКСТА В 

ЗАДАЧЕ ИЗВЛЕЧЕНИЯ ИНФОРМАЦИИ  
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В работе предложена оригинальная модель дискурса текста, описывающая 

структурные разделы научно-технического текста и отношения между ними. 

Предлагаемая модель выделяет в научном тексте структурную, дискурсивную и 

целевую информацию. 
Ключевые слова: обработка естественного языка, извлечение информации, анализ 
дискурса, модель дискурса. 

Введение 
Многие задачи автоматической обработки текстов, в частности задача извлечения 

информации, требуют учета структуры текста, последовательности изложения и 
взаимосвязи лингвистических конструкций (высказываний, предложений, абзацев). В 
связи с этим становится актуальным компьютерный анализ дискурса текста, 
направленный на выделение в тексте на естественном языке структурных элементов 
различных типов, их классификацию и установление связей между ними. 

Особое внимание исследователей уделяется анализу научного дискурса, поскольку 
научные тексты представляют собой богатый источник неструктурированных знаний, и 
извлечение информации из указанных текстов является актуальной проблемой. Однако 
большинство существующих исследований в области компьютерного анализа дискурса 
текстов принадлежат зарубежным авторам, а в России подобным работам уделяется 
значительно меньше внимания. 

Существующие модели дискурса 
Достаточно много зарубежных исследований посвящено моделированию дискурса 

научных текстов и разбиению их на логические зоны (argumentative zones) или 
риторические зоны (rhetorical zones). Наибольшее распространение получили несколько 
моделей. 

Первая модель argumentative zones (AZ) [1] выделяет в текст 7 категорий 
риторических зон:  

1. цель (aim) – точная цель текущего исследования; 
2. план (textual) – формулировки структуры глав; 
3. текущая работа (own) – нейтральное описание текущей работы (методологии, 

результаты, обсуждения результатов); 
4. сведения общего характера (background) – общепризнанные научные сведения; 
5. сравнение (contrast) – сравнение положений текущей работы с другими работами, 

описывающее слабые стороны других работ; 
6. основа (basis) – формулировки, в которых автор соглашается с результатами, 

полученными в предшествующих работах; 
7. другие работы (other) – нейтральное описание работ других исследователей.  
Данная модель направлена в большей степени на поиск взаимосвязи текущего 

исследования с предшествующими работами и не охватывает структуру научного текста 
в полном объеме. Основной принцип этой схемы базируется на вопросе «кому 
принадлежит заявленное знание: автору текущего исследования, автору 
предшествующей (цитируемой) работы или не принадлежит никому и является общим 
положением».  

Эта модель была взята за основу во многих работах, посвященных выделению 
логических зон в текстах на естественном языке, и неоднократно дорабатывалась и 

150 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



модернизировалась под другие предметные области и под различные задачи [2-5]. 
Наиболее активно подобная схема используется в задачах автоматического составления 
аннотаций научных статей и списка цитирований. 

Вторая модель, Core Scientific Concepts (CoreSC) [4], в отличие от AZ модели, 
рассматривает научную статью с точки зрения содержания исследования. Данная модель 
включает 11 различных категорий: гипотеза, мотивация, основные положения, цель, 
объект исследования, метод, модель, эксперимент, наблюдения, результат, вывод. Схема 
является трехуровневой: на первом уровне описаны категории, к которым принадлежат 
размечаемые концепты, на втором – свойства концептов (такие как «новый», «старый», 
«преимущество», «недостаток»), на третьем уровне – уникальные идентификаторы, 
которые объединяют сущности, принадлежащие одному и тому же концепту. 

Разработанная модель дискурса 
Предлагаемая в настоящем проекте модель дискурса разработана для задачи 

извлечения целевой информации из научных текстов и комбинирует модели 
argumentative zones (AZ) и Core Scientific Concepts (CoreSC), расширяя их разметкой 
структурных и целевых зон. Таким образом, данная модель включает три уровня:  

1. На первом уровне выделяются структурные зоны в тексте, т.е. аннотация, список 
авторов, аффилиация, ключевые слова, введение, основная часть, заключение, 
список литературы и др. 

2. На втором уровне выделяются логические зоны: гипотеза, цель, объект, модель, 
метод, обзор, актуальность, эксперимент, результат, выводы, наблюдения, 
будущая работа.  

3. Третий уровень предназначен для целевой разметки. В данной работе под целевой 
разметкой предполагалось выделение авторских определений и формулировок 
результатов исследования.  

В предлагаемой схеме структура научного документа рассматривается с объектно-
ориентированной точки зрения. Основным объектом при анализе в данной модели 
является документ, а все выделяемые аннотации представляются его атрибутами. 
Атрибут может иметь стандартное номинальное значение (например, строка текста), 
являться композицией стандартных значений (список номинальных значений) или быть 
составным объектом другого типа. Каждый выделенный объект получает свой 
уникальный ID-номер. Для каждого объекта-документа определяется его предметная 
область и тип документа (статья-исследование, обзорная статья, автореферат). 

Концепты структурного уровня стандартны и не требует подробного описания. 
Поясним концепты, выделяемые на дискурсивном уровне. 

Концептом «Цель» обозначаются предложения, в которых говорится об основной 
проблеме, решаемой в исследовании. «Актуальностью» размечаются предложения, 
показывающие важность исследования. Под «гипотезой» подразумеваются все 
высказывания, которые еще не были подтверждены теоретически или 
экспериментально, а являются лишь предположением. «Объектами» исследования 
являются сущности, для которых автор исследования ведет поиск новых знаний. К 
«обзору» относятся все предложения, описывающие общие сведения о ранее 
проведенных исследованиях. Концепт «модель» или «метод» получают все 
высказывания, описывающие структуру исследования или способ достижения 
результата исследования соответственно. Предложения, характеризующие технику 
проведения эксперимента, выделяются как «эксперимент». Концепт «наблюдения» 
выделяет предложения с описанием данных или явлений, зафиксированных в ходе 
исследования, и их обсуждение. «Результат» описывает выходные данные эксперимента. 
«Вывод» – итоговые заключения по результатам исследования. Каждый из концептов 
дискурсивного уровня разметки может встретиться в тексте несколько раз или не 
встретиться вообще. 
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Каждый концепт в схеме обладает своей приоритетностью, которая учитывается в 
процессе разметки текста в спорных ситуациях, когда в одном предложении речь идет 
сразу о двух концептах. Приоритетность концептов основывается на важности каждого 
из них и предполагаемой частоте встречаемости в тексте: чем реже концепт может 
встречаться в текстах, тем он приоритетней. 

Как уже упоминалось выше, на уровне целевой разметки в данной работе выделяются 
авторские определения и результаты. Под определением подразумеваются некоторые 
понятия, оформленные при помощи специальных языковых средств. 

Определение каждого нового понятия выделяется как отдельный объект со своим 
уникальным id-номером, если оно описывает разные сущности. Размечается 
определение двумя концептами: определяемое понятие и дефиниция – фрагмент текста, 
определяющий понятие. Концепт «Результат» на уровне целевой разметки отличается от 
одноименного концепта в структурной разметке своей атомарностью. 

Выводы 
В работе рассмотрена модель научного дискурса, комбинирующая модели 

argumentative zones (AZ) и Core Scientific Concepts (CoreSC), и расширяющая их 
структурной и целевой разметкой. Предлагаемую схему планируется применять к задаче 
извлечения целевой информации из текстов. Предполагается, что взаимодействие 
различных типов извлекаемой информации должно повысить качество решения задачи 
извлечения целевой информации из научных текстов. 
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ПРИ���ПЫ РИТ��ИЧ !"�Й Р#З$ЕТКИ ТЕКСТОВ НА 
РУССКОМ ЯЗЫКЕ 

Кобозева М.В. 
Институт системного анализа ФИЦ ИУ РАН, mvharitonova@yandex.ru 

%&'()& посвящена обзору существующих методов представления дискурсивной 
структуры, а также их дальнейшему практическому применению. Целями 
исследования является адаптация Теории риторических структур к русскому 
языку и создание корпуса текстов с дискурсивной разметкой в рамках данной 
теории. 
Ключевые слова: анализ дискурса, дискурсивная структура, теория риторических 
структур, корпусная разметка. 

Введение 
Основные разделы лингвистики выделяются соответственно тому уровню языка, 

которому они посвящены: фонетика, морфология, синтаксис. Эти уровни образуют 
иерархическую структуру, и чем выше уровень, тем более крупными единицами 
оперирует соответствующая дисциплина. На вершине этой иерархии находится 
дискурсивный анализ: он выходит за рамки предложения (единицы синтаксического 
уровня). 

В последнее время возрастает интерес к дискурсивному анализу в области 
компьютерной лингвистики, так как он может быть применим для решения таких 
актуальных задач обработки текста, как автоматическое реферирование, извлечение 
информации, определение жанровой принадлежности текста, генерация текстов, в 
области машинного перевода и др. Помимо лингвистических задач, возможно, 
например, медицинское применение дискурсивного анализа – неврологическая 
диагностика [1].  

Теории дискурса 
Существует несколько различных подходов к представлению дискурсивной 

структуры. Наиболее известные из них это – Penn Discourse Treebank [2] и Rhetorical 
Structure Theory (Теория риторических структур) [3]. Принципиальным отличием теории 
Penn Tree Bank является то, что для определения дискурсивных связей авторы 
пользуются лексическим критерием: дискурсивное отношение в их понимании имеет 
эксплицитное выражение – лексический маркер (чаще всего это союзы и вводные слова). 
В качестве аргументов отношения может выступать одна или несколько клауз. При этом 
дискурсивная разметка необязательно представляет собой единое дерево для всего 
текста. 

Однако более перспективной нам представляется Теория риторических структур 
(ТРС) В. Манна и С. Томпсон, упомянутая выше [3]. Это теория, созданная в 1980-х 
годах, описывает иерархическую организацию текста. Предполагается, что каждая 
единица дискурса (в базовом варианте – клауза) связана риторическим (или 
дискурсивным) отношением по крайне мере с одной другой единицей и является узлом 
дискурсивного дерева. Внутри отношения дискурсивная единица может выступать в 
роли ядра (основной части) или сателлита (сопутствующей части). В зависимости от 
распределения этих ролей отношения делятся на ассиметричные (одноядерные) и 
симметричные (мультиядерные). Так как авторы ТРС оставляют другим исследователям 
возможность варьировать список отношений, в разных работах длина списка может 
существенно различаться (количество отношений может достигать 80-ти), однако 
базовый набор включает 23 отношения. Приведем некоторые из них: одноядерные – 
причина, следствие, антитеза, детализация, оценка, обстоятельство, резюме и др., 
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мультиядерные – контраст, сравнение, переформулировка и др. В ТРС риторические 
отношения определяются на основе функциональных и семантических признаков, 
поэтому наличие формальных признаков (лексических маркеров) для определения того 
или иного отношения факультативно. 

Принципиальной особенностью ТРС является тот факт, что аргументами отношений 
могут быть как элементарные дискурсивные единицы, так и единицы более высокого 
уровня, т.е. другие риторические отношения. Поэтому на разных уровнях иерархии 
используются одни и те же риторические отношения. 

Несмотря на то, что за рубежом уже существует огромное количество исследований в 
рамках теории риторических структур, для русского языка вопросам построения 
дискурсивной структуры текста посвящено крайне мало работ. На сегодняшний день 
едва ли не единственным размеченным корпусом является корпус устных текстов, 
созданный А.А. Кибриком и его коллегами (корпус детских рассказов о сновидениях) 
[4]. Однако корпусов письменных текстов с риторической разметкой на русском языке 
до сих пор не существует. 

Риторическая разметка для текстов на русском языке 
В данной работе разрабатывается теоретическая основа для дискурсивной разметки 

текстов на русском языке в рамках Теории риторических структур. В общем варианте 
анализ риторической структуры текста делится на два этапа: выделение элементарных 
дискурсивных единиц (ЭДЕ) и установление отношений между ними. Поэтому в 
исследовании, прежде всего, дается определение ЭДЕ, а так же выделяются критерии ее 
выделения. Базовым вариантом ЭДЕ является клауза, т.е. предикация, поэтому в 
качестве отдельной ЭДЕ выделяются все части предложения, содержащие сказуемое, 
включая однородные сказуемые. Исключением являются придаточные изъяснительные, 
не входящие  в состав предложения с косвенной речью. В некоторых случаях выделение 
той или иной единицы зависит от ее семантики. Так, как отдельные ЭДЕ выделяются 
деепричастные обороты и предложные группы со значением: причины, цели, 
сопутствующих и предшествующих действий.  

Следующей задачей исследования является определение списка отношений, так как в 
различных работах их состав и количество могут существенно различаться. Опираясь на 
базовую работу Теории риторических структур В. Манна и С. Томпсон [3] и на 
инструкцию к разметке Л. Карлсона и Д.Марку [5], а также отталкиваясь от 
собственного пробного опыта разметки, мы выделили следующий список отношений: 

 Одноядерные (фон, причина, следствие, вывод, подготовка, условие, 
уступка, антитеза, детализация, цель, оценка, обоснование, решение, 
мотивация, источник). 

 Мультиядерные (конъюнкция, сравнение, контраст, последовательность, 
переформулировка). 

Все вышеназванные критерии и определения стали основной для разработки 
инструкции по дискурсивной разметке русскоязычных текстов. В качестве материала 
для корпуса были выбраны 30 текстов различных жанров из корпуса СинТагРус. Для 
построения риторических деревьев используется открытый он-лайн разметчик, 
разработанный А.Зельдесом, Джорджтаунский университет [6]. 

Кроме того, в рамках данного исследования ведется работа по созданию списка 
лексических маркеров риторических отношений, а также по выявлению соотношения 
этих маркеров с конкретными риторическими отношениями. 

 
Заключение 

Создание русскоязычного корпуса текстов с риторической разметкой является очень 
важной и востребованной задачей. На данном этапе работы необходима доработка 
инструкции по дискурсивной разметке, а также уточнение состава риторических 
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отношений. В дальнейшем этот корпус будет использован при разработке 
дискурсивного парсера для русского языка. Предполагается, что данный парсер будет 
работать на основе правил, учитывающих в том числе и дискурсивные маркеры, а также 
на основе методов машинного обучения. Такой дискурсивный парсер будет использован 
для решения множества задач обработки текстов на русском языке. 
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МАСШТАБИРОВАНИЯ И ВРАЩЕНИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ  

Нгуен Зуй Тхань 

Российский университет дружбы народов, nguyenduythanh1410@gmail.com 

Рассматриваются моменты Hu и приводятся доказательства их 

инвариантности для цифровых моделей изображений. Дается анализ 

чувствительности моментов при выполнении преобразований над реальными 

изображениями. 
Ключевые слова: моменты Hu, инварианты, геометрические преобразования, 
изображение, пространственное разрешение. 

Введение 
Инвариантные свойства моментов впервые были изучены математиком Hu для 

бинарных изображений. В работе [1] им получены шесть независимых ортогональных 
моментов и один составной, которые являются инвариантами не только по отношению к 
положению, масштабу и ориентации, но также и к параллельным проекциям 
изображения. В настоящей работе проводится проверка (путем прямого доказательства) 
инвариантности этих моментов относительно масштабирования и вращения 
изображения в предположении, что  изображения представлены непрерывными 
функциями и без шумов (помех).  
Инвариантный подход к распознаванию является одним из немногих подходов, 

допускающих точную математическую постановку задачи и позволяющих вырабатывать 
понятия классов объектов для решения задачи распознавания. Инварианты обладают 
способностью к обобщению, что является необходимым атрибутом искусственного 
интеллекта, например искусственных нейронных сетей [2]. В работе [3] были 
предложены семь моментов инвариантных к группе аффинных преобразований для 
полутоновых изображений.  
В настоящее время теория, основанная на поиске интегральных инвариантов, 

получает дальнейшее развитие, например в сторону анализа 3D-изображений. Однако 
реальные изображения в практических случаях не являются непрерывными и содержат 
шумы, для обработки на ЭВМ они квантуются конечным числом пикселей в дискретных 
координатах. Шум может быть добавлен к изображению (аддитивно, мультипликативно, 
случайно) в результате различных факторов, вносимых, например, несовершенными 
фото и видео – камерами или в процессе передачи изображений по зашумленным 
каналам связи. Искажения вносятся также в результате выполнения преобразований 
вычислительными системами ограниченной разрядности. В этих условиях, имеющиеся 
ошибки и искажения неизбежно отражаются на результатах вычисления моментов Hu. 
Т.к. моменты могут изменяться в процессе геометрического или яркостного 
преобразования изображения или во время приемо-передачи, то возникает вопрос о 
возможных размерах отклонений, который, по–видимому, ранее никогда не был 
систематически изучен для геометрических преобразований. 

Моменты Hu и доказательство их инвариантности 
Инвариантность моментов Hu можно доказать методом прямой подстановки 

соответствующих преобразований и коэффициентов в выражения для моментов и 
последующего выполнения эквивалентных преобразований. Для бинарных изображений 
следует провести исследования по отношению к группе аффинных преобразований. При 
этом будем работать фактически с математическими моделями изображений, когда не 
происходит потери или напротив появления новых точек или шумов, а также 
отсутствуют ограничения по точности их представления.   
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Доказательство инвариантности к операциям сдвига вдоль осей координат не 
представляет затруднений. Проверка инвариантности моментов к операции 
масштабирования содержится, например,  в работе [4].  
Покажем, что моменты Hu (m1, m2,m3,m4,...) являются инвариантами к операции 

поворота изображения вокруг начала координат. Для этого воспользуемся выражением 
для центральных моментов бинарного изображения 
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Выполним проверку, без потери общности, на одном примере. 
Проверка инварианта m1 
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Подставив соответствующее преобразование поворота точек изображения вокруг начала 

координат на угол α  получим:  
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Достаточно  воспользоваться утверждением: 
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и рассмотреть выражение в квадратных скобках 
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Таким образом, выражение в скобках является инвариантом, что и требовалось 
доказать. 

ɇɝɭɟɧ Ɂɭɣ Ɍɯɚɧɶ 157



Аналогично  проводится проверка для других моментов, что требует несколько 
большего объема преобразований. Эти доказательства в настоящей работе не приводятся 
ввиду их громоздкости. 

Чувствительность моментов  Hu  к искажениям реальных изображений 
При обработке реальных изображений приходится выполнять над ним различные 

преобразования сдвига, масштабирования и вращения. Поскольку изображения 
являются дискретными, то при отображении изображения на ограниченную сетку 
возможно появление искажений. Только целочисленный сдвиг изображения без 
искажений отображает позицию каждого пикселя входного изображения в новое 
положение в выходном изображении, что не приводит к изменению инвариантных 
моментов Hu. Преобразование масштабирования применяется для уменьшения или 
увеличения размера изображения. Уменьшение приводит к слиянию (пропаданию) 
точек, а увеличение – к прореживанию изображения, которое устраняется методами 
интерполяции. Оператор поворота отображает положение каждого пиксела на новое 
положение, повернув его на заданный угол, что, в условиях ограниченной 
целочисленной решетки, также ведет к появлению искажений. Для устранения 
искажений применяются различные методы линейной,  билинейной и бикубической 
интерполяции. При возникновении посторонних шумов применяются различные 
фильтры.   
Для практической проверки влияния поворотов изображения на моменты  были 

проведены эксперименты с изображением размером 320 х 156. Результаты влияния 
вращения на моменты Hu, показаны на рис. 1. 

 
Рис.1. Изображения для экспериментов 

Так как вращение реального изображения приводит к его искажению, моменты также 
изменяются и, строго говоря,  перестают быть инвариантами. 

 

             

 

 

  
Рис.2. Момент инварианты изображение вращение из 10 до 3600  
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На рис.2 представлены результаты вычисления моментов при поворотах 
изображения на углы от 10 до 3600 . Из экспериментов видно, что наибольшие искажения 
имеют место, когда угол поворота близок к  450, 1350, 2250 и 3150 градусов.  В то же 
время влияние  становится более слабым при поворотах на углы близкие к  900, 
1800, 2700 и 3600 градусов. 

Выводы 
В настоящей работе представлен анализ моментов Hu при выполнении поворотов 

над модельными и реальными изображениями. Показано, что при работе с 
математическими моделями, связанными с выполнением группы аффинных 
преобразований, моменты Hu являются инвариантами. Моменты перестают быть 
инвариантами, когда проводятся преобразования над реальными изображениями, не 
являющимися непрерывными функциями или когда они подвержены влиянию шумов. 
Эти факты следует учитывать при решении задач распознавания графических образов. 
Выполненные исследования носят предварительный характер и будут продолжены для 
получения статистически значимых результатов и оценок. 

 Работа выполнена в рамках проекта Программы фундаментальных исследований 
ОНИТ 1 РАН «Интеллектуальные информационные технологии,  системный анализ и 
автоматизация». 
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Рассматривается информационный контент для автоматизированной системы 

предоставления электронных услуг, показана взаимосвязь документов,  пакетов 

документов и электронных услуг, иерархия понятий в информационном 

пространстве,  а также представлены  фрагменты модели базы данных. 
Ключевые слова: база данных, документ, информационный контент, онтология, пакет 
услуг, электронная услуга, ISA и SQN иерархии, MySQL. 

Введение 
Сегодня создание онтологии предметной области и систематизация информационного 

контента являются важнейшими составляющими процесса проектирования любой 
прикладной информационной системы, в том числе и системы предоставления 
электронных услуг. Установление иерархии между понятиями, поддержка таксономии 
классов позволяет  производить автоматизированную обработку информации, не 
нарушая ее целостности и полноты [1]. 
Базовой составляющей системы предоставления электронных услуг является понятие 

«документ», который представляет собой не только средство коммуникации и 
инструмент взаимодействия между участниками процесса предоставления услуги [2], но 
и конечную цель электронной услуги. Таким образом, актуальной является задача 
создания онтологии документов  и реализация механизмов наследования информации 
при работе с документами. 

Взаимосвязь документов в системе предоставления электронных услуг 
Все электронные услуги можно разделить на несколько тематических  разделов, 

например: жилье, семья, транспортные средства, собственность, здоровье и т.д. В свою 
очередь,  в разделе семья существуют такие услуги, как регистрация брака, регистрация 
рождения ребенка, запись ребенка в детский сад и школу и т.д. Для реализации каждой 
из перечисленных услуг требуется сформировать пакет документов.  Пример схемы в 
системе управления базами данных MySQL для  пакета документов «предоставление 
медицинских услуг»  приведен на рис. 1.  

 
Рис. 1 Пакет документов «предоставление медицинских услуг»  

Пересечение документов различных пакетов документов не пусто. В то же время 
существует класс «персональные документы» (рис. 2), которые необходимо 
предоставлять с целью получения электронной услуги, например, при просмотре и 

160 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



оплате штрафов ГИБДД, регистрации машины, записи ребенка в школу.  Персональный 
документ также может быть целью предоставления услуги, например, в перечень 
государственных услуг входят такие услуги, как выдача загранпаспорта, свидетельства о 
рождении ребенка, свидетельства о расторжении брака. Таким образом, персональный 
документ может быть как входным, так и выходным документом бизнес-процесса 
предоставления услуги. Заметим, что свидетельство о рождении ребенка входит в пакет 
персональных документов ребенка, а между пакетами документов родителей и ребенка 
установлена соответствующая связь. 

 
Рис. 2 Фрагмент схемы базы данных «персональные документы» 

Поддержка ISA и SQN иерархий в информационном пространстве  
Информация системы предоставления электронных услуг должна обладать такими 

свойствами, как полнота, непротиворечивость, достоверность, что достигается  
правилами ведения информационного контента: одноразовый ввод информации, 
установления ISA и SQN иерархий на множестве понятий, поддержка механизмов 
наследования. В частности, документы, входящие в ISA иерархию могут наследовать 
как структуру, так и значения понятия более высокого порядка. Например,  
персональные данные, введенные клиентом, наследуются в его персональных 
документах. Задача механизмов наследования - исключить возможность искажения 
информации при повторном вводе, исключить случаи дублирования информации, 
автоматизировать процесс сбора информации и формирования пакета документов для 
предоставления услуги, автоматизировать процесс определения недостающей 
информации для  реализации услуги.  Пакет документов связан с «персональными 
документами» отношением «часть-целое», тогда как последние являются подклассом 
главного класса «электронный документ» [3]. Персональные документы, а также 
сформированные пакеты документов для предоставления электронной услуги наследуют 
структуру класса и составляют информационный контент для зарегистрированных 

ɇɨɜɢɤɨɜɚ Ƚ. Ɇ., əɧɝɭɬɨɜɚ ɋ. ɑ. 161



пользователей системы. В то же время поддержка жизненного цикла персонального 
документа включает механизмы актуализации информации и сохранения истории ее 
изменения. 

Заключение 

Рассмотренная систематизация понятий,  поддержка логических связей  и механизмов 
наследования между сегментами информации  реализуется в создаваемой пилотной 
системе предоставления электронных услуг, где документ рассматривается как 
результат и как источник  информации и необходимое условие для предоставления 
услуги. Предложенный подход охватывает не только сферу предоставления 
государственных услуг, но может использоваться в любой предметной области, где 
результатом услуги является «электронный документ». 
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,-../-0123-4тся  подход к системе реферирования текста на персидском языке, 
дается краткий обзор существующих моделей реферирования, основанных на 
классических принципах, сравнение моделей реферирования, используемых в 
персидском языке, а также предлагается подход к реферированию, основанный на 
графах, TF-IDF и генетическом алгоритме.    
Ключ56ые 7896:: реферир96ание, генетиче7;ий алгоритм, TF-IDF, фитнес-функция. 

Введение  
В настоящее время людям для работы и жизни нужно все большее количество 

информации. Возможности интернета позволяют реализовывать эту потребность и 
делать информацию максимально доступной для человека. От идеи простого 
потребления информации мы переходим к идее ее ограничения, трансформации, которая 
позволит сделать это потребление максимально эффективным. Современные научные 
знания и компьютеры дают шанс решить информационную проблему перегрузки. 

Одним из инструментов в решении этой проблемы выступает система 
автоматического реферирования. Цель системы автоматического реферирования текста - 
предоставление информации в строгом сочетании с требованиями пользователя. 
Процесс автоматического реферирования текста дает нам следующие возможности: 
самостоятельно определять объем и прогнозировать содержание реферируемого текста. 

Обзор существующих моделей реферирования 
Для классификации различных систем реферирования нет четкого пути. Некоторые 

исследователи выделяют три основных аспекта системы: входной источник, 
цель реферирования и тип выходного текста. 

Входной источник различается по: языку – моноязыковой или мультиязыковой; 
тематике – содержательная часть источника (новости, политика, celebrity и т.д.); 
источнику – монотематичный или мультитематичный; объему входной информации; 
формату входного источника (текст, аудио, видео и т.д.). Цель реферирования 
различается по: назначению реферирования (предупреждение, статистика, превью, 
общая информация, биография и т.д.); целевой аудитории – определение группы 
пользователей; типу использования - ориентация на уникальный или 
общеинформационный запрос. Тип выходного текста различается по своим 
методологическим подходам. Возможно выделить два основных: Интерпретация 
(abstraction) – генерация абстракта с порождением нового текста, содержательно 
обобщающего первичный документ или документы, непредставленный явно в исходном 
тексте. Данный подход использует методы обработки естественного языка (NLP); 
Извлечение (extraction) – извлечение из исходного текста наиболее важных и 
существенных информационных блоков (абзацев, фраз, предложений).  
Модели автоматического реферирования, используемые в персидском языке 

На данный момент реализовано большое количество систем автоматического 
реферирования текста для английского, немецкого, шведского и т.д. языков. При 
исследовании моделей для персидского языка возможно выделение лишь трех систем 
автоматического реферирования текста: Farsisum, Parsumist, описывается в работе [3].  
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Предлагаемый метод системы автоматического реферирования текста 
< нашей системе мы попытались устранить недостатки предыдущих систем 

автоматического реферирования для персидского языка. В предлагаемой модели 
используется метод извлечения. Первый этап предлагаемого подхода связан с 
обработкой текста и приведением его к стандартному виду  с помощью процедуры 
нормализации, лемматизации текста и стемминга. Второй этап предполагает 
использование алгоритма TF-IDF для определения частотности термина (TF) и обратной 
частотности документов (IDF), рассчитываемые по формулам: ���,� = ��	
�,���� ��	
�,� ,   ���� = log(���)                                                 (1)  

После этого этапа следует расчет веса каждого слова в каждом предложении по 
следующей формуле: ��,� = ���,� ∗ ����,�                                                             (2)  

Для расчета веса слов в заголовке текста, а также при определении веса ключевых 
слов текста используется формула ��,� = �0.5 + ".#∗��	
�,$��� ��	
�,$% ∗ ����                                                   (3) 

где q - указывает на заголовок и ключевые слова. На третьем этапе работы системы 
предполагается построение двух матриц сходства. Вес слов основного текста по 
формуле  &�'(&, &�) = ∑ )�,*∗)�,+,�-./∑ )�,*0,�-. ∗ /∑ )�,+0,�-.   , &�'1&�, 23 = ∑ )�,�∗)�,$,�-./∑ )�,� 0,�-. ∗ /∑ )�,$0,�-.                      (4) 

Затем идет этап, связанный с присвоением весовых коэффициентов к 
ориентированному графу, который производится следующим образом  ∀1&� , &�3 ∈ 6, �1&� , &�3 = &�'1&� , &�3 ,∀� < 8: &�'1&� , &�3 = 0,∀�, : < 8: &�'1&�, &�3 = 0   (5) 

После чего необходимо рассчитать три фактора:  сходство с заголовком (TRF), 
преемственность текста (CF), читаемость текста (RF). Для расчета TRF необходимо для 
начала высчитать TR – среднее значение сходства каждого предложения с заголовком. 
Результаты TRF близкие к единице говорят о схожести предложения и заголовка, 
результаты близкие к нулю свидетельствуют об обратном. Формулы для расчета TR и 
TRF  ;<= = ∑ =�1=�,
3>�  ∈ >?**@ABC   , ;<D= = EFGHI  ∀ =J��K(EF)                       (6) 

Фактор преемственности говорит о связанности предложений в тексте между собой. 
Для расчета CF высчитываем C – среднее значение сходства всех предложений текста. 
Если значение CF возрастает, значит предложения в тексте связаны между собой и 
последовательны, значения, приближающиеся к нулю, говорят об обратном.  С= = ∑ M1=�,=�3∀>�,>�  ∈>?**@AB >?NOA@PQ �>  , 8= = (R − 1) + (R − 2) + ⋯ = (C)∗(CWX)Y            (7) ZD= = [\](^∗_`X)[\](a∗_`X)   , b = max�,�f� &�'�,�                                             (8) 

Расчет фактора читаемости текста представляется для нас самым сложным. Документ 
с высоким фактором читаемости должен быть высоко последовательным. Это 
предполагает, что два предложения с самой высокой степенью сходства наиболее тесно 
связаны друг с другом, в свою очередь, второе и третье предложение, третье и четвертое 
и т.д. имеют такие же взаимосвязи, что позволяет тексту выстроиться в стройную и 
последовательную цепь. <= = ∑ �(&�"f�gC , &�`X) , <D= = F>GHI∀� F�                                            (9) 

164 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



После подсчета всех факторов последним шагом в процессе реферирования будет 
подсчет для генетического алгоритма фитнес-функции. Благодаря присвоению 
различных дополнительных параметров (h, i, j) различным факторам при подсчете 
фитнес-функции, мы можем варьировать значимость этих факторов для нашего 
реферата. D = k∗EFl` m∗^l` n∗Flk`m`n ,    0 ≤ h ≤ 1 ,0 ≤ i ≤ 1  ,0 ≤ j ≤ 1                       (10) 

При запуске генетического алгоритма работа продолжается до тех пор, пока не будет 
найдена оптимальная фитнес-функция. Завершает процесс реферирования выстраивание 
выбранных предложений в порядке исходного текста.   

Заключение 
Данное исследование системы автоматического реферирования текста на персидском 

языке рассматривает подход, который реализует инструменты алгоритма TF-IDF и 
генетического алгоритма совместно. Такой метод позволяет решить ряд проблем, 
возникающих в работе системы реферирования, которые связаны с особенностями 
персидского языка, спецификой написания и грамматических конструкций, что 
порождает некоторое количество ошибок в работе систем. Реализация нашего метода 
предполагает ряд поэтапных действий. Во-первых, проведение предварительной 
обработки текста: нормализации, лемматизации и стемминга. Этот этап решает 
проблемы, связанные с языковыми особенностями, приводя текст к единому 
монообразному виду. Этап использования при обработке текста алгоритма TF-IDF дает 
расчет трех ключевых факторов, таких как, сходство с заголовком (TRF), 
преемственность текста (CF), читаемость текста (RF). Этап использования генетического 
алгоритма позволяет достичь наиболее оптимального варианта в выборе выходного 
текста (настройка любой глубины сжатия текста), а также способствует максимально 
точному выбору настроек системы (параметры h, i, j), полностью соответствующих 
запросу пользователя. Таким образом, данная система в полной мере реализует 
основные задачи системы автоматического реферирования текста. 
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language, in this paper review the existing summary models based on classical tradition 
briefly and gives the comparison of summary models used in Persian Language, in this 
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РАЗРАБОТКА И ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДА СБОРА И  

СТРУКТУРИРОВАНИЯ ИНФОРМАЦИИ ДЛЯ СОЗДАНИЯ 

МУЛЬТИЯЗЫЧНОГО ТЕЗАУРУСА НА ОСНОВЕ 

ЭНЦИКЛОПЕДИИ WIKIPEDIA 

Осипенко М.А. 
Российский университет дружбы народов, mark.osipenko@gmail.com 

В работе описан один из методов структурирования информации на основе 

иерархических связей DOM (Document Object Model) дерева, который используется  

в анализе интернет-ресурсов. Такой метод имеет преимущество перед анализом 

информации на основе регулярных выражений, он более гибок и прост в 

обработке HTML страниц, однако обладает более длительным временем 

выполнения. 
Ключевые слова: парсинг, тезаурус, Википедия. 

Введение 
Анализ интернет-страниц является важной частью процесса разработки ПО, 

нацеленного на получение больших массивов данных. В частности представляет интерес 
структурирование и быстрый доступ к определенным частям  этого массива данных, а 
также возможность быстрого получения любого набора информации или отдельных ее 
единиц. 

Данные, скачанные из требуемых ресурсов могут храниться в любом виде, например в 
txt файлах или наборе html страниц, однако такой формат хранения не позволяет быстро, 
а главное точно получить требуемую информацию, также проблемы с анализом могут 
возникать при работе с достаточно большими интернет-ресурсами, такими например как 
Википедия или Кинопоиск. По этой причине, удобным и рациональных решением будет 
хранение информации в базе данных. Также для этого процесса требуется определенное 
время беспрерывной работы программы. Беспрерывную работу может обеспечить 
локальный компьютер, но это неудобно с точки зрения пользователя, поэтому запуск 
программы производится на сервере.[2] 

Данная работа представлена в виде программы реализованной с помощью  подхода в 
первую очередь нацеленного на структурирование единиц информации отдельного 
источника, в качестве которого выступает интернет энциклопедия Википедия. 

Процесс получения страницы содержащей необходимую информацию 
Для получения большого набора очень похожих  между собой данных, был 

разработан метод получения отдельных страниц ресурса Википедия, такая страница  
описывает: сущность, объект или дает определение слов. Так как на странице 
присутствует некий набор лишней информации (внешние ссылки, ссылки на картинки. 
внутренние якоря, ссылки на источники, шаблонные блоки страницы такие как шапка и 
футер сайта), то имеет смысл анализировать только те элементы которые представляют 
интерес, и будут выступать в качестве  полезной информации. Создатели Википедии 
присвоили некоторым блокам html страницы классы по которым можно найти эти блоки 
используя метод поиска по DOM дереву веб-страницы, в свою очередь, блоки содержат 
интересующую нас информацию.  

При обходе страницы срабатывают методы класса Page, которые выполняют поиск 
нужной информации на странице и сохраняют объект  класса в базе данных, присваивая 
полям: идентификатор, информацию в формате txt, ссылку по которой был произведен 
поиск, а также  категорию. Таким образом в БД сохраняется одна обработанная 
страница. 

Почти все страницы на Википедии имеют категорию, поэтому помимо нахождения 
блока содержащего главный объем нужной информации необходимо определить к какой 
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категории относится данная страница, и если такой категории не существует создать ее. 
Нахождение категории на странице имеет четкие границы. Категории также заключены 
в блок с определенным классом, что упрощает поиск данных объектов, за поиск 
категории отвечает отдельный метод detect_category класса Page. Который, если в базе 
данных не находит категорию (объект класса Category) к которой принадлежит страница 
- создает ее. При этом сохраняя связь между страницей и категорией, а в случае 
обнаружения данной категории в БД присваивает принадлежность страницы к данной 
категории, посредством связи «многие-ко-многим». 

Также, в демонстрационных целях был создан класс Word, который во время поиска 
на странице нужной информации находит определение или описание сущности 
страницы, иначе говоря объект класса Word содержит «определение» той информации 
которая отображена на странице. На Википедии некоторые статьи имеют очень большой 
объем текстовой информации, для того что бы не отображать всю информации и 
предназначен класс Word.  

Однако каждый объект класса Word принадлежит одному объекту класса Page что 
обеспечивает быстрое обращение к полному набору информации полученной из 
отдельной страницы. 

 

 
 
 
Рис 1. Пример сравнения объекта класса Word в приложении со страницей Википедии. 

Все ссылки (выделенные в Википедии синим цветом) сохраняются как отдельные 
объекты класа PageLink. 

Переход по страницам ресурса 
Каждая страница Википедии содержит набор ссылок (внешних, внутренних, ссылок 

на другие домены Википедии и тд) который нужно отфильтровывать для того что бы, 
во-первых: не парсить весь интернет, во-вторых: что бы снизить нагрузку на сервер, в-
третьих что бы увеличить скорость работы программы и в-четвертых что бы получать 
только ту информации которая имеет ценность. В моем случае ценность представляет 
информация с двух поддоменов ресурса: ru и en, иначе говоря мультиязычный тезаурус 
будет содержать информацию на двух языках английском и русском. Так как Википедия 
это мультиязычная энциклопедия и она содержит множество страниц на других языках, 
то была необходимость в создании метода отличающего «нужные» ссылки, метод 
detect_links, класса Page обеспечивает поиск ссылок принадлежащих доменам ru и еn в 
его основе используются регулярные выражения. Объект PageLink хранит в базе данных 
ссылки принадлежащие  доменам ru и en. Благодаря таблице в БД содержащей только 
набор ссылок полученных из посещаемых программой страниц ресурса, можно 
создавать очередь для обхода всех ссылок. Таблица в БД содержащая объекты PageLink 
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заполняется во время анализа страницы,  другими словами, Объект Page запускает метод 
который находит ссылки на странице и сохраняет их в базе данных. Это полный разбор 
одной страницы с получением всех ссылок на следующие страницы. 

Нельзя предугадать время завершения создания одного объекта Page так как создание 
этого  объекта  завершается после того, как будут сохранены все ссылки найденные на 
странице, однако при сохранении(создании) каждой ссылки в БД запускается 
цикличный процесс нахождения информации из этих ссылок, тем самым создается 
очередь из ссылок которые и будут заполнять базу данных. Такую очередь обеспечивает 
дополнительное ПО работающее асинхронно с сервером.[3] 

Выводы 
Анализатор представленный в работе имеет преимущества перед другими парсерами, он 
выступает  в качестве шаблона и может быть использован для обработки различных веб-
ресурсов, а не только Википедии, (исключение - ресурсы с необходимой регистрацией). 
Изменение шаблона ссылок по которым производится поиск обеспечивает эту гибкость. 
Был проведен эксперимент на сайтах Викисловарь, Луркоморье и соответственно 
Википедия, результат показал, что скорость выполнения программы в этих 3х случаях 
мало зависит от объема обрабатываемой информации, в большей степени на скорость 
влияет количества внутренних ссылок на странице которые нужно сохранять в БД. 
Тезаурус является словарем определений, который отображает связь между единицами 
человеческого языка[1]. В свою очередь его использование позволит упростить общение 
человека и машины. Полученные данные и связи между ними можно  использовать в 
анализе  и обработке текста машинами. Также он выступает в качестве упрощенного 
словаря доступ к которому можно получить с помощью любого устройства с 
возможностью выхода в интернет. 
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ВЫБОР МОДЕЛИ ОСВЕЩЕНИЯ ПРИ ПОСТРОЕНИИ 

ИЗОБРАЖЕНИЯ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА ФОНГА 

Пальчевский А.И. 

Российский университет дружбы народов, apalchev@gmail.com 

В работе рассматриваются способы описания освещения при построении 

изображений 3D объекта. Затенение по Фонга — модель расчёта освещения 

трёхмерных объектов. Данный алгоритм постоянно улучшается и является 

мощным инструментом в руках разработчиков ПО. 
Ключевые слова: Алгоритм Фонга, рендеринг, освещение 3D сцены, фрагментный 
шейдер. 

Введение 
Задача построения изображений трехмерных объектов появляется как в научных 

исследованиях, так и в индустрии развлечения. Одним из наиболее часто применяемых 
алгоритмов является алгоритм Фонга, который, в частности, реализован в игровом 
«движке» “Source”. Он интересен тем, что использует улучшенный алгоритм анализа 
трассировки света, учитывающий различные варианты формирования бликов и ореолов 
при отражении света, что позволяет добиться значительной степени реалистичности. 
Появляется задача выбора варианта реализации использованной в описанном «движке» 
модели освещения и способа организации данных о сцене. 

Постановка задачи 
Задачей исследования были выбор способа описания освещения сцены, аналогичной 

модели “Source”, и выбор варианта реализации алгоритма построения изображения, 
базирующегося на предложенной модели освещения. 

Используемый язык С++ – язык высокого уровня – поддерживает такие парадигмы 
программирования, как процедурное программирование, объектно-ориентированное 
программирование, обобщенное программирование и обеспечивает модульность, 
раздельную компиляцию, обработку исключений, абстракцию данных, объявление 
типов (классов) объектов, виртуальные функции.  

Выбранной для работы моделью сцены является модель бюста человека. Фоном 
является концепция помещения с 3-мя источниками света. 

Пользователю доступен интерфейс для ввода данных и набор инструментов, 
позволяющих производить добавление и удаление источников света. Программа 
обрабатывает сформированные данные и строит изображение конечной сцены (Рис. 1). 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1. Алгоритм выполнения программы 
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Принцип работы программы 
Использование вершинного шейдера позволяет выстраивать более «гладкую» модель 

за счёт увеличения количества используемых вершин. Возникающая проблема 
увеличения количества хранимых данных решается при помощи преобразования 
многомерного массива в одномерный. Это уменьшает время доступа при запросе. В 
программе используется вершинный шейдер, выполняющий часть функций 
графического конвейера, в частности – преобразование данных вершин. 

Фрагментный шейдер обрабатывает каждую видимую часть конечного изображения. 
Внутри фрагментного шейдера обрабатывается все данные, связанные с видом 
поверхности – освещение, тени, отражения, текстуры и расчет их смешивания. 
Результатом работы фрагментного шейдера, является цвет пикселя в формате RGBA 
(красный, зеленый, синий и альфа-канал) (Рис. 2). [1] 

 

Рис 2. Принцип работы шейдеров 
 

Заключение 
В работе был рассмотрен способ формирования модели освещения при построении 

изображений трехмерных объектов с использованием алгоритма Фонга. В модели 
освещения описаны эффекта бликов (отражения света от поверхности), а также эффект 
ореола (распределения света при наведении камеры на источник света). Алгоритм 
позволяет достичь появления на изображении данных эффектов благодаря улучшенной 
модели падения света. Используемые библиотеки: Cg (библтотека от фирмы nVidia), 
стандартные библиотеки glut/gl и glu. Был использован метод хранения данных в виде 
многомерных массивов, в том числе динамический массив с изменяемыми количеством 
мерностей и переменных [2]. 
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USING METHODS OF STORAGE AND THEIR USE IN DEALING 

WITH METHODS FONG, BY CONSTRUCTING MODELS OF 

OBJECTS 

Palchevky A.I. 

Peoples’ Friendship University of Russia, apalchev@gmail.com 

The paper considers algorithms for constructing 3D objects lighting. Now the use of 

improved lighting algorithm based on the method of Phong, spread very widely, as well as 

in research and in the entertainment industry. This algorithm is constantly improving and 

is a powerful tool in the hands of software developers. 
Кеу words: algorithm Phong, rendering, lighting a 3D scene, the fragment shader. 
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ПРИМЕНЕНИЕ OLAP-ТЕХНОЛОГИЙ ПРИ АНАЛИЗЕ 

ЭФФЕКТИВНОСТИ ПРОВЕДЕНИЯ СУДЕБНЫХ ЭКСПЕРТИЗ 

Руденкова Ю.С. 

Российский университет дружбы народов, 

julia.rudenkova@gmail.com 

В работе описаны возможности применения OLAP-технологий для анализа 

загруженности экспертов и обсуждаются способы организации работы 

экспертов. 
Ключевые слова: экспертиза, РФЦСЭ при Минюсте России, OLAP-технологии, 
загруженность. 

Введение 
Судебная экспертиза (СЭ) процессуальное действие, состоящее из проведения 

исследований и дачи заключения экспертом по вопросам, разрешение которых требует 
специальных знаний в области науки, техники, искусства или ремесла, и которые 
поставлены перед экспертом судом, судьей, органом дознания, лицом, производящим 
дознание, следователем или прокурором, в целях установления обстоятельств, 
подлежащих доказыванию по конкретному делу [1]. СЭ проводятся государственными 
судебными экспертами по поручению руководителя государственного судебно-
экспертного учреждения и иными экспертами из числа лиц, обладающих специальными 
знаниями [1]. 

Эффективность проведения СЭ зависит от нескольких факторов, основные из них: 
1) Наличие методической базы; 
2) Наличие автоматизированного рабочего места эксперта; 
3) Время, выделяемое для проведения исследования; 
4) Количество назначенных экспертиз на каждого эксперта; 
5) Компетентность эксперта. 
В данной статье анализируется организация работы Федерального бюджетного 

учреждения Российского Федерального Центра Судебных Экспертиз при Минюсте 
России (далее, РФЦСЭ). Раньше в РФЦСЭ приходили материалы (письма о возможности 
проведения экспертиз, обращения, постановления и т.д.) почти со всех регионов 
Российской Федерации. Хотя РФЦСЭ не является единственным государственным 
судебно-экспертным учреждением (далее, ГСЭУ), в большинстве регионов есть свои 
центры и филиалы, выполняющие аналогичные поручения, а также решающие 
аналогичные задачи по определенным экспертным специальностям [2]. С 3 февраля 2012 
года действует Приказ Минюста РФ № 14 «О территориальных сферах…», который 
устанавливает территориальные сферы экспертного обслуживания. Территориальной 
сферой РФЦСЭ является г. Москва и Московская область. Кажется, проблема решена, 
но в регионах иногда нет специалистов, аттестованных по конкретной экспертной 
специальности. Следовательно, материалы могут быть переданы и в РФЦСЭ. 

Все это порождает высокую загруженность экспертов РФЦСЭ делами и 
невозможность проведения экспертизы в установленный судом срок, кроме того в 
экспертном учреждении ведется своя очередность по проведению судебных экспертиз, 
устанавливаемая в зависимости от времени поступления материалов в производство. 

Чтобы решить эту проблему нужно точно знать ответ на некоторые вопросы: 
1) Есть ли в данном регионе лаборатория, способная решить вопросы, по 

конкретному делу? 
2)  Сколько экспертов аттестовано по определенным экспертным специальностям в 

филиалах и регионах в целом? 
3) Насколько загружены эксперты РФЦСЭ на данный момент? 
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4) Возможно, ли провести анализ и построить диаграмму загруженности экспертов 
РФЦСЭ, а также диаграмму эффективности работы данного ГСЭУ? 

Решить эти вопросы помогут OLAP-технологии, которые способны отобразить любые 
данные с регулярной структурой.  

OLAP-технологии 
OLAP применим везде, где есть задача анализа многофакторных данных. Вообще, при 

наличии некоторой таблицы с данными, в которой есть хотя бы одна описательная 
колонка и одна колонка с цифрами, OLAP-инструмент будет эффективным средством 
анализа и генерации отчетов. 

В основе концепции OLAP лежит принцип многомерного представления данных. 
OLAP-технологии применяются при анализе данных, финансовом 

планировании\бюджетировании и финансовой консолидации. 
Многомерная модель данных, возможность анализировать значительные объёмы 

данных и быстрый отклик на запросы делают подобные системы незаменимыми для 
анализа в любой сфере деятельности, а также для других задач с большим объёмом 
исходных данных. Следовательно, с помощью OLAP-технологий мы можем решить 
главную проблему – время для поиска нужной информации и эффективность данного 
поиска. Одна из мер повышения этой эффективности – материализация кубов, а не 
вычисление их «на лету» (вычисление агрегаций непосредственно во время обработки 
запроса). Куб представляется в виде графа, в котором узлы определяют представления 
для ответа на запрос. Для каждого узла пометка обозначает измерения, по которым есть 
фактические данные в представлении; по пропущенным измерениям производится 
агрегация. Для трехмерного куба структура будет выглядеть в виде дерева решений с 
возможностью вернуться на предыдущий шаг [3].  

Таким образом, в получившейся структуре куба материализуется набор 
представлений – «подкубов», содержащий агрегированные данные.  

Выбор материализованных элементов этого набора определяет будущую 
производительность системы. Мы можем получить набор представлений, при 
использовании которого для выполнения запросов не будет производиться более 1–2 
агрегаций (по одному измерению), что означает очень быстрый ответ на запрос.  

Многие ячейки кубов могут не представлять интереса для анализа, так как данные в 
них пренебрежимо малы. Подобная ситуация возникает часто, так как данные 
разреженно распределены в многомерном пространстве куба. Например, экспертиза 
назначается только по одному виду исследования по конкретной экспертной 
специальности. Подобное событие будет отражено в виде набора ячеек с малыми 
показателями мер (№ специальности, объект исследования). В таких случаях полезно 
вычислять лишь ячейки со значением меры, большим определённой границы [3]. 

Например, нас будут интересовать лишь экспертизы, выполненные в одной 
лаборатории. Такой подход позволяет точнее сфокусировать анализ, сократить время 
вычисления и отклика. Подобные частично вычисленные кубы – это кубы-айсберги. 
Простой подход к вычислению таких кубов заключается в следующем: сначала 
вычисляется весь куб, затем применяется условие и отрезаются неудовлетворяющие 
ячейки. Но это слишком расточительно. Нужно вычислять куб-айсберг без вычисления 
полного куба. Использование ограничений на значение меры может приводить к 
ситуациям, требующим бессмысленные повторные вычисления. Необходимо заметить, 
что большинство OLAP-систем строится на фактических данных, хранимых в 
реляционных таблицах, поэтому обоснованный выбор и последующая настройка набора 
материализованных представлений даёт результаты выше, чем существующие 
алгоритмы полной материализации. Главная проблема подхода полной материализации 
(materialize-all) – это «взрыв данных», при котором объём данных и время вычисления 
куба растут экспоненциально [3]. 
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Еще одно важное ограничение – требование сохранения семантики отношений 
обобщения/специализации (roll-up/drill-down). Отбрасывая это требование, многие 
алгоритмы достигают хороших результатов, но восстановление этих отношений в 
дальнейшем либо невозможно, либо трудно вычисляется, что ограничивает возможность 
применения подобных алгоритмов. 

Путем развертывания кубов OLAP и просмотра имеющейся в них информации с 
помощью стандартных средств, таких как Excel, появляется возможность поместить 
данные в общую модель, тем самым можно манипулировать информацией и создавать 
общие определения и таксономию для всего центра. Из этого можно сделать вывод, что 
специальных знаний для анализа нужной информации пользователю не требуется. Здесь 
идет контроль определения бизнес-логики в централизованном режиме. Следовательно, 
можно определить ключевые показатели эффективности, такие как загруженность 
эксперта на определенный период, и указать, какие значения будут расцениваться (нет 
загруженности – «зеленый», частичная загруженность – «желтый», сильная 
загруженность «красный»). Это позволяет провести анализ не только быстро и 
качественно, но и получить наглядный отчет с нужными графиками и диаграммами. 

Выводы 
В результате проделанной работы были описаны возможности использования OLAP-

технологий при анализе загруженности экспертов. Данные технологии позволяют 
быстро, качественно и наглядно получить отчет по определенным запросам. Полученная 
таким образом информация может быть использована в процессе принятии 
управленческих решений при управлении работой судебно-экспертного учреждения. 
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ПОИСК ОПТИМАЛЬНОЙ СТРАТЕГИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
РЕСУРСОВ 

Салпагаров С.И., Маркина Ю.Р. 
Российский университет дружбы народов, sismalg@gmail.com, yrmarkina@outlook.com 

=>>?@ABCDE в данной работе рассматривается один из методов выбора 
оптимальной стратегии распределения ресурсов на примере обобщения 
известной в теории дискретной оптимизации задачи о назначениях с помощью 
аппарата теории гиперграфов. 
Ключевые слова: гиперграф, распределение ресурсов, совершенное сочетание. 

Введение  
В настоящее время потребность в оптимизации экономических, технологических, 

социальных и иных процессов, связанных с участием человека, крайне велика. Их 
особенностью является слабая структурированность и нечеткость представления 
исходных данных. В связи с этим растет потребность в применении современных 
методов моделирования, позволяющих работать в условиях неопределенности, 
формализуя параметры и структурируя содержательные описания задач. Использование 
теории графов является классическим решением, позволяет отражать отношения между 
различными данными задачи. Но, зачастую, данный метод не дает полного и 
корректного результата, поэтому появляется необходимость в использовании аппарата 
теории гиперграфов. В работе рассматривается математическая модель выбора 
стратегии оптимального распределения ресурсов на примере обобщения задачи о 
назначениях с применением теории гиперграфов. 

Постановка задачи 
В агентство, занимающееся предоставлением сервисных услуг в области 

обслуживания мероприятий, поступили заказы: на обслуживание масштабного 
мероприятия премиум-класса, корпоративного мероприятия организации, частного 
закрытого мероприятия и детского праздника. Места или точки проведения 
планируемых мероприятий: центральный район города, западный район города, другой 
город и иностранное государство; также в рамках компании сформированы команды, 
имеющие различную квалификацию и специализирующиеся на проведении и 
обслуживании мероприятий высокого класса и стандартных мероприятий. Целью 
данной компании является предоставление качественного сервиса для проведения 
мероприятий, максимально удовлетворяющих потребность клиентов, учитывая 
собственные возможности и имеющиеся ресурсы [1]. 

 Рассмотрим содержательную модель оптимизации процесса оказания услуги. Пусть 
объекты представлены в виде множеств: A= {��} – множество команд, где ��  и �� – 
первая и вторая команды соответственно, имеющих лицензию на обслуживание 
мероприятий премиум-класса, ��  и �� – третья и четвертая команды соответственно, 
имеющих лицензию на обслуживание стандартных корпоративных мероприятий; B= 
{	�} – множество заказов, поступивших в компанию, где 	�– мероприятие премиум-
класса, 	�– корпоративное мероприятие организации, 	� – частное закрытое 
мероприятие, 	�– детский праздник; C= {
�} – множество точек предполагаемого 
проведения мероприятий, где 
� – участок в центральном районе города, 
� – участок в 
западном районе города, 
� – другой город, 
� – иностранное государство. 

Задача формулируется следующим образом: команду � ∈ � назначить на проведение 
мероприятия 	 ∈  на участке 
 ∈ �. Результатом такого назначения должно стать 
удовлетворение потребности заказчиков в проведении мероприятия с учетом 
возможностей сервисного агентства, т.е. агентству необходимо выбрать такую 
стратегию оказания услуг, чтобы максимально удовлетворить как потребительское 
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качество, так и привлекательность проектов для самой сервисной компании. С точки 
зрения математического моделирования эта задача представляет собой обобщение 
известной в теории дискретной оптимизации задачи о назначениях. 

Таблица 1. Соответствие исходных параметров множествам 
Параметр Характеристика Множество 

Команда 
Высокая квалификация �� , ��  ∈ � 

Стандартная 
квалификация 

�� , ��  ∈ � 

Мероприятие 

Премиум-класс 	� ∈  
Стандартное 

корпоративное 
	� ∈  

Частное закрытое 	� ∈  
Детское 	� ∈  

Место проведения 
Центральный район 
� ∈ � 

Западный район 
� ∈ � 
Другой город 
� ∈ � 

Иностранное государство 
� ∈ � 

Математическая модель 
Математическая постановка рассматриваемой задачи базируется на 3-дольном 3-

однородном гиперграфе � = (��, ��, ��, �), где � ∈ �� однозначно соответствует 
множеству сервисных команд �; � ∈ �� поставлено во взаимно однозначное 
соответствие некоторому элементу из множества заказов , поступивших в агентство; � ∈ �� отражают множество точек предполагаемого проведения мероприятий �. 
Рассматриваются тройки вершин (��, ��, ��) такие, что �� ∈ ��, �� ∈ ��, �� ∈ ��. Всякая 
тройка является допустимой, если команда �� может обслуживать мероприятие  �� на 
участке ��. Множество всех ребер Е = {�} определяется как множество всех допустимых 
троек � = (��, ��, ��), �� ∈ ��, � = 1,3. Каждому ребру � ∈ � гиперграфа � = (��, ��, ��, �) 
приписаны два веса � (�), � = 1,2, которые означают следующее: ��(�) = "�(��, ��, ��) 
– показатель потребительского качества, ��(�) = "�(��, ��, ��) – показатель качества 
реализации проекта сервисной компанией. Указанные веса ребер могут формироваться 
на базе экспертных оценок, например, производиться методом аналитической иерархии 
[2].  

 
Рис. 1. Пример 3-однородного гиперграфа � = (��, ��, ��, �). 

Допустимым решением # данной задачи является совершенное сочетание # = (�, �$), �$ ⊆ � на гиперграфе � = (��, ��, ��, �). Совершенное сочетание представляет собой 
одну из стратегий оказания услуг, предоставляемых сервисным агентством. Через & = &(�) = {#} обозначаем множество всех допустимых решений (МДР) задачи о 

176 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



совершенных сочетаниях на гиперграфе �. Для компании МДР представляет собой 
множество всевозможных стратегий реализации планируемых проектов. 

 Качество допустимых решений задачи # ∈ & оценивается с помощью векторной 
целевой функции (ВЦФ) '(#) = ('�(#), '�(#)), состоящей из критериев вида MAXSUM 
и MAXMIN: '�(#) = ∑ ��)∈*+ (�) → -�#, '�(#) = min �� (�) → -�#. Критерий '�(#) 
означает суммарный показатель потребительского качества данной стратегии, критерий '�(#) – самый низкий показатель качества реализации проекта в выбранной стратегии. 
ВЦФ '(#) определяет в МДР & паретовское множество (ПМ) &1, состоящее из 
паретовских оптимумов #2. Из ПМ выделяется полное множество альтернатив (ПМА) &3, 
которое принимается в качестве искомого решения задачи. Наиболее целесообразное 
решение выбирается из ПМА с помощью процедур теории выбора и принятия решений 
[3]. 

Выводы 
В статье рассмотрена математическая постановка обобщенной задачи теории 

дискретной оптимизации и один из вариантов ее решения с применением аппарата 
теории гиперграфов. Несмотря на то, что в настоящее время перечень задач, решаемых с 
помощью гиперграфов весьма ограничен, а сама технология решения недостаточно 
исследована, применение данного метода имеет значительные преимущества: позволяет 
четко прослеживать связи между элементами задачи и ускорить процесс поиска 
оптимального решения, представляя наглядно интересующие нас данные. 

Разработка методов оптимизации дискретных задач и использования их на практике 
являются актуальными проблемами современного математического моделирования, 
поэтому работа в этом направлении является одной из наиболее востребованных.  
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РАЗРАБОТКА МЕТОДА ИНДЕКСАЦИИ КОЛЛЕКЦИЙ 
ИЗОБРАЖЕНИЙ ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПЕРСОН 

Соченкова А.С. 
Российский университет дружбы народов, anasochenkova@gmail.com 

Данная работа посвящена разработке метода, позволяющего осуществлять 
быстрый поиск на больших коллекциях изображений для идентификации персон. 
Ключевые слова: компьютерные науки, информационные технологии, поиск по 
визуальному подобию, распознавание лиц, идентификация лиц, индексация. 

Введение 
Работа посвящена разработке решения задачи распознавания лиц на фотографиях с 

последующей идентификацией персон. В отдельных случаях необходимо осуществлять 
поиск не только качественно, но и быстро, как, например, в системах обеспечения 
безопасности. Исследователями было предложено множество алгоритмов решения этой 
задачи, однако универсальный подход, дающий хорошие результаты по скорости, 
точности и полноте на больших коллекциях данных, ещё не был реализован. По этой 
причине, на сегодняшний день актуально создание методов решения этой задачи. 

Связанные исследования 
Ряд авторов при решении поставленной задачи опирается на подходы, использующие 

3D модели, что зачастую подразумевает рассмотрения объектов с разных ракурсов, то 
есть наличие серии изображений, или видео-потока. Так, например, в работе [1] авторы 
строят 3D модель объекта с последующим покрытием поверхности объекта 
треугольниками. Другие исследователи [2] предлагают использовать набор из 8 особых 
точек лица, определённое положение которых в пространстве определяет человека. 

Многие авторы при решении подобной задачи прибегают к использованию 2D 
пространства. Это удобно при работе с изображениями в случае, если у есть единичный 
экземпляр изображения человека и необходимо найти другие изображения этого 
человека в большой коллекции данных. К примеру, в работе [3] авторы прибегли к 
рекурсивному вычислению гистограмм направленных градиентов. 

Ввиду того, что существует большое количество подходов к решению задачи 
распознавания лиц и идентификации персон, интересными для изучения являются 
обзорные работы, в которых представлен сравнительный анализ различных методов [4]. 

Также важными для поиска более эффективного решения поставленной задачи 
являются подходы по выравниванию лиц [5] [6]. 

Предлагаемый метод 
Все предлагаемые исследователями методы работы по решению задачи поиска по 

визуальному подобию и идентификации лиц можно представить в виде обобщённой 
схемы, представленной на рис. 1. Здесь можно выделить несколько этапов. Наибольший 
интерес представляют этапы предобработки изображений обучающей выборки с 
выделением ключевых признаков и последующая индексация полученной информации 
для решения задачи идентификации лиц. 

Графически предлагаемый метод предварительной обработки каждого изображения 
обучающей выборки коллекции изображен на рис. 2 в виде схемы. Данная методика 
работы с изображением включает в себя следующие шаги, которые должны быть 
выполнены последовательно. Шаг 1: необходимо произвести обнаружение области, 
содержащей лицо человека, затем её нужно выделить. Шаг 2: в выделенной области 
изображения необходимо произвести выравнивание лица. Шаг 3: на этом шаге из 
полученного выровненного лица необходимо выделить области, которые содержат: 1) 
глаза и брови; 2) нос; 3) рот. Шаг 4: при помощи дескрипторов из полученных на шаге 3 
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областей выделяем значения ключевых признаков. Шаг 5: полученные данные 
записываем в индекс. 

 

 

Рис. 1. Общая схема методов решения задач по организации поиска по визуальному 
подобию 

 

 
Рис. 2. Предлагаемый метод 

Следует отметить, что в зависимости от коллекции, на изображениях обучающей 
выборки на шаге 1 может оказаться, что изображение включает в себя несколько лиц, 
что непременно следует учесть, а именно: необходимо проделать шаги 2-5 для каждого 
лица на изображении. 

Обработка тестового изображения при поиске будет производиться сходным образом, 
однако, без шага индексации. 

Выводы 
В целях решения поставленной задачи на данном этапе исследований изучаются 

различные механизмы, позволяющие реализовать каждый шаг предлагаемого метода. 
Для сравнения их работы проводятся эксперименты. 
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КРИПТОГРАФИЯ И КОДИРОВАНИЕ КАК МЕТОДЫ  
ЗАЩИТЫ ИНФОРМАЦИИ  
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Fопоставлены кодирование и криптография в отношении защиты информации. 
Предложено расщепления  с усовершенствованным гаммированием. 

Ключевые слова: шифрование, кодирование, помехи, интеллектуальный агент, 
гаммирование. 

Введение  
Шифрование существенно отличается от кодирования, распространенного в теории 

информации, не только используемыми математическими процедурами, но главное, 
целями, которые ставится перед этими двумя методами защиты информации. 

 Кодирование [1] ставит своей целью защиту информации, передаваемой по каналу 
связи, от помех, возникающих в таком канале, которые, как правило, не зависят от 
передаваемого сигнала, т.е. являются независимыми помехами. Кодирование является 
хорошо разработанной математической наукой. Методы кодирования, однако, 
подвергаются постоянной модификации при появлении новых систем и новых способов 
передачи информации, таких как каналы с обратной связью, мобильная связь [2] и др.   

 В отличие от кодирования шифрование ставит своей целью защиту от действий 
интеллектуального агента в канале передачи информации. Традиционно задачей такого 
агента является несанкционированное вскрытие (прочтение) содержания передаваемой 
информации и возможность внесения в неё содержательных искажений, 
препятствующих передаче смысла сообщения получателем информации. 

 Хорошо известен способ шифрования, являющийся центральным вопросом данного 
доклада, называемый гаммированием, а также некоторые другие “закрытые” процедуры, 
лишь упоминаемые в литературе, такие как А1 или процедура, используемая в 
мобильных устройствах фирмы Apple. 

 На наш взгляд, гаммирование является математическим вариантом такой известной 
аппаратной схемы шифрования, как знаменитая механическая машина шифрования 
Энигма, использованная в ходе второй мировой войны для передачи секретных 
сообщений немецкого командования. (Изучение принципов работы машины Энигма в 
своё время навела А.Тьюринга на мысль о необходимости создания совершенно нового 
устройства - компьютера.) 

 Вместо механического создания псевдослучайного процесса шифрования в 
гаммировании, например, используется определенная математическая процедура, 
основанная на использовании модульной арифметики [3]. 

Предлагаемый метод шифрования 
В настоящем докладе будет кратко описана суть метода расщепления в процедуре 

шифрования [4], которая позволяет заменить каждый передаваемый символ на строку из 
k натуральных чисел, создавая расщепление k-го уровня.  Относительно этой процедуры 
было доказано свойство мономорфизма, что гарантирует возможность дешифровки 
сообщения на приемном конце.  

В процессе передачи многократно используется генератор псевдослучайных чисел, 
вероятностные свойства которого были существенно улучшены, как нами показано, 
благодаря использованию детерминированного генетического алгоритма [5]. 
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Выводы 
G статье проводится сопоставление методов кодирования и криптографии в 

отношении защиты передаваемой информации, передаваемой по каналам  связи, и 
предлагается метод расщепления, использующий усовершенствованную процедуру 
гаммирования с применением детерминированного генетического алгоритма.  

В докладе будут приведены иримеры, иллюстрирующие процедуру расщепления и 
усовершенствованное гаммирование, полученные при реализации предлагаемой 
криптографической системы на компьютере. 
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ПОСТРОЕНИЕ СХЕМ РАЗРЕЖЕННОСТИ МНОГОМЕРНЫХ 
КУБОВ ДАННЫХ 
HIJKLров В.В., Фомин М.Б. 

Российский университет дружбы народов, vvstikhurov@ya.ru, mfomin@sci.pfu.edu.ru 

В работе рассматриваются способы построения схем разреженности данных в 
многомерных кубах, позволяющие анализировать степень разреженности 
аналитического пространства при оптимизации запросов к данным куба. 
Ключевые слова: многомерные модели данных, многомерный куб данных, схема 
разреженности куба. 

Введение 
В информационных системах, построенных на принципах OLAP, данные 

представлены в виде многомерного куба, размерностями которого являются измерения, 
задающие порядок в наборе ячеек куба [1]. Каждая ячейка однозначно задается 
сочетанием значений измерений и может как содержать данные, так и быть пустой. В 
случае если пустых ячеек оказывается много, куб является существенно разреженным. 
Значимые ячейки куба образуют аналитическое пространство информационной 
системы. 

Один из способов организации доступа к данным куба базируется на формировании в 
аналитическом пространстве набора кластеров, построенных посредством выделения 
групп значений измерений, которые имеют одинаковый смысл в сочетании со 
значениями других измерений [2]. 

В процессе оптимизации пользовательских запросов с целью сокращения времени 
обращения к данным целесообразно «обходить» пустые области куба. При решении этой 
задачи могут быть использованы схем разреженности куба (СРК). 

Постановка задачи 
Схема разреженности куба может быть представлена как совокупность визуальных 

образов, являющихся проекцией многомерного куба по ряду измерений. Особенности 
зрительного восприятия человека позволяют выделить 3 вида СРК: одномерная схема, 
двумерная схема и трехмерная схема. 

Одномерная СРК 
Пусть имеется многомерный куб C(D, Z1,.. Zn), в котором n=dim(D) – число 

измерений, D – множество измерений, Zi – множество значений i-го измерения, 
функция I(Dў, Z1ў,.. Zkў) определяет количество значимых ячеек для множества 
фиксированных значений измерений Z1ў,.. Zkў множества измерений Dў. Количество всех 
ячеек N, соответствующих параметрам (Dў, Z1ў,.. Zkў), можно получить по формуле � = � |�′�|�	   . 
Тогда для построения СРК необходимо зафиксировать одно измерение d ∈ D , затем для 
каждого Zd вычислить N и найти значение функции I(D, Zd). Значение для степени 
разреженности куба для каждого d ∈ D в процентах может быть получено с 
использованием формулы  = I(D, ��) � ∗ 100  . 
получаем процентное значение разреженности R для каждого Zd из d. Зная R1,.. Rm 

можно построить соответствие Zi → Ri , на основе которого создается СРК. Поставив 
каждому значению Ri в соответствие определенный цвет, можно построить 
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гистограмму, характеризующую степень полноты данных, соответствующих значениям 
определенного измерения (рис. 1). 

Z1 Z2 Z3 Zm. . .

- Высокая степень разреженности

- Средняя степень разреженности

- Низкая степень разреженности

 
Рис. 1. Одномерная СРК 

 

В случае если в качестве d выбран уровень территориального деления, а множество Z 
содержит конкретные объекты, СРК может быть представлена в виде картограммы. 

Двумерная СРК 
Хотя одномерная СРК и дает представление о разреженности аналитического 

пространства, она может быть результативно использована на этапе первичного анализа 
информационной системы. Для более детального анализа следует использовать СРК 
большей размерности. 

Процесс  построения  двумерной  СРК  заключается  в  фиксации  двух  измерений 
{d1, d2} ∈ D. Затем находятся значения функции I(Dў, Zў), и происходит вычисление 
общего количества ячеек N* данного сочетания для всех возможных пар {Zi, Zj} ∈ Z , 
соответствующих измерений {d1,d2} ∈ D. На завершающем этапе требуется построить 
матрицу R, каждый элемент которой находится по формуле  = �(�ў,�ў) �∗ ∗ 100 . 

Используя полученную матрицу путем сопоставления цветовой палитры с 
процентными интервалами, которым принадлежат элементы матрицы R, можно 
выполнить визуализацию разреженности данных в кубе. 

И
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1

Измерение d2

- Высокая степень разреженности

- Средняя степень разреженности

- Низкая степень разреженности  
Рис.2. Двумерная СРК 
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MNOхмерная СРК 
В случае большого числа измерений при высокой степени разреженности куба 

данных можно использовать трехмерную СРК. Алгоритм построения СКР аналогичен 
двумерному случаю за исключением следующих элементов: 

 степень разреженности данных отображается размером соответствующей 
ячейки (при отсутствии данных ячейка не визуализируется); 

 элементы матрицы разреженности R вычисляются для всех возможных 
сочетаний значений {Zi, Zj, Zk} ∈ Z измерений {d1, d2, d3} ∈ �; 

 желательно, чтобы для изображения были реализованы процедуры вращения, 
приближения и отдаления куба. 

            
Рис.3 Трехмерная СРК 

 

Заключение 
В работе был рассмотрен способ построения схемы разреженности многомерного 

куба данных. Построение СРК позволяет пользователю проводить визуальный анализ 
куба данных многомерной информационной системы для оптимизации запросов к 
данным и предотвращения получения пустого множества в качестве результата запроса. 
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The paper presents an approach to construction of sparsity schemes that allows to analyze 
the degree of sparseness of the analytic space during query optimization to the cube data. 
Кеу words: multidimensional data models, multidimensional data cube, sparsity scheme of a 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ OLAP ТЕХНОЛОГИИ И МНОГОМЕРНЫХ 

ДАННЫХ ДЛЯ ПРИНЯТИЯ УПРАВЛЕНЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

Мортеза Хейдари 

Российский университет дружбы народов, Mh_rusiran@mail.ru 

В работе оценены преимущества использования многомерной информационной 

системы и Многомерных структур данных, а также рассмотрены способы  

обеспечения OLAP системы с помощью многомерных баз данных. 
Ключевые слова: многомерные информационные системы, многомерные базы 
данных, OLAP технология, гиперкуб. 

Введение 
Успешным компаниям необходимо постоянно планировать, анализировать и 

рассматривать отчет по продажам и оперативной деятельности в целях обеспечения 
максимальной эффективности, снижения затрат и получения большей доли рынка. В 
1993 г. в свет вышла статья Эдгарда Кодда, в которой он сформулировал 12 основных 
требований к системам класса OLAP (online analytical processing), первое из которых 
выражает их основную характеристику, а именно многомерность. 

В 1995 году на основе требований, изложенных Коддом, был сформулирован так 
называемый тест FASMI (Fast Analysis of Shared Multidimensional Information — 
быстрый анализ разделяемой многомерной информации), определяющий требования к 
приложениям многомерного анализа данных. 

Один из способов для более эффективного использования организационных 
информаций осуществляется через онлайн-аналитическую обработку данных в реальном 
времени (англ. online analytical processing) и  многомерных баз данных 
(англ. multidimensional databases). 

OLAP и многомерные базы данных представляют суммарную информацию из баз 
данных компании. Уже более десяти лет, сторонники расхваливают эти инструменты, 
как единоличные исполнительные информационные системы. Основываясь на нашем 
опыте с несколькими инструментами OLAP, мы разработали прагматичный подход к 
дизайну многомерных информационных систем, который позволяет руководителям 
принимать решения для  своих компаний.  

Вид с вершины 
Менеджеры часто имеют двойственное отношение к информационным системам. С 

одной стороны, известный парадокс производительности предполагает, что нет никакой 
корреляции между ИТ-инвестициями и производительностью организации. Несмотря на 
этот факт, организации продолжают тратить большую часть своих бюджетов на 
информационные системы. С другой стороны, некоторые менеджеры видят 
информационные системы как неотъемлемую части успешного современного бизнеса, 
повышение эффективности бизнес-процессов и поддержки инновационных способов 
ведения бизнеса. 

Многие менеджеры теперь увидят огромные объемы данных, хранящихся в базах 
данных организационных в качестве потенциального актива компании, и это расширяет 
популярности хранилища данных. Эффективно используя эти данные, можно 
предоставлять информацию для принятия управленческих решений и стратегического 
планирования. На самом деле, мы считаем, что парадокс производительности не 
означает, что организация введет в заблуждение их ИТ-инвестиции. Вместо парадокса 
просто не приходится делать акцент на стоимости информационных активов в базах 
данных компании. 

При предоставлении OLAP технологий и многомерных баз данных, задача состоит  в 
выявлении различия между системами, пригодных для оперативной обработки 
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транзакций (OLTP) – те, которые подчеркивают повседневный бизнес операций - и те, 
которые подходят для OLAP, формы, поддерживающих принятие управленческих 
решений. Например, менеджеры редко читают консервированные доклады и, как 
правило, прибегают к помощи традиционных информационно-управляющих систем с 
большим энтузиазмом. 

Многие менеджеры предпочитают простые интерфейсы, интерактивные системы  для 
преднамеренного поиска информации или для просмотра, чтобы получить общее 
представление о том, что происходит внутри и вокруг их организации. Такая система 
является идеальным применением OLAP и многомерной базы данных. Понимание того, 
как менеджеры   используют информацию, а затем переходят к построению системы, 
чтобы поддержать их, поднимают сложные технические и нетехнические вопросы. 
Многомерная структура данных и представление управленческих информаций являются 
концептуально простым подходам, для которого технические системы теперь доступны. 
Тем не менее, менеджеры должны знать, как получить максимальный результат от этих 
систем, и ИТ-специалистам нужны действенные методы для проектирования 
многомерных баз данных, чтобы соответствовать потребностям управления. 

Как многомерные базы данных обеспечивают OLAP системы? 
Разработчики и пользователи многомерной базы данных рассмотривают одномерный 

вид организационных данных, чтобы обеспечить более совершенными средствами 
понимания текущего состояния и будущих возможностей  бизнеса. Многомерные базы 
данных представляют данные пользователям в виде гиперкуба или многомерных 
массивов, где каждое значение данных занимает ячейку, которая индексирована  
уникальным наборам значений измерений. Можно легко визуализировать эту структуру, 
используя значение, например, количество проданных продуктов, и показать, как она 
изменяется вдоль трех наиболее распространенных размеров (время, место, и типа 
продукта). Рис. 1 иллюстрирует эту структуру гиперкуба. Гиперкубы, однако, не 
ограничиваются. 
 

 
 
 
  

 
Гиперкубы, однако, не ограничиваются только одиним набором значений или тремя 

опорными размерами, так как они могут быть расширены, чтобы включить любое 
количество значений и измерений. Это представление находится в резком контрасте с 
набором таблиц (таблица фактов и таблица измерений), используемых для 
представления данных в хорошо известной модели реляционной базы данных, 
показанной на рис. 2. 

Рис. 1. Гиперкуб, который показывает три наиболее распространенных измерения 
время, местоположение, и тип продукта 
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Организации приняли реляционные системы управления базами данных (РСУБД) для 

их OLTP приложений, когда таблицы базы данных записываются в виде 
информационной системы в двух измерениях, и делают это быстро и просто записыавют 
бизнес операции. Менеджеры могут извлечь информацию из базы данных с помощью 
отчетов, генерируемых системой или получают их с помощью структурированного 
языка запросов (SQL). Тем не менее, огромный объем и фрагментация нормированных 
данных требуют невероятное количество соединений, чтобы удовлетворить даже 
умеренно сложные запросы. Данные обычно хранятся в многомерных базах данных 
исторических деталей деятельности организации. Организации заселят многомерныы 
базы данных с данными из нескольких организационных баз данных с помощью 
процесса, который очищает, обобщается, и обрабатывает данные для употребления 
менеджеров.Так многомерные базы данных часто используются для сочетании 
хранилища данных или эксплуатации данных в исполнительной инфомационной 
системе. Менеджеры могут манипулировать результаты многомерной базы гиперкуба  
данных с помощью операций над многомерным кубом данных: 

• Кросс-детализация  – задает новый факт на уже имеющемся кубе: 
• Кубический срез  – задает подмножество пространства факта: 
• Смена измерений – изменяет уровень детализации куба.  
• Укрупнение – изменяет уровень детализации измерений  

 

Литература 

1. Pendse N. The OLAP Report What is OLAP? // Available at the URL 
http://www.olapreport.com/fasmi.html – Business Intelligence Ltd, 2001.  

2. Hasan, H and Hyland, P, Using OLAP and multidimensional data for decision making, IT 
Professional, September-October 2001, 

USING OLAP TECHNOLOGY AND MULTIDIMENSIONAL DATA FOR 

MAKING MANAGEMENT DECISION 

Morteza Heydari 

Peoples’ Friendship University of Russia, Mh_rusiran@mail.ru 

The paper evaluated the advantages of the use of multidimensional information system 

and multi-dimensional data structure. 
Keywords: multidimensional information systems, multidimensional database, the OLAP 
technology hypercube. 

Рис. 2. Модель реляционной базы данных сохраняет данные в: a) двумерные таблицы и 
использует b) сущность-связь диаграмм, чтобы описать отношения между данными. 

188 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



ОПЕРАТОРЫ HDR TONE MAPPING ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ 
РЕАЛИСТИЧНОСТИ ИЗОБРАЖЕНИЯ 

Храбров Р. Н. 
Российский Университет Дружбы Народов, Shaman1234@gmail.com 

В работе рассмотрены алгоритмы Tone Mapping при HDR-рендеринге 
изображения 

Ключевые слова: HDR, Tone Mapping, рендеринг, графика, освещение, закраска. 

Введение 
Одной из самых важных составляющих хорошей сцены является качественное 

освещение. Со времени появления трёхмерной графики реального времени различных 
алгоритмов освещения появилось множество, причём с развитием технологий 
алгоритмы всё усложнялись. 

Одни алгоритмы предназначались для кардинального усовершенствования или замены 
предыдущих, другие же создавались на основе некоторых базовых алгоритмов и при 
сохранении общего базового принципа выдавали совершенно другой результат. 
Примером является HDR Rendering, развивающий идею метода Фонга. 

 Метод Фонга 
Метод Фонга основывается на попиксельной закраске объектов. Каждой точке 

объекта задаётся в соответствие несколько параметров, отвечающих за отражающую 
способоность поверхности. Эти параметры могут быть заданы однородно для всего 
объекта, с помощью текстур или сгенерированы функцией. Все эти параметры 
составляют в совокупности материал объекта. 
 Для закраски объекта задаётся один или несколько источников света. Финальный 
цвет поверхности рассчитывается по формуле: � = � ∗ �� +  ����−��⃗ ∙ ���⃗ � ∗ � ∗ �� +  ������⃗ ∙ ��⃗ �� ∗ � ∗ ��  (1) 

Здесь: � – финальный цвет закраски � – отражающая способность материала для фонового света ��– сила окружающего света ��⃗    – направление света ���⃗   – нормаль к поверхности  �  – отражающая способность материала для направленного света �� – сила направленного света ��⃗  – направление отражённого от поверхности луча ��⃗ – направление к камере сцены � – степень зеркальной отражающей способности � – отражающая способность материала для зеркального света �� – сила зеркального света ��� – функция, обрезающая значения аргумента до диапазона [0, 1] 

 

Среди недостатков классического метода Фонга стоит рассмотреть тот факт, что в 
классическом варианте он использует для вычисления 32-битный цветовой формат. Это 
значит, что на каждую компоненту света отводится всего 8 бит, причём значения 
яркости обрезаются до диапазона [0, 1]. Для того, чтобы решить эти проблемы, был 
придуман HDR-рендеринг.  
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HDR Rendering 
При HDR-рендеринге для сохранения диапазона яркости используются числа с 

плавающей запятой. Это позволяет сохранить гораздо больший диапазон значений. 
Данное свойство очень хорошо подходит для моделирования более реалистичного 

освещения. Например, если условная яркость свечи – 0.3, то яркость Солнца булет 
составлять несколько миллионов. Без использования HDR-рендеринга эту проблему 
решить невозможно, в итоге часть сцены будет слишком яркой или слишком тёмной. 

Но и при HDR-рендеринге необходимо использовать специальные техники, чтобы 
сцена была правильно освещена. Ведь монитор может использовать для вывода цвета 
только 32-битный формат. Эти техники называются Tone Mapping и предоставляют 
возможность отобразить большой диапазон значений(HDR) на малый диапазон 
значений(LDR). 

Техники Tone Mapping различны. Но все они основываются на вычислении средней 
светимости(Luminance) сцены и уменьшения светимости ярких частей сцены на основе 
этого показателя. 

Светимость сцены считается как среднее от светимости всех пикселей. Светимость 
одного пикселя считается по формуле 

                                  � =  0.2126 ∗ � + 0.7152 ∗ � +  0.0722 ∗ �  (1) 

Здесь � – значение красной компоненты пикселя, � – значение зелёной компоненты и � – значение синей компоненты. 

В зависимости от желаемого результата существуют различные техники Tone 

Mapping. 

Таблица 1. Примеры операторов Tone Mapping 

Линейный � = � 

Reinhard � =  
�� + 1

 

Filmic � =  (
� ∗ (6.2 ∗ � + 0.5)� ∗ (6.2 ∗ � + 1.7) + 0.06

)2.2 

 

 

Выводы 
В работе рассмотрены особенности различные техники HDR Tone Mapping. 
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В работе рассматривается способы предоставления аналитической обработки 

данных для информационных систем, связанных со здравоохранением, путём 

декомпозирования OLAP-куба на OLAP-модели, отвечающие за конкретные 

подзадачи. 
Ключевые слова: многомерные модели данных, многомерный куб данных, OLAP-куб, 
аналитическая обработка данных. 

Введение 
Технология оперативной аналитической обработки многомерных данных OLAP 

является одной из быстро развивающихся и широко применяемых новых 
информационных технологий. Основой OLAP-технологии является многомерная модель 
данных. Осями многомерного куба служат основные атрибуты анализируемого бизнес-
процесса. Например, для планирования медицинской помощи это могут быть: виды 
медицинской помощи, территории, профили, классы болезней и т.п. Обычно основным 
измерением является время. Внутри куба находятся данные, количественно 
характеризующие процесс, – так называемые показателями. Пользователь, 
анализирующий информацию, может «нарезать» куб по разным направлениям, получать 
сводные или, наоборот, детальные данные и осуществлять другие операции, 
необходимые для анализа. Поскольку аналитик всегда оперирует некими суммарными 
данными, в базах данных OLAP практически всегда хранятся агрегаты, то есть заранее 
вычисленные показатели. Хранение заранее вычисленных агрегатов – основной способ 
повышения скорости выполнения OLAP-запросов. [1, 2] 

Постановка задачи 
Нахождение оптимального способа аналитической обработки данных в подсистеме 

персонифицированного учета оказанной медицинской помощи застрахованным лицам 
медицинскими организациями путём создания комплекса подзадач, представленных в 
виде OLAP-моделей. 

Способ решения задачи 
Классические OLAP-решения мало пригодны к использованию в прикладных 

областях, где необходим комплексный анализ данных, связанный с реализацией 
сложных аналитических алгоритмов. Примером прикладной области, в которой 
указанные проблемы не позволяют эффективно применять традиционные средства 
OLAP-технологии, является здравоохранение. [4] Например, методы расчета 
аналитических показателей и решения задач планирования медицинской помощи 
представляют собой сложные многошаговые процессы анализа многомерных данных. 
Возникает необходимость поэтапной обработки данных. Подход к решению 
разнообразных задач с применением OLAP-технологии, основанный на построении 
комплексов так называемых «OLAP-моделей». OLAP-модель является описанием 
процесса расчета одной аналитической задачи. Структурно аналитическая модель 
состоит из исходных данных, витрины данных, информационного куба и операций над 
ним, способов представления результатов вычисления. Важным моментом построения 
модели является возможность сохранения в источнике данных результатов расчета. 
Такой подход позволяет применять поэтапный процесс анализа данных, то есть 
анализировать ранее полученные результаты. 
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Необходимость поэтапной обработки данных возникает в случаях, когда для 
получения конечных результатов требуется сложная обработка исходных данных, как 
например, для планирования медицинской помощи. Для автоматизации поэтапного 
анализа модели объединяются в комплексы. Перед созданием комплекса моделей задачу 
необходимо декомпозировать задачу на подзадачи таким образом, чтобы каждая 
подзадача могла быть представлена OLAP-моделью. В рамках одного расчета модели 
образуют последовательно выполняемую цепочку, при этом данные, рассчитанные 
одной моделью, в дальнейшем используются другими моделями. Инструментарий 
разработки адаптированных интерфейсов позволяет создавать ориентированные на 
конкретную задачу OLAP-приложения на основе инструментального ядра, ограждая 
пользователя от ее сложной внутренней организации и сохраняя при этом весь 
функционал системы. Важным требованием к разрабатываемым приложениям является 
отражение специфики и традиций конкретной предметной области, в том числе, 
создание и применение словаря терминов соответствующей прикладной области. [3] 
Представленная технология и программные средства применяются для решения 
большого количества задач здравоохранения и обязательного медицинского 
страхования. 

Для автоматизации сбора и аналитической обработки данных государственной 
медицинской статистической отчетности разработана подсистема 
персонифицированного учета оказанной медицинской помощи застрахованным лицам 
медицинскими организациями г. Москвы, в соответствии с требованиями Федерального 
закона от 29.11.2010 № 326-ФЗ «Об обязательном медицинском страховании в 
Российской Федерации» (далее - ПУМП, Система) предназначена для сбора, обработки, 
хранения и предоставления сведений о медицинской помощи, оказанной 
застрахованным лицам в сфере обязательного медицинского страхования в г. Москве, а 
также лицам, обратившимся за медицинской помощью в медицинские организации г. 
Москвы. Система позволяет формировать и корректировать формы статистической 
отчетности. При этом автоматически формируется структура базы статистических 
данных. Поддерживается многоуровневый процесс сбора статистических данных с 
применением внутри табличных и межтабличных контролей. Выполняется 
формирование сводов, расчет показателей, подготовка отчетов. Система позволяет 
наглядно представлять результаты аналитической обработки. За счет применения 
технологии OLAP-моделирования система позволяет представить необходимые расчеты 
объемов и финансирования медицинской помощи в виде комплекса OLAP-моделей. 

Система обеспечивает выполнение следующих функций:  
• учёт контрагентов и плательщиков,  
• поддержка номенклатуры услуг и тарифов, 
• учёт оказанных медицинских услуг, 
• согласование оказанных медицинских услуг плательщиком, 
• формирование счетов-реестров, 
• формирование отчётов, статистический учёт, 
• ведение журналов событий, 
• предоставление сервисов для внешних систем. [5] 

Каждая из возможностей представляет из себя небольшую OLAP-модель, которая в 
конечном итоге формирует единый гиперкуб. 

Структура аналитического пространства представлена в виде гиперкуба с осями, на 
которых находятся измерения. Все сочетания значений измерений соответствует 
ячейкам, в которые необходимо поместить факты. На примере функции формирования 
счетов реестра можно рассмотреть один из кубов такой модели. Измерения: 
Плательщики (страховые организации), Медицинское учреждения, Дата формирования 
счета. Фактами в этом случаи являются: Количество пациентов, Количество услуг, 
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Сумма. Фактологические данные в хранилище стекаются из множества 
информационных систем, работающих в учреждениях здравоохранения и обязательного 
медицинского страхования. Данные о пациентах выгружаются из системы Единого 
Реестра Застрахованных Лиц. Медицинская информация разнородна и включает 
статистические и другие типы данных. К каждому OLAP-кубу, помимо стандартных, 
можно применить различные дополнительные операции для анализа и предоставления 
необходимого отчета. Из-за наличия специфики предметной области кубы не являются 
шаблонными, и каждый раз необходимо формировать новый отчет, исходя из 
особенностей поставленной задачи. 

Заключение 
В работе был рассмотрен способ аналитической обработки данных в подсистеме 

персонифицированного учета оказанной медицинской помощи застрахованным лицам 
медицинскими организациями путём создания комплекса подзадач, представленных в 
виде OLAP-моделей, в которых для описания аналитического пространства 
используется множество допустимых сочетаний значений измерений. Особенность 
данного подхода заключается в возможности поэтапной обработки данных путем 
разбиения сложной задачи на подзадачи. Важной особенностью данного подхода 
является возможность сохранения в источнике данных результатов расчета в момент 
построения OLAP-модели. 
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РАЗРАБОТКА МОРФОЛОГИЧЕСКОГО АНАЛИЗАТОРА 

РУССКОГО И АНГЛИЙСКОГО ЯЗЫКА 

Ядринцев В.В. 

Российский университет дружбы народов, vvyadrincev@gmail.com 

В работе рассмотрены различные способы по решению поставленной задачи, 

выявлены общие методы разработки морфологического анализатора русского и 

английского языка. 
Ключевые слова: морфология, анализ, текст, анализ текста, морфологический анализ, 
токенизация, омонимия, снятие омонимии, лемматизация, лемма, стемминг, корпус 
текстов, DAWG, DAFSA, trie. 

Введение 
Разработка морфологического анализатора русского и английского языка – важная 

задача в сфере информационных технологий. Например, умение находить основу слов и 
делать качественный разбор лексем необходимо во всех поисковых системах/машинах, 
учитывающих морфологию поддерживаемых языков.  
В настоящее время рассматриваемая задача не является новой. Существует множество 

работ, посвященных затронутой проблеме. В пространстве рунет и русского языка 
можно отметить следующие морфологические анализаторы: Lemmatizer [5]; Pymorphy2 
[1, 6]; Phpmorphy [7]; Mystem [8]. Полный список программ с кратким описанием и 
неким сравнительным анализом можно найти в [2]. 

 Каждый из вышеперечисленных подходов имеют свои преимущества и  недостатки. 
У Lemmatizer есть узкое место – это морфологический словарь. Например, словарь из 
проекта OpenCorpora (http://opencorpora.org/) является более совершенным. Phpmorphy 
является клоном lemmatizer на PHP. Pymorphy2 реализован на python, и является скорее 
любительским проектом. Mystem не является проектом со свободным исходным кодом, 
предоставляет только исполняемые файлы. 

 Как правило, исходная задача разбивается на три: 
1. Токенизация / графематический анализ / графематика – начальная обработка 
естественного текста, представленного в виде цепочки символов. 

2. Словарный морфологический анализ (сюда же входят: лемматизация, стемминг) – 
определение морфологических характеристик слова для токенов, полученных из 
предыдущего шага. 

3. Снятие омонимии – разрешение неоднозначности результатов, полученных из 
предыдущего шага. 

 Каждый шаг далее будет разобран подробнее. 

Токенизация 
В задачу начальной обработки входят:  

1. Разделение входного текста на слова, разделители и т.д. 
2. Сборка слов, написанных в разрядку; 
3. Выделение устойчивых оборотов, не имеющих словоизменительных вариантов; 
4. Выделение ФИО (фамилия, имя, отчество), когда имя и отчество написаны 
инициалами; 

5. Выделение электронных адресов и имен файлов; 
6. Выделение предложений из входного текста; 
7. Выделение абзацев, заголовков, примечаний. 
Входными данными для этой модули является текст/простой текст/текстовый файл 

(plain text). На выходе получаем таблицу, состоящую из двух столбцов. В первом 
столбце стоит часть входного текста (токен, выделенный по некоторым правилам), во 
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втором столбце стоят дескрипторы (элементы из множества описаний для токенов). 
Например, токенизатор из [5] строит следующую таблицу для текста “Иван спал” 

Часть входного текста Дескрипторы 

Илья RLE Aa NAM? 

лежал RLE aa SENT_END 

Здесь RLE - русская лексема, присваивается последовательностям, состоящим из 
кириллицы; Aa – признак того, что первый символ лексемы – большой; NAM? - признак 
того, что лексема, возможно, является частью имени собственного; aa – признак того, 
что все символы лексемы – малые; SENT_END – конец предложения. Составление 
множества дескрипторов является отдельной задачей. 

Словарный морфологический анализ 
Входными данными для этой модули является токен(слово), для которой необходимо 

определить её морфологический данные, например, род, число, падеж и т.д. 
Определение нужных характеристик слова выполняется путём сопоставления со 
словарём всех словоформ выбранного языка. В русском языке около 5 млн. словоформ. 
Задача сводится к тому, каким образом лучше всего хранить все словоформы и искать 
среди них нужную. Самым выигрышным подходом для решения рассматриваемой 
задачи является использование такой структуры данных как префиксное дерево (trie), в 
частности, DAWG (directed acyclic word graph – ориентированный ациклический граф 
слов). Префиксное дерево DAWG можно представить как конечный автомат DAFSA 
(deterministic acyclic finite state automaton – детерминированный ациклический конечный 
автомат, рис. 1), обладающий важными свойствами: 

• Детерминированность: из каждого состояния возможно не более одного 
перехода по некоторому символу. 

• Ацикличность: отсутствие направленных циклов, т.е. путей, начинающихся и 
заканчивающихся в одной и той же вершине. 

 
Рис. 1. Пример конечного автомата DAFSA 

Использование префиксных деревьев позволяет избавиться от избыточности 
префиксов. Это означает, что сокращается объём для хранения неизменяемой части 
слова. Более подробно это рассмотрено в ресурсе [9]. Решение трудностей с 
минимизацией автоматов представлено в работе [4].  
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Предсказание и снятие омонимии 
В том случае, когда слово не было найдено в словаре, имеет место морфологическое 

предсказание. Простым способом предсказания является попытка найти существующую 
словоформу языка, которая максимально совпадала бы с входным словом. Более 
подробно данный вопрос рассмотрен в [5] в соответствующем разделе.  
В настоящее время существуют следующие виды систем разрешения 

неоднозначности или снятия омонимии: 
1. Системы, построенные на правилах, составленных ручным способом. 
2. Системы, построенные на вероятностных моделях и обученные на размеченных 
корпусах. 

3. Гибридные системы, включающие как вероятностные модели, так  и правила. 
Более подробно текущий вопрос рассмотрен в источниках [5, 10] 
Уровень предсказания и снятия омонимии достаточно сильно зависит от качества 
словаря или размеченных корпусов.  

Выводы 
Несмотря на большое количество исследований, касающихся выбранной темы, 

рассматриваемая задача остается актуальной, так как все самые успешные достижения 
являются коммерческими решениями.  
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Презентация  содержит  частичное  описание  аппаратно-программной  среды

гетерогенного  кластера  HybriLIT.  Разработанный  метод  сетевой  загрузки

позволяет  динамически  расширять  кластер,  быстро  добавляя  новые

вычислительные  узлы  в  общую  структуру.  Особенности  сетевой  загрузки

позволяют  удовлетворить  основным  требованиям  масштабируемости  и

отказоустойчивости  кластера.  Пакет CVMFS  позволяет  получить  удаленный

доступ  к  программному  обеспечению  CERN.  Разработанная  аппаратно-

программная  среда  кластера  HybriLIT  предоставляет  пользователям  широкие

возможности  для  разработки  приложений  с  использованием  технологий

параллельного программирования.

Ключевые слова: кластер, метод сетевой загрузки, CVMFS, технологии параллельного

программирования.

Введение
Особенностью кластера HybriLIT является гетерогенность его вычислительных узлов

– кластер содержит ускорители вычислений различной архитектуры. В свою очередь, это

накладывает  определенные  требования  как  на  системное  программное  обеспечение

(ПО),  так  и  на  специализированное  ПО,  позволяющее  эффективно  использовать

вычислительные  узлы  кластера.  Основной  задачей  при  настройке  кластера  являлось

подбор  системного  ПО,  такого  как  операционная  система,  файловая  система,

планировщик  задач,  и  др.,  совместимого  со  всеми  архитектурами  вычислительных

устройств.

Программное обеспечение
В качестве удобного инструмента, позволяющего одновременно носить изменения в

ПО  на  всех  вычислительных  узлах,  был  выбран  метод  сетевой  загрузки  [1].  Метод

реализуется  в  несколько этапов:  подготовка единого для  всех  вычислительных узлов

образа, содержащего базовые модули ОС Linux; подготовка образа для автоматической

настройки узлов с учетом различной архитектуры вычислительных модулей (cpu, gpu

или mic); распаковка образов по сети во время загрузки вычислительных узлов. Такое

решение позволило оперативно вносить изменения, касающиеся всей вычислительной

компоненты кластера, с учетом развития кластера в будущем.

 Для организации переменных окружения среды пользователя используется команды

управления модулями [2]. Для каждого установленного пакета подготовлен модуль-файл

содержащий список настроенных переменных окружения для его использования. Такой

подход  позволяет  динамически  настраивать  переменные  окружения  и  подключать

необходимые для работы компиляторы и библиотеки.

Для доступа к библиотеке ПО ЦЕРНа был установлен пакет CVMFS [3], позволяющий

расширить  список  доступного  ПО  кластера  HybriLIT  после  настройки  переменных

окружения среды. Используемые пакеты загружаются на вычислительные узлы по мере

использования.
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Формирование  SLURM  очередей  в  соответствии  с  типом  архитектуры

вычислительного  устройства  позволило  удовлетворить  потребности  всех  групп

пользователей [4].

Выводы
Созданная программно-аппаратная среда кластера HybriLIT является удобной с точки

зрения  системного  администрирования,  что  позволяет  максимально  эффективно

развивать  кластер,  удовлетворяет  требованиям  масштабируемости,  высокой

отказаустойчивости, а также предоставляет пользователю удобную среду для разработки

приложений  на  основе  технологий  параллельного  программирования  и  проведения

расчетов с использованием ускорителей вычислений различной архитектуры.
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The  presentation  involves  description  part  of  hardware-software  environment  of  the

heterogeneous cluster HybriLIT.  The developed network boot method enables dynamic

cluster extension in the future by allowing quick add of new computation nodes to the

structure of the cluster. The features match the requirements of scalability and high fault

tolerance. The CVMFS package provides the network access to remote software resources

of  CERN.  The  developed  hardware-software  environment  of  the  HybriLIT  cluster

provides the users with a convenient environment for the development of applications on

the basis of parallel programming technologies.
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ИНФОРМАЦИОННАЯ СРЕДА ГЕТЕРОГЕННОГО КЛАСТЕРА
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Гетерогенный  кластер  «HybriLIT»  предназначен  для  разработки  параллельных

приложений и для проведения массивно-параллельных вычислений при решении

широкого  круга  задач,  возникающих  в  научных  и  прикладных  исследованиях,

проводимых в ОИЯИ. Эффективное использование кластера требует внедрения и

поддержки  информационной  среды,  включающей  сервисы  для  пользователей

кластера. В статье представлен обзор этой среде.

Ключевые  слова:  гетерогенный  вычислительный  кластер,  HybriLIT,  сервисы,

информационная поддержка пользователей.  

Введение
Группой по гетерогенным вычислениям разработана информационно-вычислительная

среда, которая включает в себя различные сервисы, с помощью которых пользователи
могут эффективнее организовать свою работу, а также иметь доступ к необходимой и
полезной  информации  при  работе  на  кластере.  Среди  сервисов,  предоставляемых
пользователям,  можно  выделить  те,  что  предназначены  преимущественно  для
предоставления  пользователям  необходимой  информации  для  работы  на  кластере,  а
также  информирования  о  различных  мероприятиях,  проводимых  группой  HybriLIT.
Среди таких сервисов:

•  веб-сайт  HybriLIT  [1]:  содержит  подробную  информацию  о  ресурсах,
предоставляемых  пользователям  кластера.  Уделено  особое  внимание  аппаратному
обеспечению,  включающему  подробные  характеристики  кластера  HybriLIT,  а  также
программному обеспечению, которое установлено на кластере. Очень важным аспектом
является  процедура  регистрации  на  гетерогенном  кластере.  На  сайте  предоставлена
подробная  информация  по  данной  процедуре.  Помимо  этого,  пользователи  могут
ознакомиться  с  руководством  запуска  задач  на  кластере.  Данное  руководство
предоставляет базовые сведения о кластере, методах и средствах работы с ним. 

• система Indico [2]: используется группой  HybriLIT для организации конференций,
семинаров  и  встреч,  посвященных  технологиям  параллельного  программирования.  В
данной системе возможно создавать различные мероприятия, которые пройдут в рамках
института.  Созданное  событие  представляет  краткую  информацию  о  тематике
мероприятия, месте и времени проведения. В системе также есть возможность загрузки
материалов  лекций  и  семинаров  выступающих,  что  позволяет  пользователям  более
детально ознакомиться с ними. 

Помимо сервисов, которые содержат подробную информацию о самом кластере и о
возможностях,  предоставляемых  пользователям,  необходимы  также  сервисы,  которые
способствовали  бы  активному  и  тесному  взаимодействию  пользователей  с  группой
HybriLIT. В качестве таких сервисов используются следующим системы: 

• HybriLIT User Support – проект, реализованный в системе Project Management Service
[3],  позволяющей оперативно отвечать на вопросы пользователей кластера, размещать
полезные материалы, новости и др. Данный проект разработан для более эффективного
взаимодействия  пользователей,  как  между  собой,  так  и  с  группой  HybriLIT.  Данная
система  предоставляет  возможности  по  быстрому  информированию  пользователей  о
предстоящих мероприятиях и состоянии кластера. Пользователи также могут создавать
задачи по улучшению или исправлению возникающих ошибок в системе. Таким образом,
взаимодействие  между  пользователями  кластера  и  разработчиками  осуществляется
быстро и эффективно. 
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• GitLab [4] – сервис, который предназначен для совместной параллельной разработки
приложений. Данный сервис представляет собой систему контроля версий, что позволяет
следить  за  изменениями  в  коде  проектов.  Функционал  системы достаточно широк  и
включает в себя такие возможности как разделение полномочий между пользователями,
систему управления задачами, вики, инспекция кода и др. На сегодняшний день группой
HybriLIT создано  несколько  проектов,  основными  из  которых  являются  проект  по
написанию документации по работе на кластере, а также проект по разработке системы
мониторинга.      

С  быстрым  ростом  числа  пользователей  кластера,  появилась  необходимость
разработки  и  применения  системы  мониторинга.  Так,  был  разработан  сервис
мониторинга [5], позволяющий системным администраторам следить за загруженностью
кластера; задачами, запущенными на кластере; пользователями, запускающими задачи;
временем расчета задач и т.д. На сайте доступны данные по запускаемым ранее задачам,
а именно имя пользователя, используемые ресурсы, время начала запуска задачи и ее
завершения  и пр.  Помимо этого,  на  сайте предоставляется  статистика использования
ресурсов  кластера  за  последний  час/день/неделю/месяц/все  время  работы  кластера
лабораториями  ОИЯИ  и  различными  университетами.  Накопленная  статистика
позволяет  оптимизировать  ресурсы  кластера  таким  образом,  чтобы  расширить
возможности предоставленные пользователям при работе на кластере. 

В  дальнейшем  планируется  разработать  и  внедрить  систему  личных  кабинетов
пользователей, где будут храниться данные по мониторингу их задач. В таком случае, у
них появится возможность следить за прохождением своих задач и, тем самым, лично
оценивать эффективность работы.   

Учитывая  тот факт, что  пользователями кластера  являются  и  становятся  ученые  и
исследователи из различных стран, важным аспектом является поддержка всех ресурсов
на двух языках: русском и английском.

Помимо сервисов, в рамках группы HybriLIT регулярно проводятся учебные курсы и
семинары по  использованию всех сервисов,  которые предоставляются пользователям.
Это позволяет им более активно разрабатывать свои проекты на базе кластера, а также
поддерживать связь с членами группы HybriLIT. В целом, за 2015 год было проведено
порядка 30 учебных курсов и лекций для пользователей кластера.

Таким образом, все вышеуказанные сервисы предоставляют пользователям большие
возможности и являются важными составляющими при работе на кластере.   
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The heterogeneous cluster HybriLIT is designed for the development of parallel applications

and for carrying out parallel computations  asked by a  wide range of tasks arising in the

scientific and applied research conducted by JINR. The efficient work on the cluster needs

the implementation and maintenance of an information environment supporting the services

provided to  the users. The paper provides an overview of this environment. 
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ВЕБ-СЕРВИС МОНИТОРИНГА ГЕТЕРОГЕННОГО КЛАСТЕРА
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Для  эффективного  использования  гетерогенного  кластера  «HybriLIT»,

предназначенного  для  разработки  параллельных  приложений  и  проведения

массивно-параллельных  расчетов  при  решении  широкого  круга  задач,

возникающих в научных и прикладных исследованиях, проводимых сотрудниками

ОИЯИ,  появилась  необходимость  внедрения  и  поддержки  сервиса  для  сбора

статистики использования ресурсов этого кластера.

Ключевые  слова:  гетерогенный  вычислдтеКьный  кластер,  HybriLIT,  сервис,

статистика.  

Введение
Гетерогенный  кластер  «HybriLIT»  является  частью  Многофункционального

информационно-вычислительного  комплекса  (МИВК),  Лаборатории  информационных

технологий  ОИЯИ  г.  Дубна  [1].  Для  того,  чтобы  пользователи  смогли  эффективнее

организовывать  свою  работу, появилась  необходимость  в  сервисе,  который  собирает

статистику использования ресурсов кластера.

Сервис  [2],  представляет  собой  веб-интерфейс,  содержащий  информацию  по

загруженности кластера в реальном времени, по запущенным задачам и т.д. Информация

собирается  с  помощью  SLURM и  записывается  в  базу  данных,  на  основе  которой

формируется статистика.

Технологии
При  создании  сервиса  использовались  различные  технологии  и  инструменты

разработки, в данной главе будут рассмотрены основные из них.

Для  построения  веб-сервера  используется  программная  платформа  –  Node.js [3],

которая использует JavaScript как язык общего назначения. Благодаря Node.js, JavaScript

взаимодействует  с  устройствами  ввода-вывода,  подключает  внешние  библиотеки,

написанные на разных языках и обеспечивает вызовы к ним. В основе  Node.js лежит

событийно-ориентированное  и  асинхронное  программирование.  Одним  из

преимущества  данной  платформы  является  простота  масштабируемости  сетевых

серверов. 

В качестве  JS-фреймворка был выбран  AngularJS [4].  Данный фреймворк содержит

внушительный набор инструментов, которые позволяют создавать мощные, простые в

обслуживании,  структурированные  приложения.  AngularJS существенно  облегчает

разработку динамических приложений,  благодаря двусторонней привязке данных,  что

является  ключевой  особенностью,  которая  повлияла  на  выбор  фреймворка.

Двусторонняя  привязка  данных  означает  связь  между  бизнес-моделью  и

пользовательским интерфейсом, и при изменении одного, изменяется и второе.

Для визуализации статистических данных используются такие JavaScript библиотеки,

как C3.js [5] и Highcharts [6]. C3.js – JavaScript библиотека построенная на D3.js, которая

позволяет строить красивые «легковесные» графики. Hichcharts – JavaScript библиотека с

мощным набором инструментов, для гибкой настройки внешнего вида графиков. Данная

библиотека позволяет строить динамические графики с красивой анимацией, при этом

способна  обрабатывать  несколько  тысяч  точек  в  режиме  реального  времени  без

серьезных ресурсных затрат.
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Для  обеспечения  передачи  информации  о  состоянии кластера  от  сенсоров  на  веб-

сервис используется  ZeroMQ. Это библиотека, которая предоставляет инструменты для

создания  системы  очереди  сообщений.  Она  работает  на  различных  архитектурах  и

поддерживается  более  чем  в  20  языках  программирования.  ZeroMQ предлагает

разработчику некий высокий уровень абстракции при работе с «сокетами». Библиотека

берет  на  себя  часть  забот  по  буферизации  данных,  обслуживанию  очередей,

установлению  и  восстановлению  соединений,  и  прочие  вещи  –  это  позволяет

разработчику сосредоточиться на архитектуре и логике приложения.

Получении информации о состоянии кластера
Одной из  функций сервиса  является  предоставление  информации о  загруженности

гетерогенного  кластера  в  режиме  реального  времени.  Для  получения  информации  о

состоянии  кластера,  разработаны  сенсоры,  которые  написаны  на  языке  C++  с

использованием  библиотеки  libgtop.  Сенсоры  отправляют  полученную  информацию

брокеру, который в свою очередь собрав показания всех датчиков в пакет, перенаправляет

его непосредственно веб-серверу (См. рис. 1). Система очереди сообщений реализована с

помощью  библиотеки  ZeroMQ на  языке  C++,  построена  по  принципу  «Publish-

Subscribe». 

Рис. 1. Схема передачи информации о кластере на веб-сервер

Реализованные функции
В настоящее время веб-сервис находится в стадии разработки и имеет альфа-версию.

В данный момент реализовано:

1. Информация  об  общей  загруженности  CPU,  памяти  и  сети  гетерогенного

кластера, выводимая в виде круговых диаграмм на главной странице.

2. Информация  о  пользователе:  имя  пользователя,  логин,  id пользователя,

домашний каталог и т. д

3. Информация  о  завершенных задачах,  выполняемых на  кластере,  выводимая  в

виде таблицы. Имеет поиск по записям, сортировку по колонкам таблицы.

4. Информация  о  задачах,  выполняющихся  на  данный  момент  на  кластере,

выводимая в виде таблицы. Имеет поиск по записям, сортировку по колонкам

таблицы.

5. Информация  об  использовании  ресурсов  кластера  за  час/день/месяц,

реализованная в виде точечного графика и круговой диаграммы.

6. Информация о загруженности кластера в режиме реального времени. Выводятся

сведения  об  использовании  процессора,  памяти  и  сети,  отображается  в  виде

таблицы и графика.
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7. Информации  об  использования  ресурсов  кластера  за  последний

час/день/неделю/месяц/все  время  работы  кластера  лабораториями  ОИЯИ  и

различными университетами.

Дальнейшие планы
Веб-сервис постоянно развивается и получает новые функции и возможности.

Дальнейшее развитие:

1. Внедрение системы аутентификации пользователей и личного кабинета.

2. Статистика использования ресурсов кластера пользователя/группами.

3. История статистики о загруженности кластера.

4. Поддержка нескольких языков.

5. Развитие дизайна сайта.

Выводы 
В  работе  представлен  обзор  веб-сервиса  мониторинга  гетерогенного  кластера

«HybriLIT»,  который  позволяет  эффективнее  организовать  работу  пользователей  с

кластером,  предоставляя  необходимую информацию о  нем.  Сервис  дорабатывается  и

развивается.
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The  heterogeneous  cluster  HybriLIT  is  designed  for  the  development  of  parallel

applications and for carrying  out parallel computations  asked by a  wide range of tasks

arising in the  scientific and applied research conducted by JINR. The efficient work on

the cluster needs the implementation of service of statistics provided to  the users.
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Для эффективной разработки приложений, использующих технологии 

параллельного программирования, развивается проект «Paralleling features» в 

системе GitLab, позволяющий опыт, накопленный при решении прикладных 

задач, размещать в проекте в виде методических примеров. 
Ключевые слова: гетерогенные вычислительные системы, система управления 
версиями, GitLab, параллельные вычисления. 

  
После ввода в 2014 г. в эксплуатацию гетерогенного вычислительного кластера 

HybriLIT [1], появилась необходимость обеспечить пользователей сервисом, в рамках 
которого можно получать информацию об особенностях разработки параллельных 
приложений для различных вычислительных архитектур, доступных для расчетов на 
кластере. В качестве такого сервиса была выбрана система GitLab [2], позволяющая 
пользователям делиться своими разработками друг с другом и обмениваться опытом по 
эффективному использованию программного обеспечения для решения конкретных 
научно-прикладных задач. 
Созданный в рамках системы GitLab проект «Parallel features» [3] предоставляет 

возможность: 
- осуществлять совместную разработку программных пакетов и отдельных программ 

независимыми группами пользователей; 
- проводить более эффективное консультирование пользователей кластера и 

сотрудников из других лабораторий в вопросах написания параллельных реализаций 
программ, для проведения расчетов на многоядерных системах (технологии MPI, 
OpenMP, OpenCL и др.) и сопроцессорах вычислений (технологии CUDA, OpenMP for 
Intel Xeon Phi coprocessor); 

- разрабатывать параллельные приложения и методические примеры на их основе. 
В докладе будет рассмотрено несколько примеров, в том числе организация 

параллельных вычислений с помощью планировщика SLURM в нераспараллеленых 
задачах, требующих массивных расчетов при различных значениях параметров. 
Необходимость такой организации вычислений возникла для ускорения вычислений при 
исследовании джозефсоновских переходов в высокотемпературных сверхпроводниках, 
находящихся под действием внешнего излучения [4]. В проект уже добавлено 
исследование по использованию ключей оптимизации для различных компиляторов, 
установленных на кластере HybriLIT. 
Представленный в докладе проект «Paralleling features» может использоваться для 

систематизации опыта разработки параллельных приложений для проведения расчетов 
на вычислительных платформах, содержащих графические ускорители и сопроцессоры 
Intel Xeon Phi, и для создания более эффективных приложений пользователями кластера, 
сотрудниками из других лабораторий, студентами и слушателями учебных курсов, 
проводимых на базе гетерогенного кластера HybriLIT. 
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The project «Paralleling features» is being developed within the GitLab framework and 

allows to place the experience gained in dealing with the developnment of parallel 

applications in the form of methodical examples. 
Кеу words: heterogeneous computing systems, version control system, GitLab, parallel 
computing. 
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МОНИТОРИНГ СЕРВИСОВ TIER1 В ОИЯИ 

Кадочников И.С., Пелеванюк И.С. 
Лаборатория Информационных Технологий, pelevanyuk@jinr.ru 

Первый в России центр обработки данных эксперимента CMS был представлен в 
Объединённом Институте Ядерных Исследований в 2015 году. Чтобы обеспечить 
его надёжное функционирование требуется постоянно следить за многими 
аспектами его работы. В докладе будет представлен важный аспект 
мониторинга вычислительного центра: мониторинг сервисов. Система 
мониторинга сервисов представляет собой систему сбора, анализа и 
визуализации состояния вычислительного центра. Другой важной причиной 
создания данной системы является необходимость получать детализированную 
информацию о возможных причинах возникающих проблем. Одной из самых 
важных задач является построение схемы зависимостей и взаимосвязей сервисов 
вычислительного центра. В соответствие с данной схемой можно понять, какие 
проверки необходимы и чем могут быть вызваны конкретные неполадки. В 
докладе планируется представить текущий статус разработки и исследования. 
Ключевые слова: грид-вычисления, БАК, мониторинг, информационные технологии. 

Введение 
Грид-сеть WLCG [1], была создана для обработки данных с экспериментов на 

Большом Адронном Коллайдере. Она имеет иерархическую распределенную структуру 
и построен из региональных центров, относящихся к нескольким уровням. Центр уровня 
Tier-0 находится в ЦЕРН и производит калибровку, первичную реконструкцию событий 
и хранение копий полных баз данных. Центры уровня Tier-1 предназначены для полной 
реконструкции событий, хранения актуальных баз данных по событиям, создания и 
хранения наборов анализируемых событий, задач моделирования и анализа. На центрах 
уровня Tier-2 происходит репликация и хранение наборов анализируемых данных, 
моделирование и анализ. 
Таким образом, к центрам уровня Tier-1 предъявляются высочайшие требования по 

надежности и доступности, а для их удовлетворения необходим всесторонний 
мониторинг их работы. Универсальной системы мониторинга для сверхбольших 
вычислительных комплексов не существует, так же, как не существует двух одинаковых 
комплексов. 
Методика построения систем мониторинга инженерной инфраструктуры, сетевого 

оборудования и отдельных узлов в крупных вычислительных центрах в настоящее время 
уже хорошо отработана. На данный момент такая система успешно функционирует, 
показывая состояние загрузки, температуру и другие показатели конкретных рабочих 
узлов и узлов хранения в Tier-1. 
Для мониторинга сервисов было решено разрабатывать новую систему мониторинга, 

которая позволила бы агрегировать данные характеризующие их работу из разных 
источников. 

Сервисы Tier-1 
Tier-1 можно представить как набор сервисов, которые позволяют выполнять 

определённые задачи, возникающие при передаче, обработке и хранении данных LHC. 
При взгляде со стороны Tier-1 центры кардинально не отличаются друг от друга. На 
каждом из них работают определённые сервисы, однако эти сервисы могут быть по-
разному сконфигурированы или базироваться на разном программном обеспечении. 
Часть сервисов доступна пользователям для использования, другая часть сервисов 
является вспомогательной. Наиболее яркими примерами сервисов, о которых идёт речь 
являются: Phedex [2] – менеджер передачи данных, CreamCE [3] – менеджер управления 
задачами, dCache [4] – система хранения данных и др. 
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Особенности мониторинга сервисов Tier-1 
Сервисы Tier-1 функционируют на разных уровнях и имеют сложные зависимости 

друг от друга. Неполадки с одним сервисом могут повлиять на другой, например: при 
поломке dCache могут возникнуть проблемы как с Phedex, так и с CreamCE, но если 
перестанет функционировать CreamCE, это не помешает Phedex осуществлять передачу 
данных. Связи могут отражаться в ещё более сложных ситуациях, например: при особой 
поломке в dCache может возникнуть ситуация при которой Phedex передаёт данные на 
Tier-1 без сбоев, но dCache не способен записать файл на диск, таким образом на уровне 
сервиса Phedex результат этой поломки может оказать влияние в будущем, когда 
потребуется обработать один из недоставленных файлов. Данный пример показывает, 
что при мониторинге сервисов Tier-1 нельзя останавливаться на мониторинге 
высокоуровневых сервисов, потому что они, зачастую, являются лишь вершиной 
айсберга. 
Источники данных мониторинга могут быть самые разные: начиная от результатов 

работы скрипта на локальной машине и заканчивая сторонними сервисами, которые 
осуществляют глобальный мониторинг сайтов входящих в WLCG. Источник определяет 
то, каким методом извлекать из него интересующие данные. Рассмотрим следующие 
типичные варианты: 

1. Исполняемый скрипт на локальной машине. Не требует подключения к сети 
Интернет. Можно самому определить частоту получения данных. В зависимости от 
особенностей скрипта может потребоваться выполнить некоторую дополнительную 
работу, связанную с извлечением полезных данных из текста стандартного вывода. 
Отдельно следует упомянуть о безопасности. Некоторые скрипты могут быть 
установлены и запущены только на некоторых, ключевых, машинах. Доступ к этим 
машинам чаще всего ограничен. 

2. Локальная веб-страница. Некоторые сервисы (например, dCache) предоставляют 
особое ПО, которое разворачивает веб-интерфейс для предоставления данных о работе 
конкретного сервиса. Для того чтобы взаимодействовать с веб-интерфейсом достаточно 
использовать любой из современных браузеров. Безопасность доступа к интерфейсу 
может быть реализована либо ограничением набора ip адресов, для которых он будет 
отображаться, либо механизмом аутентификации/авторизации. Важными плюсами 
такого интерфейса является так же то, что данные могут передаваться на систему 
мониторинга в рамках локальной сети, а также полный контроль над работой 
интерфейса. 

3. Сервисы мониторинга WLCG. Чаще всего такие сервисы мониторируют работу 
сайтов на самом высоком уровне, предоставляя информацию о количестве выполненных 
задач, наличии и описании ошибок, передачах между сайтами и др. Доступ к ним открыт 
или осуществляется при помощи сертификата. Следует аккуратно полагаться на такие 
сервисы при мониторинге критических аспектов работы Tier-1 центра, так как иногда 
данные могут обновляться с существенной задержкой, иногда они могут меняться 
спустя  некоторое время. 

Система мониторинга сервисов Tier-1 в ОИЯИ 
На данный момент архитектура мониторинга сервисов Tier-1 в ОИЯИ состоит из двух 

подсистем: системы сбора и системы визуализации. Система сбора написана на Python. 
Она объединяет набор исполняемых модулей, каждый из которых может запускаться в 
определённое время или через определённый интервал при помощи демона cron, 
собирая необходимую информацию из соответствующих источников. Все они работают 
на одной машине. 
Чтобы запускать скрипты на локальных машинах используется двухуровневая 

защита: доступ на локальную машину только по установленному закрытому ключу, 
ограниченный набор команд для исполнения на локальной машине. Более того, даже 
используя закрытый ключ попасть по протоколу ssh на локальную машину невозможно. 
Была установлена специальная конфигурация, которая позволяет удалённо запустить 
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только особый «прокси»-скрипт, передав ему в качестве параметра название проверки и 
получить обратно результат его работы. 
Для доступа к веб-интерфейсам защищённым механизмом проверки сертификатов 

используется похожий механизм. Запросы к защищённым веб-страницам отправляются 
на специальный прокси-сервер: программу, которая имея доступ к действующему 
сертификату и принимает запрос с параметром, указывающим на интересующий ресурс. 
Если значение параметра есть в списке, то с соответствующей страницы прокси, 
используя сертификат, загружает HTML код и передаёт, как результат. 
Все результаты сохраняются в базе данных для последующей визуализации и 

возможного анализа. Система визуализации базируется на Django и предоставляет 
доступ к набору веб-страниц, которые позволяют охватить взглядом большой набор 
показателей работы Tier-1. Существует одна страница, которая агрегирует выжимки со 
всех остальных веб-страниц. Она является точкой, с которой начинается обзор работы 
сервисов, после её просмотра можно быстрее определить на какой сервис требуется 
обратить внимание. Все веб-страницы используют технологию REST [5], т.е. сначала 
загружается пустой шаблон, а позже подгружаются данные. Как только данные 
полностью загружены, они используются для генерации графиков и таблиц. Для 
визуализации используются следующие библиотеки: Highcharts [6] – для отрисовки 
графиков, Datatables [7] – для отрисовки таблиц, D3 [8] – для визуализации в виде 
нестандартных объектов. Время от времени данные обновляются и в соответствии с 
ними меняются таблицы и графики, таким образом не требуется полная перезагрузка 
страниц. 

Выводы 
На данный момент проработаны методы сбора и анализа данных некоторых сервисов 

Tier-1: Phedex, dCache, batch и некоторые сторонние сервисы мониторинга. Необходим 
механизм постоянного автоматизированного анализа, позволяющего выполнять 
некоторые действия в зависимости от состояния сервисов. Возможно потребуется 
изменить архитектуру системы. 
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TIER1 SERVICE MONITORING IN JINR 

Kadochnikov I.S., Pelevanyuk I.S. 
Laboratory of Information Technologies, pelevanyuk@jinr.ru 

The first Tier1 center of CMS experiment was presented in 2015 in JINR. In order to 
increase productivity, accessibility and reliability Tier1 operators should keep an eye on 
many different things. Service monitoring is presented as an important aspect of 
computing center monitoring.The monitoring consists of several parts: data collection, 
analysis and state visualization.  Another purpose of this system is to give detailed 
information for a possible problem. The most challenging part is to discover the list of 
tests which allows to establish the overall status of Tier1 center. According to this schema 
it is easier to find out the cause of particular problem.This work is ongoing, but some 
results are already achieved. 
Кеу words: grid-computing, LHC, information technologies, monitoring. 
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АɇАɅɂɁ ɉɊɈɂɁВɈȾɂɌȿɅЬɇɈɋɌɂ ɉАɄȿɌА GEANT4 ɇА 
АɊХɂɌȿɄɌɍɊȿ HYBRILIT 

Маɤɫɢɦɨɜ А.А. 
Саɧɤɬ-Пɟɬɟɪɛɭɪɝɫɤɢɣ Гɨɫɭɞаɪɫɬɜɟɧɧыɣ Уɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ, tolord95@gmail.com 

В ɞаɧɧɨɣ ɫɬаɬьɟ ɩɪɟɞɫɬаɜɥɟɧы ɪɟɡɭɥьɬаɬы аɧаɥиɡа ɪаɛɨɬы ɩаɤɟɬа Geant4 ɧа ɩɪи-
ɦɟɪɟ TestEm12 (eбtended → electromagnetic) ɧа ɨɛɴɟɦах ɞаɧɧых ɜ 105, 106 и 107 ɫɨɛы-
ɬиɣ. Дɥя ɫɛɨɪɤи иɧɫɬɪɭɦɟɧɬаɪия ɛыɥи иɫɩɨɥьɡɨɜаɧы ɤɨɦɩиɥяɬɨɪы GCC и ICC ɫ 
ɩɪиɦɟɧɟɧиɟɦ ɨɩɬиɦиɡаɰии и ɛɟɡ. На ɨɫɧɨɜɟ ɜɪɟɦɟɧи ɪаɛɨɬы ɩɨɥɭчɟɧы ɫɜɟɞɟɧия ɨɛ 
ɭɫɤɨɪɟɧии и ɷɮɮɟɤɬиɜɧɨɫɬи Geant4 ɜ ɡаɜиɫиɦɨɫɬи ɨɬ ɤɨɥичɟɫɬɜа ɡаɞɟɣɫɬɜɨɜаɧ-
ɧых ɩɨɬɨɤɨɜ. Таɤɠɟ ɩɪɨаɧаɥиɡиɪɨɜаɧа ɪаɛɨɬа ɩаɤɟɬа ɧа ɫɨɩɪɨɰɟɫɫɨɪɟ Intel Xeon 
Phi ɜ native-ɪɟɠиɦɟ. 
В ɞаɥьɧɟɣшɟɦ ɩɨɥɭчɟɧɧыɟ ɪɟɡɭɥьɬаɬы ɩɨɦɨɝɭɬ ɫɷɤɨɧɨɦиɬь ɪɟɫɭɪɫы ɩɪи ɜыɫɨɤɨ-
ɩɪɨиɡɜɨɞиɬɟɥьɧых и ɪɟɫɭɪɫɨёɦɤих ɜычиɫɥɟɧиях Geant4 ɧа ɤɥаɫɬɟɪɟ HвbriLIT. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɵɟ ɧɚɭɤɢ, ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ, ɮɢɡɢɤɚ ɜɵɫɨɤɢɯ 
ɷɧɟɪɝɢɣ, ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɚɹ ɮɢɡɢɤɚ, GОКnt4, CERN, JINR, ɝɟɬɟɪɨɝɟɧɧɵɣ ɤɥɚɫɬɟɪ HвЛrТLIT. 

Ввɟɞɟɧɢɟ 

GОКnt4 (ɚɤɪɨɧɢɦ ɨɬ «GEomОtrв ANН TrКМkТnР» - ɫ ɚɧɝɥ. «ɝɟɨɦɟɬɪɢɹ ɢ ɬɪɷɤɢɧɝ») – ɢɧ-
ɫɬɪɭɦɟɧɬɚɪɢɣ ɞɥɹ ɫɢɦɭɥɹɰɢɢ ɦɟɬɨɞɚɦɢ Ɇɨɧɬɟ-Кɚɪɥɨ ɩɪɨɯɨɠɞɟɧɢɹ ɷɥɟɦɟɧɬɚɪɧɵɯ ɱɚɫɬɢɰ 
ɱɟɪɟɡ ɪɚɡɥɢɱɧɵɟ ɜɟɳɟɫɬɜɚ ɢ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɫ ɧɢɦɢ. ɉɟɪɜɚɹ ɜɟɪɫɢɹ ɩɚɤɟɬɚ ɛɵɥɚ ɪɚɡɪɚɛɨ-
ɬɚɧɚ ЦȿɊɇɨɦ ɜ 1974 ɝɨɞɭ. ȼ ɫɟɪɟɞɢɧɟ 1990-ɵɯ ɝɨɞɨɜ ɧɚɱɚɥɨɫɶ ɫɨɡɞɚɧɢɟ GОКnt4 – ɧɚ ɹɡɵɤɟ 
ɋ++, ɜ ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ ɩɪɟɞɵɞɭɳɢɯ ɜɟɪɫɢɣ, ɧɚɩɢɫɚɧɧɵɯ ɧɚ FortrКn. ɉɨɫɥɟɞɧɹɹ ɫɬɚɛɢɥɶɧɚɹ ɜɟɪ-
ɫɢɹ ɧɚ ɞɚɧɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ – Geant4.10.2 – ɜɵɩɭɳɟɧɚ 4 ɞɟɤɚɛɪɹ 2015 ɝɨɞɚ. ȼ ɧɚɫɬɨɹɳɟɟ ɜɪɟɦɹ 
GОКnt4 ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬɫɹ ɜ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɨɛɥɚɫɬɹɯ ɧɚɭɤɢ: ɨɬ ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɵɯ ɩɨɥɟɣ ɢ ɮɢɡɢɤɢ 
ɜɵɫɨɤɢɯ ɷɧɟɪɝɢɣ ɞɨ ɛɪɚɯɢɬɟɪɚɩɢɢ (ɤɨɧɬɚɤɬɧɚɹ ɥɭɱɟɜɚɹ ɬɟɪɚɩɢɹ) ɢ ɚɞɪɨɧɧɨɣ ɬɟɪɚɩɢɢ (2). 

ɇɚɱɢɧɚɹ ɫ ɜɟɪɫɢɢ 10.0 ɜ GОКnt4 ɞɨɛɚɜɥɟɧɚ ɩɨɞɞɟɪɠɤɚ ɦɧɨɝɨɩɨɬɨɱɧɨɝɨ ɪɟɠɢɦɚ. ȼɜɢɞɭ 
ɚɤɬɢɜɧɨɝɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɈИəИ ɞɚɧɧɨɝɨ ɩɚɤɟɬɚ ɞɥɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɧɚɥɢɱɢɹ ɝɟɬɟɪɨ-
ɝɟɧɧɨɝɨ ɤɥɚɫɬɟɪɚ HвЛrТLIT, ɜɨɡɧɢɤɥɚ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɶ ɩɪɨɜɟɪɤɢ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɪɚɛɨɬɵ 
GОКnt4 ɜ ɦɧɨɝɨɩɨɬɨɱɧɨɦ ɪɟɠɢɦɟ. 

Ɉɩɢɫаɧɢɟ вɵчɢɫлɢɬɟлɶɧɵх ɪɟɫɭɪɫɨв 

ȼɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɵɟ ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɵ ɩɪɨɜɨɞɢɥɢɫɶ ɧɚ ɪɟɫɭɪɫɚɯ Ʌɚɛɨɪɚɬɨɪɢɢ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧ-
ɧɵɯ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ ɈИəИ (ɝ. Дɭɛɧɚ). ȼɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɵɣ ɤɥɚɫɬɟɪ HybriLIT ɛɵɥ ɡɚɩɭɳɟɧ ɜ ɷɤɫ-
ɩɥɭɚɬɚɰɢɸ ɜ 2014 ɝɨɞɭ, ɧɨ ɞɨɫɤɨɧɚɥɶɧɨ ɧɟ ɩɪɨɬɟɫɬɢɪɨɜɚɧ, ɜ ɫɜɹɡɢ ɫ ɱɟɦ ɢ ɛɵɥ ɜɵɛɪɚɧ ɜ 
ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɨɛɴɟɤɬɚ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɣ. ɇɚ ɞɚɧɧɵɣ ɦɨɦɟɧɬ ɤɥɚɫɬɟɪ ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ ɞɟɜɹɬɢ ɜɵɱɢɫɥɢ-
ɬɟɥɶɧɵɯ ɭɡɥɨɜ, ɞɥɹ ɬɟɫɬɢɪɨɜɚɧɢɹ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɥɢɫɶ ɭɡɥɵ ɫ 4 ɩɨ 7 (GPU pКrtТtТon) ɫ ɭɫɬɚɧɨɜ-
ɥɟɧɧɵɦɢ ɧɚ ɧɢɯ ɩɨ ɞɜɚ CPU IntОl® XОon® ProМОssor E5-2695 Я2 (30M CКМСО, 2.40 GHг) ɧɚ 
ɤɚɠɞɨɦ. ɇɚ ɤɚɠɞɨɦ ɩɪɨɰɟɫɫɨɪɟ 12 ɹɞɟɪ, 24 ɩɨɬɨɤɚ – ɢɬɨɝɨ ɧɚ ɨɞɧɨɦ ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɨɦ ɭɡɥɟ 
ɦɨɠɧɨ ɡɚɞɟɣɫɬɜɨɜɚɬɶ ɞɨ 48 ɩɨɬɨɤɨɜ. Ɍɚɤɠɟ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɨɦ ɭɡɥɟ ɭɫɬɚɧɨɜɥɟɧɨ 
128 Ƚɛ ɈɁɍ (1). 

Иɫɩɨɥɶɡɭɟɦɵɟ ɤɨɦɩɢɥɹɬɨɪɵ: GCC-4.9.1 ɢ ICC (Intel Cluster Studio 2013.1.046). 
Иɫɩɨɥɶɡɭɟɦɚɹ ɜɟɪɫɢɹ ɩɚɤɟɬɚ GОКnt4 – 10.1.p02. 
Дɥɹ ɬɟɫɬɢɪɨɜɚɧɢɹ ɜɵɛɪɚɧ ɩɪɢɦɟɪ TОstEm12 (ОбКmplОs → ОбtОnНОН → ОlОМtromКРnОtТМ).  

Ɋɟɡɭлɶɬаɬɵ ɬɟɫɬɢɪɨваɧɢя 

ȼɪɟɦɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɨ ɤɚɤ ɫɪɟɞɧɟɟ ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɢɡ ɩɨɤɚɡɚɧɢɣ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɯ 
ɡɚɩɭɫɤɨɜ (ɨɬ 5 ɧɚ ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɡɚɬɪɚɬɧɵɯ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɞɨ 20 ɧɚ ɛɨɥɟɟ ɛɵɫɬɪɵɯ). 
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ɇɚ ɪɢɫ. 1 ɦɨɠɧɨ ɭɜɢɞɟɬɶ ɡɧɚɱɢɬɟɥɶɧɵɟ ɤɨɥɟɛɚɧɢɹ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɪɚɛɨɬɵ ɫɛɨɪɤɢ ɧɚ 
ɤɨɦɩɢɥɹɬɨɪɟ GCC. Эɬɨ ɦɨɠɧɨ ɨɛɴɹɫɧɢɬɶ ɬɟɦ, ɱɬɨ ɩɪɨɰɟɫɫɨɪɵ IntОl XОon ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬ 
ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɸ TurЛo Boost, ɭɜɟɥɢɱɢɜɚɸɳɭɸ ɩɪɢ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɢ ɱɚɫɬɨɬɭ ɹɞɟɪ, ɢ ɜ ICC ɷɬɨ 
ɭɱɬɟɧɨ ɩɪɢ ɢɧɢɰɢɚɥɢɡɚɰɢɢ ɩɨɬɨɤɨɜ, ɜ ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ GCC. ɇɚ ɪɢɫ. 2 ɢ 3 ɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɫ 
ɭɜɟɥɢɱɟɧɢɟɦ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɚ ɫɨɛɵɬɢɣ ɷɬɢ ɤɨɥɟɛɚɧɢɹ ɫɝɥɚɠɢɜɚɸɬɫɹ. 

Ɍɚɤɠɟ ɛɵɥɢ ɩɪɨɜɟɞɟɧɵ ɟɞɢɧɢɱɧɵɟ ɬɟɫɬɵ ɧɚ IntОl XОon PСТ. 

 
Ɋɢɫ. 4. 105 ɫɨɛɵɬɢɣ ɧɚ IntОl Xeon Phi. 

Кɚɤ ɜɢɞɧɨ ɧɚ ɪɢɫ. 1, ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ XОon PСТ ɧɚ ɦɟɥɤɢɯ ɡɚɞɚɱɚɯ ɞɨɜɨɥɶɧɨ ɧɢɡɤɚ. Ɍɟɫɬɨ-
ɜɵɟ ɡɚɦɟɪɵ ɩɨɤɚɡɚɥɢ, ɱɬɨ ɩɨɱɬɢ ɩɨɥɨɜɢɧɭ ɜɪɟɦɟɧɢ ɩɪɢ ɩɨɥɧɨɣ ɡɚɝɪɭɡɤɟ ɫɨɩɪɨɰɟɫɫɨɪɚ 
(240 ɩɨɬɨɤɨɜ) ɡɚɧɢɦɚɟɬ ɬɨɥɶɤɨ ɢɧɢɰɢɚɥɢɡɚɰɢɹ ɩɨɬɨɤɨɜ. ɇɚ 103 ɫɨɛɵɬɢɣ ɜɪɟɦɹ ɪɚɛɨɬɵ ɧɚ 
240 ɩɨɬɨɤɚɯ ɫɨɫɬɚɜɥɹɟɬ 76,494 ɫ ɢ 25,457 ɫ ɧɚ 10. ɉɪɨɦɟɠɭɬɨɱɧɵɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɵ 
ɛɥɢɡɤɨ ɤ ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ. ɋ ɭɜɟɥɢɱɟɧɢɟɦ ɱɢɫɥɚ ɫɨɛɵɬɢɣ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ ɭɜɟɥɢɱɢ-
ɜɚɟɬɫɹ, ɱɬɨ ɞɨɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɧɚ ɪɢɫ. 2. Ɍɟɫɬɵ ɧɚ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɹɯ ɩɨɪɹɞɤɚɦɢ ɜɵɲɟ (3) ɩɨɤɚɡɵ-
ɜɚɸɬ ɞɚɠɟ ɩɪɟɜɨɫɯɨɞɫɬɜɨ XОon PСТ ɧɚɞ CPU IntОl XОon. 

 
Ɋɢɫ. 5. 106 ɫɨɛɵɬɢɣ ɧɚ IntОl Xeon Phi. 

Вɵвɨɞɵ 

ɋɛɨɪɤɚ ɤɨɦɩɢɥɹɬɨɪɨɦ ICC ɫ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɟɣ (-Ɉ3) ɩɨɤɚɡɚɥ ɫɜɨɸ ɜɵɫɨɤɭɸ ɫɬɚɛɢɥɶɧɨɫɬɶ ɢ 
ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ ɜ ɫɪɚɜɧɟɧɢɢ ɫ ɞɪɭɝɢɦɢ ɫɛɨɪɤɚɦɢ ɧɚ ɦɚɥɨɦ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɟ ɫɨɛɵɬɢɣ (105), ɩɪɢ 
ɷɬɨɦ ɫ ɭɜɟɥɢɱɟɧɢɟɦ ɨɛɴёɦɚ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ ɜɪɟɦɹ ɜɫɟɯ ɱɟɬɵɪёɯ ɫɛɨɪɨɤ ɫɯɨɞɢɬɫɹ ɩɪɢ ɛɨɥɶ-
ɲɨɦ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɟ ɩɨɬɨɤɨɜ. ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɧɚɢɥɭɱɲɭɸ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ ɧɚ ɬɪёɯ ɨɛɴёɦɚɯ ɜɵɱɢɫɥɟ-
ɧɢɣ ɩɨɤɚɡɵɜɚɟɬ ɢɦɟɧɧɨ ɫɛɨɪɤɚ ɩɨɞ ICC (-O3) ɧɚ 35 ɩɨɬɨɤɚɯ. ȼ ɬɨ ɠɟ ɜɪɟɦɹ IntОl Xeon Phi 
ɩɨɤɚɡɵɜɚɟɬ ɯɭɞɲɢɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɜ ɫɪɚɜɧɟɧɢɢ ɫ CPU. Ɍɚɤ ɧɚ 105 ɫɨɛɵɬɢɣ ɥɭɱɲɟɟ ɜɪɟɦɹ PСТ 
ɫɪɚɜɧɢɦɨ ɫ ɩɹɬɢɩɨɬɨɱɧɨɣ ɪɚɛɨɬɨɣ CPU, ɚ ɧɚ 106 – ɫ ɞɟɫɹɬɢɩɨɬɨɱɧɨɣ, ɱɬɨ ɜɩɨɥɧɟ ɫɨɜɦɟ-
ɫɬɢɦɨ ɫ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦɢ ɞɪɭɝɢɯ ɢɫɩɵɬɚɧɢɣ (3). 
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ANALYSIS OF PERFOMANCE OF GEANT4 TOOLKIT ON HY-

BRILIT ARCHITECTURE 

Maximov A.A. 

St. Petersburg State University, tolord95@gmail.com 

Here are results of analвsis of Geant4 performance аith eбample TestEm12 (eбtended → 
electromagnetic) on the number of events equal 105, 106 and 107. Used compilers – GCC 

and ICC with and without optimization. Basing on calculation time I get an information 

about Geant4 performance and efficiency in depence of number of threads. Also toolkit was 

tested on co-processor Inter Xeon Phi in native mode. 

In future these results will help to save resources computing in work on hard tasks. 
Key words: computer science, IT, physics of high energy, computational physics, Geant4, 
CERN, JINR, heterogenous cluster HybriLIT. 
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АЛГОРИТМ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ ПРОЕКТИРОВАНИЯ ТОНКОГО 

МНОГОСЛОЙНОГО ТЕХНИЧЕСКОГО УСТРОЙСТВА 

Айриян А.С. 

Лаборатория информационных технологий, ОИЯИ, Дубна, Россия, ayriyan@jinr.ru 

Обсуждается моделирование эволюции температурного поля с периодическим 

источником в области с цилиндрической структурой. 
Ключевые слова: процесс теплопроводности, периодический источник нагрева, 
многослойная цилиндрическая структура, конечно-разностная схема, реализация на 
языке OpenCL. 

 
В работе рассматривается модель многослойного цилиндрического устройства с 

нетривиальной расчетной областью и нелинейными термодинамическими свойствами 
материалов при криогенных температурах. Данная модель описывает так называемую 
криогенную ячейку, предназначенную для импульсной подачи рабочих газов в камеру 
источника многозарядных ионов. Основным требованием к режиму работы криогенной 
ячейки является периодическое открытие и закрытие створок для инъекций 
газообразного вещества в миллисекундном диапазоне. Модельно реализована 
предложенная ранее идея температурных створок, когда закрытие «створок» 
обеспечивается путем замораживания газообразного вещества на внешней поверхности 
ячейки, а открытие «створок» – путем нагрева поверхности ячейки до необходимого 
значения температуры, обеспечивающего требуемое давление испаренного вещества на 
поверхности ячейки. Поверхность нагревается путем пропускания импульсного 
электрического тока через один из проводящих слоев ячейки. Для моделирования 
эволюции процесса теплопроводности с периодическим по времени источником 
разработаны алгоритм, которые реализованы на языке OpenCL для проведения расчетов 
на графических процессорных устройствах. Алгоритмы дают возможность для 
дальнейшей оптимизации проектирования криогенной ячейки. Расчеты проводилась на 
гетерогенном кластере HybriLIT. 
 
 

ALGORITHM AND SIMULATION OF HEAT CONDUCTION 

PROCESS FOR DESIGN OF A THIN MULTILAYER TECHNICAL 

DEVICE 

Ayriyan A.S. 

Laboratory of Information Technologies, JINR, Dubna, Russia, ayriyan@jinr.ru 

The modeling of the evolution of the temperature field with a periodical source in the 

cylindrical structure domain is discussed. 
Кеу words: heat evolution, periodical heating source, multilayer cylindrical structure, finite-
difference scheme, OpenCL realization. 
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Иɫɫɥɟɞɭюɬɫя ɦɨɞɟɥь Маɪɤɨɜиɰа (ɩɨɪɬɮɟɥи ɛɟɡ ɤɨɪɨɬɤих ɩɨɡиɰиɣ) ɫ ɤɨɦиɫɫиɟɣ. 
Раɫɫɦаɬɪиɜаюɬɫя ɤɥаɫɫичɟɫɤиɟ ɡаɞачи ɜыɛɨɪа ɨɩɬиɦаɥьɧɨɝɨ ɩɨɪɬɮɟɥя. 
Пɨɤаɡаɧɨ, чɬɨ ɩɪи ɧɟɤɨɬɨɪых ɨɝɪаɧичɟɧиях ɧа ɤɨɦиɫɫию ɷɬи ɡаɞачи ɫɜɨɞяɬɫя ɤ 
аɧаɥɨɝичɧыɦ ɡаɞачаɦ ɛɟɡ ɤɨɦиɫɫии.  
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɩɨɪɬɮɟɥɶ, ɨɠɢɞɚɟɦɚɹ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɶ ɩɨɪɬɮɟɥɹ, ɪɢɫɤ ɩɨɪɬɮɟɥɹ, 
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵɟ ɩɨɪɬɮɟɥɢ, ɞɥɢɧɧɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ, ɤɨɪɨɬɤɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ, ɮɭɧɤɰɢɹ ɩɨɥɟɡɧɨɫɬɢ. 

Ввеɞение  
Дɚɧɧɚɹ ɪɚɛɨɬɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɟɩɨɫɪɟɞɫɬɜɟɧɧɵɦ ɩɪɨɞɨɥɠɟɧɢɟɦ ɢ ɨɛɨɛɳɟɧɢɟɦ Д1-3].  
ȼ ɪɚɛɨɬɟ ɢɫɫɥɟɞɭɟɬɫɹ ɨɞɧɨɩɟɪɢɨɞɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ Ɇɚɪɤɨɜɢɰɚ (ɩɨɪɬɮɟɥɢ ɛɟɡ ɤɨɪɨɬɤɢɯ 

ɩɨɡɢɰɢɣ) ɫ ɤɨɦɢɫɫɢɟɣ ɢ ɫ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɵɦ ɤɨɧɟɱɧɵɦ ɢɧɜɟɫɬɢɰɢɨɧɧɵɦ ɝɨɪɢɡɨɧɬɨɦ. 
ɉɪɢɜɟɞɟɧɵ ɮɨɪɦɭɥɵ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɢɣ ɨɠɢɞɚɟɦɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɪɢɫɤɚ ɩɨɪɬɮɟɥɟɣ ɫ 
ɤɨɦɢɫɫɢɟɣ, ɡɚɜɢɫɹɳɟɣ ɨɬ ɚɤɬɢɜɚ, ɬɢɩɚ ɩɨɡɢɰɢɣ ɢ ɨɬ ɬɨɝɨ, ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɢɥɢ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ 
ɞɚɧɧɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ. ɉɪɢ ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹɯ ɧɚ ɤɨɦɢɫɫɢɸ ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɬɨɱɧɵɟ ɝɪɚɧɢɰɵ 
ɞɥɹ ɷɬɢɯ ɮɭɧɤɰɢɣ. 

Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɜɵɛɨɪɚ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɨɪɬɮɟɥɹ. Кɚɤ ɩɨɤɚɡɚɧɨ ɜ ɪɚɛɨɬɟ, 
ɤɥɚɫɫɢɱɟɫɤɢɟ ɡɚɞɚɱɢ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɨɪɬɮɟɥɹ ɩɪɢ ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹɯ 
ɧɚ ɤɨɦɢɫɫɢɸ ɫɜɨɞɹɬɫɹ ɤ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɵɦ ɡɚɞɚɱɚɦ ɛɟɡ ɤɨɦɢɫɫɢɢ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɚɮɮɢɧɧɨɝɨ 
ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ. Дɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɤɨɦɢɫɫɢɢ ɷɬɢ ɡɚɞɚɱɢ ɚɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɢ ɭɫɥɨɠɧɹɸɬɫɹ ɢɡ-
ɡɚ ɪɚɰɢɨɧɚɥɶɧɨɝɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɚ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɮɭɧɤɰɢɣ ɨɠɢɞɚɟɦɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɪɢɫɤɚ ɨɬ 
ɜɟɫɨɜ ɢ ɤɨɦɢɫɫɢɢ. 

Ɉɛɨɡначения и ɩреɞɩɨɥɨɠения 
ɉɪɟɞɩɨɥɨɠɢɦ, ɱɬɨ ɪɵɧɨɤ ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ ݊ ɚɤɬɢɜɨɜ �ଵ, �ଶ, … , ��. ɉɨɪɬɮɟɥɶ ɛɭɞɟɦ 

ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɜɟɫɨɜ � = ሺ�ଵ, … , ��ሻ� (ɜɟɤɬɨɪ-ɫɬɨɥɛɟɰ), ɝɞɟ � – ɜɟɫ ɚɤɬɢɜɚ �. 
Ɂɚɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɥɸɛɨɝɨ ɩɨɪɬɮɟɥɹ � ɫɭɦɦɚ ɜɟɫɨɜ ɪɚɜɧɚ 1(ɛɸɞɠɟɬɧɨɟ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɟ). 

ȼ ɪɚɛɨɬɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɸɬɫɹ ɨɞɧɨɩɟɪɢɨɞɧɵɟ ɩɨɪɬɮɟɥɶɧɵɟ ɫɞɟɥɤɢ ɫ ɤɨɧɟɱɧɵɦ ɢ 
ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɵɦ ɢɧɜɟɫɬɢɰɢɨɧɧɵɦ ɝɨɪɢɡɨɧɬɨɦ. Кɪɨɦɟ ɬɨɝɨ, ɜɫɟ ɩɨɪɬɮɟɥɢ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɸɬɫɹ 
ɢɧɜɟɫɬɢɰɢɨɧɧɵɦɢ (ɬ.ɟ. ɩɨɪɬɮɟɥɢ, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɵɯ ɜɵɪɭɱɤɚ ɨɬ ɤɨɪɨɬɤɢɯ ɩɪɨɞɚɠ ɧɟ ɩɨɤɪɵɜɚɟɬ 
ɪɚɫɯɨɞɵ ɧɚ ɨɬɤɪɵɬɢɟ ɞɥɢɧɧɵɯ ɩɨɡɢɰɢɣ ɩɨɪɬɮɟɥɹ). Дɥɹ ɩɪɨɫɬɨɬɵ ɢɡɥɨɠɟɧɢɹ ɛɭɞɟɦ 
ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɬɶ, ɱɬɨ ɞɢɜɢɞɟɧɞɵ ɨɬɞɟɥɶɧɨ ɧɟ ɜɵɩɥɚɱɢɜɚɸɬɫɹ.  

ȼ ɞɚɥɶɧɟɣɲɟɦ ɦɵ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦ ɬɨɥɶɤɨ ɩɨɪɬɮɟɥɢ Ɇɚɪɤɨɜɢɰɚ (ɦɨɞɟɥɶ Ɇɚɪɤɨɜɢɰɚ). 
Дɥɹ ɷɬɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɧɟ ɞɨɩɭɫɤɚɸɬɫɹ ɤɨɪɨɬɤɢɟ ɩɨɡɢɰɢɢ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɩɨɦɢɦɨ ɛɸɞɠɟɬɧɨɝɨ 
ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹ ɞɨɥɠɧɵ ɜɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɟ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹ Ͳ ≤ � ≤ ͳ, � = ͳ, … , ݊. 
Ɇɨɞɟɥɶ Ȼɥɟɤɚ (ɩɨɪɬɮɟɥɢ ɫ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɧɵɦ ɛɸɞɠɟɬɧɵɦ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɟɦ. Дɥɹ ɧɢɯ ɜɨɡɦɨɠɧɵ 
ɤɨɪɨɬɤɢɟ ɩɨɡɢɰɢɢ) ɛɵɥɚ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɚ ɜ [1-3]. Ɉɫɧɨɜɧɵɟ ɩɨɧɹɬɢɹ ɢ ɡɚɞɚɱɢ ɩɨɪɬɮɟɥɶɧɨɝɨ 
ɚɧɚɥɢɡɚ ɦɨɠɧɨ ɧɚɣɬɢ ɜ [4-6]. 

ɉɭɫɬɶ � – ɫɥɭɱɚɣɧɚɹ ɜɟɥɢɱɢɧɚ ɰɟɧɨɜɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɚɤɬɢɜɚ �, � = �ሺ�ሻ – ɨɠɢɞɚɟɦɚɹ 
ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɶ ɚɤɬɢɜɚ �, �ሺ�ሻ – ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɶ ɩɨɪɬɮɟɥɹ � ɛɟɡ ɭɱɟɬɚ ɬɪɚɧɡɚɤɰɢɨɧɧɵɯ ɢɡɞɟɪɠɟɤ, �ሺ�ሻ = �ሺ�ሺ�ሻሻ – ɨɠɢɞɚɟɦɚɹ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɶ ɩɨɪɬɮɟɥɹ �. ȼ ɷɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ (ɫɦ. [5-6])     �ሺ�ሻ = ��� = ሺ�, �ሻ, 
ɚ ɪɢɫɤ (ɜɚɪɢɚɰɢɹ) ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɩɨɪɬɮɟɥɹ ɪɚɜɟɧ ܸሺ�ሻ = ���� = ሺ��, �ሻ, 
ɝɞɟ � = ሺ�ଵ, … , ��ሻ�, ሺ ⋅  , ⋅ ሻ – ɫɬɚɧɞɚɪɬɧɨɟ ɫɤɚɥɹɪɧɨɟ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟ ɜ ℝ�, � = (ܿ),=ଵ�

 – 

ɤɨɜɚɪɢɚɰɢɨɧɧɚɹ ɦɚɬɪɢɰɚ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɟɣ ɚɤɬɢɜɨɜ: ܿ = ሺ�ݒܿ , �ሻ; 
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ࢻ = ሺߙଵ, ,ଶߙ … ,   – ɤɨɦɢɫɫɢɹ ɩɪɢ ɨɬɤɪɵɬɢɢߙ ሻ – ɜɟɤɬɨɪ ɧɚɱɚɥɶɧɵɯ ɤɨɦɢɫɫɢɣ, ɝɞɟ�ߙ
ɩɨɡɢɰɢɢ ɩɨ ɚɤɬɢɜɭ �; ࢼ = ሺߚଵ, ,ଶߚ … ,   – ɤɨɦɢɫɫɢɹߚ ሻ – ɜɟɤɬɨɪ ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɤɨɦɢɫɫɢɣ, ɝɞɟ�ߚ
ɩɪɢ ɡɚɤɪɵɬɢɢ ɩɨɡɢɰɢɢ ɩɨ ɚɤɬɢɜɭ �. 

ɉɨɥɨɠɢɦ � = ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽ�ሻ�, ɝɞɟ ܽ = ͳ + �  – ɨɠɢɞɚɟɦɵɣ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɪɨɫɬɚ ɚɤɬɢɜɚ � ɡɚ ɢɧɜɟɫɬɢɰɢɨɧɧɵɣ ɩɟɪɢɨɞ. Дɥɹ ɜɟɤɬɨɪɨɜ ࢛ = ሺݑଵ, ,ଶݑ … , ࢜ ,�ሻ�ݑ = ሺݒଵ, ,ଶݒ … ,  �ሻ�ݒ
ɩɨɥɨɠɢɦ ɬɚɤɠɟ ࢛࢜ = ሺݑଵݒଵ, ,ଶݒଶݑ … ,  .�ሻ�ݒ�ݑ

Ɉɫнɨвные реɡɭɥьɬаɬы и вывɨɞы 
ɉɪɢɦɟɧɹɹ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ [1-3] ɤ ɦɨɞɟɥɢ Ɇɚɪɤɨɜɢɰɚ, ɩɨɥɭɱɚɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɬɟɨɪɟɦɵ (ɜ 

ɬɟɨɪɟɦɟ 2 ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɛɨɥɟɟ ɬɨɱɧɵɟ ɝɪɚɧɢɰɵ ɞɥɹ ɡɧɚɱɟɧɢɣ �ࢼ,ࢻሺ�ሻ ɢ ܸࢼ,ࢻሺ�ሻ ɩɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ 
[1-3]). 

Ɍеɨреɦа 1. Дɥя ɨɠɢɞаɟɦɨɣ ɞɨхɨɞɧɨɫɬɢ ɩɨɪɬɮɟɥя �ࢼ,ࢻሺ�ሻ ɫ ɭчɟɬɨɦ ɤɨɦɢɫɫɢɣ ࢼ ,ࢻ ɜ 
ɦɨɞɟɥɢ Ɇɚɪɤɨɜɢɰɚ ɫɩɪаɜɟɞɥɢɜɨ ɫɥɟɞɭɸɳɟɟ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ �ࢼ,ࢻሺ�ሻ = ሺ�, � − ሻࢻ − ሺࢼ, ��ሻͳ + ሺࢻ, �ሻ . 

В чаɫɬɧɨɫɬɢ, ɪɢɫɤ (ɜаɪɢаɰɢя) ɞɨхɨɞɧɨɫɬɢ ɩɨɪɬɮɟɥя ɨɩɪɟɞɟɥяɟɬɫя ɩɨ ɩɪаɜɢɥɭ 

ሺ�ሻࢼ,ࢻܸ = (��̅ఉ , �̅ఉ)[ͳ + ሺ�, �ሻ]ଶ = ሺ��, �ሻ − ʹ(��, �ఉ) + (��ఉ , �ఉ)[ͳ + ሺ�, �ሻ]ଶ ,   �̅ఉ = � − �ఉ . 
Ɂɚɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ��,�ሺ�ሻ = �ሺ�ሻ ɢ �ܸ,�ሺ�ሻ = ܸሺ�ሻ. 
Ɂаɦечание. ȼɨɩɪɟɤɢ ɢɞɟɚɥɶɧɨɦɭ ɫɥɭɱɚɸ ɛɟɡ ɤɨɦɢɫɫɢɢ ɩɪɢ �ଵ = �ଶ = ⋯ = �� = ݊ 

ɮɭɧɤɰɢɹ �ࢼ,ࢻሺ�ሻ ɜ ɨɛɳɟɦ ɫɥɭɱɚɟ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɜɟɫɨɜ. ɇɨ, ɟɫɥɢ ɤɨɦɢɫɫɢɹ ɧɟ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɚɤɬɢɜɨɜ 
ɢ ɨɬ ɨɬɤɪɵɬɢɹ ɢɥɢ ɡɚɤɪɵɬɢɹ ɩɨɡɢɰɢɣ: ࢻ = ࢼ  = ሺߙ, ,ߙ … ,  ሺ�ሻ ɧɟ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬࢻ,ࢻ� ሻ, ɬɨɝɞɚߙ
ɜɟɫɨɜ, ɢɦɟɧɧɨ  �ఈሺ�ሻ = ܽఈ� − ܾఈ ,   ܽఈ = ሺͳ − ሻ/ሺͳߙ + , ሻߙ ܾఈ = ሺͳ/ߙʹ +  . ሻߙ

Ɂɚɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɢ �ࢼ,ࢻሺ�ሻ, ܸࢼ,ࢻሺ�ሻ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɧɚ ɤɨɦɩɚɤɬɟ. Ɉɬɫɸɞɚ ɨɧɢ ɞɨɫɬɢɝɚɸɬ 
ɫɜɨɟɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ ɢ ɦɢɧɢɦɭɦɚ. ȼ ɫɥɟɞɭɸɳɟɣ ɬɟɨɪɟɦɵ ɞɚɧɵ ɨɰɟɧɤɢ ɝɪɚɧɢɰ ɞɥɹ ɡɧɚɱɟɧɢɣ 
ɮɭɧɤɰɢɣ �ࢼ,ࢻሺ�ሻ, ܸࢼ,ࢻሺ�ሻ. 

Дɥɹ � = ሺ�ଵ, … , ��ሻ ∈ ℝ� ɩɨɥɨɠɢɦ  ‖�‖ଵ = ∑ |�|�=ଵ  (ɧɨɪɦɚ ɜɟɤɬɨɪɚ �), �୫i୬ = minሺ�ଵ, �ଶ, … , ��ሻ,   �୫ax = maxሺ�ଵ, �ଶ, … , ��ሻ. 
Ɍеɨреɦа 2. Фɢɤɫɢɪɭɟɦ ɜɟɤɬɨɪы ɤɨɦɢɫɫɢɣ ࢼ ,ࢻ. Тɨɝɞа ɞɥя ɦɨɞɟɥɢ Маɪɤɨɜɢɰа ɢɦɟɟɦ  |�ࢼ,ࢻሺ�ሻ| < ݊[‖�‖ଵ + ଵ‖ࢻ‖ + ଵሺͳ‖ࢼ‖ + �୫axሻ]ͳ + ୫i୬ߙ ,    Ͳ ≤ ሺ�ሻࢼ,ࢻܸ < ݊ (ͳ − ୫axͳߚ + ୫i୬)ଶߙ maxଵ≤,≤�|ܿ|. 
В чаɫɬɧɨɫɬɢ, ɟɫɥɢ ࢻ = �, ɬɨ |��,ࢼሺ�ሻ| < ݊[‖�‖ଵ + ଵሺͳ‖ࢼ‖ + �୫axሻ],   Ͳ ≤ ሺ�ሻࢼ,ܸ� < ݊ሺͳ − ୫i୬ሻଶߚ maxଵ≤,≤�|ܿ|. 
а ɟɫɥɢ ࢻ ≠ ࢼ ,� = �, ɬɨ |�ࢻ,�ሺ�ሻ| < ݊[‖�‖ଵ + ଵ]ͳ‖ࢻ‖ + ୫i୬ߙ , Ͳ ≤ ሺ�ሻ�,ࢻܸ < ݊ሺͳ +  .|୫i୬ሻଶ maxଵ≤,≤�|ܿߙ
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɨɞɢɧ ɱɚɫɬɧɵɣ ɫɥɭɱɚɣ, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɭɞɚɟɬɫɹ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɬɨɱɧɵɟ ɝɪɚɧɢɰɵ ɞɥɹ �ࢼ,ࢻሺ�ሻ ɢ ܸࢼ,ࢻሺ�ሻ. ɉɭɫɬɶ ࢻ = ࢼ  = ሺߙ, ,ߙ … , ሺ�ሻࢼ,ࢻ� ሻ. ɉɨɥɨɠɢɦߙ = �ఈሺ�ሻ, ܸࢼ,ࢻሺ�ሻ = ఈܸሺ�ሻ. 

ɇɚɦ ɩɨɧɚɞɨɛɢɬɫɹ ɩɨɧɹɬɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɨɥɟɡɧɨɫɬɢ. ɇɚɩɨɦɧɢɦ [5,6], ɱɬɨ ɞɥɹ ɩɨɪɬɮɟɥɶɧɵɯ 
ɫɞɟɥɨɤ ɛɟɡ ɤɨɦɢɫɫɢɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɩɨɥɟɡɧɨɫɬɢ ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬɫɹ ɤɚɤ ܷሺ�ሻ = �ሺ�ሻ − ܸሺ�ሻ/�, ɝɞɟ � > Ͳ – ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɧɟɩɪɢɹɬɢɹ ɪɢɫɤɚ. Дɥɹ ɧɚɲɟɝɨ ɫɥɭɱɚɹ ɫ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɤɨɦɢɫɫɢɟɣ 
ɩɨɥɨɠɢɦ ܷఈሺ�ሻ = �ఈሺ�ሻ − ఈܸሺ�ሻ/ሺ�ܽఈሻ. Ɂɚɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ܷሺ�ሻ =  ܷሺ�ሻ. Ɍɨɝɞɚ �ఈሺ�ሻ = ܽఈ�ሺ�ሻ − ܾఈ , ఈܸሺ�ሻ = ܽఈଶ ܸሺ�ሻ, ܷఈሺ�ሻ = ܽఈܷሺ�ሻ − ܾఈ ,   ܽఈ�୫�  − ܾఈ ≤ �ఈሺ�ሻ ≤ ܽఈ�୫ax − ܾఈ . 
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ɋɨɝɥɚɫɧɨ ɷɬɢɦ ɮɨɪɦɭɥɚɦ, ɦɨɠɧɨ ɫɞɟɥɚɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɜɵɜɨɞɵ: 
1. ɩɨɪɬɮɟɥɶ ɫ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɵɦ ɪɢɫɤɨɦ ɢ ɩɨɪɬɮɟɥɶ ɫ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɣ ɩɨɥɟɡɧɨɫɬɶɸ ɧɟ 

ɡɚɜɢɫɹɬ ɨɬ ɤɨɦɢɫɫɢɢ ߙ; 
2. ɡɚɞɚɱɚ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɩɨɪɬɮɟɥɹ ɫ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɵɦ ɪɢɫɤɨɦ ɩɪɢ ɡɚɞɚɧɧɨɦ ɭɪɨɜɧɟ 

ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɡɚɞɚɱɚ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɩɨɪɬɮɟɥɹ ɫ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɶɸ ɩɪɢ ɡɚɞɚɧɧɨɦ 
ɭɪɨɜɧɟ ɪɢɫɤɚ ɫɜɨɞɹɬɫɹ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɚɮɮɢɧɧɨɝɨ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ ɤ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɵɦ ɡɚɞɚɱɚɦ ɛɟɡ 
ɤɨɦɢɫɫɢɢ. 

Эɬɢ ɜɵɜɨɞɵ ɫɨɯɪɚɧɹɸɬɫɹ ɢ ɞɥɹ ɫɥɭɱɚɹ, ɤɨɝɞɚ ɩɨɪɬɮɟɥɶɧɚɹ ɫɞɟɥɤɚ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ɚɤɬɢɜɨɜ 
ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɫ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɤɨɦɢɫɫɢɟɣ ࢻ = ሺߙ, ,ߙ … , ࢼሻ ɧɨ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɛɟɡ ɤɨɦɢɫɫɢɢ  ሺߙ = �). ȼ ɷɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ ɬɨɠɟ ɭɞɚɟɬɫɹ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɬɨɱɧɵɟ ɝɪɚɧɢɰɵ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɢɣ ɨɠɢɞɚɟɦɨɣ 
ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɪɢɫɤɚ. ȼɜɟɞɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ: �ࢻ,�ሺ�ሻ = �ఈሺ�ሻ, ܸࢻ,�ሺ�ሻ = ఈܸሺ�ሻ, ܷఈሺ�ሻ = �ఈሺ�ሻ − ఈܸሺ�ሻ/ሺ�ܿఈሻ, ܿఈ = ͳ/ሺͳ + ሻ, ݀ఈߙ = ఈ. Ɍɨɝɞɚ �ఈሺ�ሻܿߙ = ܿఈ�ሺ�ሻ − ݀ఈ , ఈܸሺ�ሻ = ܿఈଶܸሺ�ሻ, ܷఈሺ�ሻ = ܿఈܷሺ�ሻ − ݀ఈ ,  ܿఈ�୫i୬  − ݀ఈ ≤ �ఈሺ�ሻ ≤ ܿఈ�୫ax − ݀ఈ . 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɵɟ ɜɵɜɨɞɵ ɜɟɪɧɵ ɞɥɹ ɫɥɭɱɚɹ, ɤɨɝɞɚ ɩɨɪɬɮɟɥɶɧɚɹ ɫɞɟɥɤɚ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ɚɤɬɢɜɨɜ 
ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɛɟɡ ɤɨɦɢɫɫɢɢ  ሺࢻ = �) ɧɨ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɫ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɤɨɦɢɫɫɢɟɣ ࢼ =ሺߚ, ,ߚ … ,  ሻ. ȼ ɷɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ ɬɨɠɟ ɭɞɚɟɬɫɹ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɬɨɱɧɵɟ ɝɪɚɧɢɰɵ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɢɣߚ
ɨɠɢɞɚɟɦɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɪɢɫɤɚ. ȼɜɟɞɟɦ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ ��,ࢼሺ�ሻ = �ఉሺ�ሻ, �ܸ,ࢼሺ�ሻ = ఉܸሺ�ሻ, ఉܷሺ�ሻ = �ఉሺ�ሻ − ఉܸሺ�ሻ/ሺ�ሺͳ − ሻሻ. Ɍɨɝɞɚ �ఉሺ�ሻߚ = ሺͳ − ሻ�ሺ�ሻߚ − ,ߚ ఉܸሺ�ሻ = ሺͳ − ,ሻଶܸሺ�ሻߚ ఉܷሺ�ሻ = ሺͳ − ሻܷሺ�ሻߚ − ሺͳ ,ߚ − �ሻ�୫ߚ  − ߚ ≤ �ఉሺ�ሻ ≤ ሺͳ − ሻ�୫axߚ −  .ߚ
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ON THE CHOICE OF AN OPTIMAL PORTFOLIO WITH 

COMMISSION FOR THE MARKOWITZ MODEL  

Al-Nator M.S. 
Financial University under the Government of Russian Federation 

malnator@yandex.ru  

The Markowitz model (portfolios without short positions) with commission is investigated. 

We consider the classical problems of the choice of an optimal portfolio. It is shown that 

under certain restrictions on the commission, these problems can be reduced to similar 

problems without commission. 

Кɟɭ аorНs: portfolio, expected portfolio return, portfolio risk, optimal portfolios, long 
position, short position, Utility function.  
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Иɫɫɥɟɞɭюɬɫя ɞɜɭɦɟɪɧыɟ ɩɨɪɬɮɟɥи ɫ ɤɨɦиɫɫиɟɣ ɜ ɭɫɥɨɜиях ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬи. 
Пɨɥɭчɟɧы ɬɨчɧыɟ ɝɪаɧиɰы ɞɥя ɮɭɧɤɰиɣ ɨɠиɞаɟɦɨɣ ɞɨхɨɞɧɨɫɬи и ɪиɫɤа (ɜаɪиаɰии) 

ɞɨхɨɞɧɨɫɬи ɩɨɪɬɮɟɥя. 

Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɩɨɪɬɮɟɥɶ, ɨɠɢɞɚɟɦɚɹ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɶ ɩɨɪɬɮɟɥɹ, ɪɢɫɤ ɩɨɪɬɮɟɥɹ, ɞɥɢɧɧɚɹ 
ɩɨɡɢɰɢɹ, ɤɨɪɨɬɤɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ. 

Ввеɞение  
Дɚɧɧɚɹ ɪɚɛɨɬɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɟɩɨɫɪɟɞɫɬɜɟɧɧɵɦ ɩɪɨɞɨɥɠɟɧɢɟɦ Д1-3]. 
ȼ ɪɚɛɨɬɟ [3] (ɫɦ. ɬɚɤɠɟ Д2]) ɩɨɥɭɱɟɧɨ ɩɨɥɧɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɢɡɜɟɫɬɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɨ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɢ 

ɹɜɧɵɯ ɮɨɪɦɭɥ ɞɥɹ ɨɠɢɞɚɟɦɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɪɢɫɤɚ ɩɨɪɬɮɟɥɟɣ ɫ ɤɨɦɢɫɫɢɟɣ, ɡɚɜɢɫɹɳɟɣ ɨɬ 
ɚɤɬɢɜɚ, ɬɢɩɚ ɩɨɡɢɰɢɣ ɢ ɨɬ ɬɨɝɨ, ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɢɥɢ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɞɚɧɧɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ. ɋɨɝɥɚɫɧɨ 
ɷɬɨɣ ɬɟɨɪɟɦɟ, ɷɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɜ ɨɛɳɟɦ ɫɥɭɱɚɟ ɧɟɝɥɚɞɤɢɦɢ ɮɭɧɤɰɢɹɦɢ ɨɬ ɜɟɫɨɜ 
ɩɨɪɬɮɟɥɹ. ɉɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɠɢɞɚɟɦɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɜɚɪɢɚɰɢɹ ɩɨɪɬɮɟɥɟɣ ɫ 
ɤɨɦɢɫɫɢɟɣ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɧɵɦɢ ɮɭɧɤɰɢɹɦɢ. Эɬɨɬ ɧɟɨɠɢɞɚɧɧɵɣ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɧɟ ɢɦɟɟɬ 
ɚɧɚɥɨɝɚ ɞɥɹ ɩɨɪɬɮɟɥɟɣ ɛɟɡ ɤɨɦɢɫɫɢɢ. 

Цɟɥɶ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɵ ɫɨɫɬɨɢɬ ɜ ɚɧɚɥɢɡɟ ɞɜɭɦɟɪɧɵɯ ɩɨɪɬɮɟɥɟɣ ɢ ɩɨɥɭɱɟɧɢɢ ɬɨɱɧɵɯ 
ɝɪɚɧɢɰ ɞɥɹ ɨɠɢɞɚɟɦɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɪɢɫɤɚ. 

Ɉɛɨɡначения и ɩреɞɩɨɥɨɠения 
ɉɭɫɬɶ ɪɵɧɨɤ ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ двух ɚɤɬɢɜɨɜ �ଵ, �ଶ. ɉɨɪɬɮɟɥɶ ɛɭɞɟɦ ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ ɜɟɤɬɨɪɨɦ 

ɜɟɫɨɜ � = ሺ�ଵ, �ଶሻ� = ሺ�, 1 − �ሻ� (ɜɟɤɬɨɪ-ɫɬɨɥɛɟɰ), ɝɞɟ �� – ɜɟɫ ɚɤɬɢɜɚ ��, �ଵ = �.  
ȼɫɸɞɭ ɞɚɥɶɲɟ ɦɵ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦ ɨɞɧɨɩɟɪɢɨɞɧɵɟ ɩɨɪɬɮɟɥɶɧɵɟ ɫɞɟɥɤɢ ɫ ɤɨɧɟɱɧɵɦ ɢ 

ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɵɦ ɢɧɜɟɫɬɢɰɢɨɧɧɵɦ ɝɨɪɢɡɨɧɬɨɦ. Кɪɨɦɟ ɬɨɝɨ, ɜɫɟ ɩɨɪɬɮɟɥɢ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɸɬɫɹ 
ɢɧɜɟɫɬɢɰɢɨɧɧɵɦɢ (ɬ.ɟ. ɩɨɪɬɮɟɥɢ, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɵɯ ɜɵɪɭɱɤɚ ɨɬ ɤɨɪɨɬɤɢɯ ɩɪɨɞɚɠ ɧɟ ɩɨɤɪɵɜɚɟɬ 
ɪɚɫɯɨɞɵ ɧɚ ɨɬɤɪɵɬɢɟ ɞɥɢɧɧɵɯ ɩɨɡɢɰɢɣ ɩɨɪɬɮɟɥɹ). Дɥɹ ɩɪɨɫɬɨɬɵ ɢɡɥɨɠɟɧɢɹ ɛɭɞɟɦ 
ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɬɶ, ɱɬɨ ɞɢɜɢɞɟɧɞɵ ɨɬɞɟɥɶɧɨ ɧɟ ɜɵɩɥɚɱɢɜɚɸɬɫɹ.  

Ȼɭɞɟɦ ɪɚɡɥɢɱɚɬɶ ɞɜɟ ɦɨɞɟɥɢ ɩɨɪɬɮɟɥɟɣ: ɦɨɞɟɥɶ Ȼɥɟɤɚ, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɣ � ∈ ℝ (ɤɨɪɨɬɤɢɟ 
ɩɨɡɢɰɢɢ ɞɨɩɭɫɤɚɸɬɫɹ) ɢ ɦɨɞɟɥɶ Ɇɚɪɤɨɜɢɰɚ, ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɨɣ Ͳ ≤ � ≤ 1 (ɤɨɪɨɬɤɢɟ ɩɨɡɢɰɢɢ 
ɡɚɩɪɟɳɟɧɵ). 

Ȼɭɞɟɦ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɬɶ, ɱɬɨ ɤɨɦɢɫɫɢɹ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɬɢɩɚ ɩɨɡɢɰɢɢ (ɤɨɪɨɬɤɨɣ ɢɥɢ ɞɥɢɧɧɨɣ) 
ɞɚɧɧɨɝɨ ɚɤɬɢɜɚ ɢ ɨɬ ɬɨɝɨ, ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɢɥɢ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɞɚɧɧɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ.  

ȼɜɟɞɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ ࢻ� = (�ଵ�భ , �ଶ�2) – ɜɟɤɬɨɪ ɧɚɱɚɥɶɧɵɯ ɤɨɦɢɫɫɢɣ, ࢼ� = ଵ�భߚ) ,  ଶ�2) – ɜɟɤɬɨɪ ɤɨɧɟɱɧɵɯߚ
ɤɨɦɢɫɫɢɣ, ɝɞɟ ���� (ɫɨɨɬɜ. ߚ���ሻ – ɤɨɦɢɫɫɢɹ ɩɪɢ ɨɬɤɪɵɬɢɢ (ɫɨɨɬɜ. ɡɚɤɪɵɬɢɢ) ɩɨɡɢɰɢɢ ɩɨ 
ɚɤɬɢɜɭ ��, �� = +, ɟɫɥɢ ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɢɥɢ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɞɥɢɧɧɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ, �� = −, ɟɫɥɢ 
ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɢɥɢ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɤɨɪɨɬɤɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ.  �� – ɫɥɭɱɚɣɧɚɹ ɜɟɥɢɱɢɧɚ ɰɟɧɨɜɨɣ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɢ ɚɤɬɢɜɚ ��, ݎ� = �ሺ��ሻ – ɨɠɢɞɚɟɦɚɹ 
ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɶ ɚɤɬɢɜɚ ��; � = (ܿ�) , �, ݆ = 1,ʹ– ɤɨɜɚɪɢɚɰɢɨɧɧɚɹ ɦɚɬɪɢɰɚ ɞɨɯɨɞɧɨɫɬɟɣ 
ɚɤɬɢɜɨɜ: ܿ� = ��ሺݒ�ܿ , �ሻ. 

Ɉɫнɨвные реɡɭɥьɬаɬы 
ɉɪɢɦɟɧɹɹ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ [2], [3], ɥɟɝɤɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɞɜɟ ɬɟɨɪɟɦɵ. 

Ɍеɨреɦа 1. Дɥя ɨɠɢɞаɟɦɨɣ ɞɨхɨɞɧɨɫɬɢ ɩɨɪɬɮɟɥя ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ ɫ ɭчɟɬɨɦ ɤɨɦɢɫɫɢɣ ࢼ ,�ࢻ�ɫɩɪаɜɟɞɥɢɜɨ ɫɥɟɞɭɸɳɟɟ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ 
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ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻݎ = ሺݎଵ − �ଶሻݎ − ଵݎଵ�భߚ) + �ଵ�భ + |�|(ଵ�భߚ − ଶݎଶ�2ߚ) + �ଶ�2 + ଶ�2)|1ߚ − �| + ଶ1ݎ + �ଵ�భ|�| + �ଶ�2|1 − �|  .   ሺ1ሻ 
Рɢɫɤ (ɜаɪɢаɰɢя) ɞɨхɨɞɧɨɫɬɢ ɩɨɪɬɮɟɥя ɨɩɪɟɞɟɥяɟɬɫя ɩɨ ɩɪаɜɢɥɭ �ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ == ܿଵଵ(� − ଵ�భ|�|)ଶߚ + ܿଶଶ(1 − � − ଶ�2|1ߚ − �|)ଶ + ʹܿଵଶ(� − ଵ�భ|�|)(1ߚ − � − ଶ�2|1ߚ − �|)(1 + �ଵ�భ|�| + �ଶ�2|1 − �|)ଶ . ሺʹሻ 
Ɍеɨреɦа 2. Фɢɤɫɢɪɭɟɦ ɜɟɤɬɨɪы ɤɨɦɢɫɫɢɣ ࢻ� ≠ |ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻݎ| :ሺ�ሻ ɨɝɪаɧɢчɟɧы�ࢼ,�ࢻ� ሺ�ሻ ɢ�ࢼ,�ࢻݎ Тɨɝɞа ɜ ɦɨɞɟɥɢ Ȼɥɟɤа ɮɭɧɤɰɢɢ .�ࢼ ,� < ʹሺ1 + ሻ‖�‖ଵ���ߚ + �������ߛ ,                                       ሺ3ሻ Ͳ ≤ ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻ� < ʹ (1 + �������ߚ )ଶ maxଵ≤�,≤�|ܿ�|,                                  ሺͶሻ 

ɝɞɟ ���� = min(�ଵ�భ , �ଶ�2), ߚ��� = max(ߚଵ�భ , ���ߛ ,(ଶ�2ߚ = max(�ଵ�భ + ଵ�భߚ , �ଶ�2 + ଶ�2), ‖�‖ଵߚ = |ଵݎ| +  .|ଶݎ|
Ɂɚɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɦɨɞɟɥɢ Ɇɚɪɤɨɜɢɰɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ ɢ �ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɵ, 

ɩɨɫɤɨɥɶɤɭ ɨɧɢ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɧɚ ɤɨɦɩɚɤɬɟ Ͳ ≤ � ≤ 1. 
ɋɥеɞɫɬвие 1. Фɨɪɦɭɥы (1) ɢ (2) ɡаɩɢɫыɜаɸɬɫя ɜ ɜɢɞɟ 

ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻݎ =
{   
   �ଵ� + ܾଵܿଵ� + �ଵ , Ͳ ≤ � ≤ 1,�ଶ� + ܾଶܿଶ� + �ଶ , � > 1,�ଷ� + ܾଷܿଷ� + �ଷ , � < Ͳ,                                     ሺͷሻ 

ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻ� =
{   
   �ଶ�ଶ + �ଵ� + �ሺ1 + �ଶ+ + ሺ�ଵ+ − �ଶ+ሻ�ሻଶ , Ͳ ≤ � ≤ ଶ�ଶݒ,1 + �ଵݒ + ሺ1ݒ − �ଶ− + ሺ�ଵ+ + �ଶ−ሻ�ሻଶ , � > 1,�ଶ�ଶ + �ଵ� + �ሺ1 + �ଶ+ − ሺ�ଵ− + �ଶ+ሻ�ሻଶ , � < Ͳ,

                     ሺ6ሻ 
ɝɞɟ �ଵ = ଵݎ − ଶݎ − ଵݎ+ଵߚ − �ଵ+ − +ଵߚ + ଶݎ+ଶߚ + �ଶ+ + ଶ+,    ଵܾߚ = ܾଷ = ଶݎ − ଶݎ+ଶߚ − �ଶ+ − ଶ+, ܿଵߚ = �ଵ+ − �ଶ+,    �ଵ = �ଷ = 1 + �ଶ+, �ଶ = ଵݎ − ଶݎ − ଵݎ+ଵߚ − �ଵ+ − +ଵߚ − ଶݎ−ଶߚ − �ଶ− − ଶ−  , ܾଶߚ = ଶݎ + ଶݎ−ଶߚ + �ଶ− + ଶ−,  ܿଶߚ = �ଵ+ + �ଶ− ≠ Ͳ,    �ଶ = 1 − �ଶ−, �ଷ = ଵݎ − ଶݎ + ଵݎ−ଵߚ + �ଵ− + −ଵߚ + ଶݎ+ଶߚ + �ଶ+ + ଶ+,    ܿଷߚ = −�ଵ− − �ଶ+ ≠ Ͳ, �ଶ = ܿଵଵሺ1 − ଵ+ሻଶߚ + ܿଶଶሺ1 − ଶ+ሻଶߚ − ʹܿଵଶሺ1 − ଵ+ሻሺ1ߚ − ଶ+ሻ,  �ଵߚ = −ʹܿଶଶሺ1 − ଶ+ሻଶߚ + ʹܿଵଶሺ1 − ଵ+ሻሺ1ߚ − ,ଶ+ሻߚ � = � = ܿଶଶሺ1 − ଶݒ ,ଶ+ሻଶߚ = ܿଵଵሺ1 − ଵ+ሻଶߚ + ܿଶଶሺ1 + ଶ−ሻଶߚ − ʹܿଵଶሺ1 − ଵ+ሻሺ1ߚ + ଵݒ ,ଶ−ሻߚ = −ʹܿଶଶሺ1 + ଶ−ሻଶߚ + ʹܿଵଶሺ1 − ଵ+ሻሺ1ߚ + ݒ ,ଶ−ሻߚ = ܿଶଶሺ1 + ଶ−ሻଶ, �ଶߚ = ܿଵଵሺ1 + ଵ−ሻଶߚ + ܿଶଶሺ1 − ଶ+ሻଶߚ − ʹܿଵଶሺ1 + ଵ−ሻሺ1ߚ − ଶ+ሻ, �ଵߚ = −ʹܿଶଶሺ1 − ଶ+ሻଶߚ + ʹܿଵଶሺ1 + ଵ−ሻሺ1ߚ −  .ଶ+ሻߚ

Фɨɪɦɭɥы ɞɥя ɦɨɞɟɥɢ Маɪɤɨɜɢɰа ɩɨɥɭчаɸɬɫя ɢɡ (5) ɢ (6) ɫɭɠɟɧɢɟɦ ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ, �ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ 
ɧа ɨɬɪɟɡɤɟ Ͳ ≤ � ≤ 1. 

Фɨɪɦɭɥɵ (5) ɢ (6) ɭɩɪɨɳɚɸɬɫɹ, ɟɫɥɢ ɤɨɦɢɫɫɢɹ ɧɟ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɚɤɬɢɜɚ ɢ ɩɨɡɢɰɢɢ: ࢻ� ࢻ= = ሺ�, �ሻ, ࢼ� = ࢼ = ሺߚ, ሺ�ሻ ɢɦɟɟɦ  �ଵ�ࢼ,�ࢻݎ ሻ. ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɞɥɹߚ = ଵݎ − ଶݎ + ଶݎሺߚ − ଵሻ,    ଵܾݎ = ܾଷ = ሺ1 − ଶݎሻߚ − � − ଵܿ ,ߚ = Ͳ,    �ଵ = �ଷ = 1 + �, �ଶ = ሺ1 − ଵݎሻߚ − ሺ1 + ଶݎሻߚ − ʹ� − ଶܾ   ,ߚʹ = ሺ1 + ଶݎሻߚ + � + ଶܿ   ,ߚ = ʹ�, �ଶ = 1− �, �ଷ = ሺ1 + ଵݎሻߚ − ሺ1 − ଶݎሻߚ + ʹ� + ଷܿ    ,ߚʹ = −ʹ�. 
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ɇɚɢɛɨɥɟɟ ɩɪɨɫɬɨɣ ɜɢɞ (5) ɢ (6) ɩɨɥɭɱɚɸɬɫɹ, ɟɫɥɢ ɤɨɦɢɫɫɢɹ ɧɟ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɚɤɬɢɜɚ, 
ɩɨɡɢɰɢɢ ɢ ɨɬ ɬɨɝɨ ɨɬɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɢɥɢ ɡɚɤɪɵɜɚɟɬɫɹ ɞɚɧɧɚɹ ɩɨɡɢɰɢɹ: ࢻ = ࢼ = ሺ�, �ሻ. 
ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɞɥɹ ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ ɢɦɟɟɦ �ଵ = ଵݎ − ଶݎ + �ሺݎଶ − ଵሻ,    ଵܾݎ = ܾଷ = ሺ1 − �ሻݎଶ − ʹ�, ܿଵ = Ͳ,    �ଵ = �ଷ = 1 + �, �ଶ = ሺ1 − �ሻݎଵ − ሺ1 + �ሻݎଶ − Ͷ�,   ܾଶ = ሺ1 + �ሻݎଶ + ʹ�, ܿଶ = ʹ�, �ଶ = 1− �, �ଷ = ሺ1 + �ሻݎଵ − ሺ1 − �ሻݎଶ + Ͷ�,    ܿଷ = −ʹ�. 

Иɫɩɨɥɶɡɭɹ (5) ɢ (6), ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɬɨɱɧɵɟ ɝɪɚɧɢɰɵ ɜ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɚɯ (3) ɢ (4). 
ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɮɭɧɤɰɢɹ ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ ɜ ɨɛɳɟɦ ɫɥɭɱɚɟ ɥɢɧɟɣɧɨ ɪɚɰɢɨɧɚɥɶɧɚ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɢɡ ɨɛɥɚɫɬɟɣ Ͳ ≤ � ≤ 1, � > 1, � < Ͳ. Ɂɚɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɨɛɥɚɫɬɢ Ͳ ≤ � ≤ 1 ɢ ɬɨɥɶɤɨ ɞɥɹ ɧɟɟ, ɮɭɧɤɰɢɹ ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɥɢɧɟɣɧɨɣ (ɫɥɭɱɚɣ �ଵ+ = �ଶ+) ɢɥɢ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ (ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɟɫɥɢ ݎଵ = +ଶ, �ଵݎ = �ଶ+, ߚଵ+ = ሺ�ሻ ɧɟɩɨɫɬɨɹɧɧɚ ɧɚ Ͳ�ࢼ,�ࢻݎ ଶ+). ɉɪɟɞɩɨɥɨɠɢɦ, ɱɬɨߚ ≤ � ≤ 1. Ɍɨɝɞɚ ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ 
– ɦɨɧɨɬɨɧɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ. Ɉɧɚ ɞɨɫɬɢɝɚɟɬ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɢ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɜ 
ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɬɨɱɤɚɯ. Фɭɧɤɰɢɹ ࢼ,�ࢻݎ�ሺ�ሻ ɦɨɧɨɬɨɧɧɚ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɢɡ ɨɛɥɚɫɬɟɣ � > 1, � < Ͳ. 
ɉɨɥɨɠɢɦ �ଵ+ = max{ࢼ,�ࢻݎ�ሺͲሻ, {ሺ1ሻ�ࢼ,�ࢻݎ , �ଵ− = max{ࢼ,�ࢻݎ�ሺͲሻ, +ሺ1ሻ}, �ଶ�ࢼ,�ࢻݎ = sup�∈ℝ∖[,ଵ] ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻݎ , �ଶ− = inf�∈ℝ∖[,ଵ]  .ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻݎ

Чɢɫɥɚ �ଶ+, �ଶ− ɤɨɧɟɱɧɵ ɢ ɧɚɯɨɞɹɬɫɹ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɪɟɞɟɥɨɜ lim�→+∞ ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻݎ = �ଶ/ܿଶ, lim�→−∞ ሺ�ሻ�ࢼ,�ࢻݎ = �ଷ/ܿଷ. 
Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, �ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ ɞɨɫɬɢɝɚɟɬ ɫɜɨɟɝɨ ɦɢɧɦɚɥɶɧɨɝɨ ɜ ɦɚɤɫɢɚɥɶɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɧɚ 

ɨɬɪɟɡɤɟ Ͳ ≤ � ≤ 1. Дɚɥɟɟ ɧɚɯɨɞɢɦ sup�ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ, inf � ሺ�ሻ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ�ࢼ,�ࢻ�  > 1, � <Ͳ. Ɂɚɬɟɦ ɜɵɱɢɫɥɹɟɦ ɩɪɟɞɟɥɵ lim�→+∞�ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ = +ଶሺ�ଵݒ + �ଶ−ሻଶ , lim�→−∞�ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ = �ଶሺ�ଵ− + �ଶ+ሻଶ. 
ɉɨɫɥɟ ɷɬɨɝɨ ɧɚɯɨɞɢɦ ɬɨɱɧɵɟ ɝɪɚɧɢɰɵ ɞɥɹ �ࢼ,�ࢻ�ሺ�ሻ. 
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We study two-dimensional portfolios with commission under uncertainty. The exact 

boundaries for the expected return function and risk (variation) of portfolio return function 

are obtained. 
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НАХОЖДЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО РАЗМЕРА ЗАЕМНОГО 

КАПИТАЛА ПРИ ТРЕБУЕМОМ УРОВНЕ РИСКА  

НА ОСНОВЕ МОДЕЛИ МОДИЛЬЯНИ-МИЛЛЕРА  

С КОРПОРАТИВНЫМИ НАЛОГАМИ  

Аль-Натор М.С.1, Власова М. А.2 

1,2Финансовый университет при Правительстве РФ 
1malnator@yandex.ru, 2m.vlasova93@gmail.com 

 

Решена задача о нахождении оптимальной доли заемного капитала на основе 

модели Модильяни-Миллера с корпоративными налогами при заданном уровне 

риска. Получено необходимое условие для процентной ставки по займу, при 

которой можно будет рассчитать оптимальное значение долга. Найдена 

формула для расчета оптимального размера заемного капитала. 
Ключевые слова: модель Модильяни-Миллера, модель Модильяни-Миллера с 
корпоративными налогами, заемный капитал, долговая нагрузка, премия за риск.  

Введение  
Различные исследователи пытались модифицировать теорию Модильяни-Миллера, 

для того чтобы объяснить фактическое положение вещей, смягчали многие из 
первоначальных условий данной теории. Модифицированная модель Модильяни-
Миллера [1] утверждает: 

• наличие определенной доли заемного капитала предпочтительно для 
предприятия; 

• чрезмерное использование заемного капитала нежелательно для предприятия; 
• каждому предприятию свойственна своя оптимальная структура капитала. 
В работе будет взята за основу модель Модильяни-Миллера с корпоративными 

налогами, где юридические лица облагаются налогом на прибыль в размере, а 
физические лица не облагаются налогом на доходы. Подробнее с данной моделью 
можно ознакомиться в источнике [1]. 
В модели Модильяни-Миллера предполагается, что при наличии только собственного 

капитала существует только бизнес-риск, т.е. риск, связанный с развитием компании. 
При привлечении дополнительного капитала, появляется еще финансовый риск. Таким 
образом затраты на собственный капитал при наличии долговой нагрузки выше, чем 
затраты на собственный капитал без долговой нагрузки, так как они включают премию 
за риск. Именно данная разница будет служить критерием при нахождении оптимальной 
доли заемного капитала.   
Перейдем к краткому изложению основных результатов. В теореме 1 получено 

необходимое условие для процентной ставки по займу, при которой можно будет 
рассчитать оптимальное значение долга. В теореме 2 выводится формула для расчета 
оптимального размера заемного капитала при заданных условиях и ограничениях. 
Данный результат позволяет найти максимальный размер заемного капитала при 
требуемом уровне риска. 

Обозначения и предположения 
Введем следующие обозначения: � – размер собственного капитала, � – размер займа, 

а �� – процентная ставка по займу. Пусть известен размер свободного денежного потока 
(Free Cash Flow – FCF), налог на прибыль равен ��. Затраты на собственный капитал 
составляют �� � 	
	/��, где �� � � ��1 � ��� – стоимость компании без долевой 
нагрузки. Затраты на собственный капитал компании с долговой нагрузкой  ����� � ��  ��� � ��� �� �1 � ���. 
Разница ����� � �� � 	� – премия за риск. Имеем  
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� � � 	
	�  � ∗ �1 � ��� � ����� �1 � ���. 
Поставленная задача теперь формулируется следующим образом: необходимо найти 

оптимальный размер займа для заданного уровня премии за риск � при известном 
размере собственного капитала �. Рассматриваем случай, когда процент по займу строго 
больше нуля, т.е. кредит обязательно с процентами. Рассмотрим систему:  

���
� 			� 	
	�  ��1 � ��� � ����� �1 � ��� � α,																																					�1��� # 0, � # 0																												�� � %&'(), 	
	 � %&'()																											� � %&'()											

 

Решением задачи будет �∗, ��∗ - оптимальные значения займа и процентной ставки по 
займу, при которых  � 	
	�  �∗�1 � ��� � ��∗��

∗� �1 � ��� � α. 
Как видно все сводится к решению данного уравнения, так как никаких ограничений 

кроме того, что ставка по займу и размер долга должны быть больше нуля, нет. Решение 
(1) сводится к решению квадратного уравнения  ��*+*  ����  �� � 	
	�+  ��* � 0,			где + � ��1 � ���.																						�2� 

Основные результаты 
Теорема 1. Для нахождения оптимального размера займа при заданных значениях 

собственного капитала �  и свободного денежного потока 	
	, а также для 

требуемого уровня премии за риск � необходимо, чтобы ставка по займу принадлежала 

следующей области значений: 

�� ∈ .0;��  	
	� � 20�	
	� 	1 , где	� 5 	
	�  

Замечание 1. При � � 	
	 �⁄  значение �� � 0,	 что не подходит по условиям. А при � # 	
	 �⁄  уравнение (1) имеет только отрицательные решения. 
Замечание 2. В реальной жизни мы вряд ли встретим ставку по кредиту больше 

100%, поэтому в данной области значения можно ограничить правую часть до 1, т.е.  0 5 ��  	
	� � 27� 	
	 �⁄ 8 1. 
Замечание 3. Для определения области значения использовалось обязательное 

ограничение, что размер займа D больше нуля. Если же опустить данное ограничение, то 
получится, что: �� ∈ 90; ��  	
	� � 27� 	
	 �⁄ �:���  	
	�  27�	
	 �⁄ ; 0;. 
Причем при  �� < ��  	
	�  27� 	
	 �⁄  

размер займа получается отрицательными, т.е. при таких процентных ставках компании 
выгодно не брать кредит, а наоборот стать кредитором для других. 

Теорема 2. Если выполняется необходимое условие для ставки по займу, то размер 

займа при заданных значениях собственного капитала � и свободного денежного 

потока 	
	, а также для требуемого уровня премии за риск � можно найти по 

формуле: 

� � max�@A BC D √'* � � ∙ � ∙ 	
	���1 � ��� 	G	,	 
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где C � H�HI��JKLM�* ,					' � H�HI��JKIM�* . 
Замечание 4. Поскольку при ��, удовлетворяющих условию теоремы 1, значения C 

положительны, то максимальное значение размера заемного капитала будет считаться по 
формуле: 

� � C  √'* � � ∙ � ∙ 	
	���1 � ��� . 
Частный случай. Если 

�� � ��  	
	� � 20� 	
	� , 
то уравнение (2) имеет одно решение, и размер долга будет рассчитываться по формуле:  

� � ���*  �√� ∙ � ∙ 	
	��  	
	 � 2√� ∙ � ∙ 	
	.	 
 

Выводы 
Согласно полученным результатам можно рассчитать оптимальный размер заемного 

для компании при требуемом уровне размера премии за риск. Известно, что привлечение 
дополнительных средств повышает стоимость компании, при этом значительно 
увеличивая риск относительно компании, которая финансируется только с помощью 
собственных средств. Теорем 1 и 2 позволяют найти оптимальный размер заемного 
капитала при требуемом уровне риска. 
Теорема 1 позволяет оценить насколько кредитные предложения на рынке и ставки 

подходят для конкретного бизнеса, когда известен размер текущих свободных денежных 
средств и собственного капитала. А с помощью теоремы 2 уже непосредственно 
рассчитывается максимальный размер заемного капитала, который можно привлекать 
при выбранной ставки. 
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FINDING THE OPTIMAL AMOUNT OF BORROWED CAPITAL 
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The problem of finding the optimal proportion of the borrowed capital based on the 

Modigliani-Miller model with corporate taxes for a given level of risk is solved. We obtain 

the necessary condition for the loan interest rate, which can be used to calculate the 

optimal amount of debt. The formula for calculating the optimal amount of the borrowed 

capital is found.  
Key words: Modigliani-Miller model, Modigliani-Miller model with corporate taxes, 
borrowed capital, leverage, risk premium. 
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В ɪаɛɨɬɟ ɩɪɨɜɟɞɟɧɨ иɫɫɥɟɞɨɜаɧиɟ ɪɟшɟɧиɣ ɤɜаɡиɫɬаɰиɨɧаɪɧых ɫɨɫɬɨяɧиɣ ɜ 
ɪаɦɤах ɭɪаɜɧɟɧия Шɪɟɞиɧɝɟɪа ɩɪи ɤɨɦɩɥɟɤɫɧых ɡɧачɟɧиях ɷɧɟɪɝии ɫ ɤɭɫɨчɧɨ-

ɩɨɫɬɨяɧɧыɦи ɩɨɬɟɧɰиаɥаɦи ɩɪи ɪаɡɥичɧых ɡɧачɟɧиях ɩаɪаɦɟɬɪɨɜ ɩɨɬɟɧɰиаɥɨɜ. 
Иɡ ɪаɫчɟɬɨɜ ɫɥɟɞɭɟɬ, чɬɨ ɞɟɣɫɬɜиɬɟɥьɧая чаɫɬь ɷɧɟɪɝии ɦɟɧяɟɬɫя ɩɥаɜɧɨ, а 
ɦɧиɦая чаɫɬь ɷɧɟɪɝии ɦɟɧяɟɬɫя ɫɥɨɠɧыɦи и ɧɟɪɟɝɭɥяɪɧыɦ ɨɛɪаɡɨɦ ɩɪи 
иɡɦɟɧɟɧии ɩаɪаɦɟɬɪɨɜ ɩɨɬɟɧɰиаɥа. 

Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ, ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ Шɪɟɞɢɧɝɟɪɚ, ɤɭɫɨɱɧɨ-
ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɟ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɵ. 

Ввеɞение  
ɋɨɜɪɟɦɟɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɱɟɫɤɢɟ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɢ ɩɨɡɜɨɥɹɸɬ ɫɨɡɞɚɜɚɬɶ ɧɚɧɨɝɟɬɟɪɨɫɢɫɬɟɦɵ 

ɨɬɤɪɵɬɨɝɨ ɬɢɩɚ Д1], ɬ.ɟ. ɬɚɤɢɟ, ɭ ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɶɧɚɹ ɷɧɟɪɝɢɹ ɤɜɚɡɢɱɚɫɬɢɰɵ ɜɨ 
ɜɧɟɲɧɟɣ ɫɪɟɞɟ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɚ, ɜ ɫɜɹɡɢ ɫ ɱɟɦ, ɤɜɚɡɢɱɚɫɬɢɰɚ ɦɨɠɟɬ ɭɞɚɥɹɬɶɫɹ ɞɨ 
ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɢ. ȼ ɬɚɤɢɯ ɫɢɫɬɟɦɚɯ ɫɩɟɤɬɪ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɦ, ɩɨɷɬɨɦɭ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɸɬɫɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɦɢ ɤɨɧɟɱɧɵɦɢ ɜɪɟɦɟɧɚɦɢ 
ɠɢɡɧɢ ɢɡ-ɡɚ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɢ ɩɪɨɧɢɤɧɨɜɟɧɢɹ ɤɜɚɡɢɱɚɫɬɢɰɵ ɱɟɪɟɡ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɶɧɵɟ ɛɚɪɶɟɪɵ 
ɧɚɧɨɫɢɫɬɟɦɵ. 

Ɉɬɤɪɵɬɵɟ ɧɚɧɨɫɢɫɬɟɦɵ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɬ ɧɟɫɨɦɧɟɧɧɵɣ ɢɧɬɟɪɟɫ ɢ ɫ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɨɣ ɬɨɱɤɢ 
ɡɪɟɧɢɹ, ɬɚɤ ɢ ɤɚɤ ɩɪɢ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɜ ɧɢɯ ɜɨɡɧɢɤɚɸɬ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɟ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ ɫ ɦɚɥɨ ɢɡɥɭɱɟɧɧɵɦɢ ɢɥɢ ɫɨɜɫɟɦ ɧɟ ɢɡɥɭɱɟɧɧɵɦɢ ɫɜɨɣɫɬɜɚɦɢ. Ɍɚɤɚɹ ɫɢɬɭɚɰɢɹ 
ɢɦɟɟɬ ɦɟɫɬɨ ɜ ɧɚɧɨɫɢɫɬɟɦɚɯ ɫ ɧɢɡɤɢɦɢ ɢ ɭɡɤɢɦɢ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɶɧɵɦɢ ɛɚɪɶɟɪɚɦɢ, ɢɡ-ɡɚ ɱɟɝɨ 
ɤɜɚɡɢɱɚɫɬɢɰɵ ɜ ɧɢɯ ɫɥɚɛɨ ɥɨɤɚɥɢɡɨɜɚɧɵ. ȼ ɷɬɢɯ ɧɚɧɨɫɢɫɬɟɦɚɯ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɟ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ ɨɤɚɡɵɜɚɸɬɫɹ ɜɟɫɶɦɚ ɱɭɜɫɬɜɢɬɟɥɶɧɵɦɢ ɤ ɬɨɥɳɢɧɟ ɫɥɨɹ ɛɚɪɶɟɪɚ. ɉɨɷɬɨɦɭ 
ɜɨɡɧɢɤɚɟɬ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɶ ɞɟɬɚɥɶɧɨ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶ ɫɩɟɤɬɪɚɥɶɧɵɟ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ  

Ɋɟɲɟɧɢɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ Шɪɟɞɢɧɝɟɪɚ ɩɪɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ ɷɧɟɪɝɢɢ 21 iEEE  , 

ɝɞɟ 0,0 21  EE  ɢ 
22


E  ɨɩɢɫɵɜɚɸɬ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ [2, 3].  

Эɧɟɪɝɟɬɢɱɟɫɤɢɣ ɫɩɟɤɬɪ ɬɚɤɢɯ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɤɜɚɡɢɞɢɫɤɪɟɬɧɵɦ 
ɢ ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ ɪɹɞɚ ɪɚɡɦɵɬɵɯ ɭɪɨɜɧɟɣ E , ɲɢɪɢɧɚ ɤɨɬɨɪɵɯ   ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬɫɹ ɜɪɟɦɟɧɟɦ 

ɠɢɡɧɢ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ 



 . Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɜɜɟɞɟɧɢɟ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ 

ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɢɦɟɟɬ ɫɦɵɫɥ ɬɨɥɶɤɨ ɜ ɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ, ɟɫɥɢ ɲɢɪɢɧɚ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ 
ɤɜɚɡɢɞɢɫɤɪɟɬɧɵɯ ɭɪɨɜɧɟɣ ɨɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɦɚɥɨɣ ɩɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɹɦɢ ɦɟɠɞɭ 
ɭɪɨɜɧɹɦɢ D , ɝɞɟ D - ɫɪɟɞɧɟɟ ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠɞɭ ɤɜɚɡɢɞɢɫɤɪɟɬɧɵɦɢ ɭɪɨɜɧɹɦɢ. 

Ȼɚɪɶɟɪɧɵɟ ɡɚɞɚɱɢ ɤɜɚɧɬɨɜɨɣ ɦɟɯɚɧɢɤɢ – ɡɚɞɚɱɢ ɨ ɤɜɚɧɬɨɜɨ-ɦɟɯɚɧɢɱɟɫɤɨɦ ɞɜɢɠɟɧɢɢ 
ɜ ɫɪɟɞɟ ɫɨ ɫɤɚɱɤɚɦɢ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɚ – ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ ɤɚɤ ɦɨɞɟɥɶɧɵɟ ɜɨ ɦɧɨɝɢɯ ɧɚɭɱɧɵɯ ɢ 
ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɯ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹɯ. Эɬɢ ɡɚɞɚɱɢ ɢɦɟɸɬ ɜɵɫɨɤɭɸ ɡɧɚɱɢɦɨɫɬɶ, ɨɫɨɛɟɧɧɨ ɜ ɫɜɹɡɢ ɫ 
ɫɨɜɪɟɦɟɧɧɵɦɢ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹɦɢ ɢ ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɚɦɢ ɜ ɧɚɧɨɞɢɚɩɚɡɨɧɟ Д4]. 

Дɚɧɧɚɹ ɪɚɛɨɬɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɨɞɨɥɠɟɧɢɟɦ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ, 
ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɨɝɨ ɜ ɪɚɛɨɬɚɯ [5, 6] ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ Шɪɟɞɢɧɝɟɪɚ. ȼ ɛɟɡɪɚɡɦɟɪɧɵɯ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ  0ɬ.ɟ.ɜɨɥɧɵ,ɞɥɹ  lS  ɢɦɟɟɦ  
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dr

d  ,    (1) 

ɝɞɟ   ErVk 2 , ɝɞɟ 21 iEEE  . 

Иɫɫɥɟɞɭɟɦ ɪɟɲɟɧɢɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɞɥɹ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɫ ɪɚɡɥɢɱɧɵɦɢ 
ɤɭɫɨɱɧɨ-ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɦɢ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɚɦɢ, ɧɟɤɨɬɨɪɵɟ ɢɡ ɧɢɯ ɩɨɤɚɡɚɧɵ ɧɚ ɪɢɫ.1 

 

          

  Ɋɢɫ.1. ȼɢɞ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɨɜ ɫ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ  21, VV  1r , 2r 3r , .4r  

ɉɨɫɬанɨвка ɡаɞачи 

Дɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɤɜɚɡɢɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɯ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɪɟɲɚɟɦ ɫɨ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦɢ 

ɝɪɚɧɢɱɧɵɦɢ ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ: 

     0
0
r

r   ɢ    )exp(~ ikrr
r      (2) 

Ɍɚɤ ɤɚɤ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ, ɝɞɟ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɣ, ɪɟɲɟɧɢɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɦɨɠɧɨ 
ɡɚɩɢɫɚɬɶ ɱɟɪɟɡ ɢɡɜɟɫɬɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɬɨ ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɝɪɚɧɢɱɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɣ (2) ɢ ɭɫɥɨɜɢɣ 
ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ  r , ɢ ɟё ɩɟɪɜɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɜ ɬɨɱɤɚɯ 4321 ,,, rrrr  ɞɥɹ 

ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ 21, EE , ɩɨɥɭɱɚɟɦ ɬɪɚɧɫɰɟɧɞɟɧɬɧɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ   0),(, 212211  EEiFEEF , 
ɬ.ɟ.  

    
 
  .0,

,0,

212

211




EEF

EEF
     (3) 

 Ƚɥɚɜɧɚɹ ɢɞɟɹ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɡɚɤɥɸɱɚɟɬ ɜ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɢ 21,EE  
ɪɟɲɚɹ ɫɢɫɬɟɦɭ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (3) ɞɥɹ ɪɚɡɧɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɚ, ɢ ɢɡɭɱɢɬɶ 
ɞɢɧɚɦɢɤɭ ɩɨɜɟɞɟɧɢɹ 21,EE . 

 ɇɢɠɟ ɜ ɬɚɛɥɢɰɟ (ɩɪɢ 10/, 121   rrr ) ɩɪɢɜɟɞɟɧɵ ɧɟɤɨɬɨɪɵɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ 
ɪɟɲɟɧɢɣ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɵɯ ɡɚɞɚɱ. 

224 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



 ɉɪɢ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɚ 1E ɦɟɧɹɟɬɫɹ ɩɥɚɜɧɨ, ɚ 2E ɦɟɧɹɟɬɫɹ ɫɥɨɠɧɵɦ 
ɨɛɪɚɡɨɦ, ɢ ɨɱɟɧɶ ɱɭɜɫɬɜɢɬɟɥɟɧ ɤ ɢɡɦɟɧɟɧɢɟɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɚ. 
                    Ɍɚɛɥɢɰɚ 

301 V (ɛɚɪɶɟɪ) 301 V (ɹɦɚ) 

1E  2E  1E  2E  

0.8864190558 2.3162546E-3 0.9798790544 2.0296867E-2 
3.5422040850 1.9390759E-2 3.8924023542 0.4599462521    
7.9575534633 7.0323373E-2 8.6853024254    7.0323373E-2 
14.118464164 0.1828827938 15.315227485 0.9968016059 
22.010778931 0.3970504627 23.747726288 1.8133199718    

 

Ɋɚɛɨɬɚ ɜɵɩɨɥɧɟɧɚ ɩɪɢ ɮɢɧɚɧɫɨɜɨɣ ɩɨɞɞɟɪɠɤɟ ɝɪɚɧɬɨɜ ɊФФИ, № 14-01-00628ɚ. 
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NUMERICAL MODELING OF QUASI-STATIONARY STATES IN 

OPEN SYSTEMS 

Amirkhanov I.V., Sarker N.R., Sarhadov I., Tukhliev Z.K. 

Laboratory of information technologies, Joint Institute for Nuclear Research, Dubna. sarker@jinr.ru 

In this paper an investigation of solutions of quasi-stationary states in the framework of 

the Schrodinger equation with complex energies with piecewise constant potentials for 

various values of the parameters of the potential is conducted. The calculations show that 

the real part of the energy varies smoothly and the imaginary part of the energy changes 

complexly and irregularly when changing the parameters of the potential. 
    Кɟɭ аorНs: quasistationary states, Schrodinger equation, piecewise constant potentials. 
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ɆɈȾȿɅИɊɈВАɇИȿ ɌȿɉɅɈВЫХ ɉɊɈЦȿɋɋɈВ В ɆȿɌАɅɅАХ 

ɉɊИ ɈȻɅɍЧȿɇИИ ИɆɉɍɅЬɋɇЫɆИ ɉɍЧɄАɆИ ИɈɇɈВ  
Аɦɢɪхаɧɨɜ ɂ.В., Саɪɤаɪ ɇ.Р., Саɪхаɞɨɜ ɂ., Тɭхɥɢɟɜ Ɂ.К., Шаɪɢɩɨɜ Ɂ.А. 

Оɛɴɟɞɢɧɟɧɧыɣ ɢɧɫɬɢɬɭɬ яɞɟɪɧых ɢɫɫɥɟɞɨɜаɧɢɣ, Ʌаɛɨɪаɬɨɪɢя ɢɧɮɨɪɦаɰɢɨɧɧых ɬɟхɧɨɥɨɝɢɣ, ɭɥ. 
ɀɨɥɢɨ-Кɸɪɢ, 6, 141980 ɝ. Дɭɛɧа, Мɨɫɤɨɜɫɤая ɨɛɥаɫɬɶ, Рɨɫɫɢя, zafar@jinr.ru 

В ɞаɧɧɨɣ ɪаɛɨɬɟ ɩɪɨɜɟɞɟɧɨ иɫɫɥɟɞɨɜаɧиɟ ɬɟɩɥɨɜых ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɜ ɠɟɥɟɡɟ ɩɪи 
ɨɛɥɭчɟɧии ɟɝɨ иɦɩɭɥьɫɧыɦи ɩɭчɤаɦи иɨɧɨɜ ɭɝɥɟɪɨɞа ɜ ɪаɦɤах ɦɨɞɟɥи ɬɟɪɦичɟɫɤɨɝɨ 
ɩиɤа ɫ ɭчɟɬɨɦ ɮаɡɨɜых ɩɟɪɟхɨɞɨɜ. Мɨɞɟɥиɪɨɜаɧиɟ ɞиɧаɦиɤи ɮаɡɨɜых ɩɟɪɟхɨɞɨɜ 
ɨɫɭщɟɫɬɜɥяɟɬɫя ɧа ɨɫɧɨɜɟ ɡаɞачи Сɬɟɮаɧа ɜ ɪаɦɤах ɷɧɬаɥьɩиɣɧɨɝɨ ɩɨɞхɨɞа. 
Чиɫɥɟɧɧыɦ ɦɨɞɟɥиɪɨɜаɧиɟɦ ɩɨɥɭчɟɧы ɪаɡɦɟɪы ɨɛɥаɫɬɟɣ, ɝɞɟ ɩɪɨиɫхɨɞиɬ ɩɪɨɰɟɫɫ 
ɩɥаɜɥɟɧия и ɫɬɪɭɤɬɭɪɧыɟ иɡɦɟɧɟɧиɟ. Раɡɪаɛɨɬаɧ ɩɪɨɝɪаɦɦɧыɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫ ɫ 
иɫɩɨɥьɡɨɜаɧиɟɦ ɩаɪаɥɥɟɥьɧых аɥɝɨɪиɬɦɨɜ ɧа ɛаɡɟ ɬɟхɧɨɥɨɝиɣ MPI. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɦɨɞɟɥɶ ɬɟɪɦɢɱɟɫɤɨɝɨ ɩɢɤɚ, ɮɚɡɨɜɵɣ ɩɟɪɟɯɨɞ, ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɟ 
ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ, ɢɦɩɭɥɶɫɧɵɟ ɩɭɱɤɢ ɢɨɧɨɜ, ɷɧɬɚɥɶɩɢɹ. 

Ввеɞение 
Эɮɮɟɤɬɢɜɧɵɦ ɦɟɬɨɞɨɜ ɜɨɡɞɟɣɫɬɜɢɟ ɧɚ ɫɬɪɭɤɬɭɪɧɨɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ ɢ ɮɢɡɢɤɨ-ɦɟɯɚɧɢɱɟɫɤɢɟ 

ɫɜɨɣɫɬɜɚ ɩɪɢɩɨɜɟɪɯɧɨɫɬɧɵɯ ɫɥɨɟɜ ɦɟɬɚɥɥɨɜ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɪɚɞɢɚɰɢɨɧɧɨɟ ɨɛɥɭɱɟɧɢɟ. Ȼɨɥɶɲɢɟ 
ɩɟɪɫɩɟɤɬɢɜɵ ɜ ɷɬɨɦ ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɢɢ ɢɦɟɸɬ ɫɩɨɫɨɛɵ ɩɨɜɟɪɯɧɨɫɬɧɨɣ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ, ɨɫɧɨɜɚɧɧɵɟ 
ɧɚ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɢ ɢɦɩɭɥɶɫɧɵɯ ɩɭɱɤɨɜ ɢɨɧɨɜ. Пɪɢ ɨɛɥɭɱɟɧɢɢ ɢɦɩɭɥɶɫɧɵɦɢ ɩɭɱɤɚɦɢ ɢɨɧɨɜ 
ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɰɟɥɵɣ ɪɹɞ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ: ɬɟɩɥɨɜɵɟ, ɞɢɮɮɭɡɢɨɧɧɵɟ ɢ ɬɟɪɦɨɭɩɪɭɝɢɟ. Вɫɥɟɞɫɬɜɢɟ 
ɷɬɨɝɨ ɫɨɡɞɚɸɬɫɹ ɧɚ ɩɪɢɩɨɜɟɪɯɧɨɫɬɧɵɯ ɫɥɨɹɯ ɫɨɜɟɪɲɟɧɧɨ ɧɨɜɵɟ ɫɬɪɭɤɬɭɪɵ ɫ 
ɢɧɬɟɪɟɫɧɵɦɢ ɞɥɹ ɩɪɚɤɬɢɱɟɫɤɢɯ ɰɟɥɟɣ ɫɜɨɣɫɬɜɚɦɢ Д1]. 

В ɧɚɫɬɨɹɳɟɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɨɜɟɞɟɧɨ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɬɟɩɥɨɜɵɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ (ɩɥɚɜɥɟɧɢɹ ɢ 
ɡɚɬɜɟɪɞɟɜɚɧɢɹ) ɜ ɠɟɥɟɡɟ ɩɪɢ ɨɛɥɭɱɟɧɢɢ ɢɦɩɭɥɶɫɧɵɦɢ ɩɭɱɤɚɦɢ ɢɨɧɨɜ ɭɝɥɟɪɨɞɚ ɫ ɷɧɟɪɝɢɟɣ 
300КɷВ ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɦɨɞɟɥɢ ɬɟɪɦɢɱɟɫɤɨɝɨ ɩɢɤɚ (МТП) [2-4] ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɮɚɡɨɜɵɯ ɩɟɪɟɯɨɞɨɜ. 
Пɪɢɜɟɞɟɧɵ ɱɢɫɥɟɧɧɵɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ, ɩɨɞɬɜɟɪɠɞɚɸɳɢɟ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɶ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɨɣ 
ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ.   

ɉɨɫɬанɨвка ɡаɞачи 
С ɭɱɟɬɨɦ ɚɤɫɢɚɥɶɧɨɣ ɫɢɦɦɟɬɪɢɢ, ɫɢɫɬɟɦɚ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɞɥɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɪɟɲɟɬɨɱɧɨɣ ɢ 

ɷɥɟɤɬɪɨɧɧɨɣ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪ ɜ ɰɢɥɢɧɞɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ [2-4]: 
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Вɢɞ ɢɫɬɨɱɧɢɤɚ ɢ ɜɫɟ ɮɢɡɢɱɟɫɤɢɟ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ ɦɨɞɟɥɢ ɩɪɢɜɟɞɟɧɵ ɜ [3, 4]. Сɢɫɬɟɦɚ (1)-(2) 
ɪɟɲɚɟɬɫɹ ɫɨ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦɢ ɧɚɱɚɥɶɧɵɦɢ ɢ ɝɪɚɧɢɱɧɵɦɢ ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ: 
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Зɞɟɫɶ maxR - ɪɚɞɢɭɫ ɭɞɚɥɟɧɢɹ ɨɬ ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɢ ɢɨɧɚ, ɚ maxZ - ɝɥɭɛɢɧɚ, ɩɪɟɜɵɲɚɸɳɚɹ ɞɥɢɧɭ 
ɩɪɨɟɤɬɢɜɧɨɝɨ ɩɪɨɛɟɝɚ ɢɨɧɚ ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɵɯ ɪɟɲɟɬɤɭ ɦɨɠɧɨ ɫɱɢɬɚɬɶ ɧɟɜɨɡɦɭɳɟɧɧɨɣ, ɚ ɟɟ 
ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɭ ɩɪɢ maxRr   ɢ maxZz   ɪɚɜɧɨɣ 0T . 

226 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



Мɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ ɞɢɧɚɦɢɤɢ ɮɚɡɨɜɵɯ ɩɟɪɟɯɨɞɨɜ ɬɢɩɚ ɩɥɚɜɥɟɧɢɹ ɢɥɢ ɡɚɬɜɟɪɞɟɜɚɧɢɹ 
ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɡɚɞɚɱɢ Сɬɟɮɚɧɚ Д5]. В ɧɚɫɬɨɹɳɟɣ ɪɚɛɨɬɟ ɮɚɡɨɜɵɣ ɩɟɪɟɯɨɞ 
ɦɨɞɟɥɢɪɭɟɬɫɹ ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɷɧɬɚɥɶɩɢɣɧɨɝɨ ɩɨɞɯɨɞɚ Д6]. Пɪɢ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɟ ɮɚɡɨɜɨɝɨ ɩɟɪɟɯɨɞɚ 

ïëi TT   ɷɧɟɪɝɢɹ )( iTH  ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɢɫɩɵɬɵɜɚɟɬ ɫɤɚɱɨɤ ɜɟɥɢɱɢɧɵ L , 

ɤɨɬɨɪɚɹ ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɬɟɩɥɨɜɨɣ ɷɧɟɪɝɢɟɣ (ɢɥɢ ɷɧɬɚɥɶɩɢɟɣ) ɮɚɡɨɜɨɝɨ ɩɟɪɟɯɨɞɚ 
LTHTH ïëïë  )0()0( , ɝɞɟ  - ɩɥɨɬɧɨɫɬɶ ɦɚɬɟɪɢɚɥɚ, L - ɫɤɪɵɬɚɹ ɬɟɩɥɨɬɚ ɩɥɚɜɥɟɧɢɹ.  

Сɥɟɞɭɹ [4], ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (2) ɩɟɪɟɩɢɲɟɦ ɜ ɜɢɞɟ: 
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Пɪɢ ɱɢɫɥɟɧɧɨɦ ɪɟɲɟɧɢɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (1), (5) ɫ ɧɚɱɚɥɶɧɵɦɢ ɢ ɝɪɚɧɢɱɧɵɦɢ 
ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ (3), (4) ɩɟɪɟɯɨɞɢɦ ɤ ɛɟɡɪɚɡɦɟɪɧɵɦ ɜɟɥɢɱɢɧɚɦ. 

ɇɚ ɪɢɫ. 1 ɩɨɤɚɡɚɧɵ ɥɢɧɢɢ ɭɪɨɜɧɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɩɥɚɜɥɟɧɢɹ ɤɪɢɫɬɚɥɥɢɱɟɫɤɨɣ ɪɟɲɟɬɤɢ, 
ɝɞɟ ɦɨɠɧɨ ɫɥɟɞɢɬɶ ɡɚ ɮɨɪɦɨɣ ɢ ɪɚɡɦɟɪɨɦ ɠɢɞɤɨɤɪɢɫɬɚɥɥɢɱɟɫɤɨɣ ɮɚɡɵ ɜ ɨɛɥɭɱɚɟɦɨɦ 
ɨɛɪɚɡɰɟ.  

  
Ɋɢɫ.1. Дɢɧɚɦɢɤɚ ɪɚɡɦɟɪɚ ɢ ɮɨɪɦɚ ɨɛɥɚɫɬɢ ɩɪɨɩɥɚɜɚ ɠɟɥɟɡɚ ɩɪɢ ɪɚɡɧɵɯ ɜɪɟɦɟɧɚɯ 

,106,0 7
1 ñt  ,102,1 7

2 ñt  ,108,1 7
3 ñt  ct 7

4 104,2  (а),  

,100,3 7
5 ñt   ,106,3 7

6 ñt   ,102,4 7
7 ñt   ñt 7

8 108,4  (ɛ).  

ɇɚ ɪɢɫ. 2 ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɵ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɬɟɫɬɨɜɵɯ ɪɚɫɱёɬɨɜ ɫ ɪɚɡɧɵɦɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ ɜɪɟɦɟɧɢ 
(t=0.01 и t=0.05) ɢ ɩɪɢ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɦ ɱɢɫɥɟ ɭɡɥɨɜ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɣ ɫɟɬɤɢ ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ � 
ɫɨɫɬɚɜɥɹɟɬ � = 100, ɚ ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ z ɫɨɫɬɚɜɥɹɟɬ L = 500. Ɋɚɫɱɟɬɵ ɩɪɨɜɟɞёɧɵ ɧɚ ɤɥɚɫɬɟɪɟ 
ЦИВК, ɅИТ (ɈИəИ, Дɭɛɧɚ). ɇɚ ɪɢɫ. 2 ɞɟɦɨɧɫɬɪɢɪɭɟɬɫɹ ɭɦɟɧɶɲɟɧɢɟ ɜɪɟɦɟɧɢ ɫɱёɬɚ ɫ 
ɪɨɫɬɨɦ ɱɢɫɥɚ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ.  

           
Ɋɢɫ. 2. ɇɚ ɝɪɚɮɢɤɟ ɩɪɢɜɟɞɟɧɵ ɞɜɟ ɤɪɢɜɵɯ ɩɪɢ ɛɟɡɪɚɡɦɟɪɧɵɯ ɜɪɟɦɟɧɚɯ t=0.01 (ɤɪɢɜɚɹ ɫ 
ɬɪɟɭɝɨɥɶɧɢɤɚɤɦɢ) ɢ  t=0.05 (ɤɪɢɜɚɹ ɫ ɤɪɭɠɤɚɦɢ). Вɪɟɦɹ ɪɚɛɨɬɵ MPI-ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ (ɜ 
ɫɟɤɭɧɞɚɯ). 

Ⱥɦɢɪɯɚɧɨɜ ɂ. ȼ. ɢ ɞɪ. 227



Вывɨɞы 
Пɨ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦ ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɵɯ ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɨɜ ɦɨɠɧɨ ɫɞɟɥɚɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɜɵɜɨɞɵ:  

В ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɩɪɢɦɟɪɚ ɩɪɢɜɟɞɟɧɵ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɪɚɫɱɟɬɚ ɨɛɥɭɱɟɧɢɹ ɠɟɥɟɡɨ ɢɦɩɭɥɶɫɧɵɦɢ 
ɩɭɱɤɚɦɢ ɭɝɥɟɪɨɞɚ ɫ ɷɧɟɪɝɢɟɣ 300КɷВ.  

1. Пɪɢ ɭɱɟɬɟ ɮɚɡɨɜɵɯ ɩɟɪɟɯɨɞɨɜ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɦɢɲɟɧɢ ɜ ɤɪɢɫɬɚɥɥɢɱɟɫɤɢɯ ɪɟɲɟɬɤɚɯ 
ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɨ ɧɢɠɟ ɩɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ ɦɨɞɟɥɶɸ ɛɟɡ ɮɚɡɨɜɨɝɨ ɩɟɪɟɯɨɞɚ. 

2. Пɪɢ ɨɛɥɭɱɟɧɢɢ ɦɢɲɟɧɢ ɢɦɩɭɥɶɫɧɵɦ ɩɭɱɤɨɦ ɪɚɡɦɟɪɵ ɨɛɥɚɫɬɢ, ɝɞɟ ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ 
ɩɥɚɜɥɟɧɢɟ, ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ:  ɞɢɚɦɟɬɪ dmax ~ 13.8 ɦɤɦ, zmax з 6.6 ɦɤɦ.  

Ɋɚɛɨɬɚ ɜɵɩɨɥɧɟɧɚ ɩɪɢ ɮɢɧɚɧɫɨɜɨɣ ɩɨɞɞɟɪɠɤɟ ɝɪɚɧɬɨɜ ɊФФИ, №  14-01-00678-ɚ. 
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The investigation of thermal processes in iron under irradiation with pulsed beams of 

carbon ions is performed in the frame of the thermal spike model, extended to take into 

account the phase transitions. Modeling of the dynamics of the phase transitions is carried 

out by solving the Stefan problem in the frame of the enthalpy approach. The numerical 

simulation yielded the size of areas where  there is a structural change and the melting 

process. The developed program complex using parallel algorithms based on MPI 

technology. 
Кɟɭ аorНs: thermal spike model, phase transition, mathematic modeling, pulsed ion beams, 
enthalpy. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФОРМИРОВАНИЯ 

ЭФФЕКТИВНЫХ ПОРТФЕЛЕЙ НА РЫНКАХ 

ПЕРЕСТРАХОВАНИЯ  
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В докладе представлены схемы формирования эффективных портфелей на 

рынках перестрахования. Используется схема, обеспечивающая оптимальные 

соотношения между ожидаемым значением доходности и риском получения 

значений доходности ниже определенного уровня. Неопределенность 

возможных значений доходностей обусловлена экспертными оценками. 

Используемый метод  позволяет получить простые для вычислений схемы и 

основанные на них алгоритмы численного расчета составов эффективных 

портфелей. 
Ключевые слова: Эффективные портфели на рынках перестрахования, 
многокритериальная задача, схемы численных решений, численные результаты.  

  
 Для хеджирования от возможных финансовых потерь страховщики прибегают к 
передаче принятых ими рисков другим страховщикам с помощью инструментов 
перестрахования.  
 Перестрахование является системой финансовых отношений, в процессе которых 
страховщик, формируя страховой портфель, часть ответственности по рискам в 
соответствие со своими финансовыми возможностями передает на определенных 
согласованных условиях другим страховщикам для создания сбалансированного 
портфеля собственных страхований и, тем самым, обеспечивает финансовую 
устойчивость и доходность страховых операций в рамках сформированного портфеля. 
Следовательно, финансовой сущностью перестрахования является перераспределение 
между страховыми организациями созданного первичного страхового фонда [1,2]. 
 Для устойчивой работы страхового рынка необходимо развитие его составной части - 
рынка перестрахования. Деятельность рынка перестрахования приводит к 
сбалансированности страхового портфеля, к обеспечению финансовой устойчивости и 
эффективной работе страховых операций. Развитие рынка перестрахования, взаимное 
доверие страховых компаний поможет  рынку перестрахования обеспечить его 
эффективное функционирование, что, в свою очередь, положительно скажется на самом 
страховом рынке. Интернационализация экономических связей дала возможность 
российским страховым компаниям работать не только на отечественном рынке 
перестрахования, но и на международных рынках. Таким образом, рынок 
перестрахования представляет собой стабилизатор развития всего рынка страховых 
услуг Российской Федерации. 
 Задача формирования эффективных портфелей на рынке перестрахования 
рассматриваемая в настоящем докладе, имеет следующую форму: 

∑ �� ∙ �� ∙ ��
�
��	  – max    

∑ �� ∙ �� ∙ 
�
�
��	  – min                                                        (1) 

0 � �� � 1, � � 1, … , �, 

∑ ��
�
��	 ∙ �� � �, �� � ��

�� , 
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где � – общая страховая сумма портфеля (0 � � � � � ∑ ��
�
��	 ), n - число потенциальных 

контрактов на перестрахование, которые тестируются на предмет их возможного 
включения в портфель  перестраховочной компании; ��, � � 1, … , � – ожидаемое 
значение доходности для i – го контракта по перестрахованию; �� , � � 1, … , � – полный 
возможный объем страховой суммы для i – го контракта по перестрахованию; 
� , � �
1, … , � – величина риска страхового случая для i – го контракта по перестрахованию;  
�� , � � 1, … , � – доля страховой суммы i – го контракта по перестрахованию, включенная 

в портфель;  �� � ��
�� , � � ∑ ��

�
��	 , ∑ ��

�
��	 � 1. 

Вектор долей �� � ��	, … , ���� соответствует составу портфеля 
перестрахования.  
 Задача (1) – двухкритериальная, решениям Парето которой соответствуют 
эффективные портфели перестрахования компании.  
 Для нахождения решений Парето необходимо найти решения двух 
однокритериальных задач (2) и (3): 

    ∑ �� ∙ �� ∙ ��
�
��	  - max    

   
    0 � �� � 1, � � 1, … , �,    

  (2) 
     ∑ ��

�
��	 ∙ �� � �, 

 
    ∑ �� ∙ �� ∙ 
�

�
��	  – min    

   
    0 � �� � 1, � � 1, … , �,    

  (3) 
     ∑ ��

�
��	 ∙ �� � �. 

 Задачи (2), (3) – задачи линейного программирования, каждая из которых имеет 
единственное решение �	

∗�����, ��
∗����� , соответственно (�	

∗����� � ��		
∗ , … , �	�

∗ ��, ��
∗����� � ���	

∗ , … , ���
∗ ��). 

 Вся совокупность решений Парето задачи (1) определяется равенством 

  �∗������ � �  ∙ �	
∗����� ! �1 "  � ∙ ��

∗�����,                                               (4) 
где  ∈ $0,1%. 
 Выбирая числовое значение параметра приоритета  ,  получаем конкретный 
состав эффективного портфеля перестрахования. В частности, при  � 1 получаем 
состав эффективного портфеля перестраховочной компании, соответствующий 
максимальному ожидаемому значению доходности, а при  � 0 получаем состав 
эффективного портфеля перестраховочной компании, соответствующий минимальному 
значению риска.  
 Численное решение задач линейного программирования (2), (3) может быть 
реализовано с помощью стандартной программы симплекс-метода, например, с 
помощью соответствующего Tools пакета MatLab [3].  
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The report presents the scheme of formation of efficient portfolios on the reinsurance 

markets. Used circuit providing optimal ratio between the expected value of return and 

the risk of yield values below a certain level. The uncertainty caused by the possible 

returns values of peer review. The method used allows you to get easy-to-computing 

schemes and based on these algorithms numerical calculation compositions efficient 

portfolios.    
Keywords: Efficient portfolios to reinsurance markets, multicriteria problem, the scheme 
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ЦȿɇɈɈȻɊАɁɈВАɇИə ɇА ɍɋɅɍȽИ ɄɈɇɌȿɇɌ-ɉɊɈВАɃȾȿɊɈВ 

Ȼɨɥɨɬɨɜа Г.О., Мɢɪɨɧɨɜа В.А. 
Рɨɫɫɢɣɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ ɞɪɭɠɛы ɧаɪɨɞɨɜ, galinabolotova@gmail.com 

В ɞаɧɧɨɣ ɪаɛɨɬɟ ɞɥя ɩɨɫɬɪɨɟɧия ɷɤɨɧɨɦиɤɨ-ɦаɬɟɦаɬичɟɫɤɨɣ ɦɨɞɟɥи 
ɰɟɧɨɨɛɪаɡɨɜаɧия ɧа ɭɫɥɭɝи ɤɨɧɬɟɧɬ-ɩɪɨɜаɣɞɟɪɨɜ иɫɩɨɥьɡɭɟɬɫя ɩɨхɨɞ, ɨɫɧɨɜаɧɧыɣ 
ɧа ɜɡаиɦɧɨɣ ɩɪɨɩɨɪɰиɨɧаɥьɧɨɣ ɨɩɥаɬɟ ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧиɤаɰиɨɧɧɨɝɨ ɬɪаɮиɤа. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɷɤɨɧɨɦɢɤɨ-ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ, ɷɤɨɧɨɦɢɤɚ 
ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɣ. 

Ввеɞение 
Пɪɨɧɢɤɧɨɜɟɧɢɟ ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɯ ɭɫɥɭɝ ɜɨ ɜɫɟ ɫɮɟɪɵ ɠɢɡɧɢ ɫɨɜɪɟɦɟɧɧɨɝɨ 

ɨɛɳɟɫɬɜɚ ɨɛɭɫɥɨɜɢɥɨ ɜɨɡɧɢɤɧɨɜɟɧɢɟ ɪɵɧɤɚ ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɣ. Кɚɤ ɩɨɤɚɡɚɥ ɨɩɵɬ, 
ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɢɟ ɫɬɪɭɤɬɭɪɵ, ɩɨɪɨɠɞɚɟɦɵɟ ɪɵɧɤɨɦ ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɣ, ɬɪɟɛɭɸɬ ɨɫɨɛɵɯ 
ɩɨɞɯɨɞɨɜ ɤ ɚɧɚɥɢɡɭ ɜɡɚɢɦɨɨɬɧɨɲɟɧɢɣ ɦɟɠɞɭ ɫɭɛɴɟɤɬɚɦɢ ɷɬɨɝɨ ɪɵɧɤɚ. Д1-3]. 

В ɞɚɧɧɨɦ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɢ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɬɫɹ, ɱɬɨ ɧɚ  ɪɵɧɤɟ ɤɨɧɬɟɧɬ-ɫɟɪɜɢɫɨɜ  ɩɪɢɫɭɬɫɬɜɭɟɬ 
ɛɨɥɶɲɨɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɩɨɫɬɚɜɳɢɤɨɜ ɭɫɥɭɝ (ɤɨɧɬɟɧɬ-ɩɪɨɜɚɣɞɟɪɨɜ), ɚ ɧɚ ɪɵɧɤɟ ɢɧɬɟɪɧɟɬ-
ɩɪɨɜɚɣɞɟɪɫɤɢɯ ɭɫɥɭɝ ɩɪɢɫɭɬɫɬɜɭɟɬ ɬɨɥɶɤɨ ɞɜɟ ɤɨɦɩɚɧɢɢ. Кɚɠɞɵɣ ɩɨɫɬɚɜɳɢɤ 
ɩɪɨɜɚɣɞɟɪɫɤɢɯ ɭɫɥɭɝ ɢɦɟɟɬ ɫɜɨɸ ɫɟɬɶ. Тɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɫɟɬɢ, ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɚɳɢɟ 
ɪɚɡɧɵɦ ɩɪɨɜɚɣɞɟɪɚɦ, ɢɦɟɸɬ ɭɡɥɵ ɫɨɩɪɹɠɟɧɢɹ ɫ ɫɟɬɹɦ ɤɨɧɤɭɪɟɧɬɚ. Пɨɫɬɚɜɳɢɤɢ 
ɩɪɨɜɚɣɞɟɪɫɤɢɯ ɭɫɥɭɝ ɞɨɝɨɜɚɪɢɜɚɸɬɫɹ ɨɛ ɨɩɥɚɬɟ ɜɡɚɢɦɧɨɝɨ ɬɪɚɮɢɤɚ ɞɪɭɝ ɫ ɞɪɭɝɨɦ ɩɨ 
ɨɬɞɟɥɶɧɨɫɬɢ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɩɨɞɯɨɞɚ, ɨɫɧɨɜɚɧɧɨɝɨ ɧɚ ɜɡɚɢɦɧɨɣ 
ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɶɧɨɣ ɨɩɥɚɬɟ.  

Иɫɯɨɞɹ ɢɡ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɢɹ ɭɫɥɭɝ ɢɧɬɟɪɧɟɬ-ɩɪɨɜɚɣɞɟɪɫɤɢɯ ɤɨɦɩɚɧɢɣ, ɤɚɠɞɵɣ  ɤɨɧɬɟɧɬ-
ɩɪɨɜɚɣɞɟɪ ɞɟɥɚɟɬ ɜɵɛɨɪ ɜ ɩɨɥɶɡɭ ɨɞɧɨɣ ɢɧɬɟɪɧɟɬ-ɩɪɨɜɚɣɞɟɪɫɤɢɯ ɤɨɦɩɚɧɢɢ ɢ ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬ 
ɞɥɹ ɫɟɛɹ ɨɛɴɟɦ ɩɨɫɬɚɜɥɹɟɦɵɯ ɭɫɥɭɝ. 

С ɭɱɟɬɨɦ ɭɤɚɡɚɧɧɵɯ ɜɵɲɟ ɩɪɟɞɩɨɥɨɠɟɧɢɣ ɢ ɩɪɢ ɭɫɥɨɜɢɢ ɦɚɤɫɢɦɢɡɚɰɢɢ ɩɪɢɛɵɥɢ 
ɤɚɠɞɨɣ ɤɨɦɩɚɧɢɢ-ɩɨɫɬɚɜɳɢɤɚ ɭɫɥɭɝ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɩɨɢɫɤ ɪɚɜɧɨɜɟɫɧɵɯ ɬɚɪɢɮɨɜ, ɚ ɬɚɤɠɟ 
ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɤɚɠɞɨɣ ɤɨɦɩɚɧɢɟɣ ɨɛɴɟɦɚ ɭɫɥɭɝ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɨɧɚ ɦɨɠɟɬ 
ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɢɬɶ ɛɟɡ ɩɨɬɟɪɢ ɤɚɱɟɫɬɜɚ.  
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Ввеɞение  
Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɟɫɤɚɹ ɧɟɜɵɪɨɠɞɟɧɧɚɹ ɧɟɥɨɤɚɥɶɧɚɹ ɛɢɥɢɧɟɣɧɚɹ ɮɨɪɦɚ ɜɢɞɚ  
                                                    RVV  111 :,),(                                              (1) 

ɢ ɨɩɟɪɚɬɨɪ .: 11 VVBu   

     Ɉɩреɞеɥение 1. Ʌɢɧɟɣɧɵɣ ɨɩɟɪɚɬɨɪ 
11)(: VVGDG uu   ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ uB

ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɵɦ (ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɛɢɥɢɧɟɣɧɨɣ ɮɨɪɦɵ (1)), ɟɫɥɢ 
1,, Vgvh   ɜɵɩɨɥɧɟɧɵ 

ɭɫɥɨɜɢɹ  
,,, gGBhhGBg uuuu   

 );();(,);();(, '''' hGvGBvGhGBggGhGBhGgGBv uuuuuuuuuuuu
 

.0);();(, ''  vGgGBgGvGBh uuuuuu
 

     Ɉɩреɞеɥение 2. Уɪɚɜɧɟɧɢɟ  
                                                ]),[)((

1
uHgradBGu uut                                                (2) 

ɝɞɟ ɨɩɟɪɚɬɨɪ  
uG  ɹɜɥɹɟɬɫɹ  uB ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɵɦ, ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ uB ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɵɦ 

ɭɪɚɜɧɟɧɢɟɦ. 
     ȿɫɥɢ ɨɩɟɪɚɬɨɪ 

uB ɧɟ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ,u ɬɨ ɟɫɬɶ ,BBu  ɬɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (2) ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ B

ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɵɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟɦ; ɟɫɥɢ  IBu
ɬɨɠɞɟɫɬɜɟɧɧɵɣ ɨɩɟɪɚɬɨɪ, ɬɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (2) 

ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɵɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟɦ. 
     Ɉɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɫɤɨɛɤɚ Пɭɚɫɫɨɧɚ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɨɜ 

1F  ɢ 
2F  ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ 

.])[)((],[)(]}[,{ 2121 11
uFgradBGBuFgradBuFF uuuu    

    Ɉɩреɞеɥение 3. Уɪɚɜɧɟɧɢɟ  
                                                           ])[(

1
uHgradGu ut                                                   (3) 

ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ Ƚɚɦɢɥɶɬɨɧɚ-ɞɨɩɭɫɬɢɦɵɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟɦ, ɟɫɥɢ ɨɩɟɪɚɬɨɪ *~
uuu GGG   ɹɜɥɹɟɬɫɹ 

ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɵɦ. 
Дɚɧɧɚɹ ɪɚɛɨɬɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɨɞɨɥɠɟɧɢɟɦ ɪɚɛɨɬ [1-7], ɩɨɷɬɨɦɭ ɛɭɞɟɦ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ 

ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ ɢ ɬɟɪɦɢɧɨɥɨɝɢɸ ɷɬɢɯ ɪɚɛɨɬ. 
Ɉɫнɨвные реɡɭɥьɬаɬы 

      Ɍеɨреɦа 1. ȿɫɥɢ ],[],,[ 21 utIutI ɩɟɪɜɵɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (2), ɨɩɟɪɚɬɨɪɵ 

11: VVBu   ɢ 
11)(: VVGDG uu   ɧɟ ɡɚɜɢɫɹɬ ɹɜɧɨ ɨɬ ,t  ,1 uB  ɬɨ ɫɤɨɛɤɚ Пɭɚɫɫɨɧɚ 

]}[,{ 21 uII ɬɚɤɠɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɟɪɜɵɦ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (2). 
Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ  

Ȼɭɞɨɱɤɢɧɚ ɋ. Ⱥ. 233



                                                                 ,Auut                                                                (4) 

ɝɞɟ A ɥɢɧɟɣɧɵɣ, ɧɟ ɡɚɜɢɫɹɳɢɣ ɨɬ u  ɢ t  ɨɩɟɪɚɬɨɪ. 
Пɪɟɞɫɬɚɜɢɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (4) ɜ ɜɢɞɟ B ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɚ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ 
                                                ]).[)((

1
uHgradBGut                                                    (5) 

      Ɍеɨреɦа 2. Пɭɫɬɶ 
1. uKuutJ ,],[   ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɟɪɜɵɦ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (4), 

2. .)( 1*  KK  

Тɨɝɞɚ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (4) ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɦɨ ɜ ɜɢɞɟ (5), ɝɞɟ *1*)( BKKAG   ɢ .JH   

     Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɨɟ ɥɢɧɟɣɧɨɟ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɨ Ƒ, ɷɥɟɦɟɧɬɚɦɢ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɹɜɥɹɸɬɫɹ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢ ɡɚɜɢɫɹɳɢɟ ɨɬ t ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɵ ],,[ utF  ɞɨɩɭɫɤɚɸɳɢɟ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɟ  

).(),(,],,[ '

1 uFDhFDuhFgradhutF    

Дɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ 21, FF  Ƒ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦ ɢɯ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟ ɮɨɪɦɭɥɨɣ  
                                    ,, 2121 11

FgradGFgradFF u                                                   (6) 

ɝɞɟ uG Ƚɚɦɢɥɶɬɨɧɚ-ɞɨɩɭɫɬɢɦɵɣ ɨɩɟɪɚɬɨɪ. 
    Ɍеɨреɦа 3. Ʌɢɧɟɣɧɨɟ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɨ Ƒ, ɧɚɞɟɥɟɧɧɨɟ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟɦ (6), ɨɛɪɚɡɭɟɬ Ʌɢ-
ɞɨɩɭɫɬɢɦɭɸ ɚɥɝɟɛɪɭ. 
    Иɫɫɥɟɞɨɜɚɧ ɬɚɤɠɟ ɜɨɩɪɨɫ ɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɦɨɫɬɢ ɨɩɟɪɚɬɨɪɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɫ ɩɟɪɜɨɣ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɜ ɮɨɪɦɟ Ƚɚɦɢɥɶɬɨɧɚ-ɞɨɩɭɫɬɢɦɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (3). 

Вывɨɞы 
Дɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɫɤɨɛɤɚ Пɭɚɫɫɨɧɚ ɞɜɭɯ ɩɟɪɜɵɯ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɜ uB ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɚ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ 

ɩɪɢ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɬɚɤɠɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɟɝɨ ɩɟɪɜɵɦ ɢɧɬɟɝɪɚɥɨɦ. Иɫɫɥɟɞɨɜɚɧɵ 
ɜɨɩɪɨɫɵ ɨ ɪɚɫɩɨɡɧɚɜɚɧɢɢ B ɝɚɦɢɥɶɬɨɧɨɜɨɫɬɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɦɟɪɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ ɢ 
ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɦɨɫɬɢ ɨɩɟɪɚɬɨɪɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɫ ɩɟɪɜɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɜ ɮɨɪɦɟ 
Ƚɚɦɢɥɶɬɨɧɚ-ɞɨɩɭɫɬɢɦɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ. 
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uB -HAMILTONIAN AND HAMILTONIAN-ADMISSIBLE 

EQUATIONS IN THE MECHANICS OF INFINITE-DIMENSIONAL 

SYSTEMS  

Budochkina S.A. 

PОoplОs’ Friendship University of Russia, sbudotchkina@yandex.ru 

uB Hamiltonian and Hamiltonian-admissible equations are investigated.  

Кɟɭ words: uB Hamiltonian equations, Hamiltonian-admissible equations, Hamiltonian  

operator.  
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ОПЕРАТОРНОЕ УРАВНЕНИЕ С ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ    

ПО ВРЕМЕНИ И КЛАССИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ БИРКГОФА 

Будочкина С.А.  

ФГАОУ ВО “Российский университет дружбы народов”, sbudotchkina@yandex.ru 

Доказано, что заданное операторное уравнение с первой производной по времени  

может быть представлено в форме классических уравнений Биркгофа.  

Ключевые слова: операторное уравнение с первой производной по времени, 
uB - 

потенциальный оператор, уравнения Биркгофа. 

Введение  
Рассматривается операторное уравнение с первой производной по времени  
                                          ,0),()( , =+≡ utQuPuN ttu

                                                     (1) 

.,],[,)( 10 u
dt

d
uDuRtttVUNDu tt ≡≡⊂∈⊆⊆∈  

Здесь 
110 ],,[ Uuttt ∈∀∈∀  оператор 

11, : VUP tu →  является линейным; 

1110 ],[: VUttQ →×  - произвольный оператор, вообще говоря, нелинейный; )(ND - 

область определения оператора ,N  

)};2,1(,|,|],,[)(:{)( 12110 1
=∈==∈∀∈∈= == iUuutttWtuUuND itttt o

ϕϕϕ    (2) 

11110110
1 ,),];,([),];,([ VUVttCVUttCU == - линейные нормированные пространства 

над полем действительных чисел ,R  .11 VU ⊆  Множество W определяется внешними 

связями, наложенными на систему. 
В дальнейшем для упрощения обозначений будем записывать (1) в виде  

,0)()( =+≡ uQuPuN tu
 

считая, что операторы 
uP  и Q  зависят также и от .t  

     Операторное уравнение (1) может быть обыкновенным дифференциальным, 
дифференциальным уравнением в частных производных, интегро-дифференциальным 
уравнением, уравнением с отклоняющимися аргументами и др., а также  системой таких 
уравнений. 
     Определение. Оператор VUNDN →⊂)(:  называется 

uB - потенциальным на 

множестве )(ND  относительно билинейной формы ,: RVV →×Φ если существуют 

линейный оператор VVBDB uu →⊂)(:  и дифференцируемый по Гато функционал 

RNDFDF NN →= )()(:  такие, что  

).,(),()),((],[ '
uuuN BNDhNDuhBuNhuF ∈∀∈∀Φ=δ  

     Данная статья является продолжением работ [1-7], поэтому будем использовать 
обозначения и терминологию этих работ.  

Основные результаты 
     Теорема. Пусть 

tt DD −=*  на ).,( '
uu BND  Оператор N  (1) является 

uB - 

потенциальным на множестве )(ND  (2) относительно билинейной формы 

RVV →×Φ :  ⇔  ),(NDu ∈∀  ],,[ 10 ttt ∈∀  ),( '
uu BNDh ∈∀  выполняются 

следующие условия на :),( '
uu BND  
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Здесь )2,1,(,, njiMBC iijij = - функции, зависящие от t  и ).,...,,( 221 n
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    Обозначим  
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Система (6) является весьма специальным частным случаем операторного уравнения (1). 
Условия (3)-(5) для системы (6) примут вид 

                                                    ,2,1,,0 njiCC jiij ==+                                                 (7) 
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    Отметим, что условия (7)-(9) получены в [8]. Они являются необходимыми и 
достаточными условиями косвенного аналитического представления системы (6) в 
форме классических уравнений Биркгофа.   

Выводы 
    Получены необходимые и достаточные условия 

uB - потенциальности для 

операторного уравнения с первой производной по времени. Они содержат как частный 
случай необходимые и достаточные условия косвенного аналитического представления 
системы ОДУ рассматриваемого вида в форме классических уравнений Биркгофа. 
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AN OPERATOR EQUATION WITH THE FIRST TIME 

DERIVATIVE AND CLASSICAL BIRKHOFF’S EQUATIONS 

Budochkina S.A. 

Peoples’ Friendship University of Russia, sbudotchkina@yandex.ru 

It is proved that the given operator equation with the first time derivative can be 

represented in the form of classical Birkhoff’s equations.  

Кеу words: operator equation with the first time derivative, 
uB - potential operator, Birkhoff’s 

equations. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕОДНОРОДНЫХ СЧЕТНЫХ ЦЕПЕЙ 

МАРКОВА  НА ОСНОВЕ  СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ БЕСКОНЕЧНОГО 

ПОРЯДКА С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ  

Васильев С.А., Болотова Г.О. 

Российский университет дружбы народов, svasilyev@sci.pfu.edu.ru 

В данной работе предложена модель неоднородных счетных цепей Маркова  на 

основе  систем нелинейных дифференциальных уравнений бесконечного порядка с 

малым параметром. 
Ключевые слова: дифференциальные уравнения бесконечного порядка, сингулярно 
возмущенные дифференциальные уравнения, малый параметр, цепи Маркова.  

 
В работе исследуются неоднородные счетные цепи Маркова, динамику которых 

можно описать на основе систем нелинейных дифференциальных уравнений 
бесконечного порядка с малым параметром тихоновского типа [1]. Для таких систем 
предложен алгоритм  построения асимптотических решений  с использованием методов 
сигулярных возмущений [2].  Получены достаточные признаки асимптотической 
устойчивости при исследовании интенсивностей переходов некоторой счетной цепи 
Маркова. Результаты исследований применены к двум бесконечным системам, 
возникшим из современной теории массового обслуживания [3]. Проведенный анализ 
показывает эффективность предложенного подхода. 

 

Литература 
1. Тихонов А.Н.  О системах дифференциальных уравнений, содержащих параметры. 
Матем. сб., том 22 (64), № 2, стр. 193–204, 1948. 
2. Васильева А.Б. Построение равномерного приближения для решений систем 
дифференциальных уравнений с малым параметром при старшей производной. Матем. 
сб., том 50(92), № 1, стр. 43–58, 1960. 
3. Оселедец В. И., Хмелёв Д. В. Глобальная устойчивость бесконечных систем 
нелинейных дифференциальных уравнений и неоднородные счетные цепи Маркова. 
Пробл. передачи информ., том 36, выпуск 1, стр.  60–76, 2000. 
 

MODELING NONHOMOGENEOUS COUNTABLE MARKOV 

CHAINS USING  SYSTEMS OF NONLINEAR DIFFERENTIAL 

EQUATIONS OF INFINITE ORDER WITH A SMALL 

PARAMETER  
Vasilyev S.A., Bolotova  G.O. 

Peoples’ Friendship University of Russia, svasilyev@sci.pfu.edu.ru 

A model of nonhomogeneous countable Markov chains based on systems of nonlinear 

differential equations of infinite order with a small parameter was built. 
Кеу words: infinite order differential equations, singular perturbated differential equations, 
small parameter, Markov chains.  
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ПОСТРОЕНИЕ МЕТОДОВ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ДИНАМИКИ 

СЛОЖНЫХ СИСТЕМ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕЙРОННЫХ 

СЕТЕЙ С БЕСКОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ ЯЧЕЕК 

Васильев С.А., Канзитдинов С.К. 

Российский университет дружбы народов, svasilyev@sci.pfu.edu.ru 

В данной работе предложена метод прогнозирования динамики сложных систем 

с использованием нейронных сетей с бесконечным числом ячеек. 
Ключевые слова: нейронные сети, прогнозирование динамики сложных систем.  

 
Применение нейронных сетей для прогнозирования динамики сложных систем уже 

показало свою эффективность. В 1984 году Хопфилд исследовал нейронную сеть, 
которая описывалась с помощью системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
[1] 

( )
1

' / , 1, , ,
N

i i ij i i i i

j

C u T g u d u R i N
=

= + − =∑ …                                          (1) 

где iu - изменение напряжения на нейроне, которое определяет состояние системы,  

0, 0, ,i i ij iC R T d> > - действительные числа, а функция ( ) [ ] ( )1;1g x x R∈ − ∈  - 

возрастающая функция.  
В данной работе исследуется следующая система сингулярно возмущенных 

дифференциальных уравнений, которая является обобщением системы (1): 
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где  0, 0, ,i i ij iC R T d> > - числовые последовательности, а ε - малый параметр.  

Для системы (2) можно сформулировать следующую задачу Коши: 

( )

( )

1

1

0

' / , 1, , ,

' / , 1, ,

(0) ,

N

i i ij i i i i

j

N

i i ij i i i i

j

i i

C u T g u d u R i N

C u T g u d u R i N

u u

ε

=

=

 = + − =

 = + − = +

 =



∑

∑

…

…                                          (3) 

где 0
i

u - числовая последовательность. 

Для данной задачи Коши рассмотрен вопрос о существовании и единственности ее 
решения, предложен алгоритм построения асимптотического решения с использованием 
приближенных методов решений дифференциальных уравнений с малым параметром 
при старшей производной [2]-[3] и проанализирована возможность применение его 
решений для прогнозирования динамики сложных систем в условиях неопределенности. 
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COMPLEX SYSTEMS DYNAMICS FORECASTING USING 

NEURAL NETWORKS WITH AN INFINITE NUMBER OF CELLS  

Vasilyev S.A., Kanzitdinov S.K  

Peoples’ Friendship University of Russia, svasilyev@sci.pfu.edu.ru 

A method of predicting the dynamics of complex systems using neural networks with an 

infinite number of cells was investigated. 
    Кеу words: neural network, forecasting of the dynamics of complex systems.  
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ɉɈɋɌɊɈȿɇИȿ АɋИɆɉɌɈɌИЧȿɋɄИХ ɊȿɒȿɇИɃ 
ɋИɇȽɍɅəɊɇɈ ВɈɁɆɍɓȿɇɇɈȽɈ ɋɌɈХАɋɌИЧȿɋɄɈȽɈ 
ȾИФФȿɊȿɇЦИАɅЬɇɈȽɈ ɍɊАВɇȿɇИə ȻȿɋɄɈɇȿЧɇɈȽɈ 

ɉɈɊəȾɄА   

Ваɫɢɥɶɟɜ С.А., Кɨɪɲɨɤ Е.О. 
Рɨɫɫɢɣɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ ɞɪɭɠɛы ɧаɪɨɞɨɜ, svasilyev@sci.pfu.edu.ru 

В ɞаɧɧɨɣ ɪаɛɨɬɟ ɩɪɟɞɥаɝаɟɬɫя аɥɝɨɪиɬɦ ɩɨɫɬɪɨɟɧия аɫиɦɩɬɨɬичɟɫɤих ɪɟшɟɧиɣ 
ɫиɧɝɭɥяɪɧɨ ɜɨɡɦɭщɟɧɧɨɝɨ ɫɬɨхаɫɬичɟɫɤих ɞиɮɮɟɪɟɧɰиаɥьɧɨɝɨ ɭɪаɜɧɟɧия 

ɛɟɫɤɨɧɟчɧɨɝɨ ɩɨɪяɞɤа  и иɫɫɥɟɞɭɟɬɫя ɜɨɩɪɨɫ ɨ ɫɭщɟɫɬɜɨɜаɧии и ɟɞиɧɫɬɜɟɧɧɨɫɬи 
ɟɝɨ ɪɟшɟɧия. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɟ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ, ɫɢɧɝɭɥɹɪɧɨ ɜɨɡɦɭɳɟɧɧɵɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɟ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ. 

 
Пɪɢɦɟɧɟɧɢɟ ɩɪɢ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɢ ɞɢɧɚɦɢɤɢ ɫɥɨɠɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɯ 

ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ  ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬ ɩɨɞɯɨɞ, ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɣ ɪɟɲɢɬɶ ɦɧɨɝɢɟ 
ɡɚɞɚɱɢ: ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɟ, ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɢɟ ɢ ɞɪ. В ɛɨɥɶɲɢɧɫɬɜɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɳɢɯ ɩɨɞɯɨɞɨɜ 
ɩɪɢɦɟɧɹɸɬɫɹ ɦɟɬɨɞɵ, ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɟ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɪɟɲɟɧɢɟ-ɬɪɚɟɤɬɨɪɢɸ ɩɭɬɟɦ ɫɜɟɞɟɧɢɹ ɡɚɞɚɱ 
ɛɨɥɶɲɨɣ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɢ ɤ ɫɟɪɢɢ ɡɚɞɚɱ ɦɟɧɶɲɟɣ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɢ [1]-[4]. 

В ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɫɢɧɝɭɥɹɪɧɨ ɜɨɡɦɭɳɟɧɧɨɟ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɨɟ 
ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ 
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t t t
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ɝɞɟ n

tX R - ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t , ɮɭɧɤɰɢɢ   1, : R Rn n

tb t X   , 

  1, n n p

tt X R R    , ɚ  20,t wW WN  - p-ɦɟɪɧɵɣ ɛɟɥɵɣ ɲɭɦ. 

Дɥɹ ɞɚɧɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧ ɜɨɩɪɨɫ ɨ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɢ ɢ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɧɨɫɬɢ ɟɝɨ 
ɪɟɲɟɧɢɹ, ɩɪɟɞɥɨɠɟɧ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ 
ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɵɯ ɦɟɬɨɞɨɜ ɪɟɲɟɧɢɣ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫ ɦɚɥɵɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ ɩɪɢ 
ɫɬɚɪɲɟɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ [5]-[6] ɢ ɩɪɨɚɧɚɥɢɡɢɪɨɜɚɧɚ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟ ɟɝɨ ɪɟɲɟɧɢɣ 
ɞɥɹ ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɹ ɞɢɧɚɦɢɤɢ ɫɥɨɠɧɵɯ ɫɢɫɬɟɦ ɜ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɢ.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ, ЕДИНСТВЕННОСТИ И 

УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСИЯ В ЭКОНОМИКО-

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ РЫНКА 

ТЕЛЕКОММУНИКАЦИЙ В СЛУЧАЕ ОЛИГОПОЛИИ 

Васильев С.А., Урусова Д.А. 

Российский университет дружбы народов, svasilyev@sci.pfu.edu.ru 

В данной работе исследовано существования, единственность и устойчивость 

равновесия в экономико-математической модели рынка телекоммуникаций в 

случае олигополии. 
Ключевые слова: экономико-математическое моделирование, дифференциальные 
уравнения, устойчивость, экономика телекоммуникаций, равновесие, олигополия.  

Введение 
В связи с необходимостью анализа тех процессов, которые протекают в 

телекоммуникационной отрасли, стали активно развивается методы математического 
моделирования в экономике телекоммуникаций [1]-[5]. В данном докладе приводятся 
результаты исследования существования, единственности и устойчивости равновесия в 
экономико-математической модели рынка телекоммуникаций в случае олигополии. 
Данная модель была построена авторами ранее [6]. В этой модели предполагается, что 
телекоммуникационные компании попарно договариваются о правилах тарификации за 
доступ в сети друг друга, причём эта тарификация строится как функция от тарифов, 
которые компании предлагают своим абонентам за обслуживание. Таким образом, эти 
компании ограничиваются на первом шаге договорённостями по обоюдным правилам 
пропорциональной тарификации за доступ (ОППТД), которые впоследствии позволяют 
определить абонентские тарифы. Обоюдность правил означает, что компании 
подчиняются одним и тем же правилам на всем интервале времени, в течение которого 
действует договорённость. Если телекоммуникационные сервисы, предоставляемые 
различными компаниями, являются близкими субститутами, то использование ОППТД 
приводит к конкурентным ценам в отрасли.  

 

Модель телекоммуникационной отрасли в случае олигополии и проблема 

существования, единственности и устойчивости равновесия модели 

 
Рассмотрим случай, когда на рынке телекоммуникаций присутствуют M  компаний  

( {1, , })iTELC i M∈ … , которые предоставляют телекоммуникационные сервисы  

( {1, , })gTELS g G∈ … . Каждая из этих компаний владеет своей телекоммуникационной 

сетью ( {1, , })iNet i M∈ … , а сети различных компаний попарно соединены. Будем 

предполагать, что предельная стоимость телекоммуникационных сервисов, 
предоставляемых компаниями, равна нулю. Существующие фиксированные издержки 
компаний связанны с построением сети и её эксплуатацией, причём затраты на 
эксплуатацию сетей предполагаются независимыми от объёма услуг. Для каждой 
компании ( {1, , })iTELC i M∈ …  имеются функции спроса на ее телекоммуникационные 

сервисы.  Функция спроса giiD  на сервисы   ( {1, , })gTELS g G∈ … , предоставляемые в 

пределах ее сети 
iNet , и функция спроса  ( , {1, , }, )gijD i j M i j∈ … ≠  на сервисы, 

предоставляемые совместно как сетью 
iNet , так в сетью  ( , {1, , }, )jNet i j M i j∈ … ≠ . 
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Таким образом, возникает вопрос о доступе одной компании к ресурсам сети другой 
компании. 

 
Пусть компании  

iTELC и  ( , {1, , }, )jTELC i j M i j∈ … ≠ договариваются о тарифах  

ˆ
gija и  ˆ

gjia , где  ˆ
gija  - тариф, по которому компания 

iTELC  платит компании  

( , {1, , }, )jTELC i j M i j∈ … ≠  за использование ее сетевых ресурсов в связи с сервисом  

{1, , }g G∈ … , а  ˆ
gjia - соответствующий тариф, по которому компания jTELC  платит 

компании  ( , {1, , }, )iTELC i j M i j∈ … ≠ за использование сетевых ресурсов в связи с 

оказанием аналогичного сервиса  {1, , }g G∈ … . Через ( {1, , })gip i M∈ … обозначим тариф, 

который  компания 
iTELC  взимает за единицу сервиса {1, , }g G∈ …  с каждого из своих 

абонентов.  
Далее предположим, что у любых двух компаний 

iTELC и  

( , {1, , }, )jTELC i j M i j∈ … ≠   тарифы  ˆ
gija и  ˆ

gjia зависят от  тарифов  gip и  gjp таким 

образом, что имеет место ˆ ( , )gij gi gi gja a p p= для любых , {1, , },i j M i j∈ … ≠ и  

{1, , }g G∈ … . В рамках рассматриваемой модели ограничимся случаем 

пропорциональной зависимости между ˆ
gija и gip , что ˆ ,gij gi gia a p= где коэффициент 

пропорциональности 0 1gia� �  для {1, , }i M∈ …  и {1, , }g G∈ … . 

Пусть  далее ( , {1, , }, , {1, , })gi gja a a i j M i j g G= = ∈ … ≠ ∈ … , тогда будем считать, что 

компании
iTELC и ( , {1, , }, )jTELC i j M i j∈ … ≠  применяют обоюдное правило 

пропорциональной тарификации за доступ (ОППТД).  
Функции прибыли компаний  ( , {1, , }, )i j M i j∈ … ≠  будет тогда иметь следующий 

вид: 

11

( ) ( , ) ( , )}[ {( ) ( )], , ,
G M

i gi gii gi gi gj gij gi gj gi gji gj gi i gii gij gji

jg

p D p p ap D p p ap D p p F D D D
==

Π = + − + −∑∑  

11

( ) ( , ) ( , )}[ {( ) ( )], , ,
G M

j gj gjj gj gj gi gji gj gi gj gij gi gj j gjj gji gij

ig

p D p p ap D p p ap D p p F D D D
==

Π = + − + −∑∑  

 
где функции издержек каждой из компаний , ,( ) 0i gii gij gjiF D D D >  и , ,( ) 0j gjj gji gijF D D D >  

( , {1, , }, , {1, , })i j M i j g G∈ … ≠ ∈ … . 
Пусть каждая компания максимизирует свою прибыль по цене, тогда можно 

рассмотреть следующую задачу оптимизации: 
2

2
0, 0, {1, , }, {1, , }.i i

gi gi

i M g G
p p

∂Π ∂ Π
= < ∈ … ∈ …

∂ ∂
                      (1) 

Для анализа этой задачи рассмотрим задачу Коши для следующей системы 
дифференциальных уравнений 

( ), ,

( ,

,

)

i
i gii gij gji

gi

i gi i

D D D
p

p

∂Π = Η∂
 Π Π =

                                                 (2) 
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где gip - начальная цена и 
iΠ - начальная прибыль. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема. Пусть функции 2( ) С, ,
i gii gij gji

D D DΗ ∈  непрерывны вместе со своими 

производными до второго порядка, а также 0 1gia� �  для {1, , }i M∈ …  и {1, , }g G∈ … ,  

тогда решение задачи Коши (2) существует и единственно, непрерывно зависит от  
начальной цены gip и начальной прибыли

iΠ , решение задачи (1) существует, 

единственно и устойчиво. 

Выводы 
Таким образом, если телекоммуникационные сервисы, предоставляемые различными 

компаниями, являются близкими субститутами, то использование ОППТД приводит к 
равновесным ценам в отрасли и это равновесие единственно и устойчиво. 
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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ В 
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Васильев С.А., Харун Хасан Салех 
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В данной работе предложены экономико-математические методы решения 

задач ценообразования в телекоммуникациях при условии перегрузок в сетях. 
Ключевые слова: стохастическая оптимизация, экономико-математическое 
моделирование, телекоммуникации, финансовая математика, финансовый анализ.  

 
Проникновение телекоммуникационных услуг во все сферы жизни современного 

общества обусловило возникновение рынка телекоммуникаций. Как показал опыт, 
экономические структуры, порождаемые рынком телекоммуникаций, требуют особых 
подходов к анализу субъектов этого рынка. 

На практике проблема  ценообразования на услуги телекоммуникационных компаний 
зависит от нескольких параметров модели, которые не заданы фиксированным 
количеством на стадии планирования. Согласно некоторым видам стохастической 
неопределенности эти параметры должны быть смоделированы случайными 
величинами, имеющие конкретные распределения вероятности. Как правило, 
определенные моменты этого распределения известны [1]-[3]. 

В данной работе предложены методы построения модели ценообразования в 
телекоммуникациях в условиях перегрузок в сетях. Проведенный анализ показывает 
эффективность предложенного подхода. 
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Дɥя ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢя ɢ ɜɟɪɢɮɢɤɚɰɢɢ ɪɚɡɪɚɛɚɬыɜɚɟɦɨɣ ɧɚɭɱɧыɦ ɤɨɥɥɟɤɬɢɜɨɦ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɦɨɞɭɥя ɭɩɪɚɜɥɟɧɢя ɬɪɚɮɢɤɨɦ ɬɢɩɚ RED ɛыɥɢ ɫɨɡɞɚɧы 
ɞɢɫɤɪɟɬɧɚя ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɚя ɢ ɧɟɩɪɟɪыɜɧɚя ɚɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɚя ɦɨɞɟɥɢ. В ɫɜяɡɢ ɫ 
ɩɪɢɡɧɚɧɢɟɦ ɫɨɡɞɚɧɧыɯ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɣ ɧɟɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɢɬɟɥɶɧыɦɢ ɩɨ 
ɪɚɡɥɢɱɧыɦ ɩɪɢɱɢɧɚɦ ɛыɥɚ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɚ ɡɚɞɚɱɚ ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɢ ɛɨɥɟɟ ɚɞɟɤɜɚɬɧɨɣ 
ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɣ ɦɨɞɟɥɢ. Дɥя ɩɨɫɬɪɨɟɧɢя ɬɚɤɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɭɩɪɚɜɥяɸщɟɝɨ ɦɨɞɭɥя 
ɦɚɪɲɪɭɬɢɡɚɬɨɪɚ ɛыɥɨ ɩɪɢɧяɬɨ ɪɟɲɟɧɢɟ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɝɢɛɪɢɞɧыɣ ɩɨɞɯɨɞ. Дɥя 
ɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɨɣ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɦɨɞɟɥɢ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧ яɡыɤ ɮɢɡɢɱɟɫɤɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢя 
Modelica ɢ ɤɨɦɩɢɥяɬɨɪ OpenModelica. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɝɢɛɪɢɞɧɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ, ɠɢɞɤɨɫɬɧɵɟ ɦɨɞɟɥɢ, ɚɤɬɢɜɧɨɟ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ 
ɨɱɟɪɟɞɶɸ, ɚɥɝɨɪɢɬɦ RED, Modelica. 
Раɛɨɬа ɩɨɞɞеɪɠаɧа ɝɪаɧɬɨɦ РФФИ №15-07-08795, 16-07-00556. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
ɉɪɢ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɢ ɦɨɞɭɥɹ ɚɤɬɢɜɧɨɝɨ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɬɪɚɮɢɤɨɦ RED ɛɵɥɨ ɜɵɹɫɧɟɧɨ, ɱɬɨ 

ɚɞɟɤɜɚɬɧɵɟ ɦɨɞɟɥɢ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚ TCP, ɚ ɬɚɤɠɟ ɦɟɯɚɧɢɡɦɚ RED ɨɬɫɭɬɫɬɜɭɸɬ. ɇɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
ɞɚɠɟ ɨɛɳɟɩɪɢɧɹɬɨɣ ɦɟɬɨɞɢɤɢ ɞɥɹ ɟɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ.  

Дɥɹ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ ɦɵ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɥɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵɟ (ɠɢɞɤɨɫɬɧɵɟ) ɦɨɞɟɥɢ TCP ɢ RED. 
ɇɟɞɨɫɬɚɬɨɤ ɞɚɧɧɨɝɨ ɩɨɞɯɨɞɚ – ɨɧ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɬɶ ɩɪɨɬɨɤɨɥ TCP ɥɢɲɶ ɱɚɫɬɢɱɧɨ. 

ȼ ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɩɨɞɯɨɞɚ ɤ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɸ ɢɫɬɨɱɧɢɤɚ TCP, ɭɩɪɚɜɥɹɸɳɟɝɨ ɦɨɞɭɥɹ RED, ɚ 
ɬɚɤɠɟ ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɢɯ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɝɢɛɪɢɞɧɵɣ ɩɨɞɯɨɞ ɢɥɢ ɤɚɤ 
ɟɝɨ ɟɳɟ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨ-ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɣ. 

Ƚиɛɪиɞɧыɣ ɩɨɞхɨɞ ɤ ɦɨɞɟɥиɪɨваɧию 
ȼ ɝɢɛɪɢɞɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɤɚɤ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵɟ, ɬɚɤ ɢ ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɟ ɚɫɩɟɤɬɵ 

ɩɨɜɟɞɟɧɢɹ.  
ɉɪɢɱɢɧɵ ɝɢɛɪɢɞɧɨɝɨ ɩɨɜɟɞɟɧɢɹ: 

 ɋɨɜɦɟɫɬɧɨɟ ɮɭɧɤɰɢɨɧɢɪɨɜɚɧɢɟ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵɯ ɢ ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɯ ɨɛɴɟɤɬɨɜ; 
 Иɡɦɟɧɟɧɢɟ ɫɨɫɬɚɜɚ ɫɢɫɬɟɦɵ; 
 Ɇɝɧɨɜɟɧɧɵɟ ɤɚɱɟɫɬɜɟɧɧɵɟ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɜ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɦ ɨɛɴɟɤɬɟ. 

Ƚɢɛɪɢɞɧɵɟ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɨɠɧɨ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶ ɤɚɤ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨ-ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵɟ ɢɥɢ ɤɚɤ 
ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨ-ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɟ.  

Ɍɚɤ ɤɚɤ ɪɚɧɟɟ ɜ ɧɚɲɟɦ ɤɨɥɥɟɤɬɢɜɟ ɛɵɥɚ ɪɚɡɪɚɛɨɬɚɧɚ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚɹ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ 
ɭɩɪɚɜɥɹɸɳɟɝɨ ɦɨɞɭɥɹ, ɬɨ ɞɨɛɚɜɢɦ ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɟ ɷɥɟɦɟɧɬɵ. 

ȼ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵɯ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢɯ ɦɨɞɟɥɹɯ  ɡɚɞɚɜɚɬɶ ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɟ ɫɨɛɵɬɢɹ ɦɨɠɧɨ 
ɫɥɟɞɭɸɳɢɦɢ ɫɨɫɬɚɜɥɹɸɳɢɦɢ: 

 ɇɚɱɚɥɶɧɵɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɢɥɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɜ ɩɪɚɜɵɯ ɱɚɫɬɹɯ; 
 Фɨɪɦɭ ɩɪɚɜɵɯ ɱɚɫɬɟɣ; 
 Чɢɫɥɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ. 

ɋɤɚɱɤɨɨɛɪɚɡɧɨɟ ɢɡɦɟɧɟɧɢɟ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɦɨɠɧɨ ɨɩɢɫɚɬɶ ɤɚɤ ɫɦɟɧɭ ɧɚɱɚɥɶɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɣ ɜ 
ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɧɨɜɨɣ ɫɢɫɬɟɦɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ. ȼ ɪɚɦɤɚɯ ɝɢɛɪɢɞɧɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɬɶ 
ɢɧɞɢɤɚɬɨɪɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɜɢɞɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɜɤɥɸɱɟɧɢɣ Ɍɨ ɟɫɬɶ ɫɢɫɬɟɦɚ ɫ 
ɢɡɦɟɧɹɸɳɟɣɫɹ ɩɪɚɜɨɣ ɱɚɫɬɶɸ ɡɚɦɟɧɹɟɬɫɹ ɧɟ ɢɡɦɟɧɹɸɳɟɣɫɹ ɩɪɚɜɨɣ ɱɚɫɬɶɸ ɢ 
ɦɟɧɹɸɳɢɦɢɫɹ ɧɚɱɚɥɶɧɵɦɢ ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ.  
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əɡыɤ ɦɨɞɟɥиɪɨваɧия Modelica 
Ɋɚɡɪɚɛɨɬɱɢɤɨɦ ɹɡɵɤɚ MoНОlТМa ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɟɤɨɦɦɟɪɱɟɫɤɚɹ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɹ MoНОlТМa. 

Дɚɧɧɵɣ ɹɡɵɤ ɨɬɧɨɫɢɬɫɹ ɤ ɨɛɴɟɤɬɧɨ-ɨɪɢɟɧɬɢɪɨɜɚɧɧɵɦ ɹɡɵɤɚɦ ɮɢɡɢɱɟɫɤɨɝɨ 
ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ. 

Ɉɫɧɨɜɨɣ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ ɜ Modelica ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɤɥɚɫɫɵ. Кɥɚɫɫ ɫɨɞɟɪɠɢɬ ɩɨɥɹ, ɦɟɬɨɞɵ ɢ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɫɜɹɡɵɜɚɸɳɢɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ ɞɪɭɝ ɫ ɞɪɭɝɨɦ. Кɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɢ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ ɞɨɥɠɧɨ ɛɵɬɶ ɪɚɜɧɵɦ. ɉɨɥɹ ɦɨɝɭɬ ɢɦɟɬɶ ɪɚɡɧɵɟ ɬɢɩɵ ɢɡɦɟɧɱɢɜɨɫɬɢ: 
ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, ɩɚɪɚɦɟɬɪ, ɩɟɪɟɦɟɧɧɚɹ. ȼ ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɩɨɥɹ ɜ ɤɥɚɫɫɟ ɦɨɝɭɬ ɜɵɫɬɭɩɚɬɶ ɨɛɴɟɤɬ 
ɜɫɬɪɨɟɧɧɵɯ ɢ ɩɨɥɶɡɨɜɚɬɟɥɶɫɤɢɯ ɬɢɩɨɜ. Кɥɚɫɫɵ ɨɛɥɚɞɚɸɬ ɫɜɨɣɫɬɜɨɦ ɧɚɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ. 

Modelica ɩɨɞɞɟɪɠɢɜɚɟɬ ɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɭɸ ɢ ɝɢɛɪɢɞɧɭɸ ɩɚɪɚɞɢɝɦɵ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɜ ɹɡɵɤɟ 
ɩɪɢɫɭɬɫɬɜɭɸɬ ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɟ ɷɥɟɦɟɧɬɵ. 

əɡɵɤ Modelica ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ ɤɚɤ ɤɨɦɦɟɪɱɟɫɤɢɦɢ, ɬɚɤ ɢ ɨɬɤɪɵɬɵɦɢ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɹɦɢ. 
ɉɨɫɬɪɨɟɧиɟ ɝиɛɪиɞɧɨɣ ɦɨɞɟɥи 

Дɥɹ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɝɢɛɪɢɞɧɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ: 
 Ɂɚɩɢɫɚɬɶ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɭɸ ɦɨɞɟɥɶ ɞɥɹ ɤɚɠɞɨɝɨ ɫɨɫɬɨɹɧɢɹ ɞɥɹ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚ TCP ɢ 

ɦɟɯɚɧɢɡɦɚ RED [1,2]; 
 Ɂɚɦɟɧɢɬɶ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ ɤɭɫɨɱɧɨ-ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɦɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ ɧɚ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫ 

ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦɢ ɧɚɱɚɥɶɧɵɦɢ ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ; 
 Ɂɚɩɢɫɚɬɶ ɞɢɚɝɪɚɦɦɭ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ (ɪɢɫ.1, ɪɢɫ.2). 

 
Ɋɢɫ. 1. Дɢɚɝɪɚɦɦɚ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ TCP 

Дɢɚɝɪɚɦɦɭ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ TCP ɦɨɠɧɨ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɬɶ ɜ ɩɪɨɝɪɚɦɦɭ ɧɚ ɹɡɵɤɟ Modelica. 

 
Ɋɢɫ. 2. Дɢɚɝɪɚɦɦɚ ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ RED 
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Ɇɨɞɟɥɶ RED ɢɦɟɟɬ ɬɨɥɶɤɨ ɨɞɧɨ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ ɩɪɢ ɫɪɚɜɧɟɧɢɢ ɫ ɦɨɞɟɥɶɸ 
TCP ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɛɨɥɟɟ ɩɪɨɫɬɨɣ ɢɡ-ɡɚ ɨɬɫɭɬɫɬɜɢɹ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɢ ɤɨɞɢɪɨɜɚɬɶ ɩɟɪɟɯɨɞɵ ɦɟɠɞɭ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɹɦɢ. 

Ɉɛщая ɫхɟɦа  
ȼɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɟ ɦɨɞɭɥɹ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɬɪɚɮɢɤɨɦ ɢ ɢɫɬɨɱɧɢɤɚ TCP ɩɨɫɬɪɨɢɦ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ 

ɩɪɨɫɬɟɣɲɟɣ ɝɚɧɬɟɥɶɧɨɣ ɬɨɩɨɥɨɝɢɢ, ɤɨɬɨɪɚɹ ɩɪɢ ɜɫɟɣ ɫɜɨɟɣ ɩɪɨɫɬɨɬɟ ɜ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨɣ ɦɟɪɟ 
ɨɩɢɫɵɜɚɟɬ ɩɪɢɧɰɢɩɢɚɥɶɧɵɟ ɷɥɟɦɟɧɬɵ ɧɚɲɟɣ ɦɨɞɟɥɢ.  

ȼ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɹ ɧɚɲɟɣ ɦɨɞɟɥɢ ɧɚ ɹɡɵɤɟ Modelica ɦɚɪɲɪɭɬɢɡɚɬɨɪɵ ɜɵɫɬɭɩɚɸɬ ɥɢɲɶ ɜ 
ɪɨɥɢ ɫɨɟɞɢɧɢɬɟɥɟɣ, ɧɟ ɧɟɫɹ ɧɢɤɚɤɨɣ ɞɪɭɝɨɣ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɶɧɨɫɬɢ. Ɇɨɞɭɥɶ RED ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ 
ɤɚɤ ɨɬɞɟɥɶɧɵɣ ɤɥɚɫɫ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɜɜɟɞɟɧɵ ɫɨɟɞɢɧɟɧɢɹ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɞɥɹ ɡɚɞɚɧɢɹ ɡɚɞɟɪɠɟɤ ɜ ɫɟɬɢ. 

Вывɨɞы 
ɉɪɢɦɟɧɟɧɢɟ ɝɢɛɪɢɞɧɨɝɨ ɩɨɞɯɨɞɚ ɞɚɟɬ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ ɩɨɫɬɪɨɢɬɶ ɩɪɨɫɬɭɸ ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɭɸ 

ɦɨɞɟɥɶ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɦɨɞɭɥɹ RED ɢ ɢɫɬɨɱɧɢɤɚ TCP. ɉɨɥɭɱɟɧɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɢɦɟɟɬ 
ɛɨɥɶɲɨɣ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥ ɤ ɪɚɫɲɢɪɟɧɢɸ, ɞɚɟɬ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɶ ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɬɶ ɪɚɡɥɢɱɧɵɟ ɜɢɞɵ TCP ɢ 
RED, ɚ ɬɚɤɠɟ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɵɣ ɩɨɞɯɨɞ ɦɨɠɧɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɩɪɢ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɟ ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɝɨ 
ɢ ɚɧɚɥɢɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ. 
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A discrete simulation model and a continuous analytical model were created to study and 

verify a mathematical model of the traffic control module RED developed by the research 

team. Because the implementations created аeren’t entirelв satisfactorв for various reasons 
we set a problem to develop a more adequate simulation model. It was decided to use a 

hybrid approach to construct the model of a router's control module. The physical modeling 

language Modelica and the compiler OpenModelica were used for computer 

implementation of the model. 
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ИɋɉɈɅЬɁɈВАɇИȿ ɋɈɋɌАВɇЫХ ɋɌАȻИɅИɁАɌɈɊɈВ В 

ФɍɇɄЦИɈɇАɅȿ ɌИХɈɇɈВА ɉɊИ ɊȿɒȿɇИИ ɈȾɇɈɃ 
ɈȻɊАɌɇɈɃ ɁАȾАЧИ ФИɁИɄИ ɉɅАɁɆЫ 
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Рɟшɟɧиɟ иɧɬɟɝɪаɥьɧɨ ɭɪаɜɧɟɧия Фɪɟɞɝɨɥьɦа ɩɟɪɜɨɝɨ ɪɨɞа ɫ ɫɨɫɬаɜɧыɦи 
ɫɬаɛиɥиɡаɬɨɪаɦи ɜ ɮɭɧɤɰиɨɧаɥɟ Тихɨɧɨɜа. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɧɟɤɨɪɪɟɤɬɧɵɟ ɡɚɞɚɱɢ, ɦɟɬɨɞ ɪɟɝɭɥɹɪɢɡɚɰɢɢ Тɢɯɨɧɨɜɚ, ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 
ɷɥɟɤɬɪɨɧɨɜ ɩɨ ɷɧɟɪɝɢɹɦ, ɧɟɪɚɜɧɨɜɟɫɧɚɹ ɩɥɚɡɦɚ. 

ɉɨɫɬанɨвка ɡаɞачи 
Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɷɥɟɤɬɪɨɧɨɜ ɩɨ 

ɷɧɟɪɝɢɹɦ ɩɪɢ ɟɟ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɢ ɨɬ ɦɚɤɫɜɟɥɥɨɜɫɤɨɣ, ɱɬɨ ɚɤɬɭɚɥɶɧɨ ɞɥɹ ɢɡɭɱɟɧɢɹ ɫɢɥɶɧɨ 
ɧɟɪɚɜɧɨɜɟɫɧɨɣ ɩɥɚɡɦɵ. Ɋɟɲɟɧɢɟ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɷɤɜɢɜɚɥɟɧɬɧɨ ɪɟɲɟɧɢɸ 
ɢɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɩɟɪɜɨɝɨ ɪɨɞɚ, ɫɜɹɡɵɜɚɸɳɟɝɨ ɢɫɤɨɦɭɸ ɮɭɧɤɰɢɸ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ 
ɷɥɟɤɬɪɨɧɨɜ ɩɥɚɡɦɵ ɩɨ ɷɧɟɪɝɢɹɦ ɫɨ ɫɩɟɤɬɪɨɦ ɬɨɪɦɨɡɧɨɝɨ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ Д1]. Зɚɞɚɱɚ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɟɬɫɹ ɨɬɫɭɬɫɬɜɢɟɦ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɫɬɢ ɩɨ ɧɚɱɚɥɶɧɵɦ ɞɚɧɧɵɦ. 

Ɉɫнɨвная чаɫɬь 
Мɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ ɢɧɬɟɝɪɚɥɶɧɵɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟɦ Фɪɟɞɝɨɥɶɦɚ ɩɟɪɜɨɝɨ 

ɪɨɞɚ �� ≡ ∫�ሺ�, �ሻ�ሺ�ሻ�� =  ��ሺ�ሻ, ܿ ≤ � ≤ �                                  ሺ1ሻ
�  

Зɞɟɫɶ �ሺ�ሻ - ɢɡɦɟɪɟɧɧɵɣ ɞɟɬɟɤɬɨɪɨɦ ɫɩɟɤɬɪ, �ሺ�, �ሻ - ɢɡɜɟɫɬɧɚɹ ɚɩɩɚɪɚɬɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ, �ሺ�ሻ - ɢɫɯɨɞɧɵɣ ɫɩɟɤɬɪ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɢɬɶ. 
ɇɚ ɩɪɚɤɬɢɤɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɟ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɱɚɫɬɨ ɢɳɭɬ ɜ ɜɢɞɟ 

ɷɤɫɬɪɟɦɚɥɢ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ Тɢɯɨɧɨɜɚ ɫɨ ɫɬɚɛɢɥɢɡɚɬɨɪɨɦ ɩɟɪɜɨɝɨ 
                                ��[�] = ||�� − ��||�2ଶ  +  �||�� ′||�2ଶ           (2) 

ɢɥɢ ɜɬɨɪɨɝɨ 
                                ��[�] = ||�� − ��||�2ଶ  +  �||�� ′′||�2ଶ           (3) 

ɩɨɪɹɞɤɚ.  
В ɩɪɢɜɟɞɟɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɟ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɢɫɤɚɬɶ ɜ ɜɢɞɟ 

ɷɤɫɬɪɟɦɚɥɢ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ Тɢɯɨɧɨɜɚ ɫɨ ɫɬɚɛɢɥɢɡɚɬɨɪɨɦ ɜ ɜɢɞɟ ɥɢɧɟɣɧɨɣ ɤɨɦɛɢɧɚɰɢɢ 
ɫɬɚɛɢɥɢɡɚɬɨɪɨɜ ɩɟɪɜɨɝɨ ɢ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ: 

                           ��[�] = ||�� − ��||�2ଶ  + �ଵ||��′||�2ଶ  + �ଶ||��′′||�2ଶ           (4) 
Дɥɹ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ (4) ɩɨɥɭɱɟɧɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ Эɣɥɟɪɚ, ɪɟɲɟɧɢɟ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɢɫɤɨɦɨɣ 

ɷɤɫɬɪɟɦɚɥɶɸ Д2]. Пɚɪɚɦɟɬɪɵ ɪɟɝɭɥɹɪɢɡɚɰɢɢ �ଵ ɢ �ଶ ɧɚɣɞɟɧɵ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɞɥɹ 
ɧɟɜɹɡɤɢ. 

Иɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ (4) ɜ ɦɨɞɟɥɶɧɵɯ ɡɚɞɚɱɚɯ ɩɨɤɚɡɵɜɚɟɬ, ɱɬɨ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɧɵɣ 
ɫɩɨɫɨɛ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɜ ɪɹɞɟ ɫɥɭɱɚɟɜ ɡɚ ɫɱɟɬ ɲɢɪɨɤɢɯ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɟɣ ɤɨɦɛɢɧɢɪɨɜɚɧɢɹ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɪɟɝɭɥɹɪɢɡɚɰɢɢ �ଵ ɢ �ଶ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɥɭɱɲɟɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɟ ɬɨɱɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ, ɱɟɦ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɨɜ (2) ɢɥɢ (3). 

Дɥɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɩɨɥɭɱɟɧɨ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɟ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ 
ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ (4). 
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ɉɊɂȻɅɂɀЕɇɇɈЕ ɍɋɌɈɃЧɂВɈЕ ЧɂɋɅЕɇɇɈЕ ɊЕɒЕɇɂЕ 
ɂɇɌЕȽɊАɅЬɇɈȽɈ ɍɊАВɇЕɇɂə ɉЕɊВɈȽɈ ɊɈȾА ɋ 

ɂɋɉɈɅЬɁɈВАɇɂЕɆ ВЕɋɈВЫХ ФɍɇɄɐɂɃ В 
ɋɌАȻɂɅɂɁАɌɈɊЕ ФɍɇɄɐɂɈɇАɅА ɌɂХɈɇɈВА 
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Иɫɩɨɥьɡɨɜаɧиɟ ɜɟɫɨɜых ɮɭɧɤɰиɣ ɪаɡɧɨɝɨ ɜиɞа ɜ ɫɬаɛиɥиɡаɬɨɪɟ ɮɭɧɤɰиɨɧаɥа 
Тихɨɧɨɜа ɞɥя ɪɟшɟɧия иɧɬɟɝɪаɥьɧɨɝɨ ɭɪаɜɧɟɧия. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɧɟɤɨɪɪɟɤɬɧɵɟ ɡɚɞɚɱɢ, ɦɟɬɨɞ ɪɟɝɭɥɹɪɢɡɚɰɢɢ Тɢɯɨɧɨɜɚ, ɜɟɫɨɜɵɟ 
ɮɭɧɤɰɢɢ, ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɷɥɟɤɬɪɨɧɨɜ ɩɨ ɷɧɟɪɝɢɹɦ, ɩɥɚɡɦɚ ЭЦɊ-ɪɚɡɪɹɞɚ ɧɢɡɤɨɝɨ 
ɞɚɜɥɟɧɢɹ. 

ɉɨɫɬаɧɨвка ɡаɞачи 
Иɫɫɥɟɞɨɜɚɧɚ ɡɚɞɚɱɚ ɢɡɭɱɟɧɢɹ ɰɢɤɥɨɬɪɨɧɧɨ-ɪɟɡɨɧɚɧɫɧɨɝɨ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɱɚɫɬɢɰ 

ɩɥɚɡɦɵ ɫɨ ɫɜɟɪɯɜɵɫɨɤɨɱɚɫɬɨɬɧɵɦɢ ɩɨɥɹɦɢ ɜ ɧɟɨɞɧɨɪɨɞɧɨɦ ɦɚɝɧɢɬɧɨɦ ɩɨɥɟ ɫ ɰɟɥɶɸ 
ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɧɨɝɨ ɫɨɫɬɚɜɚ ɩɥɚɡɦɵ ɪɚɡɪɹɞɚ ɢ ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ 
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɷɥɟɤɬɪɨɧɨɜ ɩɨ ɷɧɟɪɝɢɹɦ (ФɊЭЭ). ФɊЭЭ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɩɨ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦ ɫɩɟɤɬɪɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɯ ɢɡɦɟɪɟɧɢɣ. Вɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɟ ФɊЭЭ ɩɨ ɢɡɦɟɪɟɧɧɨɦɭ 
ɫɩɟɤɬɪɭ ɬɨɪɦɨɡɧɨɝɨ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ ɬɪɟɛɭɟɬ ɪɟɲɟɧɢɹ ɢɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɩɟɪɜɨɝɨ ɪɨɞɚ �� ≡ ∫�ሺ�, �ሻ�ሺ�ሻ�� =  ��ሺ�ሻ, ܿ ≤ � ≤ �

�                                  ሺ1ሻ 
ɝɞɟ �ሺ�ሻ – ɢɫɤɨɦɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ Д1]. В ɩɪɚɜɨɣ ɱɚɫɬɢ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ – ɢɡɦɟɪɟɧɧɵɣ ɫɩɟɤɬɪ 
ɬɨɪɦɨɡɧɨɝɨ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ. Тɚɤɚɹ ɡɚɞɚɱɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɟɤɨɪɪɟɤɬɧɨ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ (ɧɟɭɫɬɨɣɱɢɜɨɣ) 
ɢ ɬɪɟɛɭɟɬ ɫɩɟɰɢɚɥɶɧɵɯ ɦɟɬɨɞɨɜ ɪɟɲɟɧɢɹ [2]. 

Ɉɫɧɨвɧая чаɫɬь 
Пɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɟ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɩɨɥɭɱɟɧɨ ɦɢɧɢɦɢɡɚɰɢɟɣ 

ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ Тɢɯɨɧɨɜɚ Д2]: 
   ��[�] = ||�� − ��||�2ଶ  +  �Ω[�]               (2) 

ɝɞɟ ɬɢɯɨɧɨɜɫɤɢɣ ɫɬɚɛɢɥɢɡɚɬɨɪ ΩДг] ɪɚɜɟɧ Ω[�] =  ∫ (∑��ሺ�ሻ ቆ �����ቇଶ�
�=ଵ )��

�                                         ሺ3ሻ 
ɚ ɜɟɫɨɜɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ��ሺ�ሻ, � = 1, . . . , � ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵ ɢ ɧɟɨɬɪɢɰɚɬɟɥɶɧɵ. ȿɫɥɢ ɧɟɬ 
ɫɩɟɰɢɚɥɶɧɵɯ ɨɫɧɨɜɚɧɢɣ ɞɥɹ ɜɵɛɨɪɚ ɜɟɫɨɜɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ, ɢɯ ɨɛɵɱɧɨ ɩɨɥɚɝɚɸɬ ɬɨɠɞɟɫɬɜɟɧɧɨ 
ɪɚɜɧɵɦɢ ɟɞɢɧɢɰɟ. Ɉɞɧɚɤɨ ɜ ɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ, ɤɨɝɞɚ ɢɡɜɟɫɬɧɚ ɧɟɤɨɬɨɪɚɹ ɚɩɪɢɨɪɧɚɹ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɹ 
ɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɟ ɜɨɫɫɬɚɧɚɜɥɢɜɚɟɦɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɤɨɝɞɚ ɢɦɟɟɬɫɹ ɨɰɟɧɤɚ ɟɟ ɩɨɜɟɞɟɧɢɹ, ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ 
ɰɟɥɟɫɨɨɛɪɚɡɧɵɦ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɜɟɫɨɜɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɨɬɥɢɱɧɵɟ ɨɬ ɤɨɧɫɬɚɧɬ. Тɚɤɨɣ ɩɨɞɯɨɞ 
ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɢɡɛɟɠɚɬɶ “ɪɚɜɧɨɦɟɪɧɨɝɨ” ɞɟɣɫɬɜɢɹ ɪɟɝɭɥɹɪɢɡɢɪɭɸɳɟɝɨ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ ɧɚ 
ɢɫɤɨɦɭɸ ɮɭɧɤɰɢɸ ɡɚ ɫɱɟɬ ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɨɝɨ ɷɮɮɟɤɬɚ, ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɦɨɝɨ ɜɟɫɨɜɨɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ – 
ɨɫɥɚɛɥɹɸɳɟɝɨ, ɢɥɢ ɧɚɨɛɨɪɨɬ, ɭɫɢɥɢɜɚɸɳɟɝɨ. Кɪɨɦɟ ɬɨɝɨ, ɜɟɫɨɜɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɪɹɞɟ 
ɫɥɭɱɚɟɜ ɩɨɡɜɨɥɹɸɬ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɫɬɚɛɢɥɢɡɚɬɨɪɵ ɧɢɡɤɢɯ ɩɨɪɹɞɤɨɜ, ɱɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɨ 
ɭɩɪɨɳɚɟɬ ɜɢɞ ɜɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɵɯ ɮɨɪɦɭɥ, ɫɨɯɪɚɧɹɹ ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɪɟɝɭɥɹɪɢɡɢɪɭɸɳɢɟ ɫɜɨɣɫɬɜɚ 
ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ. 
Пɪɟɞɥɨɠɟɧɧɵɣ ɦɟɬɨɞ ɜɟɪɢɮɢɰɢɪɨɜɚɧ ɧɚ ɦɨɞɟɥɶɧɵɯ ɡɚɞɚɱɚɯ. Сɪɚɜɧɟɧɢɟ ɩɨ ɬɨɱɧɨɫɬɢ 
ɪɚɡɧɵɯ ɫɩɨɫɨɛɨɜ ɩɨɥɭɱɟɧɢɹ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɝɨ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ – ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ 
ɜɟɫɨɜɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɢ ɛɟɡ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɜɟɫɨɜɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ – ɩɨɤɚɡɵɜɚɟɬ ɜɢɞɢɦɵɣ ɷɮɮɟɤɬ 
ɦɟɬɨɞɚ.  

Дɥɹ ɢɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɩɨɥɭɱɟɧɨ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɟ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМИ ПОТЕНЦИАЛАМИ  

Гусев А.А., Хай Л.Л., Виницкий С.И., Чулуунбаатар О.  

Объединённый институт ядерных исследований, г. Дубна, gooseff@jinr.ru 

Представлен анализ решений задачи на собственные значения волноводного типа 

для системы ОДУ с кусочно-постоянными коэффициентами на оси. Дано 

сравнение результатов, полученных решением краевой задачи методом конечных 

элементов на конечном интервале и используя представления собственных 

функций на оси в виде линейных комбинаций фундаментальных решений, 

зависящих от спектрального параметра E, с неизвестными коэффициентами. 
Ключевые слова: задача на собственные значения, система ОДУ, метод конечных 
элементов. 

Введение 
Рассмотрим задачу на собственные значения для системы N обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ОДУ) типа [1] 
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где I – единичная матрица, V(z) – матрица кусочно-постоянных потенциалов 
размерностью N×N,   

     Vij(z) = Vji(z)={Vij;1, z ≤ z1; Vij;2, z ≤ z2; . . . ; Vij;k−1, z ≤ zk−1; Vij;k, z > zk−1}.                (2) 

Набор собственных значений E: E1≤E2≤…≤Et≤…<0 и соответствующих собственных 
вектор-функций   Φt(z)=(Φ1t(z), Φ2t(z), ... , ΦNt(z))T, экспоненциально убывающих на 
бесконечном интервале z ∈ (−∞, +∞) и ортонормированных условием (1) при zmin→−∞ и 
zmax→+∞, можно вычислить используя представления искомых собственных функций в 
виде линейных комбинаций тригонометрических и экспоненциальных функций, 
зависящих от спектрального параметра E, с неизвестными коэффициентами. При этом 
набор искомых собственных значений вычисляется из дисперсионного уравнения, а 
неизвестные коэффициенты из системы алгебраических уравнений, что является 
достаточно сложной задачей при больших N и/или k. В этом случае возможно 
приближённое решение задачи методом конечных элементов (МКЭ) на конечном 
интервале с краевыми условиями первого, второго или третьего рода, которые 
аппроксимируют асимптотические краевые условия исходной задачи на оси. 
Эффективность применения МКЭ, реализованного в виде программы KANTBP 4M, 
демонстрируется на ряде примеров [2] и разъясняется в данной работе на одном из них. 

1. Решение задачи сшивкой фундаментальных решений 
 Для проверки точности работы программы KANTBP 4M была реализована в Maple [3] 
вспомогательная программа исходной задачи (1)-(2) на собственные значения на оси. 
Ниже дано описание алгоритма для вычисления спектра при vpot(i,j,1)=vpot(i,j,k)=0, i≠j: 

 Шаг 1. На интервалах z≤z1 и z≥zk−1 вычисляются асимптотические вектор-функции с 

компонентами Φi(z≤z1)=Aiexp((Vii;1–E)1/2z) и Φi(z≥zk−1)=Ai+Nexp((Vii;k–E)1/2z), i=1, 2, … N, 

зависящие от спектрального параметра E с неизвестными коэффициентами Ai, i=1,...,2N.  
 Шаг 2. На каждом из внутренних подынтервалов z∈[zm-1,zm], где   m пробегает 
значения m=2,…,k-1, ищется общее решение Φ(z∈[zm-1,zm])=(Φ1(z), Φ2(z), ... , ΦN(z))T 
системы ОДУ с постоянными коэффициентами Vij;m,  зависящее от спектрального 
параметра E и 2N коэффициентов C2N(m-2)+1 ,…, C2N(m-1).   
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 Шаг 3. Приравнивание решений, полученных на шагах 1 и 2 в граничных точках 
соответствующих подынтервалов, вместе с их производными приводит к системе 2Nk 
нелинейных уравнений с тригонометрическими и экспоненциальными функциями, 
зависящими от искомого спектрального параметра E, и линейной относительно 2N 
неизвестных коэффициентов (из них 2N коэффициентов из асимптотических решений 
2N(k-1) коэффициентов из общих решений системы ОДУ на каждом из внутренних 
интервалов. Для того, чтобы вычислять только нетривиальные решения, в систему 
уравнений добавляем условие, что сумма квадратов коэффициентов C1, …, C2N равна 
единице. В результате получена система достаточно сложных нелинейных уравнений. 
 Шаг 4. Полученная система 2Nk+1 нелинейных уравнений относительно 2Nk+1 
неизвестных решается численно с помощью встроенной процедуры fsolve. Чтобы 
итерационный процесс решения нелинейной задачи сходился к различным значениям 
спектрального параметра E, начальные условия для неизвестных коэффициентов в 
системе нелинейных уравнений генерируются случайным образом с помощью 
встроенной процедуры rand, при этом процедура решения fsolve запускается 
необходимое число раз.  Задание случайных начальных условий для решения системы 
нелинейных уравнений было выбрано исходя из предположения, что заранее они не 
известны и можно указать только границы интервала изменения спектрального 
параметра [1]. 

2. Решение задачи МКЭ 
 Поскольку собственные функции дискретного спектра экспоненциально убывают при 
z → ∞, то исходная задача редуцируется к задаче на собственные значения для системы 
ОДУ (1)-(2) на конечном интервале z ∈ (zmin, zmax) с граничными условиями Дирихле или 
Неймана в граничных точках zmin<z1 и zmax>zk−1 интервала и условием нормировки, 
которая численно решается методом конечных элементов с помощью программы 
KANTBP 4M [2], реализованной в системе Maple [3]. Возможно также применение 
граничных условий третьего рода, следующих из асимптотического разложения 
решения при zmin<z1 и zmax>zk−1, что позволяет редуцировать интервал до z ∈ (z1, zk-1).   На 
рис. 1 показан искомый набор вычисленных собственных функций и собственных 
значений краевой задачи на конечном интервале zmin=−12 и zmax=12, аппроксимирующей 
исходную задачу (1)   для системы трёх ОДУ с условием нормировки на интервале z ∈ 
(−∞,+∞) при k=3, 
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Для решения задачи была выбрана неравномерная конечноэлементная сетка zmin= − 12, 
hj=1,...,10=1, hj=11,...,20=0.4, hj=21,...,30=1, zmax=12 с эрмитовыми элементами седьмого порядка 
(κmax=2,p=3,p’=7), сохраняющими непрерывность первой производной в приближённых 
решениях с точностью (O(hp’+1)). Погрешность δEt = |Eh

t – Et| набора собственных 
значений Et задачи на оси и на вышеуказанной конечноэлементной сетке с граничными 
условиями Дирихле не хуже 10−9 при вычислениях с Digits=12 значащими цифрами.  
 Таким образом, с помощью программы KANTBP 4M можно вычислить с высокой 
точностью набор собственных значений Eh

t и собственных функций Φh
t на 

конечноэлементной сетке, а затем вычислить соответствующий набор коэффициентов 
(A1,..., A2N, C1, ..., C2N(k-1)).  Полученные наборы собственных значений и коэффициентов 
можно использовать в качестве начальных приближений для вычисления набора 
собственных значений и собственных функций на всей оси из раздела 1. В результате 
имеем оценку погрешности приближённой редукции задачи из бесконечной области в 
конечную, что позволяет также уточнить границы интервала конечноэлементной сетки.  
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Рис. 1. Собственные функции Φt(z)=(Φ1t(z), Φ2t(z), Φ3t(z))T и собственные значения (Et = 

eigvt, t=1,..,5) краевой задачи с условиями первого рода на конечном интервале для 
системы трёх ОДУ (1)–(3). 

Выводы 
Исследована математическая модель и дан анализ решений задачи на собственные 

значения на оси, редуцированной к краевой задаче для системы ОДУ второго порядка на 
конечном интервале с кусочно-постоянными потенциалами, подобная модели 
поперечных мод волноводного типа [1]. Численным экспериментом показано, что 
решение редуцированной краевой задачи на конечном интервале с помощью программы 
KANTBP 4M [2] точностью 10−9 совпадает с решением исходной задачи на оси. 
Работа поддержана РФФИ (грант 14-01-00420). 

Литература 
1. Gevorkyan M. N., Kulyabov D. S., Lovetskiy K. P., Sevastyanov A. L. and Sevastyanov L. A. 
Waveguide modes of a planar optical waveguide // Mathematical modeling and geometry. –
Vol. 3. – N. 1 – 2015 – Pp. 43–63. 
2. Гусев А.А., Хай Л.Л., Чулуунбаатар О., Виницкий С.И., Программа KANTBP 4M 
решения краевых задач для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка, 2015 – http://wwwinfo.jinr.ru/programs/jinrlib/kantbp4m.  
3. Maple // [http://www.maplesoft.com.] 
 

SOLUTION OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH 

CONSTANT-PIECEWISE POTENTIALS 

Gusev A.A., Hai L.L., Vinitsky S.I., Chuluunbaatar O. 

Joint Institute for Nuclear Research, Dubna, gooseff@jinr.ru 

The analysis of the solutions of the problem on the eigenvalues of the waveguide type of 

ODE systems with piecewise constant coefficients on the axis. A comparison of the results 

obtained by the solution of the boundary value problem on a finite interval by the finite 

element  and using  representations of eiegenfunctions on the axis in the form  a linear 

combination of fundamental solutions, depending on the spectral parameter E, with 

unknown coefficients. 
Кеу words: eigenvalue problem, the ODE system, the finite element method.  
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ɍɋɌɈɃЧɂВЫɃ АɅȽɈɊɂɌɆ ɉɈɋɌɊɈЕɇɂə 
ȾɂɋɉЕɊɋɂɈɇɇЫХ ɄɊɂВЫХ ɆɇɈȽɈɋɅɈɃɇɈȽɈ 

ȾɂЭɅЕɄɌɊɂЧЕɋɄɈȽɈ ɉɅАɇАɊɇɈȽɈ ВɈɅɇɈВɈȾА.  
Дашицыɪенɨв Ƚ.Д. 

 Рɨɫɫиɣɫɤиɣ ɭнивеɪɫитет ɞɪɭɠбы наɪɨɞɨв, genin_d@mail.ru 

В хɨɞɟ ɧахɨɠɞɟɧия ɞиɫɩɟɪɫиɨɧɧых ɤɪиɜых ɦɧɨɝɨɫɥɨɣɧɨɝɨ ɞиɷɥɟɤɬɪичɟɫɤɨɝɨ 
ɩɥаɧаɪɧɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞа ɜ ɦɨɞɟɥи аɞиаɛаɬичɟɫɤих ɜɨɥɧɨɜɨɞɧых ɦɨɞ ɜɨɡɧиɤаɟɬ ɡаɞача 
ɦɧɨɝɨɷɤɫɬɪɟɦаɥьɧɨɣ ɨɩɬиɦиɡаɰии, ɞɥя ɟё ɪɟшɟɧия ɛыɥ ɦɨɞиɮиɰиɪɨɜаɧ ɦɟɬɨɞ 
ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɟчɟɧия. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ, ɢɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚɹ ɨɩɬɢɤɚ, ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɹ, 
ɷɥɟɤɬɪɨɞɢɧɚɦɢɤɚ. 

Ввɟɞɟɧиɟ  
Ɉɞɧɨɣ ɢɡ ɩɨɞɡɚɞɚɱ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɯ ɦɧɨɝɨɫɥɨɣɧɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ 
ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɢɫɩɟɪɫɢɨɧɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɤɨɬɨɪɨɟ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɭɫɬɚɧɨɜɢɬɶ ɧɚɛɨɪ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ, ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɵɯ ɜɨɡɦɨɠɧɨ ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɟɧɢɟ ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɨɝɨ ɩɨɥɹ ɜ ɜɢɞɟ 
ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɯ ɦɨɞ. 

 Ɉɫɧɨвɧая чаɫɬь 
В ɦɨɞɟɥɢ ɚɞɢɚɛɚɬɢɱɟɫɤɢɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɯ ɦɨɞ [1,2] ɞɢɫɩɟɪɫɢɨɧɧɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬ 
ɫɨɛɨɣ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɬɨɥɳɢɧɵ ℎሺݕ,  ሻݖ
ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɝɨ ɫɥɨɹ ɢ ɬɪɚɧɫɰɟɧɞɟɧɬɧɨɟ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚ ɮɚɡɨɜɨɝɨ ɡɚɦɟɞɥɟɧɢɹ �ሺݕ, �ሻ: �݁�ሺݖ (݀, �, �௬, �௭, ℎ, �ℎ�ݕ , �ℎ�ݖ)ሻ = 0 

Мɚɬɪɢɰɚ � ɢɦɟɟɬ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶ 12 ɧɚ 12 ɢ  ɟё ɷɥɟɦɟɧɬɵ ɬɚɤɠɟ ɡɚɜɢɫɹɬ ɨɬ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ 
ɩɪɟɥɨɦɥɟɧɢɹ ɫɥɨёɜ ��, �� , �� , �� . В ɫɥɭɱɚɟ ɱɟɬɵɪёɯɫɥɨɣɧɨɝɨ ɩɥɨɫɤɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɡɧɚɱɢɬɟɥɶɧɨ ɭɩɪɨɳɚɟɬɫɹ: �݁�ሺ�ሺ�, ݀, ℎሻሻ = 0 
 ɝɞɟ d- ɬɨɥɳɢɧɚ ɩɟɪɜɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɝɨ ɫɥɨɹ ɢ h- ɬɨɥɳɢɧɚ ɜɬɨɪɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɝɨ ɫɥɨɹ.  
Дɢɫɩɟɪɫɢɨɧɧɵɯ ɤɪɢɜɵɟ, ɹɜɥɹɸɳɢɟɫɹ ɧɚɛɨɪɨɦ ɪɟɲɟɧɢɣ ɞɚɧɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɞɥɹ 
ɬɪёɯɫɥɨɣɧɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ, ɬ.ɟ. ɩɪɢ h=0, ɯɨɪɨɲɨ ɢɡɜɟɫɬɧɵ (ɪɢɫ.1). 

 

 
Риɫɭɧɨɤ 1. Тɨɥɳина ɫɥɨя l ɪавна 0. 

ɉɨɤаɡатеɥи ɩɪеɥɨɦɥения ɫɥɨёв: ns=1.47, 

nl=2.1, nf=1.565, nc=1.0  

Риɫɭɧɨɤ 2. Виɞ ɮɭнɤциɨнаɥа ɩɪи 
h=0.4 и d=3.0 
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 ȿɫɥɢ ɠɟ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɬɶ ɜɚɪɢɚɧɬ, ɤɨɝɞɚ d – ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɨ, ɚ ɬɨɥɳɢɧɚ h ɢɡɦɟɧɹɟɬɫɹ ɨɬ 0, ɬɨ 
ɦɨɠɧɨ ɩɪɨɫɥɟɞɢɬɶ ɷɜɨɥɸɰɢɸ ɞɢɫɩɟɪɫɢɨɧɧɵɯ ɤɪɢɜɵɯ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɟ ɨɬ ɬɪёɯɫɥɨɣɧɨɝɨ 
ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ ɤ ɱɟɬɵɪёɯɫɥɨɣɧɨɦɭ (ɪɢɫ.3.). 
 

 
Риɫɭɧɨɤ 3. Тɨɥɳина ɫɥɨя f ɪавна d=3.0 . ɉɨɤаɡатеɥи ɩɪеɥɨɦɥения ɫɥɨёв: ns=1.47 

, nl=2.1 , nf=1.565 , nc=1.0 

Дɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɤɪɢɜɵɯ ɛɵɥ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧ ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɩɨɞɯɨɞ. В ɧɚɱɚɥɟ ɩɪɢ ɧɟɤɨɬɨɪɨɦ 
ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɦ С ɢɥɢ Н ɪɟɲɚɟɬɫɹ ɡɚɞɚɱɚ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɢ ɫ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɦɢ ɥɨɤɚɥɶɧɵɦɢ 
ɦɢɧɢɦɭɦɚɦɢ (ɪɢɫ.2). Зɚɬɟɦ, ɢɡɦɟɧɹɹ ɜɬɨɪɨɣ ɩɚɪɚɦɟɬɪ ɫ ɧɟɤɨɬɨɪɵɦ ɲɚɝɨɦ, ɨɬ ɤɚɠɞɨɝɨ 
ɧɚɣɞɟɧɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ ɫɬɪɨɢɬɫɹ ɫɜɨɹ ɤɪɢɜɚɹ, ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɨɫɧɨɜɧɭɸ ɫɥɨɠɧɨɫɬɶ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬ 
ɩɟɪɟɫɤɚɤɢɜɚɧɢɟ ɩɪɨɰɟɫɫɚ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɢ ɦɟɠɞɭ ɫɨɫɟɞɧɢɦɢ ɤɪɢɜɵɦɢ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ 
ɲɚɝɟ ɩɨ ɜɬɨɪɨɦɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɭ ɝɪɚɧɢɰɵ ɩɨɢɫɤɚ ɞɥɹ ɦɟɬɨɞɚ ɡɨɥɨɬɨɝɨ ɫɟɱɟɧɢɹ ɤɨɪɪɟɤɬɢɪɭɸɬɫɹ 
ɢɫɯɨɞɹ ɢɡ ɩɨɜɟɞɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɩɪɟɞɵɞɭɳɟɦ ɲɚɝɟ. Вɢɞ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɯ ɤɪɢɜɵɯ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ 
ɧɚ ɪɢɫ.3. 

Вывɨɞы 

Пɪɨɝɪɚɦɦɧɚɹ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɹ ɦɟɬɨɞɨɜ ɜ ɫɪɟɞɟ DELPHI 2010 ɩɨɤɚɡɚɥɚ, ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ 
ɭɫɬɨɣɱɢɜ ɟɫɥɢ ɱɢɫɥɨ ɦɢɧɢɦɭɦɨɜ ɧɟ ɜɟɥɢɤɨ. Уɜɟɥɢɱɟɧɢɟ ɲɚɝɚ ɩɨ ɜɬɨɪɨɦɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɭ 
ɩɪɢɜɨɞɢɬ ɤ ɭɜɟɥɢɱɟɧɢɸ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɢ ɩɪɢ ɤɨɪɪɟɤɬɢɪɨɜɤɟ ɝɪɚɧɢɰ ɩɨɢɫɤɚ. В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ 
ɦɨɠɧɨ ɩɪɨɜɨɞɢɬɶ ɦɧɨɝɨɷɤɫɬɪɟɦɚɥɶɧɭɸ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɸ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɲɚɝɟ, ɱɬɨ ɬɪɟɛɭɟɬ 
ɛɨɥɶɲɟɝɨ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɚ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ, ɧɨ ɞɚёɬ ɛɨɥɟɟ ɧɚɞɟɠɧɵɣ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ. 

Ʌиɬɟɪаɬɭɪа 
1  Сɟɜɚɫɬɶɹɧɨɜ А.Ʌ. Кɨɦɩɶɸɬɟɪɧɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ ɩɨɥɟɣ ɧɚɩɪɚɜɥɹɟɦɵɯ ɦɨɞ 
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ɧɚɭɤ. – М.: ɊУДɇ, 2010. 
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№ 2. - С. 252-268. 
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STABLE ALGORITHM FOR DETERMINATION OF DISPERSION 

CURVES OF MULTILAYER PLANAR WAVEGUIDE 

Dashitsyrenov G.D. 

 Peoples’ Friendship University of Russia, genin_d@mail.ru 

The multi-extremal optimization problem arise during of determination of dispersion 

curves for multilayer dielectric planar waveguide within the model of adiabatic waveguide 

modes. Heuristic algorithm of fragmentation of area was used to adapt the golden section 

search method for this class of optimization problem. 
Key words: mathematical modeling, integrated optics, optimization, electrodynamics. 
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ɇЕɉɈɅɇЫɃ ɆЕɌɈȾ ȽАɅЕɊɄɂɇА В ɁАȾАЧЕ 
ɆɈȾЕɅɂɊɈВАɇɂə ɇАɉɊАВɅəЕɆЫХ ɆɈȾ ɈɌɄɊЫɌЫХ 

ɇЕɊЕȽɍɅəɊɇЫХ ВɈɅɇɈВɈȾɈВ 

Диваɤɨв Д.В. 
Рɨɫɫиɣɫɤиɣ ɭнивеɪɫитет ɞɪɭɠбы наɪɨɞɨв, dmitriy.divakov@gmail.com 

В ɪаɛɨɬɟ ɪаɫɫɦаɬɪиɜаɟɬɫя ɧɟɩɨɥɧыɣ ɦɟɬɨɞ Гаɥɟɪɤиɧа, ɩɪиɦɟɧиɬɟɥьɧɨ ɤ 
ɨɬɤɪыɬыɦ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧыɦ ɩɟɪɟхɨɞаɦ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɧɟɩɨɥɧɵɣ ɦɟɬɨɞ Ƚɚɥɟɪɤɢɧɚ, ɨɬɤɪɵɬɵɣ ɜɨɥɧɨɜɨɞ, ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɣ 
ɩɟɪɟɯɨɞ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
В ɪɚɛɨɬɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɟ ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɟɧɢɟ TE-ɩɨɥɹɪɢɡɨɜɚɧɧɵɯ 

ɧɚɩɪɚɜɥɹɟɦɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɯ ɦɨɞ ɜ ɨɬɤɪɵɬɨɦ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɦ ɩɟɪɟɯɨɞɟ ɬɢɩɚ «ɪɭɩɨɪ», 
ɫɬɪɭɤɬɭɪɚ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɢɡɨɛɪɚɠɟɧɚ ɧɚ ɪɢɫ. 1. 

 
Ɋɢɫ. 1. Сɯɟɦɚ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɝɨ ɩɟɪɟɯɨɞɚ ɬɢɩɚ «ɪɭɩɨɪ» 

 Ɉɫɧɨвɧая чаɫɬь 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ Ƚɟɥɶɦɝɨɥɶɰɚ ɫ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɦ ɜ ɨɛɥɚɫɬɢ 

ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɝɨ ɩɟɪɟɯɨɞɚ: 

    ( �2��2 + �2�௭2 + �ଶሺ�, �ሻ) � = Ͳ         (1) 

ɝɞɟ � = �ሺ�, �ሻ – ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɟ �௬ ɞɥɹ ɤɪɚɬɤɨɫɬɢ ɡɚɩɢɫɢ, ɞɥɹ �ଶሺ�, �ሻ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɨ 
ɫɥɟɞɭɸɳɟɟ: 

    �ଶሺ�, �ሻ = {�ଶ�ଶ,            � > ℎሺ�ሻ �ଶ��ଶ,   Ͳ ≤ � ≤ ℎሺ�ሻ�ଶ��ଶ,                 � < Ͳ                          (2) 

 
В ɩɪɢɜɟɞɟɧɧɨɣ ɝɟɨɦɟɬɪɢɢ ɡɚɞɚɱɢ ɢɦɟɸɬɫɹ ɞɜɚ ɩɨɥɭ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ 

ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɝɨ ɩɨɩɟɪɟɱɧɨɝɨ ɫɟɱɟɧɢɹ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɟ ɭɱɚɫɬɤɚɦ � < Ͳ ɢ � > � , ɢ 
ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɣ ɩɟɪɟɯɨɞ, ɡɚɤɥɸɱɟɧɧɵɣ ɦɟɠɞɭ ɧɢɦɢ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɣ Ͳ ≤ � ≤ �. Ɉɬɦɟɬɢɦ 
ɬɚɤɠɟ, ɱɬɨ ɜ ɩɨɥɭ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɯ ɨɛɥɚɫɬɹɯ ɩɨɞɥɨɠɤɢ ɢ ɩɨɤɪɨɜɧɨɝɨ ɫɥɨɹ ɞɨɥɠɧɵ 
ɜɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɭɛɵɜɚɧɢɹ ɩɨɥɟɣ ɧɚ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɢ, ɚ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɚɯ 
ɪɚɡɞɟɥɚ ɞɨɥɠɧɵ ɜɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ ɭɫɥɨɜɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɢ � ɢ ɟɟ ɧɨɪɦɚɥɶɧɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ. 

Пɟɪɟɣɞɟɦ ɤ ɧɨɜɵɦ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦ �ሺ�, �ሻ = �/ℎሺ�ሻ, ɨɫɶ � ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɨɫɬɚɟɬɫɹ ɧɟɩɨɞɜɢɠɧɨɣ 
[1,2]. Уɪɚɜɧɟɧɢɟ Ƚɟɥɶɦɝɨɥɶɰɚ (1) ɜ ɧɨɜɵɯ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɯ ɩɪɢɦɟɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɜɢɞ: 

 

  ቀℎ′2�2ℎ2 + ଵℎ2ቁ �2���2 − ʹ ℎ′�ℎ �2����௭ + �2��௭2 + ቀʹ ℎ′ℎ − ℎ′′ℎ ቁ � ���� + �ଶሺ�ሻ� = Ͳ       (3) 

ɝɞɟ ℎ = ℎሺ�ሻ, ℎ′ = ℎ′ሺ�ሻ, ℎ′′ = ℎ′′ሺ�ሻ. Пɨɞɫɬɚɜɥɹɹ ɜɢɞ ɪɟɲɟɧɢɹ � = �ሺ�ሻ�ሺ�ሻ ɜ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (3) ɢ ɩɪɨɜɨɞɹ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɟ, ɪɚɡɞɟɥɹɸɳɟɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ, ɩɨɥɭɱɢɦ ɫɥɟɞɭɸɳɟɟ: 
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�′′� ሺ�ሻ = −ቀ �ℎ2 �′′� + ℎ2 �′� + �ଶቁ ሺ�, �ሻ = −�ଶߚଶሺ�ሻ        (4) 

ɝɞɟ  
    ݂ሺ�, �ሻ = ℎ′ଶ�ଶ + 1                           (5) 

    ݃ሺ�, �ሻ = ሺʹℎ′ଶ − ʹ�ℎℎ′ − ℎℎ′′ሻ�          (6) 

ɩɪɢɱɟɦ �ሺ�ሻ = �′ሺ�ሻ/�ሺ�ሻ.  
 Ɉɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɪɚɡɞɟɥɟɧɢɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ, ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɟ ɜ (4), ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɱɚɫɬɢɱɧɵɦ, ɬɚɤ ɤɚɤ 
ɥɟɜɚɹ ɱɚɫɬɶ ɟɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨɬ �, ɚ ɩɪɚɜɚɹ ɱɚɫɬɶ – ɨɬ � ɢ �, ɱɬɨ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɫɞɟɥɚɬɶ ɜɵɜɨɞ ɨ 
ɪɚɜɟɧɫɬɜɟ ɨɛɟɢɯ ɱɚɫɬɟɣ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɬ �. Иɡ (4) ɩɨɥɭɱɢɦ ɫɥɟɞɭɸɳɟɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ 
ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɢɫɤɨɦɨɣ (ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɨɣ) ɮɭɧɤɰɢɢ �: 

   ݂ሺ�, �ሻ�′′�� + ݃ሺ�, �ሻ�′� + �ଶℎଶሺ�ሻ(�ଶሺ�ሻ − �(ଶሺ�ሻߚ = Ͳ       (7) 

 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɥɭɱɚɣ ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ [3], ɚ ɢɦɟɧɧɨ: 
   |ℎ′ሺ�ሻ| = |�ሺ�ሻ| ≪ 1,      |ℎ′′ሺ�ሻ| = |�′ሺ�ሻ| ≪ 1        (8) 
 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (7) ɜ ɧɭɥɟɜɨɦ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɢ ɩɨ ɦɚɥɵɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦ �, �′: 
       �′′ + �ଶℎଶሺ�ሻ(�ଶሺ�ሻ − �(ଶሺ�ሻߚ = Ͳ                          (9) 
 

ɝɞɟ � = �ሺ�; �ሻ – ɧɭɥɟɜɨɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɟ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ, �ଶߚଶሺ�ሻ  – ɧɭɥɟɜɨɟ 
ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɟ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ.  
 ɇɟɧɨɪɦɢɪɨɜɚɧɧɵɟ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜɨ ɜɫɟɣ ɨɛɥɚɫɬɢ ɛɭɞɭɬ ɢɦɟɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɜɢɞ: 

  ��ሺ�; �ሻ = {��ሺ�ሻ݁��{−��ሺ�ሻሺ� − 1ሻ}                                         � > 1���ሺ�ሻ���(���ሺ�ሻ�) + ���ሺ�ሻܿ��(���ሺ�ሻ�)    Ͳ ≤ � ≤ 1���ሺ�ሻ݁��{���ሺ�ሻ�}                                                         � < Ͳ     (10) 

ɝɞɟ ���ሺ�ሻ = ���ሺ�ሻ, ��ሺ�ሻ = ���ሺ�ሻ��� ቀ���ሺ�ሻቁ + ���ሺ�ሻܿ�� ቀ���ሺ�ሻቁ, ɩɪɢɱɟɦ 

    ��ሺ�ሻ = �ℎሺ�ሻ√ߚ�ଶ ሺ�ሻ − �ଶ                        (11) 

    ���ሺ�ሻ = �ℎሺ�ሻ√ߚ�ଶ ሺ�ሻ − ��ଶ                        (12) 

    ���ሺ�ሻ = �ℎሺ�ሻ√��ଶ − ଶ�ߚ ሺ�ሻ                        (13) 

Дɨɩɭɫɬɢɦɵɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɫɩɟɤɬɪɚɥɶɧɨɝɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ߚ�ሺ�ሻ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɵɦɢ 
ɤɨɪɧɹɦɢ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ: 
    tg ቀ��ሺ�ሻቁ = ��ሺ௭ሻ(��ሺ௭ሻ+��ሺ௭ሻ)��2ሺ௭ሻ−��ሺ௭ሻ��ሺ௭ሻ        (14) 

 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɟɜ ɡɚɞɚɱɭ ɧɚ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ (ɧɚɩɪɚɜɥɹɟɦɵɟ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɟ ɦɨɞɵ ɩɥɚɜɧɨ-
ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɝɨ ɨɬɤɪɵɬɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ) ɜ ɧɭɥɟɜɨɦ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɢ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦ ɬɟɩɟɪɶ 
ɩɨɥɭɱɟɧɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɮɭɧɤɰɢɣ {��}�=ଵ�   ɞɥɹ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ �� 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (3)[1,2], ɚ ɢɦɟɧɧɨ: 
    ��ሺ�, �ሻ = ∑ ��ሺ�ሻ��ሺ�ሻ��=ଵ                         (15) 
 
Пɨɞɫɬɚɜɥɹɹ ɪɟɲɟɧɢɟ ɜɢɞɚ (15) ɜ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ (3) ɢ ɩɪɢɦɟɧɹɹ ɩɪɨɟɤɰɢɨɧɧɭɸ ɫɯɟɦɭ ɦɟɬɨɞɚ 
Ƚɚɥɟɪɤɢɧɚ [1,2], ɩɨɥɭɱɢɦ ɫɥɟɞɭɸɳɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɨɛɵɤɧɨɜɟɧɧɵɯ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ: 
 
′′ݒ⃗                   − ʹ�ሺ�ሻࡼሺ�ሻ⃗ݒ′ + ݒሺ�ሻ⃗ࡽ = Ͳ⃗⃗                        (16) 
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ɝɞɟ ⃗ݒሺ�ሻ = (�ଵሺ�ሻ,   �ଶሺ�ሻ, …,   ��ሺ�ሻ)�, ࡼሺ�ሻ = ۤ���ሺ�ሻۥ�,�=ଵ� ሺ�ሻࡽ , = ۤ���ሺ�ሻۥ�,�=ଵ� , �ሺ�ሻ = ℎ′ሺ�ሻ/ℎሺ�ሻ, ɩɪɢɱɟɦ 
 
    ���ሺ�ሻ = ∫ ��′�����+∞−∞                         (17) 
 ���ሺ�ሻ = �ଶሺ�ሻ∫ �ଶ�′′�����+∞−∞ + ܿሺ�ሻ ∫ ��′�����+∞−∞ ++ܾሺ�ሻ∫ �′′�����+∞−∞ + ∫ �ଶሺ�ሻ������+∞−∞    (18) 

 
ɝɞɟ ܿሺ�ሻ = �ଶሺ�ሻ − �′ሺ�ሻ, ܾሺ�ሻ = 1/ℎଶሺ�ሻ. 
 Зɚɩɢɫɚɜ ɩɚɪɰɢɚɥɶɧɵɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɚɯ � = Ͳ ɢ � = � ɩɨɥɭɱɢɦ ɤɪɚɟɜɵɟ 
ɭɫɥɨɜɢɹ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɵɤɧɨɜɟɧɧɵɯ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (16): 
 
    ሺ⃗ݒ′ + ���ሺ�ሻ⃗ݒሻ|௭= = ʹ���ሺ�ሻ�⃗|௭=      (19) 

    ሺ⃗ݒ′ − ���ሺ�ሻ⃗ݒሻ|௭=ௗ = Ͳ                                         (20) 
 
ɝɞɟ �ሺ�ሻ = �ଵ=�{ ሺ�ሻ�ߚ }݃��� , �⃗ – ɜɟɤɬɨɪ, ɤɚɠɞɚɹ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɚ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɹɜɥɹɟɬɫɹ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɣ ɚɦɩɥɢɬɭɞɨɣ ɩɚɞɚɸɳɟɣ ɧɚ ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɣ ɭɱɚɫɬɨɤ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɣ ɦɨɞɵ.  
 Зɚɞɚɱɚ ɱɢɫɥɟɧɧɨɝɨ ɨɬɵɫɤɚɧɢɹ ɩɨɥɹ ɧɚɩɪɚɜɥɹɟɦɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɯ ɦɨɞ ɫɜɟɥɚɫɶ ɤ 
ɪɟɲɟɧɢɸ ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɵɤɧɨɜɟɧɧɵɯ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (16) 
ɫ ɝɪɚɧɢɱɧɵɦɢ ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ (19), (20).  
 

Вывɨɞы 
В ɪɚɛɨɬɟ ɛɵɥɚ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɚ ɩɪɨɰɟɞɭɪɚ ɨɬɵɫɤɚɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜ 

ɧɭɥɟɜɨɦ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɩɨɞɯɨɞɚ ɢ ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɟ ɢɯ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɞɥɹ 
ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɞɥɹ ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɝɨ 
ɨɬɤɪɵɬɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɝɨ ɩɟɪɟɯɨɞɚ ɧɟɩɨɥɧɵɦ ɦɟɬɨɞɨɦ Ƚɚɥɟɪɤɢɧɚ. 
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The work is dedicated to formulation of incomplete Galerkin’s method for open аaveguide 
transitions. 

Кɟɭ аorНs: ТnМomplОtО GalОrФТn’s mОtСoН, open waveguide, waveguide transition. 
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В ɧаɫɬɨящɟɣ ɪаɛɨɬɟ ɪаɫɫɦаɬɪиɜаɟɬɫя аɥɝɨɪиɬɦ ɩɪɨɝɧɨɡиɪɨɜаɧия ɨɫɬыɜаɧия 

ɡɞаɧиɣ, ɨɫɧɨɜаɧɧыɣ ɧа ɪɟшɟɧии ɧачаɥьɧɨ-ɤɪаɟɜɨɣ ɡаɞачи ɞɥя ɭɪаɜɧɟɧия 
ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬи ɫ ɪаɡɪыɜɧыɦ ɤɨɷɮɮиɰиɟɧɬɨɦ ɬɟɦɩɟɪаɬɭɪɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬи ɩɪи 
ɩɨɦɨщи яɜɧых и ɧɟяɜɧых ɪаɡɧɨɫɬɧых ɫхɟɦ.  
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ, ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ, 
ɧɚɱɚɥɶɧɨ-ɤɪɚɟɜɚɹ ɡɚɞɚɱɚ, ɚɥɝɨɪɢɬɦɵ ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɹ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
Ɋɚɡɜɢɬɢɟ IT-ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ ɜ ɩɨɫɥɟɞɧɢɟ ɞɟɫɹɬɢɥɟɬɢɹ ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɫɬɨɥɶ ɚɤɬɢɜɧɨ, ɱɬɨ ɢɯ 

ɩɪɨɧɢɤɧɨɜɟɧɢɟ ɜ ɪɚɡɥɢɱɧɵɟ, ɜ ɬɨɦ ɱɢɫɥɟ ɢ ɛɵɬɨɜɵɟ ɫɮɟɪɵ ɠɢɡɧɢ ɧɟɜɨɡɦɨɠɧɨ ɧɟ 
ɡɚɦɟɬɢɬɶ. Уɞɟɲɟɜɥɟɧɢɟ ɫɬɨɢɦɨɫɬɢ ɢɡɝɨɬɨɜɥɟɧɢɹ ɢɧɬɟɝɪɚɥɶɧɵɯ ɫɯɟɦ ɩɪɨɢɫɯɨɞɢɬ ɫɬɨɥɶ ɠɟ 
ɫɬɪɟɦɢɬɟɥɶɧɨ, ɱɬɨ ɫɩɨɫɨɛɫɬɜɭɟɬ ɩɨɹɜɥɟɧɢɸ ɧɚ ɪɵɧɤɟ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɨ-ɚɩɩɚɪɚɬɧɵɯ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɨɜ ɞɥɹ ɬɚɤ ɧɚɡɵɜɚɟɦɵɯ «ɭɦɧɵɯ» ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ – ɜ ɬɨɦ ɱɢɫɥɟ «ɭɦɧɵɯ ɞɨɦɨɜ».  

В ɯɨɞɟ ɧɚɫɬɨɹɳɟɝɨ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɛɭɞɟɬ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɹ ɜɪɟɦɟɧɢ 
ɩɨɥɧɨɝɨ ɨɫɬɵɜɚɧɢɹ ɞɨɦɚ, ɞɨɩɨɥɧɹɸɳɢɣ ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɧɬɪɨɥɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪ – ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɨ-
ɚɩɩɚɪɚɬɧɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɞɥɹ ɜɥɚɞɟɥɶɰɟɜ ɡɚɝɨɪɨɞɧɨɣ ɧɟɞɜɢɠɢɦɨɫɬɢ, ɫɨɫɬɨɹɳɟɟ ɢɡ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɞɚɬɱɢɤɨɜ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ, ɭɫɬɚɧɨɜɥɟɧɧɵɯ ɜ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɩɨɦɟɳɟɧɢɹɯ ɞɨɦɚ ɢ ɮɢɤɫɢɪɭɸɳɢɯ 
ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɭ, ɢ ɦɨɞɭɥɹ ɨɬɩɪɚɜɤɢ ɞɚɧɧɵɯ ɧɚ ɫɟɪɜɟɪ ɞɥɹ ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɣ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ. Вɚɠɧɨɣ 
ɫɨɫɬɚɜɥɹɸɳɟɣ ɨɛɪɚɛɨɬɤɢ ɞɚɧɧɵɯ ɜɵɫɬɭɩɚɟɬ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɹ ɜɪɟɦɟɧɢ ɩɨɥɧɨɝɨ 
ɨɫɬɵɜɚɧɢɹ ɞɨɦɚ (ɬɨ ɟɫɬɶ ɨɫɬɵɜɚɧɢɹ ɞɨ 0⁰C) ɜ ɫɥɭɱɚɟ ɤɚɤɢɯ-ɥɢɛɨ ɫɛɨɟɜ ɢ ɨɬɤɚɡɨɜ ɜ ɫɢɫɬɟɦɟ 
ɨɬɨɩɥɟɧɢɹ, ɥɢɛɨ ɜɧɟɲɧɢɯ ɮɚɤɬɨɪɨɜ. Сɬɨɢɬ ɬɚɤɠɟ ɨɬɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ ɜɪɟɦɹ ɩɨɥɧɨɝɨ ɨɫɬɵɜɚɧɢɹ 
ɞɨɦɚ ɛɭɞɟɬ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɵɦ ɨɛɪɚɡɨɦ ɡɚɜɢɫɟɬɶ ɨɬ ɬɟɤɭɳɟɣ ɢ ɛɭɞɭɳɟɣ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ 
ɨɤɪɭɠɚɸɳɟɣ ɫɪɟɞɵ, ɤɨɬɨɪɭɸ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɭɱɢɬɵɜɚɬɶ ɩɪɢ ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɢ.   

Мɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɩɨɫɬɚɧɨɜɤɨɣ ɨɩɢɫɚɧɧɨɣ ɜɵɲɟ ɡɚɞɚɱɢ ɜɵɫɬɭɩɚɟɬ ɧɚɱɚɥɶɧɨ-ɤɪɚɟɜɚɹ 
ɡɚɞɚɱɚ ɞɥɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ ɫ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɦ 
ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ. В ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɦɟɬɨɞɚ ɪɟɲɟɧɢɹ ɧɚɱɚɥɶɧɨ-ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɢ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɥɢɫɶ ɪɚɡɧɨɫɬɧɵɟ ɫɯɟɦɵ. 

В ɪɚɦɤɚɯ ɧɚɫɬɨɹɳɟɣ ɪɚɛɨɬɵ ɛɵɥɢ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɵ ɪɚɡɥɢɱɧɵɟ ɪɚɡɧɨɫɬɧɵɟ ɫɯɟɦɵ ɞɥɹ 
ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ ɪɟɲɟɧɢɹ ɧɚɱɚɥɶɧɨ-ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɞɥɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ 
ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɧɵ ɜ ɜɢɞɟ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɨɝɨ ɨɛɟɫɩɟɱɟɧɢɹ.  

 

 Ɉɫɧɨвɧая чаɫɬь 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɨɞɧɨɦɟɪɧɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ ɫ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ 

ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɦ[1-3]: 
 

 
∂�∂� = ∂∂� ቀ� ∂�∂�ቁ,  (1) 

 
ɝɞɟ �ሺ�,  ሻ – ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ ɜ ɬɨɱɤɟ x ɜ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ t, �ሺ�ሻ – ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬݐ

ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ. ɇɚɱɚɥɶɧɨ-ɤɪɚɟɜɚɹ ɡɚɞɚɱɚ ɞɥɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (1) ɛɭɞɟɬ ɢɦɟɬɶ 
ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɜɢɞ: 
  

 {  
  ∂�∂� = ∂∂� ቀ� ∂�∂�ቁ , � ∈ [Ͳ,1], ݐ ∈ [Ͳ, �],�ሺͲ, ሻݐ = �ଵሺݐሻ,�ሺ1, ሻݐ = �ଶሺݐሻ,�ሺ�, Ͳሻ = �ଷሺ�ሻ.   (2) 
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ɝɞɟ �ଵሺݐሻ ɢ �ଶሺݐሻ  – ɝɪɚɧɢɱɧɵɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɧɚ ɥɟɜɨɣ ɢ ɩɪɚɜɨɣ ɝɪɚɧɢɰɚɯ ɪɚɫɱɟɬɧɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ, �ଷሺ�ሻ – ɧɚɱɚɥɶɧɨɟ ɭɫɥɨɜɢɟ. Ƚɪɚɧɢɱɧɵɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɛɭɞɭɬ ɢɝɪɚɬɶ ɪɨɥɶ 
ɢɡɦɟɧɹɸɳɢɯɫɹ ɭɫɥɨɜɢɣ ɜɧɟɲɧɟɣ ɫɪɟɞɵ, ɚ ɧɚɱɚɥɶɧɨɟ ɭɫɥɨɜɢɟ – ɧɚɱɚɥɶɧɨɟ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 
ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɜɧɭɬɪɢ ɪɚɫɱɟɬɧɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ. 

В ɪɚɦɤɚɯ ɪɚɛɨɬɵ ɛɵɥɢ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɵ ɹɜɧɚɹ ɢ ɧɟɹɜɧɚɹ ɪɚɡɧɨɫɬɧɵɟ ɫɯɟɦɵ. В ɫɥɭɱɚɟ ɹɜɧɨɣ 
ɫɯɟɦɵ ɪɚɫɱɟɬɧɵɟ ɮɨɪɦɭɥɵ ɧɨɫɹɬ ɨɫɨɛɟɧɧɨ ɩɪɨɫɬɨɣ (ɢɬɟɪɚɬɢɜɧɵɣ) ɯɚɪɚɤɬɟɪ, ɨɞɧɚɤɨ 
ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɠɟɫɬɤɨɟ ɭɫɥɨɜɢɟ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɫɬɢ ɹɜɧɨɣ ɪɚɡɧɨɫɬɧɨɣ ɫɯɟɦɵ, 
ɧɚɤɥɚɞɵɜɚɸɳɟɟ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɟ ɧɚ ɪɚɡɦɟɪɵ ɲɚɝɨɜ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɢ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɭ[1,2]: 

 
 � ≤ ℎଶ/ʹmax {�ሺ�ሻ}  (3) 
 
ɝɞɟ � – ɲɚɝ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ, ℎ – ɲɚɝ ɩɨ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟɧɧɨɣ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɟ �. Иɡ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹ (3) 
ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɪɚɫɱɟɬɚ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɧɚ ɛɨɥɶɲɢɯ ɜɪɟɦɟɧɚɯ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɢ 
ɩɨɞɪɚɡɭɦɟɜɚɟɬɫɹ ɜ ɧɚɫɬɨɹɳɟɣ ɡɚɞɚɱɟ, ɹɜɧɚɹ ɫɯɟɦɚ ɧɟ ɛɭɞɟɬ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɚ, ɱɬɨ 
ɩɨɞɬɜɟɪɠɞɚɟɬɫɹ ɢ ɱɢɫɥɟɧɧɵɦ ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɨɦ. Вɫɥɟɞɫɬɜɢɟ ɷɬɨɝɨ ɛɵɥɚ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɚ 
ɧɟɹɜɧɚɹ ɪɚɡɧɨɫɬɧɚɹ ɫɯɟɦɚ, ɤɨɬɨɪɚɹ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɚɛɫɨɥɸɬɧɨ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɣ ɩɪɢ ɥɸɛɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ 
ɲɚɝɨɜ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ ɢ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɭ[1,2]. В ɫɥɭɱɚɟ ɧɟɹɜɧɨɣ ɫɯɟɦɵ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɜɪɟɦɟɧɧɨɦ 
ɫɥɨɟ ɪɟɲɚɟɬɫɹ ɫɢɫɬɟɦɚ ɥɢɧɟɣɧɵɯ ɚɥɝɟɛɪɚɢɱɟɫɤɢɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫ ɬɪɟɯɞɢɚɝɨɧɚɥɶɧɨɣ 
ɦɚɬɪɢɰɟɣ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɜ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɜɢɞɚ: 

  

 

����ℎ2 ଵ−�ݕ − ቀ����ℎ2 + ����+భℎ2 + 1ቁݕ� + ����+భℎ2 ଵ+�ݕ == −(1 − �ℎ2 ሺ1 − �ሻሺ�� + ��+ଵሻ)ݕ�−ଵ −     − �ℎ2 ሺ1 − �ሻ(��ݕ�−ଵ−ଵ + ��+ଵݕ�+ଵ−ଵ),   (4) 

ɝɞɟ �� = ሺ��−ଵ + ��ሻ/ʹ, ݕ�  – ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɨɟ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɢɫɤɨɦɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ �ሺ�, ��  ሻ ɜ ɬɨɱɤɟݐ  ɜ 
ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ  ݐ . ɇɢɠɟ ɩɪɢɜɟɞɟɧ ɝɪɚɮɢɤ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɤɨɧɬɚɤɬɚ ɞɜɭɯ 
ɦɚɬɟɪɢɚɥɨɜ ɫ ɪɚɡɥɢɱɧɵɦɢ ɬɟɩɥɨɢɡɨɥɹɰɢɨɧɵɦɢ ɫɜɨɣɫɬɜɚɦɢ – ɫɩɪɚɜɚ ɦɚɬɟɪɢɚɥ ɫ 
ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɦ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ 0.1, ɫɥɟɜɚ – ɫ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɦ 
ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ 1.0, ɝɪɚɧɢɰɚ ɩɪɢɯɨɞɢɬɫɹ ɧɚ ɬɨɱɤɭ � = 3.Ͳ. 
 

 
Ɋɢɫ. 1. Ƚɪɚɮɢɤ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɤɨɧɬɚɤɬɚ ɞɜɭɯ ɦɚɬɟɪɢɚɥɨɜ ɫ ɪɚɡɥɢɱɧɵɦɢ 

ɬɟɩɥɨɢɡɨɥɹɰɢɨɧɵɦɢ ɫɜɨɣɫɬɜɚɦɢ (� = 1.Ͳ ɩɪɢ � ∈ [Ͳ , 3] ɢ � = Ͳ.1 ɩɪɢ � ∈ [3 , 6.3]) 
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Вывɨɞы 
В ɪɚɦɤɚɯ ɧɚɫɬɨɹɳɟɣ ɪɚɛɨɬɵ ɛɵɥɚ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɚ ɧɚɱɚɥɶɧɨ-ɤɪɚɟɜɚɹ ɡɚɞɚɱɚ ɞɥɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ 

ɬɟɩɥɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɢ ɢ ɦɟɬɨɞɵ ɟɟ ɱɢɫɥɟɧɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ. В ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɧɚɢɛɨɥɟɟ ɩɨɞɯɨɞɹɳɟɝɨ 
ɞɥɹ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɦɟɬɨɞɚ ɪɟɲɟɧɢɹ ɛɵɥɚ ɜɵɛɪɚɧɚ ɧɟɹɜɧɚɹ ɪɚɡɧɨɫɬɧɚɹ ɫɯɟɦɚ. 
Пɪɨɢɡɜɟɞɟɧ ɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɪɚɫɱɟɬ ɦɨɞɟɥɶɧɨɝɨ ɩɪɢɦɟɪɚ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɝɨ ɨɫɬɵɜɚɧɢɸ 
ɤɨɦɩɨɡɢɰɢɢ ɢɡ ɬɟɩɥɨɢɡɨɥɹɰɢɨɧɧɨɝɨ ɦɚɬɟɪɢɚɥɚ ɜ ɤɨɧɬɚɤɬɟ ɫ ɞɟɤɨɪɚɬɢɜɧɵɦ.    
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Рассмотрена нелинейная модель популяционной динамики при наличии 

конкуренции видов и несовпадающих скоростей миграции. На основе сочетания 

детерминированного и стохастического подходов получены условия 

устойчивости. Проведено сравнение качественных свойств для 

детерминированного и недетерминированного случаев. 
Ключевые слова: стохастическая модель, популяционная динамика, устойчивость, 
дифференциальные уравнения, принцип редукции. 
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(проект № 15-07-08795). 
 

Введение  
При изучении моделей динамики численности взаимодействующих популяций 

возникает задача исследования устойчивости решений [1–7]. Вопросы существования и 
устойчивости решений моделей, описываемых дифференциальными уравнениями 
различных типов, рассматривались в [1–12] и в других работах. 

Как известно, эффективным методом анализа устойчивости является метод функций 
Ляпунова [8, 9]. В [2, 6–9] описан системный подход, позволяющий с единой точки 
зрения рассматривать свойства устойчивости моделей, описываемых 
дифференциальными уравнениями различных типов. Указанный подход базируется на 
переходе от детерминистического описания модели к стохастическому и на принципе 
редукции задачи об устойчивости решений дифференциального включения к задаче об 
устойчивости других типов уравнений с применением свойств функций Ляпунова. 
Подход позволяет с единой точки зрения изучать свойства устойчивости решений 
дифференциальных включений, нечетких и стохастических дифференциальных 
уравнений. 

В настоящей работе рассмотрена модель динамики популяций, учитывающая 
конкуренцию и миграцию видов. Детерминированное описание модели, являющейся 
обобщением описания [3] на случай несовпадающих скоростей миграции, дается 
системой трех обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений. Проведено 
качественное исследование решений указанной модели. На основе принципа редукции 
выполнен анализ устойчивости. 

Как известно, при детерминистическом описании модели не учитываются 
вероятностные факторы, влияющие на поведение модели [5, 13, 14]. В связи с этим 
важной задачей является построение и изучение адекватных стохастических моделей, а  
также сравнительный анализ свойств детерминированных и соответствующих 
стохастических моделей. В настоящей работе выполнен переход к стохастическому 
случаю на основе принципа редукции, а также получены условия устойчивости. На 
основе полученных достаточных условий устойчивости дан сравнительный анализ 
качественных свойств для детерминистической и стохастической моделей.  

Модель динамики популяций, учитывающая  

конкуренцию и миграцию видов 
Рассматривается нелинейная модель, учитывающая конкуренцию и миграцию видов, 

описываемая системой трех дифференциальных уравнений вида [2]:  
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1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1 1(1 ) , (1 ) , (1 ) ,x x x q y x x x x x x x y y r x y= − − + β − γ = − + γ − β = − −ɺ ɺ ɺ   (1) 

где использованы следующие обозначения: x1 и y1 – численность конкурирующих видов 
x и y в ареале вида x1 (ареале 1), x2 – численность вида x в ареале вида x2 (ареале 2), q > 0 и 
r > 0   – коэффициенты конкуренции видов в ареале 1, β  и γ – коэффициенты миграции 
видов x и y между двумя ареалами, при этом ареал 2 является убежищем и β ≠ γ. 
     Важно отметить, что модель (1) является обобщением модели, рассмотренной в [3], 
на случай, когда скорости миграции различны. 

Качественный анализ модели (1) в детерминированном случае содержится в [4, 5], а 
именно: 1) с помощью системы символьных, графических и численных вычислений 
Mathematica найдены состояния равновесия модели (1); 2) получены значения β и γ, при 
которых существуют неотрицательные состояния равновесия; 3) исследована 
устойчивость в смысле Ляпунова состояний равновесия; 4) проведена оценка модельных 
параметров и построены локальные фазовые портреты. 

Построение и анализ устойчивости модели  

популяционной динамики на основе принципа редукции 
Модель (1) представима в виде векторного уравнения  

 dx/dt = f(x),  (2) 
где x = (x1, x2, у1), f(x) = (f1, f2, f3) = (x1(1–x1–qу1)+βx2–γx1, x2(1–x2)+γx1–βx2, у1(1–rx1– 
–у1)), x ∈ R+

3 = R+ × R+ × R+, R+ = [0, ∞), f: R+
3→ R+

3. 
С учетом экологического смысла в модели (2) коэффициенты β, γ, q и r могут 

принимать различные значения из соответствующих интервалов [β1, β2], [γ1, γ2], [q1, q2] и 
[r1, r2]. Для модели (2) построено дифференциальное включение в виде  

1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1 1(1 ) , (1 ) , (1 ).x x x q y x x x x x x x y y r x y∈ − − + β − γ ∈ − + γ − β ∈ − −ɺ ɺ ɺ  (3) 

В векторной форме модель (3) представлена следующим образом:  
 dx/dt∈F(x),  (4) 

где F(x) = {f(x)β ∈ B, γ ∈ C, q ∈ Q, r ∈ R}, B ::= [β1, β2], C ::= [γ1, γ2], Q ::= [q1, q2], 

R ::= [r1, r2],  F: R+
3→

3

2R+ . Введенные множества B, C, Q и R определяют множества 
значений соответствующих параметров β, γ, q и r. Подмножества Bα = {βµB(β) ≥ α}, 
Cα = {γµС(γ) ≥ α}, Qα = {qµQ(q) ≥ α} и Rα = {rµR(r) ≥ α} представляют более узкие 
множества, которые получим при учете дополнительных условий α∈(0, l], влияющих на 
взаимодействие и диффузию компонент, а следовательно, и на устойчивость модели (2). 
Тогда уравнение (2) можно заменить на нечеткое дифференциальное уравнение  

 dX/dt = F
 (X),  (5) 

где F: 
3

Z+ → P(R+
3),  P(R+

3) – совокупность всех нечетких подмножеств из R+
3. 

Соответствующее уравнению (11) дифференциальное включение имеет вид 
dϕ/dt ∈ Fα(ϕ), где α∈(0, 1],  Fα(ϕ) = {f(ϕ(t))β∈Bα, γ∈Cα, q∈Qα, r∈Rα}. 

С помощью изложенного в работах [7, 8] принципа сведения задачи об устойчивости 
дифференциального включения к задаче об устойчивости нечеткого дифференциального 
уравнения и с учетом (2)–(5) получены следующие условия устойчивости 
дифференциального включения (4) и нечеткого уравнения (5):  

1) если для замкнутого множества M⊂R+
3 существует функция Ляпунова V 

относительно включения (4), для которой верно неравенство D+V(x) ≤ 0 ∀x∈B(M, r), где 
D+V(x) = supDV( x) – верхняя производная функции Ляпунова, то множество М устойчиво 
относительно этого включения;  

2) если верно неравенство D+V(x) ≤ –w3(e(x, M))  ∀x∈B(M, r), где функция 
w3:

 B(M, r)→R непрерывна и положительна вне М, то множество М асимптотически 
устойчиво относительно включения (4);  
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3) если для замкнутого нечеткого множества M ⊂ Р(R+
3)  существует функция 

Ляпунова V относительно уравнения (5), для которой при α∈(0,1] верно неравенство 
D+Vα(x) ≤ 0   ∀x∈B(Mα, r), то множество M α-устойчиво относительно этого уравнения;  

 4) если выполняется условие D+Vα(x) ≤ –w3α(e(x, Mα)) ∀x∈B(Mα, r), где функция 
w3α:(0, r)→R непрерывна и положительна, то множество М α-асимптотически устойчиво 
относительно уравнения (5). 

Стохастический случай  
Построение стохастической модели, соответствующей модели (1), на основе метода, 

изложенного в [14], рассмотрено в [5, 6], а именно, построено соответствующее 
уравнение Фоккера–Планка, записано стохастическое дифференциальное уравнение в 
форме уравнения Ланжевена, и показано, что полученное уравнение полностью 
совпадает с моделью (1) и может служить для исследования детерминистического 
поведения. 

В настоящей работе рассмотрено обобщение модели (2) на стохастический случай, а 
именно, уравнение (2) заменено на стохастическое дифференциальное уравнение  

 dx/dt = f(x),  (6) 
где f(x) – случайная функция. С помощью изложенного в [2, 8, 9] принципа редукции 
задачи об устойчивости решений дифференциальных включений к задаче об 
устойчивости других типов уравнений получены условия устойчивости нечеткого 
дифференциального уравнения (5) и стохастического уравнения (6). 

Показано, что если нулевое решение нечеткого уравнения (5) α-устойчиво по 
Ляпунову при каждом α∈(0, 1] (равномерно по α), то нулевое решение 
соответствующего стохастического уравнения (6) устойчиво по вероятности 
(соответственно устойчиво почти наверное). Кроме того, показано, что eсли нулевое 
решение нечеткого уравнения (5) асимптотически α-устойчиво при любом α∈(0, 1] 
(равномерно по α), то нулевое решение соответствующего стохастического уравнения 
(6) асимптотически устойчиво по вероятности (соответственно асимптотически 
устойчиво почти наверное).  На основе полученных достаточных условий устойчивости 
дан сравнительный анализ качественных свойств детерминистической и стохастической 
моделей. 

Выводы  
Рассмотрен переход от многомерных дифференциальных уравнений, описывающих 

модель популяционной динамики, к векторному дифференциальному включению, а 
также к нечеткому и стохастическому дифференциальному уравнениям. Этот переход 
учитывает изменение параметров в исследуемой модели и позволяет на основе принципа 
редукции выполнить сравнительный анализ свойств моделей. Получены условия 
асимптотической устойчивости почти наверное и по вероятности. Условия устойчивости 
могут быть использованы для изучения динамического поведения моделей 
популяционной динамики. Полученные результаты направлены на дальнейшее развитие 
методов построения и анализа устойчивости стохастических моделей. 
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Рассматриваются вопросы применения модели коллективного поведения в стаях 

рыб в задачах непрерывной оптимизации. 
Ключевые слова: роевые алгоритмы, генетические алгоритмы, модели коллективного 
поведения. 

Введение 
В работе рассматриваются вопросы ускорения сходимости роевых и эволюционных 

алгоритмов оптимизации [1], таких как генетические алгоритмы, метод роя частиц, 
алгоритмы бактериального поиска и т.п. Одним из факторов, негативно влияющих на 
работу такого рода алгоритмов, которые условно можно назвать популяционными, 
является потеря видового разнообразия в процессе их работы. Результатом такой потери 
является то, что вся популяция оказывается сосредоточенной в одной достаточно узкой 
области пространства решений, как правило, в окрестности локального экстремума 
целевой функции. Выход из такой области в более перспективные районы поиска может 
быть реализован только за счет работы операторов аналогичных оператору мутации в 
генетических алгоритмах и оказывается практически маловероятным, особенно для 
задач высокой размерности.  
Для решения указанной проблемы, связанной с потерей разнообразия, применяются 

различные методики, например, метод имитации отжига [2], а также островные или 
клеточные модели [3]. Однако использование таких подходов только замедляет процесс 
потери разнообразия, но не отменяет конечного однородного состояния популяции.  
В настоящей работе предлагается альтернативный подход к решению проблемы 

потери популяционного разнообразия, основанный на модели поведения рыб вида 
Notemigonus crysoleucas [4]. Эксперименты, описанные в данной работе, показали, что 
способность стай рыб данного вида сосредотачиваться в слабо освещенных местах 
определяется очень простым поведенческим механизмом: каждая рыба при попадании в 
затененную область снижает свою скорость, а при выходе обратно в освещенную 
область – увеличивает ее. Эта тактика приводит к тому, что большую часть времени стая 
раб проводит в затененных областях.  
Если провести аналогию с задачами оптимизации, в которых уровень освещенности 

является целевой функции, а целью оптимизации оказывается поиск минимума целевой 
функции, то можно заметить, что стая рыб проводит большую часть времени в областях 
с хорошими значениями целевой функции, а меньшую часть времени тратит на плохие 
области. Это наблюдение может служить в качестве хорошей эвристики для построения 
нового алгоритма оптимизации или улучшения уже имеющихся алгоритмов. 

 Описание эвристики 
Предполагается, что имеется некоторый популяционный алгоритм оптимизации,  и 

одним из его операторов является оператор, аналогичный мутации в генетических 
алгоритмах. Работа этого оператора приводит к «перемещению» (случайному или 
детерминированному) каждого решения в популяции в некоторую соседнюю точку 
пространства решений. Величину изменения решения в результате применения такого 
оператора будем называть активностью данного решения. Чем больше активность, тем 
на большее расстояние будет перемещаться соответствующий элемент популяции.  

ȿɪɲɨɜ ɇ. Ɇ., ɉɨɥɭɹɧ ɋ. ȼ. 271



Тогда эвристика стаи рыб заключается в следующем: лучшие решения популяции 
должны обладать малой активностью, а худшие – сильной активностью. Применяется 
эта эвристика следующим образом. Предполагается, что имеется некоторый базовый 
уровень активности a0. Все решения популяции ранжируются по убыванию их качества 
(например, по возрастанию целевой функции в задачах минимизации). Теперь каждое 
решение получает активность, экспоненциально распределенную в диапазоне от a0/d1 до 
a0⋅d2, где d1 и d2 некоторые константы большие 1.  
Заметим, что предложенная эвристика будет работать даже в том гипотетическом 

случае, когда вся популяции окажется строго однородной. Какие-то решения при этом 
все равно окажутся сильно активными и на следующей итерации они будут сильно 
изменены. Таким образом, применение данной эвристики должно ослабить проблему 
потери разнообразия в популяции без уменьшения скорости сходимости самого 
алгоритма. 

Результаты численных экспериментов 
Предложенная эвристика была реализована применительно к задаче непрерывной 

оптимизации для нескольких алгоритмов: генетический алгоритм, метод роя частиц и 
алгоритм бактериального поиска. В генетическом алгоритме данная эвристика 
применялась к оператору мутации, в методе роя частиц и в алгоритме бактериального 
поиска – к оператору движения (под активностью здесь понималась скорость 
перемещения частиц и бактерий). Было проведено численное исследование сходимости 
модифицированных алгоритмов на шести стандартных тестовых функциях [5]. 

 
Рис. 1. Ускорение сходимости генетического алгоритма  

с фиксированной величиной мутации 

На рис. 1 показан эффект от применения предложенной эвристики к генетическому 
алгоритму с фиксированной величиной мутации. Вертикальная ось соответствуют 
отношению лучших по популяции значений целевой функции исходного и 
модифицированного алгоритмов (значения большие 1 соответствуют ускорению 
сходимости в результате применения эвристики). Видно, что на большинстве функции 
данный эффект является строго положительным. Размерность задачи для всех функции в 
данном эксперименте была равна 10.  
На рис. 2 приведены аналогичные графики для генетического алгоритма, в котором 

применялась технология имитации отжига относительно величины мутации. На 
начальном этапе мутация является высокой, затем постепенно снижается до нулевого 
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уровня. Видно, что и в этом случае применение рассматриваемой эвристики оказывает 
положительный эффект на сходимость алгоритма. 

   
Рис. 2. Ускорение сходимости генетического алгоритма с использованием имитации 

отжига относительно величины мутации 

Выводы 
В работе рассмотрено применение эвристики, основанной на поведенческой модели 

стаи рыб вида Notemigonus crysoleucas, для ускорения сходимости популяционных 
алгоритмов оптимизации. Полученные численные результаты для нескольких типов 
алгоритмов показали перспективность данной методики для решения проблемы потери 
разнообразия в популяции и ускорения сходимости популяционных алгоритмов. Работа 
выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №14-07-00628 А). 
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Пɨɥɭчɟɧɨ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤиɧɟɬичɟɫɤɨɟ ɭɪаɜɧɟɧиɟ ɜ ɨɩɟɪаɬɨɪɧɨɦ ɜиɞɟ. Пɪиɦɟɧɟɧы 
ɤɨɦɛиɧаɬɨɪɧыɣ и ɨɩɟɪаɬɨɪɧыɣ ɦɟɬɨɞы ɤ ɦɨɞɟɥи Фɟɪхюɥьɫɬа. 
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ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ; ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ Фɨɤɤɟɪɚ–Пɥɚɧɤɚ; ɩɨɩɭɥɹɰɢɨɧɧɵɟ ɦɨɞɟɥɢ. 
Ɋɚɛɨɬɚ ɱɚɫɬɢɱɧɨ ɩɨɞɞɟɪɠɚɧɚ ɝɪɚɧɬɚɦɢ ɊФФИ № 14-01-00628, 15-07-08795, 16-07-00556. 

Ввɟɞɟɧиɟ  
Дɥɹ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɯ ɦɨɞɟɥɟɣ ɨɞɧɨɲɚɝɨɜɵɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ (ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɪɨɠɞɟɧɢɹ 

ɝɢɛɟɥɢ) ɛɵɥɚ ɨɩɢɫɚɧɚ ɤɨɦɛɢɧɚɬɨɪɧɚɹ ɦɟɬɨɞɢɤɚ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɢɞɟɨɥɨɝɢɢ ɇ. Ƚ. ɜɚɧ Кɚɦɩɟɧɚ ɢ 
К. В. Ƚɚɪɞɢɧɟɪɚ. В ɪɚɦɤɚɯ ɞɚɧɧɨɣ ɦɟɬɨɞɢɤɢ ɢɡ ɫɯɟɦ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɫɬɪɨɢɬɫɹ ɨɫɧɨɜɧɨɟ 
ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ. Сɚɦɨ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɧɟ ɢɫɫɥɟɞɭɟɬɫɹ, ɚ, 
ɜɦɟɫɬɨ ɷɬɨɝɨ, ɩɪɟɨɛɪɚɡɭɟɬɫɹ ɤ ɭɪɚɜɧɟɧɢɸ Фɨɤɤɟɪɚ–Пɥɚɧɤɚ ɩɭɬёɦ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ ɜ 
ɮɨɪɦɚɥɶɧɵɣ ɪɹɞ (ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɟ Кɪɚɦɟɪɫɚ–Мɨɣɚɥɚ)[1-2]. Ɉɞɧɚɤɨ ɜɨɡɧɢɤɚɟɬ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɶ 
ɨɛɨɫɧɨɜɚɧɢɹ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɢ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ ɞɚɧɧɨɝɨ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ ɞɥɹ ɤɚɠɞɨɝɨ ɬɢɩɚ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ. 
Тɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɤɚɤ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɫɚɦɨɝɨ ɨɫɧɨɜɧɨɝɨ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɝɨ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɬɚɤ ɢ ɨɛɨɫɧɨɜɚɧɢɟ ɟɝɨ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ. Пɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɬɫɹ, ɱɬɨ ɧɚɢɥɭɱɲɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ 
ɷɬɢɦ ɬɪɟɛɨɜɚɧɢɹɦ ɨɬɜɟɱɚɟɬ ɤɜɚɧɬɨɜɚɹ ɬɟɨɪɢɹ ɜɨɡɦɭɳɟɧɢɣ. 

Ȼɵɥɚ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɚ ɡɚɞɚɱɚ,  ɢɡɥɨɠɢɬɶ ɦɟɬɨɞɢɤɭ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ ɨɩɟɪɚɬɨɪɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɚ, 
ɡɚɩɢɫɚɬɶ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɜ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɢ ɱɢɫɟɥ ɡɚɩɨɥɧɟɧɢɹ.  Сɪɚɜɧɢɬɶ 
ɦɟɬɨɞɢɤɢ, ɩɪɢɦɟɧɢɜ ɢɯ ɤ ɦɨɞɟɥɢ Фɟɪɯɸɥɶɫɬɚ.  

Ɉɫɧɨвɧɨɟ киɧɟɬичɟɫкɨɟ ɭɪавɧɟɧиɟ 
Дɥɹ ɬɨɝɨ ɱɬɨɛɵ ɡɚɩɢɫɚɬɶ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ, ɜɜɟɞɟɦ ɨɩɟɪɚɬɨɪɵ 

ɪɨɠɞɟɧɢɹ ɢ ɭɧɢɱɬɨɠɟɧɢɹ: �|�ۄ = |� +  ,ۄ1
ۄ�|�  (1) = �|� −  .ۄ1

С ɤɨɦɦɭɬɚɰɢɨɧɧɵɦ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟɦ: [�, �] = 1     (2) 
Иɡ (2) ɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɩɪɢ ɜɵɛɨɪɟ ɫɤɚɥɹɪɧɨɝɨ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ ɜ ɜɢɞɟ  ɫɢɫɬɟɦɚ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ 

ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɨɣ Ȼɨɡɟ–Эɣɧɲɬɟɣɧɚ. 
Тɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, �† = �. 
Дɚɥɟɟ ɡɚɩɢɲɟɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ Ʌɢɭɜɢɥɥɹ: ��� |�ሺݐሻۄ = �|�ሺݐሻ(3)    .ۄ 

Ɉɩɟɪɚɬɨɪ Ʌɢɭɜɢɥɥɹ � ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɟɬ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɸ: ۃͲ|� = Ͳ. 
Тɨɝɞɚ: ����� = ଵ�! ⟨�| ��� |�⟩ = ଵ�! ۧ�|�|�ۦ = ∑ [����� − �����],�    (4) 

ɬɨ ɟɫɬɶ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ Ʌɢɭɜɢɥɥɹ (3) ɜ ɮɨɪɦɟ ɨɞɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɡɚɩɢɫɵɜɚɟɬ ɧɚɛɨɪ ɨɫɧɨɜɧɵɯ 
ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɢɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ  ɞɥɹ ɪɚɡɧɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ �. 

Ɉɩɟɪɚɬɨɪ Ʌɢɭɜɢɥɥɹ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɫɯɟɦ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ: 

� = ∑ [ ��(ሺ��ሻ��� − ሺ��ሻ���)ሺ��ሻ��� + ��(ሺ��ሻ��� − ሺ��ሻ���)ሺ��ሻ���−+ ]�,�    (5)  
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Ɇɨɞɟль Фɟɪхюльɫɬа 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɦɨɞɟɥɶ Фɟɪɯɸɥɶɫɬɚ, ɨɩɢɫɵɜɚɸɳɭɸ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɧɵɣ ɪɨɫɬ[3]. Иɡɧɚɱɚɥɶɧɨ ɷɬɚ 

ɦɨɞɟɥɶ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟɦ: ���ݐ = �� − �ߚ −  .ଶ�ߛ
Зɞɟɫɶ � — ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɪɚɡɦɧɨɠɟɧɢɹ, ߚ — ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ 

ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɜɵɦɢɪɚɧɢɹ, ߛ — ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɭɦɟɧɶɲɟɧɢɹ ɩɨɩɭɥɹɰɢɢ 
(ɨɛɵɱɧɨ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɫɨɩɟɪɧɢɱɟɫɬɜɨ ɨɫɨɛɟɣ). 

Пɨɫɬɪɨɢɦ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɣ ɜɚɪɢɚɧɬ ɞɚɧɧɨɣ ɦɨɞɟɥɢ. Зɚɩɢɲɟɦ ɫɯɟɦɵ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ: � �→ఊ← ʹ�,   ��� = ሺ1 1ሻ, � ఉ→Ͳ.  ��� = ሺʹ Ͳሻ. ݎ�� = ሺ1 − 1ሻ. 
Пɟɪɜɨɟ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɢɧɞɢɜɢɞɭɭɦ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɫɴɟɞɚɟɬ ɟɞɢɧɢɰɭ ɩɢɳɢ, 

ɧɟɦɟɞɥɟɧɧɨ ɪɟɩɪɨɞɭɰɢɪɭɟɬɫɹ, ɜ ɨɛɪɚɬɧɭɸ ɫɬɨɪɨɧɭ – ɫɨɩɟɪɧɢɱɟɫɬɜɨ ɦɟɠɞɭ 
ɢɧɞɢɜɢɞɭɭɦɚɦɢ. Вɬɨɪɨɟ — ɫɦɟɪɬɶ ɢɧɞɢɜɢɞɭɭɦɚ. 

Дɥɹ ɬɨɝɨ ɱɬɨɛɵ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɩɨ 

ɤɨɦɛɢɧɚɬɨɪɧɨɦɭ ɦɟɬɨɞɭ,  ɨɩɪɟɞɟɥɢɦ ɢɧɬɟɧɫɢɜɧɨɫɬɢ ɩɟɪɟɯɨɞɚ: �ଵ = ��+ , �ଵ = ����+ ,�ଵ = −�ߛ ሺ� − 1ሻ, �ଵ = ଶ��−�ଶ�ߛ = +�ߚ . �ଶ = +���ߚ . , 
Тɨɝɞɚ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɩɪɢɦɟɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɜɢɞ: ��ሺ�, ݐ�ሻݐ = −[�� + �ߚ + �ሺ�ߛ − 1ሻ]�ሺ�, ሻݐ + �ሺߚ] + 1ሻ + �ሺߛ + 1ሻ�]�ሺ� + 1, ሻݐ + +�ሺ� − 1ሻ�ሺ� − 1,  ሻ.   (6)ݐ

ɇɚ ɨɫɧɨɜɚɧɢɢ (4) ɢ (5) ɩɨɥɭɱɚɟɦ ɨɩɟɪɚɬɨɪ Ʌɢɭɜɢɥɥɹ: � = �ሺ�ଶ − �ሻ� + ሺ�ଶߛ − �ሻ�ଶ + ሺ1ߚ − �ሻ� = �ሺሺ�†ሻଶ − �†ሻ� + †�ሺߛ − ሺ�†ሻଶሻ�ଶ ሺ1ߚ+ + − �†ሻ� = �ሺ�† − 1ሻ�†� + ሺ1ߚ − �†ሻ� + ሺ1ߛ − �†ሻ�†�ଶ. 
Зɚɩɢɲɟɦ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɱɟɪɟɡ ɨɩɟɪɚɬɨɪ Ʌɢɭɜɢɥɥɹ: ���ሺݐሻ�ݐ = 1�! ۧ�|�|�ۦ = 1�! |�ۃ − [��†� + �†�ߚ  + [��†�†�ߛ + �ߚ] + [��†�ߛ ۄ�|�†�†��+ + = −[�� + �ߚ + �ሺ�ߛ − 1ሻ]ۦ�|�ۧ + �ሺߚ] + 1ሻ + �ሺߛ + 1ሻ�]ۦ� + 1|�ۧ + +�ሺ� − 1ሻۦ� − 1|�ۧ = −[�� + �ߚ + �ሺ�ߛ − 1ሻ]��ሺݐሻ �ሺߚ] + + 1ሻ + �ሺߛ + 1ሻ�]��+ଵሺݐሻ + �ሺ� − 1ሻ��−ଵሺݐሻ.    (7) 

Уɪɚɜɧɟɧɢɹ (6) ɢ (7) ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɤɨɦɛɢɧɚɬɨɪɧɵɦ ɢ ɨɩɟɪɚɬɨɪɧɵɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɨɥɧɨɫɬɶɸ 

ɷɤɜɢɜɚɥɟɧɬɧɵ. 

Вывɨɞы 
Пɨɥɭɱɟɧɨ ɨɫɧɨɜɧɨɟ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɜ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɢ ɱɢɫɟɥ ɡɚɩɨɥɧɟɧɢɹ. 

Пɪɢɜɟɞɟɧɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɟ ɨɩɟɪɚɬɨɪɧɨɝɨ ɦɟɬɨɞɚ ɫ ɤɨɦɛɢɧɚɬɨɪɧɵɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɫɬɨɯɚɫɬɢɡɚɰɢɢ 
ɨɞɧɨɲɚɝɨɜɵɯ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ. Сɪɚɜɧɟɧɢɟ ɩɨɤɚɡɚɥɨ ɢɯ ɩɨɥɧɭɸ ɷɤɜɢɜɚɥɟɧɬɧɨɫɬɶ. 
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EQUATION 

Eferina  E.G., Kulyabov D.S.  
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Obtained a master equation in operator form. Combinatorial and operator methods to 

Verhulst model was applied. 
Кɟɭ аorНs: stochastic differential equations; a master equation; Fokker-Planck equation; 
population models. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

НЕСТАЦИОНАРНЫХ ВОЛН НАПРЯЖЕНИЙ В КОНСОЛИ ПРИ 

ВОЗДЕЙСТВИИ ВОЗДУШНОЙ УДАРНОЙ ВОЛНЫ НА 

КОНСОЛЬ С ОСНОВАНИЕМ (УПРУГАЯ ПОЛУПЛОСКОСТЬ) 

ИСПОЛЬЗУЯ ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД, АЛГОРИТМ И 

КОМПЛЕКС ПРОГРАММ МУСАЕВА В.К.  
 

Зюбина М.В., Самойлов С.Н., Дикова Е.В., Рыбка В.С., Крылов А.И. 

Московский государственный машиностроительный университет, musayev-vk@yandex.ru 

Для прогноза безопасности  уникальных сооружений, находящихся в воздушной и 

твердой деформируемой среде, при волновых воздействиях применяется 

численное моделирование. Решены задачи о воздействии воздушной ударной волны 

на консоль с упругой полуплоскостью. 
Ключевые слова: математическое моделирование, волновая теория упругости, метод 
конечных элементов, явная двухслойная схема, численный метод Мусаева В.К., 
алгоритм Мусаева В.К., комплекс программ Мусаева В.К., консоль, упругая 
полуплоскость, ударное воздействие, воздушная ударная волна, волны напряжений, 
воздушная деформируемая среда, твердая деформируемая среда, несущая 
способность. 

1. Введение 
Для прогноза безопасности консоли с упругой полуплоскости при воздействии 

воздушной ударной волны  применяется численное моделирование уравнений волновой 
теории упругости. 

2. Реализация методики и алгоритма 
В работах [1–6] приводится некоторая информация о практической реализации 

численного моделирования волн напряжений в сложных деформируемых объектах с 
помощью применяемого численного метода, алгоритма и комплекса программ. 

3. О распространении нестационарных волн напряжений  
Линейная динамическая задача с начальными и граничными условиями в виде 

дифференциальных уравнений в частных производных, для решения задач при 
волновых воздействиях, с помощью метода конечных элементов в перемещениях 
приведена к системе линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с 
начальными условиями, которая решается по явной двухслойной схеме. 
Решена задача о воздействии воздушной ударной волны на консоль (соотношение 

ширины к высоте консоли – один к десяти) с упругой полуплоскостью. Исследуемая 
расчетная область имеет 4008004  узловых точек. Решается система уравнений из 

16032016  неизвестных. Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в консоли 

имеет следующее максимальное значение 3780= ,σ x . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в консоли имеет следующее максимальное значение 8670= ,-σ x .  

Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в основании консоли имеет 

следующее максимальное значение 6181= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ в основании консоли имеет следующее максимальное значение 

5741= ,-σx .  

Решена задача о воздействии воздушной ударной волны на консоль (соотношение 
ширины к высоте консоли – один к восьми) с упругой полуплоскостью. Исследуемая 
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расчетная область имеет 4008004  узловых точек. Решается система уравнений из 

16032016  неизвестных. Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в консоли 

имеет следующее максимальное значение 3270= ,σ x . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в консоли имеет следующее максимальное значение 8670= ,-σx .  

Растягивающее упругое нормальное напряжение  xσ  в основании консоли имеет 

следующее максимальное значение 6181= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в основании консоли имеет следующее максимальное значение 

5721= ,-σ x .   

Решена задача о воздействии воздушной ударной волны на консоль (соотношение 
ширины к высоте консоли – один к шести) с упругой полуплоскостью. Исследуемая 
расчетная область имеет 4008004  узловых точек. Решается система уравнений из 

16032016  неизвестных. Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в консоли 

имеет следующее максимальное значение 3090= ,σ x . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в консоли имеет следующее максимальное значение 8670= ,-σ x .  

Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в основании консоли имеет 

следующее максимальное значение 6191= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в основании консоли имеет следующее максимальное значение 

5741= ,-σx .   

Решена задача о воздействии воздушной ударной волны на консоль (соотношение 
ширины к высоте консоли – один к четырем) с упругой полуплоскостью. Исследуемая 
расчетная область имеет 4008004 узловых точек. Решается система уравнений из 

16032016  неизвестных. Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в консоли 

имеет  следующее максимальное значение 3570= ,σ x . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в консоли имеет следующее максимальное значение 8760= ,-σ x .  

Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в основании консоли имеет 

следующее максимальное значение 6111= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в основании консоли имеет следующее максимальное значение 

5751= ,-σx .   

Решена задача о воздействии воздушной ударной волны на консоль (соотношение 
ширины к высоте консоли – один к двум) с упругой полуплоскостью. Исследуемая 
расчетная область имеет 4008004  узловых точек. Решается система уравнений из 

16032016  неизвестных. Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в консоли 

имеет следующее максимальное значение 2890= ,σ x . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  в консоли имеет следующее максимальное значение 9130= ,-σx .  

Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  в основании консоли имеет 

следующее максимальное значение 5621= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 
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напряжение xσ  в основании консоли имеет следующее максимальное значение 

5631= ,-σ x .   

Авторы выражают благодарность Мусаеву В.К. за внимание к работе. 

4. Выводы 
1. Для прогноза безопасности консоли с упругой полуплоскости при воздействии 
воздушной ударной волны  применяется численное моделирование уравнений волновой 
теории упругости.  
2. Решены задачи о воздействии воздушной ударной волны на консоль с упругой 
полуплоскостью.  
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Сɩɪɨɝɧɨɡиɪɨɜаɧа чиɫɥɟɧɧɨɫɬь ɧаɫɟɥɟɧия ɧа 2016-18 ɝɝ. ɫ ɩɨɦɨщью ɫɬаɧɞаɪɬɧɨɣ 
ɞɟɦɨɝɪаɮичɟɫɤɨɣ ɦɨɞɟɥи. Пɪɨɜɟɞɟɧɨ ɫɪаɜɧɟɧиɟ ɩɨɥɭчɟɧɧых ɩɪɨɝɧɨɡɧых ɡɧачɟɧиɣ и 
ɡɧачɟɧиɣ, ɩɪɟɞɨɫɬаɜɥɟɧɧых Фɟɞɟɪаɥьɧɨɣ ɫɥɭɠɛɨɣ ɝɨɫɭɞаɪɫɬɜɟɧɧɨɣ ɫɬаɬиɫɬиɤи. 

Наши ɪɟɡɭɥьɬаɬы ɩɨɥɭчиɥиɫь ɧɟɦɧɨɝɨ ɜышɟ, ɧɨ ɞиɧаɦиɤа ɭɜɟɥичɟɧия 
чиɫɥɟɧɧɨɫɬи ɧаɫɟɥɟɧия ɤ 2018 ɝɨɞɭ ɬаɤɠɟ ɨɬɪаɠɟɧа. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɟ, ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɶ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ, ɞɟɦɨɝɪɚɮɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ, 
Фɟɞɟɪɚɥɶɧɚɹ ɫɥɭɠɛɚ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟɧɧɨɣ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɢ, ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɶ, ɪɨɠɞɚɟɦɨɫɬɶ, ɦɢɝɪɚɰɢɹ, 
ɜɚɪɢɚɧɬɵ ɩɪɨɝɧɨɡɚ. 

Ввɟɞɟɧиɟ  
В ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɞɥɹ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɟɧɢɹ ɩɪɨɝɧɨɡɚ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬɫɹ 

ɫɬɚɧɞɚɪɬɧɚɹ ɞɟɦɨɝɪɚɮɢɱɟɫɤɚɹ ɩɪɨɝɧɨɡɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ Д2]. Пɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɟ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɜ 
ɞɜɚ ɷɬɚɩɚ: 1) ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɟ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɜɨɡɪɚɫɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ 0, 2) 
ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɟ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɨɫɬɚɥɶɧɵɯ ɜɨɡɪɚɫɬɧɵɯ ɝɪɭɩɩ. Мɨɞɟɥɶ 
ɨɫɧɨɜɵɜɚɟɬɫɹ ɧɚ ɩɪɟɞɩɨɥɨɠɟɧɢɹɯ ɨ ɪɨɠɞɚɟɦɨɫɬɢ, ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɢ ɢ ɦɢɝɪɚɰɢɢ, ɩɪɢɧɢɦɚɹ ɜɨ 
ɜɧɢɦɚɧɢɟ ɟɠɟɝɨɞɧɨɟ «ɫɬɚɪɟɧɢɟ» ɤɚɠɞɨɣ ɜɨɡɪɚɫɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ.  

Пɟɪɟɣɞɟɦ ɤ ɤɪɚɬɤɨɦɭ ɢɡɥɨɠɟɧɢɸ ɨɫɧɨɜɧɵɯ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ. В ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɟɧ 
ɩɪɨɝɧɨɡ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ Сɬɚɧɞɚɪɬɧɨɣ ɞɟɦɨɝɪɚɮɢɱɟɫɤɨɣ ɩɪɨɝɧɨɡɧɨɣ 
ɦɨɞɟɥɢ. В ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ ɪɚɫɱɟɬ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚ ɪɨɠɞɚɟɦɨɫɬɢ. Ɉɰɟɧɟɧɚ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɶ 
ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ Ɋɨɫɫɢɢ ɜɨɡɪɚɫɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ 0 ɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ Ɋɨɫɫɢɢ ɜ ɜɨɡɪɚɫɬɟ ɨɬ 1 ɝɨɞɚ.  

Ɋɚɛɨɬɚ ɩɨɞɝɨɬɨɜɥɟɧɚ ɩɨɞ ɧɚɭɱɧɵɦ ɪɭɤɨɜɨɞɫɬɜɨɦ ɤ.ɮ.-ɦ.ɧ., ɞɨɰɟɧɬɚ Аɥɶ-ɇɚɬɨɪɚ М.С. 

Ɉɛɨɡɧачɟɧия и ɩɪɟɞɩɨлɨɠɟɧия 
Сɬɚɧɞɚɪɬɧɚɹ ɞɟɦɨɝɪɚɮɢɱɟɫɤɚɹ ɩɪɨɝɧɨɡɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɢɦɟɟɬ ɫɥɟɞɭɸɳɭɸ ɫɬɪɭɤɬɭɪɭ:  

 
Ɋɢɫ. 1. Сɬɚɧɞɚɪɬɧɚɹ ɞɟɦɨɝɪɚɮɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ 

 Пɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɟ ɦɨɠɧɨ ɪɚɡɛɢɬɶ ɧɚ ɞɜɚ ɷɬɚɩɚ: ɷɬɨ ɩɪɨɝɧɨɡ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ 
ɜɨɡɪɚɫɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ 0 ɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɜ ɜɨɡɪɚɫɬɟ ɨɬ 1 ɝɨɞɚ. 

Дɥɹ ɧɚɱɚɥɚ ɩɨ ɨɩɵɬɧɵɦ ɞɚɧɧɵɦ ɪɚɫɫɱɢɬɵɜɚɟɬɫɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɪɨɠɞɚɟɦɨɫɬɢ. Зɚɬɟɦ, 
ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɶ ɜɨɡɪɚɫɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ 0 ɨɰɟɧɢɜɚɟɬɫɹ ɩɭɬɟɦ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɜ 
ɪɨɠɞɚɟɦɨɫɬɢ ɞɥɹ ɠɟɧɫɤɨɝɨ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɜ ɪɟɩɪɨɞɭɤɬɢɜɧɨɦ ɜɨɡɪɚɫɬɟ ɨɬɞɟɥɶɧɨ ɞɥɹ ɦɭɠɱɢɧ ɢ 
ɞɥɹ ɠɟɧɳɢɧ. 

280 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



Пɭɫɬɶ ��ሺݐሻ – ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɪɨɠɞɚɟɦɨɫɬɢ, NB – ɱɢɫɥɨ ɧɨɜɨɪɨɠɞɟɧɧɵɯ, �ˉˈː ሺݐሻ – 
ɠɟɧɫɤɨɟ ɧɚɫɟɥɟɧɢɟ ɜ ɪɟɩɪɨɞɭɤɬɢɜɧɨɦ ɜɨɡɪɚɫɬɟ (15-49 ɥɟɬ). ��ሺݐሻ = ��ሺݐሻ/�ˉˈː ሺݐሻ,                                        ��ሺݐሻ = ��ሺݐሻ�ˉˈːሺݐሻ,                                          �௦, ሺݐሻ = ���ሺݐሻሺͳ − �                                ,ሻሻݐ௦, ሺݍ = ௦௦+ଵ ,  ˈсˎи ݏ = ˏуˉ, � = ଵ௦+ଵ ,  ˈсˎи ݏ =  ˉˈː, 
(ɞɥɹ � = Ͳ,ͳ,ʹ … ,ͳͲͲ; ݐ = Ͳ,ͳ,ʹ ݏ ;… = ɦɭɠɱɢɧɵ, ɠɟɧɳɢɧɵ), ɝɞɟ �௦, �ሺݐሻ − ɧɚɫɟɥɟɧɢɟ ɩɨ 
ɩɨɥɭ ݏ ɜɨɡɪɚɫɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ 0; � – ɞɨɥɹ ɧɨɜɨɪɨɠɞɟɧɧɵɯ ɦɭɠɱɢɧ/ɠɟɧɳɢɧ ɜ ɨɛɳɟɣ 
ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɧɨɜɨɪɨɠɞɟɧɧɵɯ, �ݎ – ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ɩɨɥɨɜ ɧɨɜɨɪɨɠɞɟɧɧɵɯ (ɱɢɫɥɨ 
ɧɨɜɨɪɨɠɞɟɧɧɵɯ ɦɭɠɱɢɧ ɞɟɥɢɬɫɹ ɧɚ ɱɢɫɥɨ ɧɨɜɨɪɨɠɞɟɧɧɵɯ ɠɟɧɳɢɧ), ݍ௦, ሺݐሻ – ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɶ 
ɡɚ ɝɨɞ ɥɢɰ ɜ ɜɨɡɪɚɫɬɟ 0 ɥɟɬ ɜ ɧɚɱɚɥɟ ɝɨɞɚ ݐ. 

Пɪɨɝɧɨɡ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɜ ɜɨɡɪɚɫɬɟ ɨɬ 1 ɝɨɞɚ ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ ɜɨ ɜɧɢɦɚɧɢɟ ɟɠɟɝɨɞɧɨɟ «ɫɬɚɪɟɧɢɟ» 
ɤɚɠɞɨɣ ɜɨɡɪɚɫɬɧɨɣ ɝɪɭɩɩɵ, ɬɚɤɠɟ ɭɱɢɬɵɜɚɹ ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɶ ɢ ɦɢɝɪɚɰɢɸ. Зɚɞɚɟɬɫɹ ɭɪɨɜɟɧɶ 
ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɢ ݍ ɢ ɜɵɱɢɫɥɹɟɬɫɹ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɶ ɜɵɠɢɜɚɧɢɹ , ɩɨɫɥɟ ɷɬɨɝɨ ɪɚɫɫɱɢɬɵɜɚɟɬɫɹ 
ɧɚɫɟɥɟɧɢɟ ɩɨ ɩɨɥɭ ɢ ɜɨɡɪɚɫɬɭ. 

Пɭɫɬɶ ݍሺݏ, �ሻ ሺݐሻ – ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɶ ɡɚ ɝɨɞ ɥɢɰ ɜ ɜɨɡɪɚɫɬɟ ɯ ɥɟɬ ɜ ɧɚɱɚɥɟ ɝɨɞɚ   .ݐ௦, �+భమ ቀݐ + ଵଶቁ = [ଵ−�, �ሺ௧ሻ][ଵ−భమ�, �ሺ௧ሻ] [ͳ − ଵଶ ݐ௦, �+ଵሺݍ + ͳሻ], 
ɝɞɟ ௦, �+భమ ቀݐ + ଵଶቁ  ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɶ ɜɵɠɢɜɚɧɢɹ ɨɬ ɬɨɱɧɨɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚ ቀ� + ଵଶቁ ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɟ ɝɨɞɚ ݐ ɞɨ 

ɬɨɱɧɨɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚ ቀ� + ͳ + ଵଶቁ ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɟ ɝɨɞɚ ݐ + ͳ; �௦, �+ଵሺݐሻ = �௦, �ሺݐሻ௦, �+భమ ቀݐ + ଵଶቁ + �௦, �+ଵሺݐሻ; 

(ɞɥɹ � = Ͳ,ͳ,ʹ … ,ͳͲͲ; ݐ = Ͳ,ͳ,ʹ ݏ ;… = ɦɭɠɱɢɧɵ, ɠɟɧɳɢɧɵ), ɝɞɟ �௦, �ሺݐሻ – ɧɚɫɟɥɟɧɢɟ ɩɨ 
ɩɨɥɭ ݏ ɢ ɜɨɡɪɚɫɬɭ х ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɟ ɝɨɞɚ ݐ, �௦, �ሺݐሻ – ɱɢɫɬɚɹ ɦɢɝɪɚɰɢɹ (ɬ.ɟ. ɢɦɦɢɝɪɚɧɬɵ ɦɢɧɭɫ 
ɷɦɢɝɪɚɧɬɵ) ɨɬ ɫɟɪɟɞɢɧɵ ɝɨɞɚ ݐ ɞɨ ɫɟɪɟɞɢɧɵ ɝɨɞɚ ݐ + ͳ, ɜ ɜɨɡɪɚɫɬɟ x ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɟ ɝɨɞɚ ݐ + ͳ. 

Сɬɨɢɬ ɡɚɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ ɞɚɧɧɵɟ ɨ ɦɢɝɪɚɰɢɢ ɩɨ ɩɨɥɭ ɢ ɨɬɞɟɥɶɧɵɦ ɜɨɡɪɚɫɬɚɦ ɧɟ ɛɵɥɢ 
ɞɨɫɬɭɩɧɵ ɩɨ ɧɟɡɚɜɢɫɹɳɢɦ ɨɬ ɧɚɫ ɩɪɢɱɢɧɚɦ. Пɨɷɬɨɦɭ ɜ ɩɨɫɥɟɞɧɟɣ ɮɨɪɦɭɥɟ ɦɢɝɪɚɰɢɹ ɧɟ 
ɭɱɢɬɵɜɚɥɚɫɶ, ɚ ɭɱɢɬɵɜɚɥɚɫɶ ɩɨɡɠɟ (ɦɢɝɪɚɰɢɹ ɩɪɢɛɚɜɥɹɥɚɫɶ ɤ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɣ ɨɛɳɟɣ 
ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɢ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ). 

Ɉɫɧɨвɧыɟ ɪɟɡɭльɬаɬы 
 Иɫɩɨɥɶɡɭɹ ɫɬɚɧɞɚɪɬɧɭɸ ɞɟɦɨɝɪɚɮɢɱɟɫɤɭɸ ɦɨɞɟɥɶ, ɧɚɦɢ ɛɵɥɢ ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ: 

Тɚɛɥɢɰɚ 1. Сɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɧɚɹ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɶ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ Ɋɨɫɫɢɢ  

Ƚɨɞ  ɇɚɲ ɩɪɨɝɧɨɡ 

2015 146 380 441 

2016 (ɩɪɨɝɧɨɡ) 146 755 783 

2017 (ɩɪɨɝɧɨɡ) 147 343 662 

2018 (ɩɪɨɝɧɨɡ) 148 175 089 

Ɉɬɪɚɡɢɦ ɧɚ ɝɪɚɮɢɤɟ ɧɢɠɟ ɧɢɡɤɢɣ, ɫɪɟɞɧɢɣ ɢ ɜɵɫɨɤɢɣ ɜɚɪɢɚɧɬ ɩɪɨɝɧɨɡɚ Фɟɞɟɪɚɥɶɧɨɣ 
ɫɥɭɠɛɵ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟɧɧɨɣ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɢ [1], ɚ ɬɚɤɠɟ ɧɚɲ ɩɪɨɝɧɨɡ: 

 
 

Ʉɚɪɚɦɵɲɟɜɚ Ⱥ. ȼ., ɒɢɩɨɜɚ ȿ. ɉ. 281



 
 Ɋɢɫ. 2. Пɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ 

Вывɨɞы 
Сɨɝɥɚɫɧɨ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɦ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦ, ɧɚɲ ɩɪɨɝɧɨɡ ɡɚ 2016 ɢ 2017 ɥɟɠɢɬ ɦɟɠɞɭ ɫɪɟɞɧɢɦ 

ɢ ɜɵɫɨɤɢɦ ɜɚɪɢɚɧɬɚɦɢ ɩɪɨɝɧɨɡɚ Фɟɞɟɪɚɥɶɧɨɣ ɫɥɭɠɛɵ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟɧɧɨɣ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɢ, ɚ 
ɩɪɨɝɧɨɡ ɡɚ 2018 ɝɨɞ ɨɤɚɡɚɥɫɹ ɜɵɲɟ ɜɵɫɨɤɨɝɨ ɜɚɪɢɚɧɬɚ ɩɪɨɝɧɨɡɚ Ɋɨɫɫɬɚɬɚ. 

Тɚɤ ɤɚɤ ɩɪɨɝɧɨɡɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɛɵɥɚ ɭɩɪɨɳɟɧɚ ɧɚɦɢ, ɜ ɫɜɹɡɢ ɫ ɧɟɞɨɫɬɚɬɤɨɦ ɩɨɥɧɵɯ 
ɞɨɫɬɭɩɧɵɯ ɞɚɧɧɵɯ ɨ ɦɢɝɪɚɰɢɢ, ɫɬɨɢɬ ɜɟɪɧɭɬɶɫɹ ɤ ɩɪɟɠɧɟɣ ɦɨɞɟɥɢ ɢ ɨɫɭɳɟɫɬɜɢɬɶ 
ɩɪɨɝɧɨɡɢɪɨɜɚɧɢɟ ɟɳɟ ɪɚɡ ɤɚɤ ɬɨɥɶɤɨ ɞɚɧɧɵɟ ɨ ɦɢɝɪɚɰɢɢ ɩɨ ɩɨɥɭ ɢ ɨɬɞɟɥɶɧɵɦ ɜɨɡɪɚɫɬɚɦ 
ɫɬɚɧɭɬ ɞɨɫɬɭɩɧɵ. 

Ʌиɬɟɪаɬɭɪа 
1. Фɟɞɟɪɚɥɶɧɚɹ ɫɥɭɠɛɚ ɝɨɫɭɞɚɪɫɬɜɟɧɧɨɣ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɢ (Ɋɨɫɫɬɚɬ) – http://www.gks.ru. 
2. Plamondon P. Actuarial practice in social security. Quantitative Methods in Social Protection 
Series // International Social Security Association. – G.: Geneva, International Labour Office, 
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RUSSIAN POPULATION FORECASTING BY USING 
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The population in the years 2016-18 is forecasted by using the standard demographic model. 

А comparison of the predicted values and the values provided by the Federal State Statistics 

Service is presented. Our results are slightly higher, but the dynamics of population growth 

in 2018 is also reflected.  
Кɟɭ аorНs: forecasting, population, demographic model, the Federal State Statistics Service, 
mortality, fertility, migration, forecast versions.  
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Раɫɫɦаɬɪиɜаɟɬɫя ɝɥɨɛаɥьɧыɣ ɦɟɬɨɞ ɞɥя ɨɩɬиɦаɥьɧɨɝɨ ɝɟɨɦɟɬɪичɟɫɤɨɝɨ 
ɪаɡɦɟщɟɧия ɨɛɴɟɤɬɨɜ ɧа ɨɫɧɨɜɟ ɪаɫɬɟɪиɡаɰии ɫɭɦɦ Миɧɤɨɜɫɤɨɝɨ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɟ ɦɧɨɝɨɝɪɚɧɧɢɤɨɜ, ɝɥɨɛɚɥɶɧɚɹ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɹ, ɪɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɹ, 
ɫɭɦɦɵ Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
Зɚɞɚɱɢ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ ɜɫɬɪɟɱɚɸɬɫɹ ɜɨ ɦɧɨɝɢɯ ɨɛɥɚɫɬɹɯ 

ɧɚɭɤɢ ɢ ɬɟɯɧɢɤɢ Д1]. Ɉɫɨɛɟɧɧɨ ɜɚɠɧɵ ɬɚɤɢɟ ɡɚɞɚɱɢ ɞɥɹ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɢ ɩɪɨɢɡɜɨɞɫɬɜɟɧɧɵɯ 
ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ ɢ ɪɨɛɨɬɨɬɟɯɧɢɤɢ Д2]. 

В ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɚɹ ɡɚɞɚɱɚ: ɞɥɹ ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɨɛɴɟɤɬɚ ɢ ɮɨɪɦɵ 
ɬɪɟɛɭɟɬɫɹ ɧɚɣɬɢ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɟ ɮɨɪɦɵ ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɝɨ ɪɚɡɦɟɪɚ ɜɧɭɬɪɢ ɨɛɴɟɤɬɚ. Пɪɢ ɷɬɨɦ 
ɦɨɞɟɥɹɦɢ ɨɛɴɟɤɬɚ ɢ ɮɨɪɦɵ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɦɧɨɝɨɝɪɚɧɧɢɤɢ, ɚ ɜ ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɣ ɮɨɪɦɵ 
ɞɨɩɭɫɤɚɸɬɫɹ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɵɟ ɩɟɪɟɧɨɫɵ ɢ ɦɚɫɲɬɚɛɢɪɨɜɚɧɢɟ. Ɋɟɲɟɧɢɟ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ 
ɩɪɢɦɟɧɹɟɬɫɹ ɤɚɤ ɫɚɦɨɫɬɨɹɬɟɥɶɧɨ, ɬɚɤ ɢ ɜ ɫɨɫɬɚɜɟ ɛɨɥɟɟ ɨɛɳɢɯ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ 
ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ. 

 ɉɨɞхɨɞы к ɪɟшɟɧию 
Иɡɜɟɫɬɧɵɟ ɩɨɞɯɨɞɵ ɤ ɪɟɲɟɧɢɸ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɞɟɥɹɬɫɹ ɧɚ ɞɜɚ ɤɥɚɫɫɚ: ɦɟɬɨɞɵ 

ɥɨɤɚɥɶɧɨɝɨ ɩɨɢɫɤɚ ɢ ɦɟɬɨɞɵ ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɝɨ ɩɨɢɫɤɚ. Кɚɠɞɵɣ ɤɥɚɫɫ ɨɛɥɚɞɚɟɬ ɨɛɳɢɦɢ 
ɞɨɫɬɨɢɧɫɬɜɚɦɢ ɢ ɧɟɞɨɫɬɚɬɤɚɦɢ ɦɟɬɨɞɨɜ. Дɚɥɟɟ ɩɪɢɜɟɞёɦ ɢɯ ɫɪɚɜɧɟɧɢɟ. 

Мɟɬɨɞɵ ɥɨɤɚɥɶɧɨɝɨ ɩɨɢɫɤɚ ɡɚɤɥɸɱɚɸɬɫɹ ɜ ɜɵɛɨɪɟ ɧɚɱɚɥɶɧɨɝɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ ɢ 
ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɦ ɟɝɨ ɭɥɭɱɲɟɧɢɢ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ ɤɚɤɨɣ-ɥɢɛɨ ɫɬɪɚɬɟɝɢɟɣ Д3]. Пɨɞɨɛɧɵɟ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦɵ, ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɜɵɫɨɤɨɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɵ. Ɉɞɧɚɤɨ, ɤɥɸɱɟɜɨɣ ɧɟɞɨɫɬɚɬɨɤ ɞɚɧɧɨɝɨ 
ɩɨɞɯɨɞɚ ɫɨɫɬɨɢɬ ɜ ɬɨɦ, ɱɬɨ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɫɬɶ ɪɟɲɟɧɢɹ ɧɟ ɝɚɪɚɧɬɢɪɭɟɬɫɹ. Эɬɨ ɩɨɪɨɠɞɚɟɬ 
ɢɧɬɟɪɟɫ ɤ ɝɥɨɛɚɥɶɧɵɦ ɦɟɬɨɞɚɦ. 

Мɟɬɨɞɵ ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɝɨ ɩɨɢɫɤɚ, ɧɚɩɪɨɬɢɜ, ɨɪɢɟɧɬɢɪɨɜɚɧɵ ɧɚ ɝɚɪɚɧɢɬɪɨɜɚɧɨ ɧɚɢɥɭɱɲɟɟ 
ɪɟɲɟɧɢɟ. Эɬɨ ɦɨɠɟɬ ɞɨɫɬɢɝɚɬɶɫɹ ɥɢɛɨ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟɦ ɨɛɳɢɯ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ, ɬɚɤɢɯ ɤɚɤ ɦɟɬɨɞ 
ɜɟɬɜɟɣ ɢ ɝɪɚɧɢɰ, ɥɢɛɨ ɩɪɢ ɩɨɦɨɳɢ ɫɩɟɰɢɚɥɶɧɵɯ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɯ ɫɬɪɭɤɬɭɪ, ɬɚɤɢɯ ɤɚɤ, 
ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɞɢɚɝɪɚɦɦɵ Вɨɪɨɧɨɝɨ. Кɥɸɱɟɜɨɣ ɧɟɞɨɫɬɚɬɨɤ ɞɚɧɧɨɝɨ ɬɢɩɚ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ 
ɡɚɤɥɸɱɚɟɬɫɹ ɜ ɢɯ ɧɟɜɵɫɨɤɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɪɚɛɨɬɵ. Тɚɤɠɟ, ɩɨɞɨɛɧɵɟ ɚɥɝɨɪɢɬɦɵ ɫɥɨɠɧɵ ɜ 
ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɢ, ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɧɚɤɥɚɞɵɜɚɸɬ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɹ ɧɚ ɜɯɨɞɧɵɟ ɞɚɧɧɵɟ: ɡɚɱɚɫɬɭɸ ɨɧɢ 
ɪɚɛɨɬɚɸɬ ɬɨɥɶɤɨ ɜ ɞɜɭɦɟɪɧɨɦ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ, ɥɢɛɨ ɬɪɟɛɭɸ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ ɪɚɡɦɟɳɚɟɦɨɣ 
ɮɨɪɦɵ, ɱɬɨ ɫɢɥɶɧɨ ɨɝɪɚɧɢɱɢɜɚɟɬ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟ ɷɬɢɯ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ ɧɚ ɩɪɚɤɬɢɤɟ Д4]. 

В ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɧɨɜɵɣ ɝɥɨɛɚɥɶɧɵɣ ɦɟɬɨɞ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɟ, 
ɩɪɟɨɞɨɥɟɜɚɸɳɢɣ ɨɫɧɨɜɧɵɟ ɧɟɞɨɫɬɚɬɤɢ ɫɜɨɟɝɨ ɤɥɚɫɫɚ. В ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ, ɧɨɜɵɣ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɩɪɨɫɬ 
ɜ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ, ɷɮɮɟɤɬɢɜɟɧ ɢ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɪɟɲɚɬɶ ɡɚɞɚɱɢ ɫ ɧɟɜɵɩɭɤɥɵɦɢ ɮɨɪɦɚɦɢ ɜ 
ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ ɥɸɛɨɣ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɢ. У ɧɨɜɨɝɨ ɦɟɬɨɞɚ ɜɫё ɟɳё ɨɫɬɚёɬɫɹ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɟ ɧɚ 
ɪɚɡɦɟɳɚɟɦɵɟ ɮɨɪɦɵ, ɜ ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ ɨɬ ɧɢɯ ɬɪɟɛɭɟɬɫɹ ɡɜёɡɞɧɨɫɬɶ, ɧɨ ɨɧɨ ɫɥɚɛɟɟ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ 
ɢ ɪɚɫɲɢɪɹɟɬ ɨɛɥɚɫɬɢ ɩɪɚɤɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ. 

Ɉɩиɫаɧиɟ ɧɨвɨɝɨ ɦɟɬɨɞа 
Пɪɟɞɥɚɝɚɟɦɵɣ ɧɨɜɵɣ ɦɟɬɨɞ ɫɨɫɬɨɢɬ ɜ ɱɢɫɥɟɧɧɨɦ ɩɨɢɫɤɟ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ 

ɮɨɪɦɵ ɜɧɭɬɪɢ ɨɛɴɟɤɬɚ. ɇɚ ɤɚɠɞɨɣ ɢɬɟɪɚɰɢɢ ɭɦɟɧɶɲɚɟɬɫɹ ɢ ɭɬɨɱɧɹɟɬɫɹ ɨɛɥɚɫɬɶ, 
ɫɨɞɟɪɠɚɳɚɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵɟ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ. Эɬɨ ɞɨɫɬɢɝɚɟɬɫɹ ɩɭɬёɦ ɪɚɡɛɢɟɧɢɹ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɚ ɧɚ 
ɨɛɴёɦɧɵɟ ɷɥɟɦɟɧɬɵ ɢ ɢɫɤɥɸɱɟɧɢɹ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ, ɡɚɜɟɞɨɦɨ ɧɟ ɫɨɞɟɪɠɚɳɢɯ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ 
ɪɟɲɟɧɢɹ. Ɉɛɳɚɹ ɫɯɟɦɚ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɚ ɦɟɬɨɞɭ ɜɟɬɜɟɣ ɢ ɝɪɚɧɢɰ, ɧɨ, ɜ ɨɬɥɢɱɢɟ ɨɬ 
ɩɨɫɥɟɞɧɟɝɨ, ɜɦɟɫɬɨ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ (ɪɚɡɦɟɪɚ ɮɨɪɦɵ) ɢ ɨɰɟɧɨɤ ɞɥɹ 
ɦɧɨɠɟɫɬɜɚ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɫɪɚɡɭ ɩɪɨɜɨɞɢɬɶ ɮɢɥɶɬɪɚɰɢɸ ɩɪɢ ɩɨɦɨɳɢ 

Ʉɚɪɩɭɯɢɧ ɋ. Ⱥ. 283



ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɣ ɫɬɪɭɤɬɭɪɵ — ɫɭɦɦɵ Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ. Кɨɧɤɪɟɬɧɵɣ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɮɢɥɶɬɪɚɰɢɢ 
ɨɫɧɨɜɚɧ ɧɚ ɬɨɦ ɮɚɤɬɟ, ɱɬɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɟ ɨɞɧɨɝɨ ɦɧɨɝɨɝɪɚɧɧɢɤɚ (ɮɨɪɦɵ) ɜɧɭɬɪɢ ɞɪɭɝɨɝɨ 
(ɨɛɴɟɤɬɚ) ɜɨɡɦɨɠɧɨ ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɬɨɱɤɟ ɜ ɬɨɦ ɢ ɬɨɥɶɤɨ ɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ, ɤɨɝɞɚ ɬɨɱɤɚ ɧɟ ɩɨɤɪɵɜɚɟɬɫɹ 
ɫɭɦɦɨɣ Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ ɝɪɚɧɢɰɵ ɨɛɴɟɤɬɚ ɢ ɜɧɭɬɪɟɧɧɟɣ ɨɛɥɚɫɬɢ ɰɟɧɬɪɚɥɶɧɨ-ɨɬɪɚɠёɧɧɨɣ 
ɮɨɪɦɵ. Сɚɦɚ ɫɭɦɦɚ Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ ɜɵɱɢɫɥɹɟɬɫɹ ɩɭɬёɦ ɪɚɡɛɢɟɧɢɹ ɮɨɪɦɵ ɢ ɨɛɴɟɤɬɚ ɧɚ 
ɜɵɩɭɤɥɵɟ ɱɚɫɬɢ, ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɷɥɟɦɟɧɬɚɪɧɵɯ ɫɭɦɦ Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ ɞɥɹ ɜɵɩɭɤɥɵɯ ɱɚɫɬɟɣ ɢ 
ɨɛɴɟɞɢɧɟɧɢɹ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ. 

Дɥɹ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɣ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɦɨɝɨ ɩɨɞɯɨɞɚ ɜ ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɪɚɡɛɢɟɧɢɹ 
ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɚ ɧɚ ɷɥɟɦɟɧɬɵ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬɫɹ ɨɛɴёɦɧɵɣ ɪɚɫɬɪ, ɬ. ɟ. ɪɚɜɧɨɦɟɪɧɚɹ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɧɚɹ 
ɫɟɬɤɚ ɢɡ ɨɞɢɧɚɤɨɜɵɯ ɤɭɛɨɜ ɫ ɝɪɚɧɹɦɢ, ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɵɦɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɵɦ ɩɥɨɫɤɨɫɬɹɦ. 
Иɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɨɛɴёɦɧɨɝɨ ɪɚɫɬɪɚ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɩɪɢɦɟɧɢɬɶ ɜɵɫɨɤɨɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɟ ɢ ɩɪɨɫɬɵɟ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦɵ ɦɚɲɢɧɧɨɣ ɝɪɚɮɢɤɢ ɞɥɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɯ ɨɬɧɨɲɟɧɢɣ. В ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ, 
ɛɥɚɝɨɞɚɪɹ ɪɚɫɬɪɨɜɨɦɭ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɸ, ɫɚɦɚɹ ɬɪɭɞɨёɦɤɚɹ ɱɚɫɬɶ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ ɫɭɦɦ 
Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ — ɨɛɴɟɞɢɧɟɧɢɟ ɷɥɟɦɟɧɬɚɪɧɵɯ ɫɭɦɦ — ɫɬɚɧɨɜɢɬɫɹ ɬɪɢɜɢɚɥɶɧɨɣ ɧɚ 
ɨɛɴёɦɧɨɦ ɪɚɫɬɪɟ ɤɚɤ ɦɚɫɫɢɜɟ ɱɢɫɟɥ, ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɳɟɦ ɢɡɨɛɪɚɠɟɧɢɟ ɫɭɦɦɵ. Иɡɨɛɪɚɠɟɧɢɹ 
ɷɥɟɦɟɧɬɚɪɧɵɯ ɫɭɦɦ ɫɬɪɨɹɬɫɹ ɞɥɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɧɨɣ ɝɟɨɦɟɬɪɢɢ ɩɭɬёɦ ɨɛɴёɦɧɨɣ ɪɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɢ 
ɫ ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɣ ɡɚɥɢɜɤɨɣ, ɥɢɛɨ ɩɪɢ ɩɨɦɨɳɢ ɦɟɬɨɞɚ ɞɢɫɬɚɧɰɢɨɧɧɵɯ ɩɨɥɟɣ Д5]. 

Фɨɪɦɚɥɶɧɨɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɢ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɦɟɬɨɞɚ ɩɪɢɜɟɞɟɧɨ ɜ ɪɚɛɨɬɚɯ ɚɜɬɨɪɚ Д6, 7]. Дɥɹ 
ɧɨɜɨɝɨ ɦɟɬɨɞɚ ɫɬɪɨɝɨ ɞɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɟɝɨ ɪɚɛɨɬɵ ɫɯɨɞɢɬɫɹ ɤ ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɦɭ 
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɦɭ ɪɟɲɟɧɢɸ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ ɩɪɢ ɭɦɟɧɶɲɟɧɢɢ ɡɚɞɚɧɧɨɣ ɜ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦɟ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɢ.  Пɪɢ ɷɬɨɦ ɜɫɟ ɦɧɨɝɨɝɪɚɧɧɢɤɢ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɸɬɫɹ ɜ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ 
ɥɸɛɨɣ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɢ, ɧɚ ɨɛɴɟɤɬ ɧɟ ɧɚɤɥɚɞɵɜɚɟɬɫɹ ɧɢɤɚɤɢɯ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɣ, ɚ ɨɬ ɮɨɪɦɵ 
ɬɪɟɛɭɟɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɡɜёɡɞɧɨɫɬɶ, ɬ. ɟ. ɜɢɞɢɦɨɫɬɶ ɜɫɟɣ ɩɨɜɟɪɯɧɨɫɬɶ ɮɨɪɦɵ ɢɡ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ 
ɜɧɭɬɪɟɧɧɟɣ ɬɨɱɤɢ. Уɫɥɨɜɢɟ ɧɟɜɵɪɨɠɞɟɧɧɨɫɬɢ, ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɧɨɟ ɩɪɢ ɞɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɟ 
ɬɟɨɪɟɦ, ɧɟɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɨ ɧɚ ɩɪɚɤɬɢɤɟ, ɬ. ɤ. ɜɫɟ ɦɨɞɟɥɢ ɨɛɴɟɤɬɨɜ ɢ ɮɨɪɦ ɡɚɞɚɸɬɫɹ ɫ 
ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɶɸ, ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɤɨɬɨɪɨɣ ɦɨɠɧɨ ɚɞɚɩɬɢɪɨɜɚɬɶ ɦɨɞɟɥɢ ɤ ɬɪɟɛɭɟɦɵɦ 
ɭɫɥɨɜɢɹɦ. 

Пɪɟɞɥɨɠɟɧɧɵɣ ɦɟɬɨɞ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ ɛɵɥ ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɧ 
ɚɜɬɨɪɨɦ ɧɚ ɩɪɚɤɬɢɤɟ. Иɫɩɵɬɚɧɢɹ ɧɚ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɦɨɞɟɥɹɯ ɩɨɤɚɡɚɥɢ ɜɵɫɨɤɭɸ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɚɥɝɨɪɢɦɚ. 

Сɪɟɞɢ ɧɟɞɨɫɬɚɬɤɨɜ ɦɟɬɨɞɚ ɟɫɬɶ ɨɞɢɧ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɵɣ — ɪɚɡɦɟɪ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɨɝɨ ɪɚɫɬɪɚ 
ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɢ ɧɟ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɩɪɢ ɭɦɟɧɶɲɟɧɢɢ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɢ ɞɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɵɯ ɜɯɨɞɧɵɯ 
ɞɚɧɧɵɯ, ɞɨɩɭɫɬɢɦɵɯ ɞɥɹ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ. Ɉɞɧɚɤɨ, ɤɚɤ ɛɵɥɨ ɩɨɤɚɡɚɧɨ ɚɜɬɨɪɨɦ, ɜ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ 
ɢɡɨɥɢɪɨɜɚɧɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɥɹ ɞɚɧɧɵɯ ɜɵɩɭɤɥɨɣ ɮɨɪɦɵ ɢ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɝɨ ɨɛɴɟɤɬɚ 
ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɟ ɪɚɡɦɟɪɚ ɪɚɫɬɪɚ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ. Ȼɥɚɝɨɞɚɪɹ ɷɬɨɦɭ ɛɵɥɨ ɞɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɜ 
ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɢɡɨɥɢɪɨɜɚɧɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɥɹ ɜɵɩɭɤɥɨɣ ɮɨɪɦɵ ɢ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɝɨ ɨɛɴɟɤɬɚ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɧɨɜɨɝɨ ɦɟɬɨɞɚ ɢɦɟɟɬ ɫɥɨɠɧɨɫɬɶ O(nm log ε), ɝɞɟ n, m — ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɚ ɝɪɚɧɟɣ ɜ 
ɦɨɞɟɥɢ ɨɛɴɟɤɬɚ ɢ ɦɨɞɟɥɢ ɮɨɪɦɵ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ, ɚ  ε — ɬɪɟɛɭɟɦɚɹ ɬɨɱɧɨɫɬɶ ɪɟɲɟɧɢɹ. 
ȿɫɥɢ ɡɚɞɚɱɚ ɢɦɟɟɬ ɨɞɧɨ ɢɥɢ ɧɟɫɤɨɥɶɤɨ ɢɡɨɥɢɪɨɜɚɧɧɵ ɪɟɲɟɧɢɣ, ɬɨ ɷɬɨɬ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɜɟɪɟɧ ɜ 
ɰɟɥɨɦ ɞɥɹ ɡɚɞɚɱɢ. В ɨɛɳɟɦ ɠɟ ɫɥɭɱɚɟ, ɯɨɬɹ ɜɨɩɪɨɫ ɨɛ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɢɢ ɪɚɡɦɟɪɚ ɪɚɫɬɪɚ ɫ 
ɭɦɟɧɶɲɟɧɢɟɦ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɢ ɨɬɤɪɵɬ, ɞɥɹ ɥɸɛɨɣ ɡɚɞɚɧɧɨɣ ɧɟɧɭɥɟɜɨɣ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɢ 
ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɡɚɜɟɪɲɚɟɬɫɹ ɡɚ ɤɨɧɟɱɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɲɚɝɨɜ. 

Вывɨɞы 
В ɧɚɫɬɨɹɳɟɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧ ɧɨɜɵɣ ɦɟɬɨɞ ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɝɨ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ 

ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ ɨɛɴɟɤɬɨɜ ɞɥɹ ɡɚɞɚɱɢ ɫ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɵɦɢ ɩɟɪɟɧɨɫɚɦɢ ɢ 
ɦɚɫɲɬɚɛɢɪɨɜɚɧɢɟɦ. Ɉɧ ɪɚɫɲɢɪɹɟɬ ɨɛɥɚɫɬɶ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɹ ɢɡɜɟɫɬɧɵɯ ɝɥɨɛɚɥɶɧɵɯ ɦɟɬɨɞɨɜ, 
ɩɪɨɫɬ ɜ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɢ ɨɛɥɚɞɚɟɬ ɜɵɫɨɤɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶɸ. Ƚɥɨɛɚɥɶɧɚɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɫɬɶ 
ɟɝɨ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚ ɞɨɤɚɡɚɧɚ ɬɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɢ. 

 

284 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



Ʌиɬɟɪаɬɭɪа 
1. Roth L. Optimal containment, 2009. – http://mediatum.ub.tum.de/?id=958434. 
2. Deits R., Tedrake R. Computing Large Convex Regions of Obstacle-Free Space through 
Semidefinite Programming, 2014. – 
http://groups.csail.mit.edu/robotics-center/public_papers/Deits14.pdf 
3. Chebrolu U., Kumar P., Mitchell J.S.B. On Finding Large Empty Convex Bodies in 3D Scenes 
of Polygonal Models. // The 2008 International Conference on Computational Sciences and Its 
Applications. – Jun. 2008. – Pp.382-393. 
4. Koltun V., Sharir M. Polyhedral Voronoi diagrams of polyhedra in three dimensions. // 
Discrete & Computational Geometry. – Vol. 31. – Issue 1. – Jan. 2004. – Pp. 83-124. 
5. Varadhan G., Manocha D. Accurate Minkowski Sum Approximation of Polyhedral Models. 
// Proceedings of the 12th Pacific Conference on Computer Graphics and Applications. – Oct. 
2004. – Pp. 392-401. 
6. Каɪɩɭхин ɋ.А. Ɉ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɣ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɢ ɦɟɬɨɞɨɦ ɪɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɢ ɫɭɦɦ 
Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ. // Пɪɨɝɪɚɦɦɧɚɹ ɢɧɠɟɧɟɪɢɹ. – № 6. – 2014. – С. 19-22. 
7. Каɪɩɭхин ɋ.А. Ɉ ɫɥɨɠɧɨɫɬɢ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɣ ɨɩɬɢɦɢɡɚɰɢɢ ɦɟɬɨɞɨɦ ɪɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɢ ɫɭɦɦ 
Мɢɧɤɨɜɫɤɨɝɨ. // Вɵɱɢɫɥɢɬɟɥɶɧɵɟ ɦɟɬɨɞɵ ɢ ɩɪɨɝɪɚɦɦɢɪɨɜɚɧɢɟ. – Вɵɩɭɫɤ 4. – Тɨɦ 15. – 
2014. – С. 569-578. 
 

OPTIMAL GEOMETRIC PLACEMENT BY MEANS OF 

MINKOWSKI SUMS RASTERIZATION 

Karpukhin S.A. 

Peoples’ friendship universitв of Russia, ks-linp@yandex.ru 

A global method for the optimal geometric placement of the objects is considered. It is based 

on the Minkowski sums rasterization. 
Кɟɭ аorНs: polвtopОs plaМОmОnt, Рlobal optТmТгatТon, rastОrТгatТon, MТnФoаsФТ sums. 

Ʉɚɪɩɭɯɢɧ ɋ. Ⱥ. 285



ФОРМИРОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ИНВЕСТИЦИОННЫХ 
ПОРТФЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ 
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В докладе представлены схемы формирования эффективных портфелей в 
многокритериальной постановке. Используются критерии двух постановок 
формирования эффективных портфелей: постановки Марковица и VaR – 

постановки. Максимальное число используемых критериев – четыре. 

Предложены схемы численных решений составов эффективных портфелей, 
основанных на многокритериальной постановке. Приведены результаты 
численных  расчетов составов эффективных портфелей.  
Ключевые слова: Эффективные инвестиционные портфели, многокритериальная 
задача, схемы численных решений, численные результаты.  

 

 В последние годы повысился научный интерес к постановкам и решению задач теории 
инвестиций, которые связаны с распределением инвестиционных ресурсов и, в частности, 
формированию инвестиционных портфелей. Решение о распределении инвестиционных 
ресурсов и формировании инвестиционных портфелей приходится осуществлять в 
условиях неопределенности и тем самым в условиях наличия риска [1]. В своей работе мы  
рассматриваем формирование эффективных портфелей в VaR - постановке при 
фиксированных  уровнях неопределенности. 
 В настоящее время широко распространена схема Марковица постановки и решения 
задач формирования инвестиционных портфелей, в которой роль риска выполняет 
дисперсия доходности как отдельных объектов инвестирования, так и портфеля в целом. 
Другим критерием, характеризующим сформированный инвестиционный портфель в 
схеме Марковица, является среднее ожидаемое значение mp (математическое ожидание) 
доходности портфеля Rp. Таким образом, схема Марковица принадлежит к классу 
двухкритериальных задач, в которой один из критериев (среднее ожидаемое значение 
доходности портфеля mp) необходимо максимизировать, а второй (дисперсию доходности 
портфеля 2

pσ ) минимизировать [2] . 

 Главным недостатком  постановки  Марковица (как классической, так и в условиях 
short-sale), является не совсем корректное определение меры риска, так в данной 
постановке мерой риска берется дисперсия. Однако, дисперсия характеризует разброс как 
в меньшую сторону, так и в большую, что является противоречием, так как задача состоит 
в минимизации убытков, а не доходов. 
 постановка Value-at-Risk. В данной постановке под мерой риска подразумевается 
вероятность того, что доходность портфеля будет меньше заданного значения  �∗. Таким 
образом, математическая модель данной задачи выглядит следующим образом: 
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Данная задача является двухкритериальной задачей. Решение данной задачи можно 
производить двумя способами, либо фиксируется вероятность и максимизируется *R , 
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либо фиксируется *R  и минимизируется вероятность. Однако основной сложностью при 
решении данной задачи является то, что нет явной зависимости между x


 и *( ( ) )pP R x R<

 . 

 Выше были рассмотрены две основных модели формирования эффективных 
портфелей в условиях неопределенности. Обе модели имеют свои достоинства и 
недостатки, поэтому в данной работе рассматривается новая постановка задачи. Данная 
постановка строится на основе VaR модели, однако рассматривается не только 
возможность получения убытка, но и возможность получения прибыли выше 
определенного уровня  как одного из критериев. Это обосновано тем, что инвестора 
интересует не только минимизация риска, но и максимизация прибыли. Математическая 
модель данной задачи выглядит следующим образом: 
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 Задача (2) является 4-х критериальной и, также как и классическая VaR – задача, имеет 
две схемы решения. В данной работе фиксируются вероятности и проводится 
максимизация граничных значений эффективности. Поэтому задачу можно решить с 
помощью метода  компромисса, используя комплексный критерий  

max * * ( ) (1 )* * (1 ) , [0;1].risk luck pR t P t P m
x X

α σ α σ α= + − − + ∈
∈
   

 В итоге получаем задачу на поиск экстремума функции, данную задачу можно решить 
с помощью численных методов, в данной работе эта задача была решена с помощью 
программного продукта Matlab.  

 На рис. 1 представлен график зависимости комплексного критерия от вероятностей 
риска Prisk и удачи Pluck. Из рисунка 1 видно, что при уменьшении вероятности риска 
Prisk уменьшается критерий компромисса, тоже происходит при увеличении вероятности 
удачи Pluck. 

 
 

 

 
 

   

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
Рис. 1. Зависимость комплексного критерия эффективного портфеля от Prisk и Pluck. 
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Цɟɥɶɸ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬы яɜɥяɟɬɫя ɨɛɨɛщɟɧɢɟ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɦɨɞɟɥɢ RED (Random 

Earlв Detection) ɧɚ ɫɥɭɱɚɣ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢя AURED, SARED ɢ GRED, ɚ 
ɬɚɤɠɟ ɜɟɪɢɮɢɤɚɰɢя ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɱɢɫɥɟɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢя ɫ ɩɨɦɨщɶɸ 
ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢя. Нɚ ɨɫɧɨɜɟ ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɨɥɭɱɟɧɧыɯ ɞɚɧɧыɯ, ɩɨɤɚɡɚɧɨ, 
ɱɬɨ ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɟ ɢ ɱɢɫɥɟɧɧɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢя ɞɚɥɢ ɤɚɱɟɫɬɜɟɧɧɨ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸщɢɟ ɞɪɭɝ-ɞɪɭɝɭ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬы. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: RED, ɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɵɟ ɫɟɬɢ, ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɦ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɟ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ, ns2, python3. 
Раɛɨɬа чаɫɬɢчɧɨ ɩɨɞɞеɪɠаɧа ɝɪаɧɬаɦɢ РФФИ № 14-01-00628, 15-07-08795 ɢ 16-07-00556. 

ȼвɟɞɟɧиɟ 
Ɉɞɧɢɦ ɢɡ ɢɧɫɬɪɭɦɟɧɬɨɜ ɩɨ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɸ ɬɪɚɮɢɤɨɦ ɧɚ ɦɚɪɲɪɭɬɢɡɚɬɨɪɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ 

ɩɪɨɬɨɤɨɥ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɨɱɟɪɟɞɢ (ɛɭɮɟɪɚ). ɇɚ ɩɪɚɤɬɢɤɟ ɧɚɢɛɨɥɟɟ ɲɢɪɨɤɨ ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ 
ɞɢɫɰɢɩɥɢɧɵ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɬɢɩɚ RED (RanНom Earlв DОtОМtТon) [1]. ɋɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ ɭɫɨɜɟɪɲɟɧɫɬɜɨɜɚɧɢɣ ɢɫɯɨɞɧɨɝɨ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ, ɜ ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ ɚɥɝɨɪɢɬɦɵ ARED, 
AURED, GRED ɢ SARED [2–4]. ɋɬɨɢɬ ɨɬɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ ɜ ɫɜɨɟɣ ɨɫɧɨɜɟ ɞɚɧɧɵɟ ɚɥɝɨɪɢɬɦɵ 
ɫɯɨɞɧɵ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɦɨɠɧɨ ɝɨɜɨɪɢɬɶ ɨ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚɯ ɫɟɦɟɣɫɬɜɚ RED. 

ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɨɜɨɞɢɬɫɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɯ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧ: ARED [3], 
AURED [2], GRED [5] ɢ SARED [4]. Дɥɹ ɚɧɚɥɢɡɚ ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ ɦɟɬɨɞɵ ɱɢɫɥɟɧɧɨɝɨ ɢ 
ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ. 

 Ⱥɥɝɨɪиɬɦы ɨɛɫɥɭɠивɚɧия ɨɱɟɪɟɞи ɬиɩɚ RED 
ȼɫɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɵɟ ɚɥɝɨɪɢɬɦɵ ɨɫɧɨɜɵɜɚɸɬɫɹ ɧɚ RED, ɧɨ ɞɨɛɚɜɥɹɸɬ ɧɟɤɨɬɨɪɵɟ 
ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɟ ɲɚɝɢ ɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ. 

 
Ɋɢɫ.1. ɍɩɪɨɳɟɧɧɚɹ ɛɥɨɤ-ɫɯɟɦɚ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ RED 
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ɍɩɪɨɳɟɧɧɚɹ ɛɥɨɤ-ɫɯɟɦɚ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ RED ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɚ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ 1. Ɉɫɧɨɜɧɵɟ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ, ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɸɳɢɟ ɩɨɜɟɞɟɧɢɟ ɨɱɟɪɟɞɢ: ݍ — ɬɟɤɭɳɚɹ ɞɥɢɧɚ ɨɱɟɪɟɞɢ ɢ ݍ��� — 
ɫɪɟɞɧɹɹ ɞɥɢɧɚ ɨɱɟɪɟɞɢ. Ɉɫɧɨɜɧɵɟ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ: ݍ� — ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɵɣ ɩɨɪɨɝ ɡɚɩɨɥɧɟɧɢɹ 
ɨɱɟɪɟɞɢ, ݍ�� — ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɚɹ ɩɨɪɨɝ ɡɚɩɨɥɧɟɧɢɹ ɨɱɟɪɟɞɢ ɢ �� — ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɟ 
ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɢ ɫɛɪɨɫɚ. ȼɨ ɜɫɟɯ ɨɫɬɚɥɶɧɵɯ ɢɡɭɱɚɟɦɵɯ ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚɯ 
ɷɬɢ ɜɟɥɢɱɢɧɵ ɩɪɢɫɭɬɫɬɜɭɸɬ. Ɋɚɡɥɢɱɢɟ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ ɡɚɤɥɸɱɚɟɬɫɹ ɜ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 
ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɢ ɫɛɪɨɫɚ ɩɚɤɟɬɚ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɜ ɞɨɛɚɜɥɟɧɢɢ ɧɚɫɬɪɨɣɤɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ��. 

Чиɫɥɟɧɧɨɟ ɦɨɞɟɥиɪɨвɚɧиɟ ɚɥɝɨɪиɬɦɨв 
ɋɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬ ɫɨɛɨɣ ɫɢɫɬɟɦɭ ɢɡ ɬɪɟɯ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɯ 

ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ Иɬɨ. ȼɵɜɨɞ ɢ ɨɛɨɫɧɨɜɚɧɢɟ ɦɨɞɟɥɢ ɫɦ. ɜ ɪɚɛɨɬɟ [5]. 
Дɟɬɟɪɦɢɧɢɪɨɜɚɧɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɩɨɥɭɱɚɟɬɫɹ ɢɡ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɩɭɬɟɦ ɨɬɛɪɚɫɵɜɚɧɢɹ 
ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɱɥɟɧɚ. 

ɉɪɨɝɪɚɦɦɧɵɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫ ɞɥɹ ɱɢɫɥɟɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ 
ɨɱɟɪɟɞɢ ɧɚ ɦɚɪɲɪɭɬɢɡɚɬɨɪɟ ɬɢɩɚ RED ɛɵɥ ɧɚɩɢɫɚɧ ɧɚ ɹɡɵɤɟ ɩɪɨɝɪɚɦɦɢɪɨɜɚɧɢɹ PвtСon 
ɜɟɪɫɢɢ 3 ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɯ ɛɢɛɥɢɨɬɟɤ: numpв, matplotlТb ɢ sМТpв. ȼɟɫɶ 
ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɵɣ ɤɨɞ ɨɬɤɪɵɬ ɢ ɞɨɫɬɭɩɟɧ ɩɨ ɫɫɵɥɤɟ https://bitbucket.org/mngev/red-
modeling-public. 

ɉɪɢ ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɟ ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɥɫɹ ɨɛɴɟɤɬɧɨ - ɨɪɢɟɧɬɢɪɨɜɚɧɧɵɣ ɩɨɞɯɨɞ. ȼ 
ɤɚɱɟɫɬɜɟ ɨɛɴɟɤɬɨɜ ɛɵɥɢ ɜɵɛɪɚɧɵ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧɵ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɨɱɟɪɟɞɟɣ. Ɍɚɤ ɤɚɤ ɜɫɟ ɨɧɢ 
ɨɫɧɨɜɚɧɵ ɧɚ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧɟ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ RED ɢ ɨɬɥɢɱɚɸɬɫɹ ɥɢɲɶ ɜ ɞɟɬɚɥɹɯ, ɬɨ 
ɟɫɬɟɫɬɜɟɧɧɵɦ ɫɩɨɫɨɛɨɦ ɢɯ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɨɣ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɛɵɥɨ ɜɵɞɟɥɟɧɢɟ ɨɛɴɟɤɬɚ RED ɜ 
ɪɨɞɢɬɟɥɶɫɤɢɣ ɤɥɚɫɫ ɢ ɧɚɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɟɝɨ ɜɫɟɦɢ ɨɫɬɚɥɶɧɵɦɢ ɨɛɴɟɤɬɚɦɢ (ARED, AURED, 
DSRED, EFRED, POWARED, RARED, SARED, WRED, GRED). ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɩɨɞɤɥɚɫɫɵ 
ɧɚɫɥɟɞɭɸɬ ɜɫɟ ɦɟɬɨɞɵ ɢ ɚɬɪɢɛɭɬɵ ɪɨɞɢɬɟɥɶɫɤɨɝɨ ɤɥɚɫɫɚ ɢ ɩɟɪɟɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬ ɥɢɲɶ ɬɟ 
ɦɟɬɨɞɵ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɨɬɥɢɱɚɸɬ ɤɨɧɤɪɟɬɧɭɸ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧɭ ɨɛɫɥɭɠɢɜɚɧɢɹ ɨɬ RED. ɇɢ ɜ ɨɞɧɨɦ 
ɩɨɞɤɥɚɫɫɟ ɧɟ ɜɜɨɞɢɬɫɹ ɧɨɜɵɯ ɦɟɬɨɞɨɜ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɞɚɬɶ ɨɩɢɫɚɧɢɟ ɪɨɞɢɬɟɥɶɫɤɨɝɨ 
ɤɥɚɫɫɚ RED. ɉɨɞɪɨɛɧɚɹ ɞɨɤɭɦɟɧɬɚɰɢɹ ɨɩɢɫɵɜɚɟɦɨɝɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɚ ɞɨɫɬɭɩɧɚ ɩɨ 
ɜɵɲɟɭɤɚɡɚɧɧɨɣ ɫɫɵɥɤɟ. 

 

ɂɦиɬɚɰиɨɧɧɨɟ ɦɨɞɟɥиɪɨвɚɧия ɫ ɩɨɦɨщɶɸ NS2 
ȼɫɹ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɚɹ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɹ ɩɨ ɪɚɛɨɬɟ ɫ ns2 ɢɡɥɨɠɟɧɚ ɜ ɨɮɢɰɢɚɥɶɧɨɣ ɞɨɤɭɦɟɧɬɚɰɢɢ 

[9] ɢ ɜ ɩɪɢɦɟɪɚɯ, ɞɨɫɬɭɩɧɵɯ ɜ ɞɢɫɬɪɢɛɭɬɢɜɟ. ȼ ns2 ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɬɪɟɯ 
ɪɚɡɧɨɜɢɞɧɨɫɬɟɣ ɞɢɫɰɢɩɥɢɧɵ RED: ɨɪɢɝɢɧɚɥɶɧɵɣ ɚɥɝɨɪɢɬɦ RED, ɚɞɚɩɬɢɜɧɵɣ ɚɥɝɨɪɢɬɦ 
ARED ɢ GОntlО RED. ȼɵɛɨɪ ɤɨɧɤɪɟɬɧɨɝɨ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɩɭɬɟɦ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɫɤɪɢɩɬɚ. 

 
Ɋɢɫ.2. Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɱɢɫɥɟɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ (ɫɥɟɜɚ) ɢ ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɝɨ (ɫɩɪɚɜɚ) 

ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ GRED 
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Дɥɹ ɱɢɫɥɟɧɧɨɝɨ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ AURED, SARED ɢ GRED ɛɵɥ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧ 
ɜɵɲɟɨɩɢɫɚɧɧɵɣ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɵɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫ. ɋɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɚɹ ɢ ɞɟɬɟɪɦɢɧɢɪɨɜɚɧɧɚɹ 
ɱɢɫɥɟɧɧɵɟ ɦɨɞɟɥɢ ɛɵɥɢ ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɟɧɵ ɧɚ ɫɥɭɱɚɣ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ AURED, SARED ɢ GRED. 
Ȼɵɥ ɧɚɩɢɫɚɧ ɦɨɞɭɥɶ (ɩɨɞɤɥɚɫɫ), ɪɚɫɲɢɪɹɸɳɢɣ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɵɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫ ɢ ɜɜɨɞɹɳɢɣ ɜ 
ɧɟɝɨ ɦɨɞɟɥɢ ɜɵɲɟɩɟɪɟɱɢɫɥɟɧɧɵɯ ɚɥɝɨɪɢɬɦɨɜ [9,10]. Ȼɵɥ ɩɪɨɜɟɞɟɧ ɱɢɫɥɟɧɧɵɣ 
ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɷɬɨɝɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɚ ɩɪɨɝɪɚɦɦ, ɪɟɚɥɢɡɭɸɳɢɯ ɪɟɲɟɧɢɟ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɯ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫɬɨɯɚɫɬɢɱɟɫɤɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ Ɋɭɧɝɟ-Кɭɬɬɵ 
ɫɥɚɛɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ 2.0 ɢ ɫɢɥɶɧɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ 1.0. ɉɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɛɵɥɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɵ 
ɜ ɝɪɚɮɢɱɟɫɤɨɦ ɜɢɞɟ (ɞɜɚ ɝɪɚɮɢɤɚ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɵ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ 2). 

ȼывɨɞы 
Ⱥɧɚɥɢɡ ɝɪɚɮɢɤɨɜ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɭɬɜɟɪɠɞɚɬɶ, ɱɬɨ ɱɢɫɥɟɧɧɚɹ ɢ ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɚɹ ɦɨɞɟɥɢ ɞɚɸɬ 

ɫɯɨɞɧɵɣ ɤɚɱɟɫɬɜɟɧɧɵɣ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ. ɋɪɟɞɧɹɹ ɞɥɢɧɚ ɨɱɟɪɟɞɢ ɜ ɧɚɱɚɥɟ ɪɚɛɨɬɵ ɚɥɝɨɪɢɬɦɚ 
ɪɟɡɤɨ ɩɨɜɵɲɚɟɬɫɹ, ɚ ɡɚɬɟɦ ɭɛɵɜɚɟɬ ɢ ɫɬɚɛɢɥɢɡɢɪɭɟɬɫɹ, ɨɫɰɢɥɥɢɪɭɹ ɨɤɨɥɨ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɝɨ 
ɡɧɚɱɟɧɢɹ. ɇɚɢɛɨɥɟɟ ɛɥɢɡɤɢɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɛɵɥɢ ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɩɪɢ ɫɪɚɜɧɟɧɢɢ ɱɢɫɥɟɧɧɨɣ ɢ 
ɢɦɢɬɚɰɢɨɧɧɨɣ ɦɨɞɟɥɟɣ ɩɪɨɬɨɤɨɥɚ GRED. 
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The aim of this paper is to summarize the stochastic model of RED (Random Early 

Detection) in the case of AURED service disciplines, SARED and GRED, as well as the 

verification of the results of numerical modeling using simulation. Based on the analysis 

of the data shows that given the quality corresponding to each other the results of simulation 

and numerical simulation. 
Кɟɭ аorНs: RED, computer networks, stochastic differential equations, simulation, ns2, python3. 

Ʉɭɥɹɛɨɜ Ⱦ. ɋ. ɢ ɞɪ. 291



О НЕКОТОРЫХ ПОДХОДАХ В ПРОБЛЕМАХ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Кузьмина Л.К. 
        КНИТУ-КАИ, Lyudmila.Kuzmina@kpfu.ru 

Применительно к проблемам моделирования в динамике сложных инженерных 
систем с многовременными масштабами развиваются понятия и методы 
классической теории устойчивости А.М.Ляпунова, с обобщением принципа сведения 
для общего качественного анализа. Разрабатываются  строгие научные основы 
теории моделирования, с построением упрощенных моделей в качестве расчетных 
(s-моделей). Конструируемый  алгоритм, основанный на методах теории 
устойчивости А.М.Ляпунова, с расширением постановок Н.Г.Четаева, 
П.А.Кузьмина, В.В.Румянцева, доведенный до инженерного уровня, позволяет по 
разработанной схеме в рамках поставленной динамической задачи разделять 
параметры и переменные в исходной системе на существенные и несущественные, 
выявлять «несущественные степени свободы» с последующим переходом к 
корректной редуцированной модели ( к идеализированной модели), с выяснением 
влияния отброшенных «неидеальностей» на динамические свойства. Решается  
задача о построении оптимальной механико-математической модели, 

минимальной модели по Н.Н.Моисееву, для систем с разномасштабными 
переменными.  
Ключевые слова: моделирование, многомасштабные системы, методы А.М.Ляпунова . 

Введение  
             Предмет исследования связан с проблемами математического моделирования и 
качественного анализа в динамике сложных систем с многовременными масштабами, 
которые порождены прикладными задачами инженерной практики. Как правило, хорошо 
детализированная физико-математическая модель реального технического объекта 
является нелинейной, высокоразмерной, многосвязной, что обуславливает особые 
затруднения в получении точного решения аналитическими и численно-аналитическими 
методами для задач анализа и синтеза. Это приводит к необходимости упрощения 
исходной модели, с выявлением главных степеней свободы системы для последующего 
перехода к декомпозированной системе с укороченными подмоделями, с 
идеализированными свойствами. Эти проблемы весьма актуальны как для общей теории 

моделирования, так и для инженерных приложений. Главными целями в инженерных 
расчетах являются задачи оптимального механико-математического моделирования и 
регулярные схемы декомпозиции, с обобщением принципа сведения А.М.Ляпунова, 

хорошо известного в теории устойчивости. В данной работе разрабатывается 
унифицированный подход, основанный на методах А.М.Ляпунова, идеях Н.Г.Четаева. 
Применяемый подход, комбинирующий методы теории устойчивости и теории 
возмущений, позволяет выработать общую концепцию в проблеме моделирования, с 
разработкой   научных основ математического моделирования, с построением регулярных 
схем, доведенных до инженерного уровня, для декомпозиции-редукции полной системы и 
ее качественных свойств [1- 15]. 

          Основные вопросы, весьма актуальные в задачах механики: 
 - как исходная (полная) система (ИС), соответствующая номинальной модели (Н.Г.Четаев, 
П.А.Кузьмин) может быть сведена к укороченной системе (УС), соответствующей 
декомпозированной модели; 
 - как укороченная система может быть сконструирована в качестве системы сравнения 
(СС), отвечающей модели сравнения (В.М.Матросов), с сохранением эквивалентности в 
качественных задачах (по основным динамическим свойствам). Эти проблемы весьма 
актуальны в задачах механики и всей инженерной практики. 
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В соответствии с этим выделены главные направления, обсуждаемые в работе: 
− методология в проблемах редукции-декомпозиции; 
− развитие приемов, методов как для физической, так и для математической 

декомпозиции (D.D.Siljak); 

− обоснование законности декомпозированных моделей в динамике; 
− определение условий качественной эквивалентности и приемлемости (L.Ljung). 

        Следует отметить, что первые строгие результаты в этом направлении были получены 
H.Poincare и А.М.Ляпуновым. В исследованиях А.М.Ляпунова метод сравнения (общий 
качественный метод анализа) был развит со строгим доказательством для решения задач 
устойчивости. Этот метод привел к принципу сведения (хорошо известному в теории 
устойчивости, начиная с работ А.М.Ляпунова, К.П.Персидского, И.Г.Малкина), а также - к 
принципу сравнения. Обобщенной формой его является принцип сравнения с вектор-

функцией А.М.Ляпунова, который разработан в исследованиях В.М.Матросова, R.Bellman. 
Применительно к задачам механики неизбежно возникают новые проблемы, что связано с 
системами сингулярно возмущенного класса, с различными типами сингулярностей, с 
особенными критическими (трансцендентными) случаями. Имеется непосредственная 
внутренняя связь между теоремами устойчивости А.М.Ляпунова и результатами для 
теории сингулярно возмущенных систем, что отмечено в ранних исследованиях 
И.С.Градштейна (эти результаты являются прямым следствием теорем А.М.Ляпунова). 
Также подчеркнем, что первые работы и результаты по различным аспектам теории 
дифференциальных уравнений с большими и малыми параметрами восходят к ранним 
исследованиям Я.Д.Тамаркина, G.Birkhoff, к постановкам Н.Н.Моисеева, L.T.Gruijc. 

 Основные положения 
           Формируемый здесь подход в рамках методологии теории устойчивости позволяет 
построить укороченные модели, интересные для инженерных приложений, с строгим 
обоснованием их приемлемости. При этом определяются условия качественной 
эквивалентности между полной моделью и укороченными моделями, строятся 
расширенные оценки типа Н.Г.Четаева, справедливые на бесконечном интервале времени. 
Метод позволяет получить эффективный алгоритм для сложных систем различной физико-

технической природы. В качестве основного положения принято наличие 
методологической связи между задачами теории устойчивости и проблемами 
моделирования в широком смысле; в качестве исходных  фундаментальных аксиом 
приняты два положения (постулат устойчивости и постулат сингулярности). 

             Здесь исходные системы (и динамические задачи) трактуются как сингулярно 
возмущенные; исследуемые объекты – системы класса «жестких». Для таких систем 
характерно, что движение состоит из нескольких разночастотных составляющих. Скорости 
этих составляющих процессов являются существенно разными, отвечающими быстрым, 
средним и медленным компонентам движения. Исходная математическая модель (с точки 
зрения модели механики Ньютона) – нелинейная система дифференциальных уравнений (в 
переменных состояния исходного объекта), с малыми и большими параметрами, которая 
может быть представлена как сингулярная система с малыми параметрами в различных 
степенях (для этого необходимо нелинейное, невырожденное, равномерно-регулярное 
преобразование переменных); вводимый малый параметр соответствует рассматриваемому 
конкретному физическому свойству в процедуре идеализации модели. 
               Такое представление ИС дает эффективные пути для редукции и декомпозиции 
исходных систем асимптотическими методами, с выделением в движениях системы разно-

частотных составляющих (высокочастотной, среднечастотной, низкочастотной); с 
конструированием систем сравнения строгими математическими приемами. 
Разрабатываемый подход позволяет строить укороченные уравнения (модели) как 
асимптотические упрощенные системы соответствующих уровней. Укороченная система 
(УС) вводится как s-система (s – приближение по части переменных, в развитие 
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постановок А.М.Ляпунова, В.В.Румянцева, s=0,1,2,...). Последняя – также сингулярная 
система, но меньшего порядка по сравнению с исходной системой .  
         Следующий этап – развитие научных основ и регулярных методов в задаче 
приемлемости укороченных моделей, с определением условий декомпозиции 
динамических свойств системы. При этом в соответствии с разрабатываемым подходом эта 
задача разделяется на отдельные качественные задачи: задачи устойчивости, близости, 
оптимальности… (L.Ljung).. 

        Необходимо заметить, концепция постулата устойчивости (с расширением постановки 
П.А.Кузьмина для задач с нерегулярными параметрическими возмущениями) дает в этом 
направлении конструктивный инструмент для задач механики сингулярных систем с 
разновременными масштабами как для теории, так и приложений. При этом в 
рассматриваемых случаях сингулярные возмущения являются не произвольными, а 
порожденными  исходной моделью и исходной постановкой. 
        В приложениях к динамике многомасштабных систем (для робототехнических 
систем, для механических систем с гироскопами, для электромеханических систем,…) 
полученные результаты позволяют конструировать укороченные модели 
(соответствующие s – приближениям по части переменных) строгим математическим 
способом, с использованием прямой методологической связи между задачами механики 
и теорией сингулярных возмущений (Н.Г.Четаев, Д.Р.Меркин). Более того, 
интерпретация этих формализованных конструкций (укороченных s-моделей) ведет к 
новым приближенным теориям, с определением условий их приемлемости в 
приложениях для инженерной практики. Это представляется очень важным и с  
гносеологической точки зрения для общей теории моделирования. 

Заключение 
            Метод, развиваемый в работе, позволяет оптимизировать процесс анализа и синтеза, 
сократить время инженерного расчета с первого этапа проектирования сложной системы. 
При этом исходные нелинейные многоразмерные задачи сводятся к укороченным 
подзадачам для укороченных моделей, которые вводятся как асимптотические s-модели. 

Так как качественные характеристики системы не обладают свойством декомпозиции, 
необходимы разработки специальных методов для определения условий этой 
декомпозиции. В данной работе эти задачи решены для сингулярных систем в критических 
случаях, которые характерны  для систем механики и инженерных приложений.  Эти 
результаты являются обобщением и дополнением теорем А.М.Ляпунова для критических 
случаев сингулярно возмущенных систем. Разработанный алгоритм позволяет разделять 
переменные и движения в такой системе на разночастотные компоненты, начиная с первых 
шагов проектирования, получить условия для приемлемой декомпозиции (как для 
физической, так и для математической).Развиваемые подходы позволяют исследовать 
исходные сложные объекты аналитическими (или численно-аналитическими) методами. В 
качестве приложения рассмотрены различные примеры конкретного физического 
содержания. 
      Работа выполняется при поддержке Российского Фонда Фундаментальных 
Исследований (15-08-00393).                                                       
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SOME APPROACHES IN PROBLEMS OF MATHEMATICAL 

MODELLING 

Kuzmina L.K. 
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It is important study, that is concerned with the development of the concepts and methods of 

classical stability theory in reference to the problems of modelling for singularly perturbed 

class systems, in regard to Mechanics problem . The various aspects of complex multi-scale 

systems dynamics are considered. Methods of the modelling and analysis on the generalized 

methodology base, combining the stability theory ideas and asymptotic theory manners, are 

elaborated. Non-traditional, extended approach, formed on Lyapunov’s methods, Chetayev’s 

stability postulate , the singularity postulate and the statements  of parametric stability 

(P.A.Kuzmin),the stability on variables  part(V.V. Rumyantsev) and quasi-stability 

(K.P.Persidskiy) is worked out. It gives universal tool  that makes it possible to come near to 

the solving of fundamental problems in general modelling theory. The effective algorithm of 

engineering level is obtained. Besides all investigated objects are interpreted from unified 

positions as singular ones; effectual non-traditional technology of modelling, that uses 

principally non-linear approach, is established; the simple schemes of decomposition-

reduction of original systems (models) and of dynamic properties are worked out; the 

generalization of the reduction principle, well-known in stability theory, is got for general 

qualitative analysis. 

Кеу words: modelling, multi-scale systems, methods of A.M. Lyapunov. 
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ЭФФЕɄɌɂВɇɈЕ ɋȽɅАɀɂВАɇɂЕ ȾВɍɆЕɊɇɈɃ 
ɉɈВЕɊХɇɈɋɌɂ 

Любин ɉ.Ƚ., Щетинин Е.Ю. 

ФȽȻɈУ ВɈ ɆȽТУ "ɋТАНКИН", lyubin.p@gmail.com 

В ɪаɛɨɬɟ ɩɪɟɞɫɬаɜɥɟɧ аɥɝɨɪиɬɦ, ɤɨɬɨɪыɣ ɛыɫɬɪɨ и ɫ ɦиɧиɦаɥьɧыɦ 
ɩɨɬɪɟɛɥɟɧиɟɦ ɩаɦяɬи, ɨчищаɟɬ ɞаɧɧыɟ ɨɬ «шɭɦа» и «ɧɟɫɭщɟɫɬɜɟɧɧых» чаɫɬɟɣ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɚɹ ɪɟɝɪɟɫɫɢɹ, ɞɜɭɦɟɪɧɨɟ ɫɝɥɚɠɢɜɚɧɢɟ, ɲɬɪɚɮɧɵɟ 
ɫɩɥɚɣɧɵ, ɫɝɥɚɠɢɜɚɸɳɢɟ ɫɩɥɚɣɧɵ, ɫɤɨɥɶɡɹɳɢɣ ɤɨɧɬɪɨɥɶ, ɞɜɭɦɟɪɧɨɟ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɟ 
ɤɨɫɢɧɭɫɧɨɟ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɟ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
Зɚɞɚɱɟɣ ɪɟɝɪɟɫɫɢɨɧɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɨɫɫɬɚɧɨɜɥɟɧɢɟ ɡɚɤɨɧɨɦɟɪɧɨɫɬɟɣ ɢɡɭɱɚɟɦɨɝɨ 

ɩɪɨɰɟɫɫɚ. Пɪɢ ɷɬɨɦ ɢɫɯɨɞɧɵɟ ɞɚɧɧɵɟ ɡɚɲɭɦɥɟɧɵ, ɢɡ-ɡɚ ɱɟɝɨ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ «ɫɝɥɚɠɢɜɚɧɢɟ». 
Пɨɞ ɫɝɥɚɠɢɜɚɧɢɟɦ ɩɨɧɢɦɚɟɬɫɹ ɩɨɩɵɬɤɚ ɭɞɚɥɟɧɢɹ ɲɭɦɚ ɢ ɧɟɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɵɯ ɮɪɚɝɦɟɧɬɨɜ 
ɩɪɢ ɫɨɯɪɚɧɟɧɢɢ ɧɚɢɛɨɥɟɟ ɜɚɠɧɵɯ ɫɜɨɣɫɬɜ ɫɬɪɭɤɬɭɪɵ ɞɚɧɧɵɯ. Сɝɥɚɠɢɜɚɧɢɟ ɞɚɧɧɵɯ, ɤɚɤ 
ɩɪɚɜɢɥɨ, ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɩɭɬɟɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɣ ɢɥɢ ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɣ ɪɟɝɪɟɫɫɢɢ. В 
ɫɥɭɱɚɟ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɣ ɪɟɝɪɟɫɫɢɢ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵ ɚɩɪɢɨɪɧɵɟ ɡɧɚɧɢɹ ɨ ɮɨɪɦɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ 
ɪɟɝɪɟɫɫɢɢ. Ȼɨɥɶɲɢɧɫɬɜɨ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦɵɯ ɞɚɧɧɵɯ, ɨɞɧɚɤɨ, ɧɟɜɨɡɦɨɠɧɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɡɢɪɨɜɚɬɶ. С 
ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɢ ɡɪɟɧɢɹ, ɧɟɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɚɹ ɢ ɩɨɥɭɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɚɹ ɪɟɝɪɟɫɫɢɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɬɫɹ 
ɥɭɱɲɢɦ ɩɨɞɯɨɞɨɦ ɤ ɪɟɲɟɧɢɸ ɡɚɞɚɱɢ ɫɝɥɚɠɢɜɚɧɢɹ. Ɉɞɧɢɦ ɢɡ ɤɥɚɫɫɢɱɟɫɤɢɯ ɩɨɞɯɨɞɨɜ 
ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɦɨɞɢɮɢɤɚɰɢɣ ɦɟɬɨɞɚ ɧɚɢɦɟɧɶɲɢɯ ɤɜɚɞɪɚɬɨɜ ɫɨ 
ɲɬɪɚɮɨɦ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɜɩɟɪɜɵɟ ɛɵɥ ɩɪɨɞɟɦɨɧɫɬɪɢɪɨɜɚɧ ɜɧɚɱɚɥɟ 1920-ɯ ɜ ɪɚɛɨɬɟ [1] ɢ ɜ 
ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɦ ɩɨɞɪɨɛɧɨ ɪɚɡɨɛɪɚɧ ɜ ɤɧɢɝɟ [2]. Эɬɚ ɬɟɯɧɢɤɚ ɡɚɤɥɸɱɚɟɬɫɹ ɜ ɦɢɧɢɦɢɡɚɰɢɢ 
ɧɟɤɨɬɨɪɨɝɨ ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɭɪɚɜɧɨɜɟɲɢɜɚɟɬ «ɚɞɟɤɜɚɬɧɨɫɬɶ» ɢ «ɝɥɚɞɤɨɫɬɶ» ɨɰɟɧɤɢ ܨሺ̂ݕሻ = ܴܵܵ + � ∙ �ሺ̂ݕሻ = ݕ̂‖ − ଶ‖ݕ + �ሺ̂ݕሻ, 
ɝɞɟ ‖ ∙ ‖ – ɟɜɤɥɢɞɨɜɚ ɧɨɪɦɚ. Пɚɪɚɦɟɬɪ � ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɵɦ ɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɵɦ ɱɢɫɥɨɦ, 
ɨɬɜɟɱɚɸɳɢɦ ɡɚ ɤɨɧɬɪɨɥɶ ɝɥɚɞɤɨɫɬɢ ɪɟɲɟɧɢɹ: ɩɪɢ ɟɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚɧɢɢ ɝɥɚɞɤɨɫɬɶ ̂ݕ ɬɚɤɠɟ 
ɪɚɫɬɟɬ. Кɨɝɞɚ ɲɬɪɚɮɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɡɚɩɢɫɚɧɚ ɜ ɜɢɞɟ ɢɧɬɟɝɪɚɥɚ ɤɜɚɞɪɚɬɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ p-
ɩɨɪɹɞɤɚ, ɪɟɝɪɟɫɫɢɹ ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɫɝɥɚɠɢɜɚɸɳɢɦ ɫɩɥɚɣɧɨɦ [1,3,4]. Пɪɨɫɬɵɦ ɢ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɦ 
ɩɨɞɯɨɞɨɦ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɤɜɚɞɪɚɬɢɱɧɵɣ ɜɢɞ ɲɬɪɚɮɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɫɥɟɞɭɸɳɟɣ ɮɨɪɦɟ [5] �ሺ̂ݕሻ =  ,ሻ‖ଶݕሺ̂ܦ‖
ɝɞɟ ܦ – ɬɪёɯɞɢɚɝɨɧɚɥɶɧɚɹ ɦɚɬɪɢɰɚ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɜɢɞɚ 
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Ⱦвɭɦɟɪɧɨɟ ɫɝлаɠиваɧиɟ 
 Пɭɫɬɶ ɢɦɟɸɬɫɹ ɪɚɜɧɨɦɟɪɧɚɹ ɫɟɬɤɚ {ݔଵ, ,  ଶ,}ଵ≤≤�భ,ଵ≤≤�మ ɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɬɤɥɢɤɚ ɜݔ
ɭɡɥɚɯ ɷɬɨɣ ɫɟɬɤɢ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɜɢɞɚ ݕ, = ଵ,ݔ)݂ , (ଶ,ݔ + �, , 
ɝɞɟ �,  ~ �ሺͲ, �ଶሻ. В ɬɚɤɨɦ ɫɥɭɱɚɟ ɦɨɠɧɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɬɶ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɬɤɥɢɤɚ ɜ ɜɢɞɟ 
ɦɚɬɪɢɰɵ �, ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ݕ, ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɷɥɟɦɟɧɬɨɦ i-ɨɣ ɫɬɪɨɤɢ j-ɨɝɨ ɫɬɨɥɛɰɚ. В ɬɚɤɨɦ ɫɥɭɱɚɟ �̂  
- ɷɬɨ ɦɚɬɪɢɰɚ ɫɨ ɫɝɥɚɠɟɧɧɵɦɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ. Вɜɟɞɟɦ ɨɩɟɪɚɰɢɸ �݁�, ɤɨɬɨɪɚɹ ɡɚɤɥɸɱɚɟɬɫɹ ɜ 
ɡɚɩɢɫɢ ɦɚɬɪɢɰɵ ɜ ɜɢɞɟ ɜɟɤɬɨɪ-ɫɬɨɥɛɰɚ ɩɭɬɟɦ ɜɵɤɥɚɞɵɜɚɧɢɹ ɫɬɨɥɛɰɨɜ ɦɚɬɪɢɰɵ ɞɪɭɝ ɡɚ 
ɞɪɭɝɨɦ. Тɨɝɞɚ ɨɰɟɧɤɚ �݁�ሺ�̂ሻ ɢɦɟɟɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɜɢɞ �݁�(�̂) = (భ�ܪ⨂మ�ܪ) ⋅ �݁�ሺ�ሻ = మ,�భ�ܪ ⋅ �݁�ሺ�ሻ, 
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ɝɞɟ ܪ�భ ,  మ - ɩɪɨɟɤɰɢɨɧɧɵɟ ɦɚɬɪɢɰɵ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɝɨ ɢɡɦɟɪɟɧɢɹ. Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɷɬɢ�ܪ
ɩɪɨɟɤɰɢɨɧɧɵɟ ɦɚɬɪɢɰɵ ɢɦɟɸɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɣ ɜɢɞ ܪ�� = ��ܫ) + � ⋅ ���ܦ �       ,ଵ−(��ܦ = ͳ,ʹ. 
Пɪɢɧɢɦɚɹ ɜɨ ɜɧɢɦɚɧɢɟ ɫɜɨɣɫɬɜɚ ɬɟɧɡɨɪɧɨɝɨ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ [6] ɢ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɟ 
ɩɪɨɟɤɰɢɨɧɧɨɣ ɦɚɬɪɢɰɵ ܪ�� = �ܷ� ⋅ Γ�� ⋅ �ܷ�� , ɜɵɪɚɠɟɧɢɟ ɞɥɹ ̂ݕ ɦɨɠɧɨ ɩɟɪɟɩɢɫɚɬɶ 
ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ ̂ݕ = (భ�ܪ⨂మ�ܪ) ⋅ ݕ = �ܷమ,�భ ⋅ Γ�మ,�భ ⋅ �ܷమ,�భ� ⋅  .ݕ
Дɥɹ ɚɜɬɨɦɚɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɩɨɢɫɤɚ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ �ଵ ɢ �ଶ ɦɨɠɧɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ܸܥܩ 
ɚɞɚɩɬɢɪɨɜɚɧɧɵɣ ɞɥɹ ɞɜɭɦɟɪɧɨɝɨ ɫɥɭɱɚɹ: ܸܥܩሺ�ଵ, �ଶሻ = ܴܵܵ �⁄ቆͳ − (మ,�భ�ܪ)�ܶ �ଶ⁄ ቇ. 
Уɱɢɬɵɜɚɹ ɫɜɨɣɫɬɜɨ ɫɥɟɞɚ ɬɟɧɡɨɪɧɨɝɨ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ ɦɚɬɪɢɰ [6], ɩɨɥɭɱɚɟɦ ܶ�(ܪ�మ,�భ) =∑ ଵ(ଵ+��భ)మ ⋅ ∑ ଵ(ଵ+��మ)మ. Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɨɫɧɨɜɧɵɦ ɡɚɬɪɚɬɧɵɦ ɦɟɫɬɨɦ ɜ ɱɚɫɬɢ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ 

ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɪɚɫɱɟɬ ܴܵܵ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɬɪɟɛɭɟɬɫɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɟ ̂ݕ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ɤɨɦɛɢɧɚɰɢɣ  �ଵ ɢ �ଶ. 
Дɚɧɧɵɣ ɪɚɫɱɟɬ ɦɨɠɧɨ ɭɩɪɨɫɬɢɬɶ ɞɨ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ ܴܵܵ = ݕ̂‖ − ଶ‖ݕ = మ,�భ�ܪ‖ ⋅ ݕ − ଶ‖ݕ = మ,�భ�ܪ)‖ − (�ܫ ⋅ ଶ‖ݕ =∑(��మ,�భ − ͳ)ଶ ⋅ ሺܥܦ ଶܶݕሻଶ. 
Зɞɟɫɶ ܥܦ ଶܶ - ɷɬɨ ɞɜɭɦɟɪɧɵɣ ɚɧɚɥɨɝ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɝɨ ɤɨɫɢɧɭɫɧɨɝɨ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɹ. Иɡ 
ɭɩɪɨɳɟɧɧɨɣ ɮɨɪɦɭɥɵ ɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɩɪɟɨɛɪɚɡɨɜɚɧɢɟ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɜɵɩɨɥɧɢɬɶ ɨɞɢɧ ɪɚɡ, ɚ 
ɦɟɧɹɸɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ��మ,�భ ɜ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɡɧɚɱɟɧɢɣ �ଵ ɢ �ଶ. Дɚɧɧɵɣ ɩɨɞɯɨɞ 
ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɧ ɧɚ ɹɡɵɤɟ R. Дɥɹ ɞɟɦɨɧɫɬɪɚɰɢɢ ɩɪɟɢɦɭɳɟɫɬɜ ɢɡɥɨɠɟɧɧɨɝɨ ɩɨɞɯɨɞɚ ɜɵɩɨɥɧɟɧ 
ɱɢɫɥɟɧɧɵɣ ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬ.  

 
Ɋɢɫ. 1. Фɭɧɤɰɢɹ sin ሺʹ�ሺݔ − Ͳ.ͷሻଷ ∙ cos ሺͶ�ݕሻ ɫ ɲɭɦɨɦ 

Чиɫлɟɧɧыɣ экɫɩɟɪиɦɟɧɬ 
Дɥɹ ɩɪɨɜɟɞɟɧɢɹ ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚ ɫɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɚ ɫɥɟɞɭɸɳɚɹ ɡɚɞɚɱɚ: ɜɡɹɬɚ ɮɭɧɤɰɢɹ sin ሺʹ�ሺݔ − Ͳ.ͷሻଷ ∙ cos ሺͶ�ݕሻ ɢ ɡɚɲɭɦɥɟɧɚ ɫɥɭɱɚɣɧɵɦɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ ɧɨɪɦɚɥɶɧɨɝɨ 

ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɧɭɥɟɜɵɦ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɢɦ ɨɠɢɞɚɧɢɟɦ ɢ ɞɢɫɩɟɪɫɢɟɣ Ͳ.ʹଶ (ɪɢɫ. 1). 
Сɝɥɚɠɢɜɚɧɢɟ ɩɪɨɜɨɞɢɥɨɫɶ ɢɡɥɨɠɟɧɧɵɦ ɩɨɞɯɨɞɨɦ ɢ ɩɪɢ ɩɨɦɨɳɢ ɩɚɤɟɬɚ MGCV, ɜ 
ɤɨɬɨɪɨɦ ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɧɨ ɫɝɥɚɠɢɜɚɧɢɟ ɲɬɪɚɮɧɵɦɢ ɫɩɥɚɣɧɚɦɢ, ɜ ɬɨɦ ɱɢɫɥɟ, ɢ ɞɥɹ 
ɦɧɨɝɨɦɟɪɧɨɝɨ ɫɥɭɱɚɹ ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɬɟɧɡɨɪɧɨɝɨ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ ɛɚɡɨɜɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ. 
Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚ ɩɪɢɜɟɞɟɧɵ ɜ ɬɚɛɥɢɰɟ 1. 
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Тɚɛɥɢɰɚ 1. Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬɵ  
 P-ɫɩɥɚɣɧɵ 

ɫ ДКП 
GAM c ͳͲଶ ɭɡɥɚɦɢ 

GAM c ʹͲଶ ɭɡɥɚɦɢ 
RSS 9.488243 11.72485 9.87163 
MSE 0.001483  0.001832 0.00154 
Кɨɪɪɟɥɹɰɢɹ ɫ 
ɢɫɬɢɧ. ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ 

0.9993394 0.996919 0.9991624 

Вɪɟɦɹ ɫɝɥɚɠ. (ɫ) 1.941  10.237 29.875 
 

Вывɨɞы 
 Иɡ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɵɣ ɩɨɞɯɨɞ ɛɨɥɟɟ ɷɮɮɟɤɬɢɜɟɧ ɩɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ 
ɫ ɚɧɚɥɨɝɨɦ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɢɦɟɟɬ ɛɨɥɶɲɭɸ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɫɝɥɚɠɢɜɚɧɢɹ ɢ ɦɚɥɨɟ ɩɨɬɪɟɛɥɟɧɢɟ ɩɚɦɹɬɢ. 
Тɚɤɠɟ ɯɨɱɟɬɫɹ ɨɬɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ ɩɪɢ ɪɨɫɬɟ ɜɵɛɨɪɤɢ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɨɰɟɧɢɜɚɧɢɹ ɪɚɫɬɟɬ 
ɧɟɡɧɚɱɢɬɟɥɶɧɨ ɫ ɫɨɯɪɚɧɟɧɢɟɦ ɤɚɱɟɫɬɜɚ ɨɰɟɧɤɢ. Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦɢ ɩɪɨɞɟɥɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɵ 
ɹɜɥɹɸɬɫɹ: 

 ɩɨɥɭɱɟɧɵ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ ɞɥɹ ɞɜɭɦɟɪɧɨɝɨ ɫɥɭɱɚɹ ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɞɜɭɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ 
ɫɝɥɚɠɢɜɚɧɢɹ; 

 ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɣ ɩɨɞɯɨɞ ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɧ ɧɚ ɹɡɵɤɟ R; 
 ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɟ ɩɨɞɯɨɞɚ ɫ ɞɪɭɝɢɦɢ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɵɦɢ ɩɨɞɯɨɞɚɦɢ ɢ 

ɦɨɞɟɥɹɦɢ. 
В ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɢɯ ɪɚɛɨɬɚɯ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɬɫɹ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɢɟ ɫɥɟɞɭɸɳɢɯ ɜɨɡɦɨɠɧɨɫɬɟɣ: 

 ɪɚɫɲɢɪɟɧɢɟ ɦɟɬɨɞɚ ɧɚ ɦɧɨɝɨɦɟɪɧɵɣ ɫɥɭɱɚɣ; 
 ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɞɪɭɝɢɯ ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɟɧɧɵɯ ɤɪɢɬɟɪɢɟɜ ɜɵɛɨɪɚ ɫɝɥɚɠɢɜɚɸɳɢɯ 

ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ, ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ܥܫܤ ɢɥɢ ܥܫܣ; 
 ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɛɨɥɟɟ ɛɵɫɬɪɨɝɨ ɦɟɬɨɞɚ ɩɨɢɫɤɚ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ 

ɮɭɧɤɰɢɨɧɚɥɚ ܸܥܩ. 
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EFFECTIVE TWO-DIMENSIONAL ESTIMATION 
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The article presents an algorithm for fast estimation of two-dimensional data. 
Кɟɭ аorНs: nonparametric regression, two-dimensional estimation, penalized splines, 
smoothing splines, cross-validation, discrete cosine transform. 
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C ɩɨɦɨщью ɤɥаɫɬɟɪɧɨɝɨ аɧаɥиɡа ɩɪɨɜɟɞɟɧа ɤɥаɫɫиɮиɤаɰия ɫɬɪаɧ Аɮɪиɤи ɩɨ 
ɫɨɰиаɥьɧɨ-ɷɤɨɧɨɦичɟɫɤиɦ ɩɨɤаɡаɬɟɥяɦ. В ɤачɟɫɬɜɟ ɩɨɤаɡаɬɟɥɟɣ ɛыɥи 
ɪаɫɫɦɨɬɪɟɧы ɞаɧɧыɟ ɨ чиɫɥɟɧɧɨɫɬи и  ɩɥɨɬɧɨɫɬи  ɧаɫɟɥɟɧия, ɫɬɟɩɟɧи 
ɭɪɛаɧиɡаɰии, ɫɪɟɞɧɟɣ ɩɪɨɞɨɥɠиɬɟɥьɧɨɫɬи ɠиɡɧи, ɫɪɟɞɧɟɦ ɤɨɥичɟɫɬɜɟ ɞɟɬɟɣ ɜ 
ɫɟɦьɟ, ɞɟɬɫɤɨɣ ɫɦɟɪɬɧɨɫɬи и ɜаɥɨɜɨɦ ɜɧɭɬɪɟɧɧɟɦ ɩɪɨɞɭɤɬɟ ɧа ɞɭшɭ ɧаɫɟɥɟɧия. 
Вɫɟ ɞаɧɧыɟ ɩɨɥɭчɟɧы ɧа ɤɨɧɟɰ 2015 ɝɨɞа.   
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɫɬɪɚɧɵ Аɮɪɢɤɢ, ɫɨɰɢɚɥɶɧɨ-ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɢɟ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ, ɤɥɚɫɬɟɪɧɵɣ 
ɚɧɚɥɢɡ, ɢɟɪɚɪɯɢɱɟɫɤɚɹ ɤɥɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɹ, ɤɥɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɹ k-ɫɪɟɞɧɢɦɢ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 

    Кɥɚɫɬɟɪɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ – ɨɞɢɧ ɢɡ ɦɟɬɨɞɨɜ ɦɧɨɝɨɦɟɪɧɨɝɨ ɫɬɚɬɢɫɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ, 
ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɣ ɪɚɡɛɢɜɚɬɶ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦɵɯ ɨɛɴɟɤɬɨɜ, ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɟɦɵɯ 
ɫɨɜɨɤɭɩɧɨɫɬɶɸ ɩɪɢɡɧɚɤɨɜ, ɧɚ ɨɞɧɨɪɨɞɧɵɟ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɦ ɩɨɧɢɦɚɧɢɢ ɝɪɭɩɩɵ Д1]. В 
ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɨɛɴɟɤɬɨɦ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɫɬɪɚɧɵ Аɮɪɢɤɢ, ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɟɦɵɟ 
ɧɚɛɨɪɨɦ ɫɨɰɢɚɥɶɧɨ-ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɢɯ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ. Ɂɚɞɚɱɚ ɫɨɫɬɨɢɬ ɜ ɪɚɡɛɢɟɧɢɢ ɫɬɪɚɧ ɧɚ ɬɪɢ 
ɝɪɭɩɩɵ: ɫ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɜɵɫɨɤɢɦ, ɫɪɟɞɧɢɦ ɢ ɧɢɡɤɢɦ ɭɪɨɜɧɟɦ ɠɢɡɧɢ.    

ɉɟɪвичɧыɣ аɧалиɡ ɞаɧɧых 

    ɇɚɢɛɨɥɟɟ ɜɚɠɧɵɦ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɦ ɭɪɨɜɧɹ ɠɢɡɧɢ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɟɥɢɱɢɧɚ ɜɚɥɨɜɨɝɨ ɜɧɭɬɪɟɧɧɟɝɨ 
ɩɪɨɞɭɤɬɚ (ВВɉ) ɧɚ ɞɭɲɭ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ. ɉɨɷɬɨɦɭ ɧɚ ɩɟɪɜɨɦ ɷɬɚɩɟ ɪɟɲɟɧɢɹ  ɡɚɞɚɱɢ ɦɵ 
ɩɨɫɬɪɨɢɥɢ ɤɨɪɪɟɥɹɰɢɨɧɧɭɸ ɦɚɬɪɢɰɭ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ ɢ ɩɪɨɚɧɚɥɢɡɢɪɨɜɚɥɢ ɫɬɟɩɟɧɶ 
ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ВВɉ ɨɬ ɞɪɭɝɢɯ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɟɣ. В ɢɬɨɝɟ ɦɵ ɩɪɢɲɥɢ ɤ ɜɵɜɨɞɭ, ɱɬɨ ВВɉ 
ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ ɜ ɩɪɹɦɨ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɶɧɨɣ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɫɪɟɞɧɟɣ ɩɪɨɞɨɥɠɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ɠɢɡɧɢ 
ɢ ɜ ɨɛɪɚɬɧɨ ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɶɧɨɣ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɨɬ ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɚ ɞɟɬɟɣ ɜ ɫɟɦɶɟ ɢ ɨɬ 
ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɹ ɞɟɬɫɤɨɣ ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɢ. Кɨɪɪɟɥɹɰɢɹ ВВɉ ɫ ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɶɸ ɢ ɩɥɨɬɧɨɫɬɶɸ 
ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɢ ɫɬɟɩɟɧɶɸ ɭɪɛɚɧɢɡɚɰɢɢ ɨɤɚɡɚɥɚɫɶ ɧɟɡɧɚɱɢɬɟɥɶɧɨɣ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɷɬɢ ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ ɦɵ 
ɢɫɤɥɸɱɢɥɢ ɢɡ ɞɚɥɶɧɟɣɲɟɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ, ɬ.ɤ. ɢɯ ɭɱɟɬ ɦɨɠɟɬ ɩɪɢɜɟɫɬɢ ɬɨɥɶɤɨ ɥɢɲɶ ɤ 
ɢɫɤɚɠɟɧɢɸ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɤɥɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɢ. 

Ɋɟɡɭльɬаɬы клаɫɬɟɪиɡаɰии 

    Дɥɹ ɩɪɨɜɟɞɟɧɢɹ ɤɥɚɫɬɟɪɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɦɵ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɥɢ ɩɪɨɝɪɚɦɦɧɵɟ ɩɪɨɞɭɤɬɵ ɩɚɤɟɬɚ 
SPSS. Кɥɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɸ ɩɪɨɜɨɞɢɥɢ ɞɜɭɦɹ ɦɟɬɨɞɚɦɢ: ɢɟɪɚɪɯɢɱɟɫɤɢɦ ɢ ɦɟɬɨɞɨɦ k-ɫɪɟɞɧɢɯ. 
ɂɫɯɨɞɧɵɟ ɞɚɧɧɵɟ ɡɚɞɚɱɢ ɜɦɟɫɬɟ ɫ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦɢ ɤɥɚɫɬɟɪɢɡɚɰɢɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɵ ɜ ɬɚɛɥ. 1. В 
ɬɚɛɥɢɰɟ ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ: 
    ɑɇ – ɱɢɫɥɟɧɧɨɫɬɶ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɫɬɪɚɧɵ (ɱɟɥ.);  
    ɉɇ – ɩɥɨɬɧɨɫɬɶ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɧɚ 1 ɤɜ. ɤɦ.; 
    Ƚɇ – ɞɨɥɹ ɝɨɪɨɞɫɤɨɝɨ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ (%); 
    ɋɉɀɆ – ɫɪɟɞɧɹɹ ɩɪɨɞɨɥɠɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɠɢɡɧɢ ɦɭɠɱɢɧ; 
    ɋɉɀɀ – ɫɪɟɞɧɹɹ ɩɪɨɞɨɥɠɢɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɠɢɡɧɢ ɠɟɧɳɢɧ; 
    ɏДɋ - ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɚ ɞɟɬɫɤɨɣ ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɢ (ɏДɋ = 100 – Дɋ, ɝɞɟ Дɋ – ɞɟɬɫɤɚɹ 
ɫɦɟɪɬɧɨɫɬɶ ɧɚ 1000 ɧɨɜɨɪɨɠɞɟɧɧɵɯ); 
    ВВɉ – ɜɟɥɢɱɢɧɚ ɜɚɥɨɜɨɝɨ ɜɧɭɬɪɟɧɧɟɝɨ ɞɨɯɨɞɚ ɧɚ ɞɭɲɭ ɧɚɫɟɥɟɧɢɹ ɩɨ ɞɚɧɧɵɦ ɆВɎ ($); 
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    ɏɋКД – ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɚ ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɚ ɞɟɬɟɣ ɜ ɫɟɦɶɟ (ɏɋКД = 10 – ɋКД, ɝɞɟ ɋКД 
– ɫɪɟɞɧɟɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɞɟɬɟɣ ɜ ɫɟɦɶɟ); 

Ɍаɛлиɰа 1. Ɋɟɡɭльɬаɬы клаɫɬɟɪиɡаɰии  ɫɬɪаɧ Аɮɪики ɫ ɭчɟɬɨɦ их ɫɨɰиальɧɨ-

экɨɧɨɦичɟɫких   ɩɨкаɡаɬɟлɟɣ  
ɋɌɊАɇА ɑɇ ɉɇ Ƚɇ ɋɉɀɆ ɋɉɀɀ ɏДɋ ВВɉ ɏɋКД №1 №2 

Аɥɠɢɪ 40633464 14 70 64 70 88 4345 7.2 1 3 
ȿɝɢɩɟɬ 84705681 71 43 69 74 80 3998 7.2 1 3 
Ʌɢɜɢɹ 6317080 3.1 78 73 77 89 4754 7.6 1 3 
Ɇɚɪɨɤɤɨ 33955157 70 60 69 73 76 3077 7.3 1 1 
Ɍɚɧɡɚɧɢɹ 37187939 39 31 59 63 65 969 4.8 1 1 
ɘɠɧɵɣ ɋɭɞɚɧ 39613217 17 19 54 56 40 1083 5.1 1 1 
Ɍɭɧɢɫ 11116899 60 67 74 78 88 3985 4.7 1 3 
Аɧɝɨɥɚ 22137261 8.5 43 60 63 4 4062 4.1 1 3 
Кɚɦɟɪɭɧ 23393129 34 54 55 57 43 1234 5.2 1 1 
ɐɟɧɬɪɚɥɶɧɚɹ 
Аɮɪɢɤɚ 

4803082 5.8 40 52 59 8 339 5.6 1 1 

ɑɚɞ 13211146 8 22 50 52 15 1011 3.7 1 1 
ДɊК 71246355 24 42 55 59 25 478 4.1 1 1 
ɋɚɧ-Ɍɨɦɟ ɢ 
ɉɪɢɧɫɢɩɢ 

202781 170 65 65 69 65 1350 5.9 1 1 

Ɋɟɫɩɭɛɥɢɤɚ 
Кɨɧɝɨ 

4671142 8.7 65 57 60 67 2031 5 1 1 

Эɤɜɚɬɨɪɢɚɥɶɧɚɹ 
Ƚɜɢɧɟɹ 

799372 18 40 54 57 32 12541 5.2 2 2 

Ɇɚɥɚɜɢ 10,701,824 90 16 63 60 57 353 4.6 1 1 
Ɋɭɚɧɞɚ 12428005 281 28 58 66 69 743 5.5 1 1 
ɍɝɚɧɞɚ 40141262 105 16 57 59 62 625 4.1 1 1 
Ȼɟɧɢɧ 10879828 60 44 57 60 36 709 7.3 1 1 
Ȼɭɪɤɢɧɚ-Ɏɚɫɨ 17914625 46 29 57 59 39 631 4 1 1 
Кɚɛɨ-Вɟɪɞɟ 508315 101 12 71 74 79 3127 7.7 1 1 
Кɨɬ-ɞ’ɂɜɭɚɪ 21295284 52 53 52 54 33 1319 5.1 1 1 
Ƚɚɛɨɧ 1751199 4.6 87 62 64 64 8581 5.9 3 3 
Ƚɚɦɛɢɹ 1970081 129 59 59 63 52 384 4.2 1 1 
Ƚɚɧɚ 26984328 85 53 61 64 57 1401 6.1 1 1 
Ƚɜɢɧɟɹ  12347766 32 37 57 59 39 546 4.9 1 1 
Ƚɜɢɧɟɹ-Ȼɢɫɚɭ 1787793 37 49 53 56 40 582 5.1 1 1 
Ʌɢɛɟɪɢɹ 6317080 30 49 60 63 47 469 5.2 1 1 
Ɇɚɥɢ 16258587 9.1 39 57 57 25 672 3.2 1 1 
Ɇɚɜɪɢɬɚɧɢɹ 4080224 2.7 59 61 65 35 1262 5.3 1 1 
ɇɢɝɟɪ 19268380 8.4 18 59 59 43 403 2.4 1 1 
ɇɢɝɟɪɢɹ 183523432 141 47 53 55 31 2758 4 1 1 
ɋɟɧɟɝɚɥ 14967446 54 43 63 66 58 985 5.1 1 1 
ɋɶɟɪɪɚ-Ʌɟɨɧɟ 6318575 78 40 45 46 13 675 5.3 1 1 
Ɍɨɝɨ 7170797 93 39 57 59 48 578 5.4 1 1 
Ȼɭɪɭɧɞɢ 10812619 281 12 54 57 46 315 7.7 1 1 
Кɨɦɨɪɫɤɢɟ 
ɨɫɬɪɨɜɚ 

770058 283 28 60 63 45 737 5.3 1 1 

Дɠɢɛɭɬɢ 899658 21 77 60 63 46 1805 6.6 1 1 
Эɪɢɬɪɟɹ 6737634 37 22 60 60 66 630 5.3 1 1 
Эɮɢɨɩɢɹ 98942102 60 19 62 65 59 702 5.5 1 1 
Кɟɧɢɹ 46748617 53 25 59 62 64 1432 5.5 1 1 
Ɇɚɞɚɝɚɫɤɚɪ 24235390 28 34 62 65 64 393 5.5 1 1 
ɋɟɣɲɟɥɶɫɤɢɟ 
ɨɫɬɪɨɜɚ 

93754 176 54 69 78 88 14466 7.6 2 2 

ɋɨɦɚɥɢ 11122711 12 39 51 55 15 300 3.4 1 1 
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ɋɭɞɚɧ 39613217 19 34 61 65 52 2194 5.6 1 1 
Ȼɨɬɫɜɚɧɚ 2056370 2.7 57 61 63 65 6150 7.4 1 3 
Ʌɟɫɨɬɨ 2120116 73 27 49 52 31 1063 7 1 1 
Ɇɨɡɚɦɛɢɤ 27121827 24 32 52 54 43 626 4.8 1 1 
Ɂɚɦɛɢɹ 15021002 13 40 55 60 57 1576 4.3 1 1 
Ɂɢɦɛɚɛɜɟ 14599325 29 33 56 58 53 1037 6.5 1 1 
Ɇɚɜɪɢɤɢɣ 1253581 588 40 70 78 88 9187 8.6 3 3 
ɇɚɦɢɛɢɹ 2392370 2.2 46 64 69 67 5787 6.9 1 3 
ɘɠɧɚɹ Аɮɪɢɤɟ 53491333 36 64 56 62 66 5784 7.6 1 3 
ɋɜɚɡɢɥɟɧɞ 1285519 65 21 52 55 55 3848 6.7 1 3 

    В ɞɜɭɯ ɩɨɫɥɟɞɧɢɯ ɫɬɨɥɛɰɚɯ ɬɚɛɥɢɰɵ ɭɤɚɡɚɧɵ ɧɨɦɟɪɚ ɤɥɚɫɬɟɪɨɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ ɫɬɪɚɧ 
(ɫɬɨɥɛɟɰ №1 ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ ɢɟɪɚɪɯɢɱɟɫɤɨɦɭ ɦɟɬɨɞɭ, ɫɬɨɥɛɟɰ №2 – ɦɟɬɨɞɭ k – ɫɪɟɞɧɢɯ). 
ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɤɥɚɫɬɟɪ №2 ɨɛɴɟɞɢɧɹɟɬ ɫɬɪɚɧɵ ɫ ɫɚɦɵɦ ɜɵɫɨɤɢɦ ɭɪɨɜɧɟɦ ɠɢɡɧɢ. Эɬɨ 
ɋɟɣɲɟɥɶɫɤɢɟ ɨɫɬɪɨɜɚ ɢ Эɤɜɚɬɨɪɢɚɥɶɧɚɹ Ƚɜɢɧɟɹ. В ɤɥɚɫɬɟɪ №3 ɜɨɲɥɢ ɫɬɪɚɧɵ ɫɨ ɫɪɟɞɧɢɦ 
ɭɪɨɜɧɟɦ ɠɢɡɧɢ, ɚ ɜɫɟ ɨɫɬɚɥɶɧɵɟ ɫɬɪɚɧɵ ɜɨɲɥɢ ɜ ɤɥɚɫɬɟɪ №1. ɋɥɟɞɭɟɬ ɡɚɦɟɬɢɬɶ, ɱɬɨ ɩɨ 
ɩɟɪɜɨɦɭ ɦɟɬɨɞɭ ɜ ɤɥɚɫɬɟɪ №3 ɜɨɲɥɢ ɬɨɥɶɤɨ Ƚɚɛɨɧ ɢ Ɇɚɜɪɢɤɢɣ, ɚ ɩɨ ɜɬɨɪɨɦɭ ɦɟɬɨɞɭ ɤ 
ɷɬɢɦ ɞɜɭɦ ɫɬɪɚɧɚɦ ɞɨɛɚɜɢɥɢɫɶ Аɥɠɢɪ, ȿɝɢɩɟɬ, Ʌɢɜɢɹ, Ɍɭɧɢɫ, Аɧɝɨɥɚ, Ȼɨɬɫɜɚɧɚ, ɇɚɦɢɛɢɹ, 
ɘАɊ ɢ ɋɜɚɡɢɥɟɧɞ. Дɚɧɧɨɟ ɪɚɡɥɢɱɢɟ ɨɛɴɹɫɧɹɟɬɫɹ ɬɟɦ, ɱɬɨ ɢɟɪɚɪɯɢɱɟɫɤɢɣ ɦɟɬɨɞ «ɧɟ 
ɥɸɛɢɬ» ɩɪɢɧɭɞɢɬɟɥɶɧɨɝɨ ɧɚɡɧɚɱɟɧɢɹ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɚ ɤɥɚɫɬɟɪɨɜ. В ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɨɫɬɢ 
ɩɪɟɞɜɚɪɢɬɟɥɶɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ, ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɵɣ ɢɟɪɚɪɯɢɱɟɫɤɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɩɨɤɚɡɚɥ, ɱɬɨ 
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɤɥɚɫɬɟɪɨɜ ɞɨɥɠɧɨ  ɪɚɜɧɹɬɶɫɹ ɫɟɦɢ. 

Ʌиɬɟɪаɬɭɪа 

    1. Ɇɧɨɝɨɦɟɪɧɵɣ ɫɬɚɬɢɫɬɢɱɟɫɤɢɣ ɚɧɚɥɢɡ ɜ ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɢɯ ɡɚɞɚɱɚɯ: ɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɨɟ 
ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ ɜ SPSS: ɍɱɟɛ. ɩɨɫɨɛɢɟ / ɉɨɞ. ɪɟɞ. ɂ. В. Ɉɪɥɨɜɨɣ. – Ɇ.: Вɭɡɨɜɫɤɢɣ ɭɱɟɛɧɢɤ, 
2014. – 310 ɫ. 

CLASSIFICATION OF AFRICAN COUNTRIES BASED ON A SET 

OF SOCIO-ECONOMIC INDICATORS USING CLUSTER 

ANALYSIS 

Matyushenko S. I., Dube Notsile 
Peoples’ Friendship Universitв, MosМoа, Russia 

Using cluster analysis, the classification of African countries based on a set of socio-

economic indicators, was conducted. This set of indicators includes: population and 

population density, degree of urbanization, average life expectancy, average number of 

children per family, infant mortality and gross domestic product per capita. All data was 

obtained from end of 2015. 
Keywords: African countries, socio-economic indicators, cluster analysis, hierarchical 
clustering,  k-means clustering. 
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C ɩɨɦɨщɶɸ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɪɨɜɨɞɢɬɫɹ ɨɰɟɧɤɚ ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ 

ɮɢɡɢɱɟɫɤɢɯ ɤɥɢɟɧɬɨɜ ɤɪɟɞɢɬɧɵɯ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɣ. Ɉɫɧɨɜɨɣ ɞɥɹ ɤɥɚɫɫɢɮɢɤɚɰɢɢ ɫɥɭɠɢɬ 
ɨɛɭɱɚɸщɚɹ ɜɵɛɨɪɤɚ, ɩɨɥɭɱɟɧɧɚɹ ɜ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɟ ɚɧɚɥɢɡɚ ɞɚɧɧɵɯ ɨ ɩɪɟɞɵɞɭщɢɯ 
ɤɥɢɟɧɬɚɯ ɢ ɜɤɥɸɱɚɸщɚɹ ɜ ɫɟɛɹ ɢɯ ɤɪɟɞɢɬɧɭɸ ɢɫɬɨɪɢɸ, ɞɨɯɨɞ ɢ ɫɨɫɬɚɜ ɫɟɦɶɢ, ɪɚɡɦɟɪ 
ɤɪɟɞɢɬɚ ɢ ɫɪɨɤ ɤɪɟɞɢɬɨɜɚɧɢɹ, ɜɨɡɪɚɫɬ ɡɚɟɦщɢɤɚ.  
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɨɰɟɧɤɚ ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ, ɤɪɟɞɢɬɧɚɹ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɹ, ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɵɣ 
ɚɧɚɥɢɡ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 

    Кɪɟɞɢɬɧɵɟ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɢ ɜɵɧɭɠɞɟɧɵ ɨɰɟɧɢɜɚɬɶ ɪɢɫɤɢ, ɫɜɹɡɚɧɧɵɟ ɫ ɡɚɞɟɪɠɤɚɦɢ ɥɢɛɨ 
ɧɟɜɵɩɥɚɬɚɦɢ ɤɪɟɞɢɬɨɜ. ɉɪɚɤɬɢɤɚ ɩɨɤɚɡɵɜɚɟɬ, ɱɬɨ ɞɚɧɧɚɹ ɩɪɨɛɥɟɦɚ ɧɟ ɜɫɟɝɞɚ ɧɨɫɢɬ ɱɢɫɬɨ 
ɫɭɛɴɟɤɬɢɜɧɵɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪ. В ɧɚɫɬɨɹɳɟɟ ɜɪɟɦɹ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɪɹɞ ɦɟɬɨɞɢɤ, ɩɨ ɤɨɬɨɪɵɦ ɫ 
ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɣ ɫɬɟɩɟɧɶɸ ɞɨɫɬɨɜɟɪɧɨɫɬɢ ɦɨɠɧɨ ɫɭɞɢɬɶ ɨ ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ ɤɥɢɟɧɬɨɜ. 
Ɉɞɧɚ ɢɡ ɬɚɤɢɯ ɦɟɬɨɞɢɤ ɨɫɧɨɜɚɧɚ ɧɚ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɢ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ.   

Ɉɩиɫаɧиɟ ɦɟɬɨɞа 

    ɐɟɥɶ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ – ɪɚɡɞɟɥɟɧɢɟ ɨɛɴɟɤɬɨɜ ɧɚɛɥɸɞɟɧɢɹ ɧɚ ɤɥɚɫɫɵ ɜ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢɜɧɨɝɨ ɩɪɢɡɧɚɤɚ, ɡɚɜɢɫɹɳɟɝɨ ɨɬ ɪɹɞɚ 
ɤɨɧɬɪɨɥɢɪɭɟɦɵɯ ɮɚɤɬɨɪɨɜ. В ɧɚɲɟɣ ɡɚɞɚɱɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢɜɧɵɦ ɩɪɢɡɧɚɤɨɦ ɹɜɥɹɟɬɫɹ 
ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ ɡɚɟɦɳɢɤɚ: ɧɢɡɤɚɹ, ɫɪɟɞɧɹɹ ɥɢɛɨ ɜɵɫɨɤɚɹ. В ɤɚɱɟɫɬɜɟ 
ɤɨɧɬɪɨɥɢɪɭɟɦɵɯ ɮɚɤɬɨɪɨɜ ɜɵɫɬɭɩɚɸɬ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ ɡɚɟɦɳɢɤɨɜ: ɞɨɯɨɞ ɢ ɫɨɫɬɚɜ ɫɟɦɶɢ,  
ɪɚɡɦɟɪ ɤɪɟɞɢɬɚ ɢ ɫɪɨɤ ɤɪɟɞɢɬɨɜɚɧɢɹ, ɜɨɡɪɚɫɬ ɡɚɟɦɳɢɤɚ. ɉɪɢ ɜɵɛɨɪɟ ɮɚɤɬɨɪɨɜ ɫɥɟɞɹɬ ɡɚ 
ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɟɦ ɭɫɥɨɜɢɣ  ɢɯ ɧɨɪɦɚɥɶɧɨɣ ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɢ,  ɝɨɦɨɫɤɟɞɚɫɬɢɱɧɨɫɬɢ ɢ 
ɨɬɫɭɬɫɬɜɢɹ ɦɭɥɶɬɢɤɨɥɥɢɧɟɚɪɧɨɫɬɢ. Ɉɫɧɨɜɨɣ ɞɥɹ ɩɪɨɜɟɞɟɧɢɹ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ 
ɫɥɭɠɚɬ ɞɚɧɧɵɟ ɨ ɩɪɟɞɵɞɭɳɢɯ ɤɥɢɟɧɬɚɯ (ɨɛɭɱɚɸɳɚɹ ɜɵɛɨɪɤɚ), ɞɥɹ ɤɨɬɨɪɵɯ ɭɠɟ ɢɡɜɟɫɬɧɨ 
ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢɜɧɨɝɨ ɩɪɢɡɧɚɤɚ. Аɧɚɥɢɡ ɨɛɭɱɚɸɳɟɣ ɜɵɛɨɪɤɢ ɡɚɜɟɪɲɚɟɬɫɹ 
ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɟɦ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɜɢɞɚ 

d = a + �� + � �  + … + �� �� , 

ɝɞɟ a – ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, �� – ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ, �� – ɮɚɤɬɨɪɵ. 
Кɨɥɢɱɟɫɬɜɨ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɧɚ ɟɞɢɧɢɰɭ ɦɟɧɶɲɟ ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɚ ɡɧɚɱɟɧɢɣ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢɜɧɨɝɨ ɩɪɢɡɧɚɤɚ. Ɉɞɧɚɤɨ ɞɥɹ ɩɨɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɨɫɬɚɜɥɹɸɬ ɬɭ ɢɡ ɧɢɯ, 
ɤɨɬɨɪɚɹ ɢɦɟɟɬ ɧɚɢɛɨɥɶɲɭɸ ɡɧɚɱɢɦɨɫɬɶ. ɉɨɞɫɬɚɜɥɹɹ ɜ ɜɵɪɚɠɟɧɢɹ ɞɥɹ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɣ 
ɮɭɧɤɰɢɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ ɧɨɜɵɯ ɤɥɢɟɧɬɨɜ, ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬ ɭɪɨɜɟɧɶ ɢɯ ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɢ. 

ɉɪиɦɟɪ ɨɰɟɧки ɩлаɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬи 

    ɉɨɫɤɨɥɶɤɭ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɸ ɨ ɤɥɢɟɧɬɚɯ ɤɪɟɞɢɬɧɵɯ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɣ ɩɪɨɛɥɟɦɚɬɢɱɧɨ, 
ɞɥɹ ɩɪɨɜɟɞɟɧɢɹ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦ ɨɛɭɱɚɸɳɭɸ ɜɵɛɨɪɤɭ ɢɡ Д1]. В 
ɷɬɨɣ ɜɵɛɨɪɤɟ ɢɦɟɸɬɫɹ ɞɚɧɧɵɟ ɨ 30-ɬɢ ɤɥɢɟɧɬɚɯ ɤɪɟɞɢɬɧɨɣ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɢ (ɬɚɛɥɢɰɚ 1).  В 
ɬɚɛɥɢɰɟ ɩɪɢɧɹɬɵ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ: 

    ɏ1 – ɛɪɚɥɫɹ ɥɢ ɤɪɟɞɢɬ ɪɚɧɶɲɟ: 1 – ɞɚ, 2 – ɧɟɬ; 
    ɏ2 – ɫɪɟɞɧɟɦɟɫɹɱɧɵɣ ɞɨɯɨɞ ɫɟɦɶɢ ɡɚɟɦɳɢɤɚ (ɬɵɫ. ɪɭɛ.); 
    ɏ3 – ɫɪɨɤ ɤɪɟɞɢɬɨɜɚɧɢɹ (ɥɟɬ); 
    ɏ4 – ɪɚɡɦɟɪ ɤɪɟɞɢɬɚ (ɬɵɫ. ɪɭɛ.); 

302 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



    ɏ5 – ɫɨɫɬɚɜ ɫɟɦɶɢ ɡɚɟɦɳɢɤɚ (ɱɟɥ.); 
    ɏ6 – ɜɨɡɪɚɫɬ ɡɚɟɦɳɢɤɚ (ɥɟɬ); 
    ɏ7 – ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ ɤɥɢɟɧɬɚ: 1 – ɧɢɡɤɚɹ, 2 – ɫɪɟɞɧɹɹ, 3 – ɜɵɫɨɤɚɹ 

Ɍаɛ. 1. ɂɫхɨɞɧыɟ ɞаɧɧыɟ 

№ X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

1 1 27,6 7 140 4 46 2 

2 1 25,6 8 190 5 37 2 

3 1 32,75 8 170 6 43 2 

4 1 36,5 7 290 4 52 3 

5 1 26,45 6 200 3 44 2 

6 1 38,75 9 390 5 49 3 

7 1 24,35 6 150 3 53 2 

8 2 23,3 7 380 3 43 2 

9 1 32,25 6 180 2 49 3 

10 2 19,6 4 240 3 29 1 

11 1 37,95 7 190 5 45 3 

12 1 37,15 6 220 4 42 3 

13 2 21,9 4 270 2 43 2 

14 1 25,9 5 140 3 57 3 

15 2 19,9 3 110 4 55 1 

16 2 17,3 6 160 3 59 1 

17 2 19,35 4 150 2 56 1 

18 2 22,9 3 170 2 38 2 

19 2 26,45 6 240 4 34 1 

20 1 35,3 8 180 5 46 3 

21 2 20,4 4 180 2 46 1 

22 2 28,75 2 140 2 58 2 

23 2 29,75 9 500 2 37 3 

24 2 18,75 11 420 5 45 1 

25 1 33,25 8 270 4 54 3 

26 2 22,15 6 330 3 37 2 

Ɇɚɬɸɲɟɧɤɨ ɋ. ɂ., ɇɢɛɚɫɭɦɛɚ ɗ. 303



27 2 24,3 4 170 3 52 1 

28 2 17,95 7 300 2 27 1 

29 1 29,75 3 200 6 52 2 

30 1 29,4 4 200 6 55 2 

31 1 15,52 5 380 3 53 - 

32 2 29,67 2 370 3 43 - 

33 1 46,08 4 280 2 49 - 

    В ɩɨɫɥɟɞɧɢɯ ɬɪɟɯ ɫɬɪɨɤɚɯ ɬɚɛɥɢɰɵ ɦɵ ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɥɢ ɞɚɧɧɵɟ ɨ ɧɨɜɵɯ ɤɥɢɟɧɬɚɯ, 
ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ ɤɨɬɨɪɵɯ ɫɥɟɞɭɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɢɬɶ. Дɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ 
ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦ ɫɬɚɬɢɫɬɢɱɟɫɤɢɣ ɩɚɤɟɬ SPSS.  
    ɋɧɚɱɚɥɚ ɞɥɹ ɤɚɠɞɨɝɨ Xj ɩɪɨɜɟɪɹɟɦ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɟ ɭɫɥɨɜɢɣ ɧɨɪɦɚɥɶɧɨɫɬɢ ɢ 
ɝɨɦɨɫɤɟɞɚɫɬɢɱɧɨɫɬɢ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɭɛɟɠɞɚɟɦɫɹ ɜ ɨɬɫɭɬɫɬɜɢɢ  ɦɭɥɶɬɢɤɨɥɥɢɧɟɚɪɧɨɫɬɢ XУ, 
У=1,…,6.  Ɂɚɬɟɦ ɩɟɪɟɯɨɞɢɦ ɤ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɦɭ ɚɧɚɥɢɡɭ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɤɚɧɨɧɢɱɟɫɤɢɣ ɦɟɬɨɞ, 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɹɳɢɣ ɪɚɡɞɟɥɟɧɢɟ ɨɛɴɟɤɬɨɜ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ [2].   
    ɂɫɩɨɥɶɡɭɹ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɭ ɍɢɥɤɫɚ, ɢɡ ɞɜɭɯ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɜɵɛɢɪɚɟɦ ɧɚɢɛɨɥɟɟ 
ɡɧɚɱɢɦɭɸ: 

d = 2,611 + 2,265 X1 + 0,616 X2 – 0,210 X3 – 0,221 X4 – 0,008 X5 + 0,105 X6 

    Ɋɚɫɫɱɢɬɵɜɚɹ  ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɞɥɹ ɧɨɜɵɯ  ɤɥɢɟɧɬɨɜ ɢ ɫɪɚɜɧɢɜɚɹ ɢɯ 
ɫ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɵɦɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ ɞɥɹ ɤɥɢɟɧɬɨɜ ɨɛɭɱɚɸɳɟɣ ɜɵɛɨɪɤɢ, ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɦ ɢɯ 
ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ (ɬɚɛɥɢɰɚ 2).  

Ɍаɛ. 2. Ɋɟɡɭльɬаɬы ɞиɫкɪиɦиɧаɧɬɧɨɝɨ аɧалиɡа 

 

№ 

ɉɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ 

(X7)  

Зɧɚɱɟɧɢɟ 
ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ 

 

P1 

 

P2 

 

P3 

31 2 -0,48766 0,01242 0,91653 0,07105 

32 3 -1,36230 0,00390 0,17775 0,81835 

33 3 -7,03102 0,00000 0,00000 1,00000 

    В ɢɬɨɝɟ ɩɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ ɤɥɢɟɧɬɚ ɩɨɞ ɧɨɦɟɪɨɦ 31 ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɤɚɤ ɫɪɟɞɧɹɹ ɫ 
ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɶɸ 0,91653.  ɉɥɚɬɟɠɟɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ   ɞɜɭɯ ɞɪɭɝɢɯ ɤɥɢɟɧɬɨɜ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɤɚɤ 
ɜɵɫɨɤɚɹ ɫ ɜɟɪɨɹɬɧɨɫɬɹɦɢ 0,81835 ɢ 1,00000 ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ.  

Ʌиɬɟɪаɬɭɪа 

    1. Ɇɧɨɝɨɦɟɪɧɵɣ ɫɬɚɬɢɫɬɢɱɟɫɤɢɣ ɚɧɚɥɢɡ ɜ ɷɤɨɧɨɦɢɱɟɫɤɢɯ ɡɚɞɚɱɚɯ: ɤɨɦɩɶɸɬɟɪɧɨɟ 
ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ ɜ SPSS. ɍɱɟɛ. ɩɨɫɨɛɢɟ/ ɉɨɞ. ɪɟɞ. ɂ. В. Ɉɪɥɨɜɨɣ.- Ɇ.: Вɭɡɨɜɫɤɢɣ ɭɱɟɛɧɢɤ, 
2014.- 310 ɫ. 
    2.  Ɇɟɲɚɥɤɢɧ Ʌ.Д., Ɍɟɨɪɟɬɢɱɟɫɤɢɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɤɥɚɫɫɢɮɢɤɚɰɢɢ ɩɪɢ ɧɚɥɢɱɢɢ ɨɛɭɱɚɸɳɢɯ 
ɜɵɛɨɪɨɤ (ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ) // ɉɪɢɤɥɚɞɧɚɹ ɫɬɚɬɢɫɬɢɤɚ: Кɥɚɫɫɢɮɢɤɚɰɢɹ ɢ 
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ASSESSMENT OF THE SOLVENCY OF CLIENTS OF CREDIT 

INSTITUTIONS BY MEANS OF THE DISCRIMINANT ANALYSIS 

Matyushenko S. I., Nibasumba Emmanuel 
Peoples’ Friendship Universitв, MosМoа, Russia 

The solvency of individual customers of credit institutions is obtained by means of the 

discriminant analysis. The basis for the classification is the training sample, which obtained 

by data analysis of the preceding customers and incorporated their credit history, income and 

household composition, credit amount and credit term, age of the borrower. 
Keywords: assessment of solvency, credit institution, discriminant analysis. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МНОГОСЛОЙНОГО ИМИТАЦИОННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ ДЛЯ ОЦЕНКИ ИНВЕСТИЦИОННОГО

ПРОЕКТА

Матюшенко С. И. ,  Перес Даниэль
Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

matushenko@list.ru, danperes@mail.ru

Cредствами языка GPSS WORLD строится многослойная имитационная модель

бизнес-процесса  предприятия,  занимающегося  выпуском  небольших  партий

однотипных  изделий.  Методами  статистического  анализа  исследуется

зависимость  прибыли  предприятия  от  ряда  факторов:  размера  начального

капитала,  стоимости  комплектующих,  затрат  на  производство,  условий

получения кредита, цены и спроса на готовую продукцию.       

Ключевые слова: бизнес-процесс, многослойная имитационная модель, регрессионная

модель, корреляционный анализ.

Ведение
   Имитационное  моделирование  -  это  разновидность  аналогового  моделирования,

реализуемого с помощью специальных компьютерных программ, позволяющих провести

исследование реального процесса  в  памяти компьютера  в  режиме имитации.  Задачей

такого  исследования  является  детальное  изучение  структуры  и  свойств  изучаемого

процесса в динамике с целью оптимизации его         параметров [1]. 

    В данной работе строится трехслойная имитационная модель работы предприятия,

выпускающего  небольшие  партии  однотипных  изделий  и  реализующего  их

непосредственно со склада готовой продукции. При этом на первом слое моделируется

производственный процесс, на втором слое – сбыт продукции, а на третьем – движение

денежных средств. Построение имитационной модели производится с помощью языка

GPSS WORLD [2].

Модель производственного процесса
    На первом шаге имитируем принятие решения о выпуске партии продукции (рис.1).

Размер  партии  моделируется  случайной  величиной,  распределенной  равномерно  на

заданном отрезке. На втором шаге рассчитываем стоимость комплектующих. На шаге 3

проверяем,  достаточно  ли  средств  на  текущем  счету  предприятия  (счет  №51)   для

закупки комплектующих. В случае положительного ответа, в бухгалтерию отправляем

распоряжение (шаг 14) на перевод денег со счета 51 на счет 60 (расчет с поставщиками)

и  приступаем  к  выпуску  изделий  (шаг  6).  В  случае  отрицательного  ответа,  в  банк

отправляем заявку на получение кредита (шаг 4). 

Рис. 1. Схема производственного процесса

   Банк  выдает  кредит  только  при  условии,  что  предыдущий  кредит  был  погашен

полностью и в срок.  Если условия предоставления кредита выполнены, то сумма, равная

стоимости комплектующих, переводится на расчетный счет предприятия (шаг 14). После
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закупки  комплектующих  приступаем  к  выпуску  продукции  (шаг  6).  Произведенные

изделия помещаем на склад готовой продукции (шаг 7). Если же условия предоставления

кредита не выполнены, то предприятие разоряется (шаг 5). 

Модель реализации продукции
    На  шаге  8  моделируем  поток  покупателей  (рис.2),  и  для  каждого  покупателя

разыгрываем количество изделий в покупке (шаг 9). При этом предполагаем, что поток

покупателей пуассоновский, а количество изделий в покупке распределено равномерно

на заданном интервале.

Рис. 2. Схема реализации продукции     

    Затем проверяем наличие требуемого количества изделий на складе (шаг 10). В случае

отсутствия  необходимого  количества  товара,  покупатель  уходит  (шаг  11).  Если

необходимое количество изделий имеется на складе, то производится отпуск товара (шаг

12)   и  оплата  покупки  (шаг  13).  Денежные  средства  поступают  на  расчетный  счет

предприятия (шаг 14). 

Модель финансовых потоков
    На третьем слое программы моделируем проводки денежных средств (рис.3). Запросы

на  проводки поступают с  двух  предыдущих слоев  (из  узлов  3,  4  и  13).  На  шаге 15

осуществляем  перевод  денег  с  текущего  счета  предприятия  (счет  51)  на  счет

поставщиков  (счет  60).  На  шаге  16  осуществляем  расчеты  по  кредиту.   Средства,

полученные от реализации продукции, перечисляем с расчетного счета предприятия на

следующие счета:  счет №20 – затраты на основное производство (шаг 17); №68 – уплата

налогов (шаг 18); №69 – расходы на социальное страхование (шаг 19); №70 – заработная

плата  (шаг 20);  №99 – прибыль предприятия (шаг 21).  Перераспределение денежных

средств осуществляем в соответствии с действующим законодательством. Кроме этого

следим за соблюдением баланса между расходами и доходами.

Рис. 3. Схема проводки денежных средств

Статистический анализ результатов моделирования
    Основным показателем  работы предприятия  является  его  прибыль.  Один прогон

модели  соответствует  одному  из  возможных  сценариев  развития  бизнес-процесса.

Осуществляя  многократный  прогон,  мы  получаем  выборку  возможных  прибылей  в

зависимости  от  ряда  факторов:  размера  начального  капитала,  стоимости

комплектующих, затрат на производство, условий получения кредита, цены и спроса на

готовую  продукцию.  Наличие  данной  выборки  позволило  нам  произвести

корреляционно-регрессионный анализ прибыли в зависимости от перечисленных выше

факторов и спрогнозировать доходность данного инвестиционного проекта.  
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ASSESSMENT OF THE INVESTMENT PROJECT BY THE
METHOD OF THE MULTI-LAYER SIMULATION MODELING

Matyushenko S. I., Peres Daniel 
Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow, Russia

Multi-layer simulation model of a business process is constructed by means of the GPSS

World  language.  We investigate  the  dependence  of  business  profits  on  a  number  of

factors: the size of the initial capital,  cost of components,  conditions of getting credit,

prices and demands for products.

Keywords: business process, multi-layer simulation model, regression model, correlation 

analysis.
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МЕТОДЫ И ПРИНЦИПЫ ОЦЕНКИ СТОИМОСТИ 

ФИНАНСОВЫХ ИНСТРУМЕНТОВ И КОНТРАКТОВ 

СТРАХОВАНИЯ  

Михеев А.В. 

Финансовый университет при Правительстве РФ 

 antoshkamix@gmail.com 

Задачи работы заключаются в применении принципов бухгалтерского учета для 

оценки справедливой стоимости страховых обязательств. Каждая из 

предлагаемых задач расчета представляет собой значительное отклонение от 

существующих общепринятых принципов бухгалтерского учета U.S. GAAP. 

Конкретные значительные различия можно наблюдать для программ 

страхования жизни в сравнении с программами страхования имущества от 

несчастных случаев.  
Ключевые слова: дисконтирование денежных потоков, справедливая стоимость 
финансовых инструментов, риск процентной ставки, долгосрочные договоры 
страхования, рентабельность собственного капитала. 

Введение  
Данная работа является непосредственным обобщением [1].  
В работе [1] рассматривается иерархия методов оценки стоимости финансовых 

инструментов, а также обсуждаются три принципа, которые должны применяться:  
первый принцип предполагает дисконтирование денежных потоков по безрисковой 

ставке; 
второй принцип рассматривает влияние риска на формирование справедливой 

стоимости; 
третий принцип подразумевает включение всех денежных потоков для расчета 

справедливой стоимости.  
Важным элементом работы [1] является рассмотрение пространства процентных 

ставок, понятие гарантированного процента по договору страхования, описание 
процесса ценообразования опционов со стороны обязательств, чувствительных к 
процентной ставке. 

Работа подготовлена под научным руководством к.ф.-м.н., доцента Аль-Натора М.С. 
 

Основные результаты 
Анализ, основанный на корректировке денежных потоков, которые согласуются с 

дисконтированием по безрисковой ставке может быть предложен для определения 
корректировок денежных потоков, которые согласуются с любой выбранной ставкой 
дисконтирования.  

В работе [1] подробному рассмотрению подлежат традиционные, участвующие в 
сделках долгосрочные договоры страхования жизни, выданные по согласию 
страховщиков. 

Вопрос кредитоспособности имеет особое значение для тех, кто занимается 
гарантированными инвестиционными контрактами и аннуитетными продуктами с 
минимальными страховыми рисками. 

 Для того чтобы проанализировать принятые в ходе исследования результаты, для 
начала необходимо обратиться к результатам, которые были получены с помощью 
анализа нормативно-правовой базы [2] (см. также [3]). Описание некоторых этапов 
оценивания:  

1)  спрогнозировать денежные потоки на и после даты оценки стоимости 
обязательств;  

Ɇɢɯɟɟɜ Ⱥ. ȼ. 309



2) определить соответствующую кривую доходности текущего курса (актуарий может 
разработать кривую доходности по данным доходности облигаций на дату оценки; 
актуарий может применять кривую доходности третьей стороны, для которой он 
определил подходящую ставку дисконтирования в соответствии с  МСФО 19); 

3) использовать текущие цены для определения текущей стоимости обязательств с 
установленными выплатами на дату оценки;  

4) определить единственную средневзвешенную ставку дисконтирования, которая 
существенно образует приведенную стоимость обязательств с установленными 
выплатами, для раскрытия информации в отчетности по МСФО и в других 
соответствующих расчетах. 

Для договоров страхования жизни расчеты оценок финансовых показателей ведутся 
только проспективным методом, в то время как U.S. GAAP предполагает, 
ретроспективный метод расчета договоров страхования жизни.  

По U.S. GAAP затраты на приобретение продукта капитализируются и их значение 
амортизируется в течение периода, в течение которого признаются доходы. 

Таким образом, капитализация и амортизация не могут осуществляться полностью 
проспективным подходом.  

Для страховых сделок, согласно положению SFAS 60, U.S. GAAP, предположения для 
оценки обязательств запрещены и изменяются только при необходимости признания 
убытков. По поводу справедливой стоимости, все предположения для оценки 
обязательств открыты и потенциально изменяются на каждую дату оценки. 

Для договоров страхования имущества от несчастных случаев, текущие 
предположения по U.S. GAAP, касающиеся суммы будущих страховых выплат, открыты 
на каждую дату оценки, но, как правило, не дисконтируются.  По поводу справедливой 
стоимости, уровень процентных ставок и сроков будущих денежных потоков денежных 
влияет на оценку стоимости договоров страхования имущества /от несчастных случаев. 

Выводы 
Что касается непосредственных практических выводов, полученных на основе [4,5], 

можно отметить следующие пункты:  
1) в случае, когда все предположения выполняются (ситуация совершенного рынка, не 

происходит никаких изменений в течение срока действия договора) – прибыль возникает 
на уровне доходности собственного капитала при оценке обязательств и корректируется 
на риск с использованием предположений, связанных с ценообразованием;  

2) в случае, когда понижается норма доходности собственного капитала – приводит к 
более высокой процентной ставке, отсюда более низкий уровень обязательств, 
рентабельность капитала станет гораздо чувствительнее к уровню новых сделок;  

3) в случае, когда меняется процентная ставка – изменение отчетной прибыли связано 
с изменением стоимости активов; любое изменение в стоимости активов проходит через 
прибыль в текущем периоде и не компенсируется изменением стоимости обязательств;  

4) в случае, когда меняется MVM (market value margins) – премии, ожидаемые 
прибыли и расходы, непосредственно связанные с договором, не изменяются, если не 
изменяются стоимость активов и инвестиционный доход;  

5) в случае, когда изменяются оценки будущих исков – изменение прогнозируемых 
будущих расходов, наблюдается существенное изменение рентабельности собственного 
капитала. 
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ANALYSIS AND VALUATION OF FINANCIAL INSTRUMENTS 

AND INSURANCE LIABILITIES: PRINCIPLES AND METHODS  

Mikheev A.V. 
Financial University under the Government of Russian Federation, 

antoshkamix@gmail.com  

One purpose of this paper is to provide a framework of principles of accounting that apply 

to fair valuation of all financial instruments, including insurance contracts. Each of the 

proposed measurement objectives represents a major change from existing U.S. generally 

accepted accounting principles (GAAP). The areas of significant change are different for 

life insurance versus property/casualty insurance. 
Кеу words: discounting of cash flows, the fair value of financial instruments, interest rate 
risk, long-term insurance contracts, return on equity. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СТОЯЧИХ ВОЛН 

НАПРЯЖЕНИЙ В ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ 

ПОЛОСЕ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ В ВИДЕ ДЕЛЬТА ФУНКЦИИ И 

ФУНКЦИИ ХЕВИСАЙДА 
Мусаев В.К.  

Московский государственный машиностроительный университет, musayev-vk@yandex.ru 

Рассмотрена некоторая информация численного моделирования упругих волн 

напряжений в бесконечной полосе при воздействии в виде дельта функции и 

функции Хевисайда. Показано вертикальное нормальное напряжение в 

характерной области исследуемой задачи. 
Ключевые слова: математическое моделирование, волны напряжений, математическая 
теория упругости, стоячие волны, бесконечная полоса, дельта функция, функция 
Хевисайда, численный метод Мусаева В.К., алгоритм Мусаева В.К., комплекс 
программ Мусаева В.К., отраженная волна, интерференционная волна. 

1. Введение 
Рассматриваются вопросы математического моделирования стоячих волн напряжений 

в горизонтальной бесконечной полосе при воздействии в виде дельта функции и 
функции Хевисайда.  

2. Реализация методики и алгоритма 
В работах [1–12] приводится некоторая информация о практической реализации 

численного моделирования волн напряжений в сложных деформируемых объектах с 
помощью применяемого численного метода, алгоритма и комплекса программ. 

3. Некоторые результаты исследований 

1. Рассмотрим задачу о воздействии плоской продольной упругой волны в виде 
треугольного импульса (дельта функция) на бесконечную полосу (рис. 1). Расчеты 
проводились при следующих единицах измерения: килограмм-сила (кгс); сантиметр 
(см); секунда (с). Для перехода в другие единицы измерения было принято следующее 
допущение: 1 кгс/см2 ≈ 0,1 МПа. 

 
Рис. 1. Постановка задачи  

 
Рис. 2. Нормальное напряжение yσ  во времени 5000 n  в точке 1B  
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На границе пластинки AB  (рис. 1) приложено нормальное напряжение yσ , которое 

при 3n1  )t∆/tn( =  изменяется линейно от 0  до P , а при 53 n  от P  до 0  

( 0= σP , 0σ  = – 0,1 МПа). Граничные условия для контуров BC  и AD  при 0>t  

0==== vuvu ɺɺ . Отраженные волны от контуров BC  и AD  не доходят до 
исследуемых точек. Контур CD  свободен от нагрузок. Исследуемая расчетная область 
имеет 4002 узловые точки.  Решается система уравнений из 16008 неизвестных. Для 

примера на рис. 2 представлено изменение нормального напряжения yσ  ( 0= σ/σσ yy ) 

во времени n  в точке 1B .  
2. Рассмотрим задачу о воздействии плоской продольной упругой волны в виде 

ступенчатого импульса (функция Хевисайда) на бесконечную полосу. Расчеты 
проводились при следующих единицах измерения: килограмм-сила (кгс); сантиметр 
(см); секунда (с). Для перехода в другие единицы измерения было принято следующее 
допущение: 1 кгс/см2 ≈ 0,1 МПа. 

 
Рис. 3. Нормальное напряжение yσ  во времени 5000 n  в точке 1B  

 
На границе пластинки AB  (рис. 1) приложено нормальное напряжение yσ , которое 

при 3n0  )t∆/tn( =  изменяется линейно от 0  до P , а при 3n  равно P  

( 0= σP , 0σ  = – 0,1 МПа). Граничные условия для контуров BC  и AD  при 0>t  

0==== vuvu ɺɺ . Отраженные волны от контуров BC  и AD  не доходят до 
исследуемых точек. Контур CD  свободен от нагрузок. Исследуемая расчетная область 
имеет 4002 узловые точки. Решается система уравнений из 16008 неизвестных. Для 

примера на рис. 3 представлено изменение нормального напряжения yσ  ( 0= σ/σσ yy ) 

во времени n  в точке 1B .  
4. Выводы 

1. Отраженные волны от свободных поверхностей бесконечной полосы при воздействии 
в виде дельта функции создают физическую картину стоячих волн.   
2. Интерференция прямых и отраженных волн от границ бесконечной полосы при 
воздействии в виде функции Хевисайда приводит к нулевому напряженному состоянию. 
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MATHEMATICAL MODELING OF STANDING WAVES OF 

VOLTAGES IN THE HORIZONTAL INFINITE STRIP UNDER THE 

INFLUENCE IN THE FORM OF DELTA FUNCTIONS AND 

HEAVISIDE FUNCTIONS 
Musayev V.K. 

Moscow state University of mechanical engineering, musayev-vk@yandex.ru 

Brief abstract – Considered some of the information of numerical modeling of elastic 

waves of stresses in an infinite strip under the influence in the form of Delta functions 

and Heaviside functions. Shows the vertical normal stress in a characteristic region of the 

investigated problem.  
Key words: mathematical modeling, wave stresses, mathematical elasticity theory, standing 
waves, an infinite strip, Delta function, Heaviside function, a numerical method Musayev 
V.K., algorithm Musayev V.K., complex programs Musayev V.K., the reflected wave, the 
interference wave.  
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОТЫ ПРАЧЕЧНОЙ 

МНОГОКВАРТИРНОГО АРЕНДНОГО ДОМА 
Осокин Л.А 

Финансовый университет при Правительстве РФ 

erlever@yandex.ru  
В данной работе мы проведём исследование необходимого количества 

стиральных машин для организации безочерёдной работы прачечной 

самообслуживания в многоквартирном арендном доме. После нахождения этих 

параметров мы оценим рентабельность предполагаемой прачечной 

самообслуживания и целесообразность её установки в доходном доме.  
Ключевые слова: арендный дом, прачечная, прачечная самообслуживания, доходный 
дом, GPSS, имитационное моделирование. 

Введение  

Данная работа является частью аналитического приложения к пакету документов по 
организации работы многоквартирного арендного дома одного из городов Московской 
области. Организация подобного бизнеса в многоквартирном доме обуславливается 
следующими факторами:  
Экономия площади в связи с отсутствием необходимости установки стиральных 

машин; 
Экономия инвестора по приобретению стиральных машин в каждую квартиру; 
Экономия жильцов при совместной стирке; 
Достаточно стабильный денежный поток для инвестора проекта, получения средств от 

соседних домов. 
Несмотря на то что практика прачечного бизнеса широко распространена на Западе, в 

России подобные проекты не получили широкого распространения, в связи с чем 
необходим серьёзный маркетинговый и финансовый анализ, частью которого и является 
эта работа. Чтобы повысить лояльность жильцов к прачечным, необходима такая 
организация работы, которая исключила бы очереди – это и будет нашим основным 
критерием при поиске. 
Работа подготовлена под научным руководством к.ф.-м.н., доцента Аль-Натор С.В. 
 

Исходные предположения 

При построении модели мы исходили из следующих предположений: 
1) Общее количество квартир многоквартирного дома – 320; 
2) В среднем, жильцы каждой квартиры стирают 4 раза в месяц; 
3) Количество поступающих стирок имеет распределение Пуассона с параметром 

� � ����∗���∗	 

��
 0,1171875 (будущие постояльцы, в связи с их основным родом 

деятельности, каждый день будут иметь свободное время для стирки в количестве 1 час 
утром и около 4 часов вечером); 

4) Для создания эффекта экономии, приоритет отдаётся стиральным машинам с 
большей возможной загрузкой, однако придётся искать компромисс между 
потенциальной экономией для жильцов и удобством и привычкой использования 
стиральных машин малой загрузки; 

5) Будем считать, что жильцы в первую очередь будут стараться использовать 
машины с большей загрузкой. 

Основные результаты 
Моделирование было проведено в среде GPSS World. В качестве основных видов 

стиральных машин были выбраны машины с загрузкой на 2 человек (как более 
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привычные, далее будем называть их Малыми) и с загрузкой на 5 человек (далее – 
Большие). Моделирование будем проводить на горизонте в месяц, считая, что каждый 
день прачечная работает 5 часов. Критерием остановки поиска решения будет 
отсутствие очереди. Основные результаты представлены в таблице: 

 

Номер 

опыта 

Тип 

стиральной 

машины 

Количество 
Средняя 

загрузка 
Очередь Отклонено 

Коэффициент 

утилизации 

1 
Малая 1 1,901 0 357 0,951 
Большая 2 2,845 5 0 0,569 

2 
Малая 2 1,760 32 0 0,880 
Большая 3 2,471 2 0 0,494 

3 
Малая 3 0,982 9 0 0,491 
Большая 3 2,597 1 0 0,520 

4 
Малая 4 0,785 0 0 0,393 
Большая 3 2,501 0 0 0,500 

5 
Малая 3 0,702 0 0 0,351 
Большая 4 2,249 0 0 0,450 

6 
Малая 5 0,922 1 0 0,461 
Большая 2 2,789 1 0 0,558 

7 
Малая 2 1,138 0 0 0,569 
Большая 4 2,335 0 0 0,467 

 

Как мы видим, из проведённых опытов удовлетворительными, согласно описанному 
выше критерию, являются опыты с номерами 4, 5 и 7. Опыт 6 также можно считать 
удовлетворительным, так как очередь в 1 человек за месяц работы приемлема в наших 
условиях. Цена Малой стиральной машины – 112 500 руб., Большой – 198 000 руб. 
Следующим критерием выбора для нас будет минимальная стоимость оборудования и 

максимальный коэффициент утилизации. Все результаты приведены в таблице: 
 

Номер опыта Общая стоимость Взвешенный коэффициент утилизации 
4 1 044 000 0,439 
5 1 129 500 0,408 
6 958 500 0,489 
7 1 017 000 0,501 

 

Из всех вариантов опыты с номерами 6 и 7 лучше двух других по обоим параметрам, 
но несравнимы друг с другом. 
Используя функцию распределения Пуассона, мы можем утверждать, что с 

вероятностью более 0,97 количество стирок в час будет не меньше 3. Исходя из этого 
оценим денежный поток на основании двух моделей потребления: оплатас каждой 
стирки с чистой прибылью 150 руб. или месячный абонемент с чистой прибылью 600 
руб (с учётом расходов на воду, электричество и аренду, если необходимо). 
В первом случае минимальный денежный поток составит 150*3*5*30 = 67500, 

средний денежный поток составит 150*8*5*30 = 180 000. С помощью нормированного 
отношения средних нагрузок на каждый тип стиральных машин, взвесим эффект 
экономии (1/2 в случае Малой и 1/5 для Большой) по данному отношению и получим 
доли стирок, которые фактически будут оплачены от общего числа стирок. Результаты 
занесём в таблицу: 
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Номер 
опыта 

Доля оплачиваемых 
стирок 

Минимальный денежный 
поток, руб./мес. 

Средний денежный 
поток, руб./мес. 

6 0,2745 18531 49416 
7 0,2983 20135 53694 

 

Таким образом, на основании критерия минимального и среднего денежного потока, 
остаётся единственный оптимальный вариант закупки стиральных машин. 
Во втором случае денежный поток не зависит от количества стирок и равняется 

800*320 = 192 000 руб. 
Посчитав NPV для обоих случаев (28 937 руб. и 4 423 096 руб. соответственно) на 

основании среднего арифметического минимального и среднего денежного потока на 
горизонте 3 года, мы увидим, что они оба положительны при ставке 13%, однако во 
втором случае NPV значительно больше. Дисконтированные периоды окупаемости 
равны 3 и 1 год соответственно. 

Выводы 
В результате данного исследования мы определили оптимальное соотношение между 

Малыми и Большими стиральными машинами для обеспечения безочерёдности 
обслуживания жильцов арендного дома, оценили с определённым уровнем доверия 
α=0,03 минимальный и средний денежные потоки, а также рассчитали NPV для обоих 
случаев. Как мы можем видеть, они оба положительны, что говорит нам о том, что 
начинать данное предприятие при альтернативной ставке доходности целесообразно при 
альтернативной ставке 13%. Мы увидели достаточно серьёзное различие в доходе между 
первым и вторым вариантом, отметим, что выбор между этими вариантами лучше 
предоставить самим проживающим. Выбор зависит в большей степени от контингента 
проживающих – если жильцы арендного дома имеют заработок ниже среднего, почти 
наверное, единственным вариантом будет первый: для целей экономии при совместной 
стирке. 
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In that work we are going to analyze the necessary amount of both laundries types, 

estimate expected cash flows and profitability and also make a decision about 

reasonableness. 
Key words: laundry, rental house, GPSS, simulation modeling. 
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АНАЛИЗ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ МЕТОДОМ SSA В 

ПРИЛОЖЕНИИ К ИЗУЧЕНИЮ ПОВЕДЕНИЯ ПОКУПАТЕЛЕЙ 

Петров В.А., Савин А.С., Хохлов А.А., Четов А.И. 

Российский университет дружбы народов, vpetrov@mahuru.ru, asavin@mahuru.ru, 

ahohlov@mahuru.ru, aichetov@yandex.ru 

В работе рассматривается задача применения метода «Гусеница»-SSA для 

анализа временных рядов в приложении к исследованию поведения клиентов. 
Ключевые слова: временные ряды, анализ сингулярного спектра, метод «Гусеница», 
SSA, анализ поведения клиентов. 

Введение 
Развитие мобильного интернета, повсеместное распространение смартфонов, 

удешевление связи и другие факторы предоставили новые возможности для бизнеса по 
взаимодействию со своими клиентами. Например, можно собирать статистику о том, 
когда, в какое время, в какую погоду, при каком курсе валют было сделано то или иное 
количество покупок, какой возрастной категорией, новые это клиенты или старые – 
факторов для анализа может быть много. После накопления статистики (около 160 000 
клиентов) авторами был проведен анализ полученных данных, представленных в виде 
временных рядов. Для этого использовался алгоритм SSA [1,3,4]. Такого рода задачи 
являются актуальными на данный момент, так как в результате можно формировать 
эффективные стратегии коммуникации с клиентами, предлагать адресные предложения 
с высокой конверсией. 

Базовый алгоритм SSA 
Рассмотрим временной ряд �������� , образованный последовательностью � 

равноотстоящих значений некоторой функции 	
: �� � 	�� � 	�� � 1�∆��,  � 1,… ,�.   (1) 
1 этап (Вложение) 
Сначала производим преобразование одномерного ряда в многомерный. Для этого 

выбирается некоторое число � � �, которое называется длиной гусеницы. Затем 
формируем траекторную матрицу следующего вида [2]: 

� � ������,����,� � � ��� � �! ⋯ ����#�⋮ ⋱ ⋮�� ��#� ⋯ �� &.   (2) 

Далее вычисляются средние арифметические значения и стандартные отклонения по 
столбцам матрицы �: �̅� � ��( ��#�)����� 		,									+� � ,��( ���#�)� � �̅�� ���� .  (3) 

Обозначим через �∗ � ����∗ ��,����,�  матрицу, полученную из � в результате 
центрирования по столбцам и нормирования на стандарты +�: ���∗ � ./0).̅010 ,  � 1,2,… , 3, 4 � 1,2,… ,�.   (4) 

Операции центрирования и нормирования не являются обязательными. 
2 этап (Сингулярное разложение (SVD)) 

Вычислим матрицу 6 � �� ��∗�7�∗.    (5) 

Разложим матрицу 6 6 � 8Λ87,    (6) 
где 

318 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



Λ � �:�0 0: ⋯ 00⋮ ⋱ ⋮0 0 ⋯ :�&   (7) 

- диагональная матрица собственных чисел, 

8 � �<�, < , … , <�� � � <��<� <� <  ⋯ <��<� ⋮ ⋱ ⋮<�� < � ⋯ <��
&  (8) 

- ортогональная матрица собственных векторов матрицы 6. При этом необходимо, 
чтобы 87 � 8)�,	 878 � 887 � =� , Λ � 8768,		             (9) 

>:��
��� � �,	 

?:��
��� � @A�6. 

Матрицу 8 можно рассматривать как матрицу перехода к главным компонентам [5] �∗8 � B � �C�, C , … , C��.   (10) 
3 этап (Отбор главных компонент) 
Из ортогональности матрицы 8 следует, что при умножении матрицы главных 

компонент B на 87 восстанавливается матрица �∗, при этом получается разложение 
нормированной и центрированной матрицы �∗ в сумму матриц �D∗, каждая из которых 
порождена одним собственным вектором матрицы 6 [1]: 

�∗ � B87 � �C�, C , … , C���<�
7< 7⋮<�7& �( CD<D7�D�� �( �D∗�D��  (11) 

Далее производится денормировка �∗ с помощью умножения этой матрицы на 
диагональную матрицу E, состоящую из выборочных средних � � �̅=�7 F �∗E � �G∗ F( �D∗�D�� E � ( �D∗�D�G E.   (12) 

4 этап (Диагональное усреднение) 
В результате получается исходная матрица диагональной структуры в виде суммы �� F 1� матриц. Переход к исходному ряду формально может быть осуществлен 

усреднением по побочным диагоналям. Обозначим через H этот оператор усреднения [3] � � H��� � ( H��D�G �D∗E�.    (13) 

Численные результаты 
При анализе выяснилось, что есть корреляция между курсом доллара и количеством 

покупок и средним чеком, проявляется прямая зависимость между ними. Таким образом, 
можно предположить, что, когда клиенты приходят в магазин при высоком курсе 
доллара, они покупают больше дешевых вещей, а когда при низком – это более 
осмысленные покупки и люди покупают более дорогие вещи. 
В случае высокой волатильности иностранной валюты, при повышении курса валюты 

можно выкладывать в продажу и делать акции на более дешевый товар, который люди 
будут покупать активнее, а на ее ослаблении скидки на эти товары можно убирать, так 
как люди приходят в магазины за более дорогими товарами. 
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Рис. 1. Результаты проведенного анализа 

Выводы 
Представленные результаты показывают, что задача исследования поведения 

покупателей при помощи анализа временных рядов даже в самом просто виде позволяет 
предлагать бизнесу маркетинговые рекомендации. 
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Введение 
В работе рассматривается одна из основных задач структурной биоинформатики – 

предсказание трёхмерной структуры белка по аминокислотной последовательности. 
Белки являются макромолекулами состоящими из α-аминокислот, соединённых в 
цепочку пептидной связью, тем самым образуя полипептидную цепь. Предсказание 
структуры белка – предсказание по аминокислотной последовательности трёхмерной 
структуры белка, которая определяет нативное, т.е. функционально активное, состояние 
(выделяют вторичную, третичную и четвертичную). Короткие белки называют 
пептидами.  В настоящей работе рассматривается задача поиска двух основных 
регулярных вторичных структур: α-спирали и β-листа.  
Наиболее широко принимаемая гипотеза, объясняющая процесс самоорганизации 

белковых молекул была сформулирована Анфинсеном [1]. Основные идеи 
предложенной им «термодинамической гипотезы» следующие: нативное состояние 
белка уникально; нативное состояние белка находится в глобальном минимуме 
свободной энергии. Таким образом, процесс сворачивания полипептидной цепи можно 
представить как процесс минимизации свободной энергии белка, тогда задача 
предсказывания структуры сводится к задаче глобальной оптимизации. 
Настоящая работа посвящена вопросу применимости стохастических эволюционных 

алгоритмов оптимизации к вышеописанной задаче и описанию подхода к изменению 
одного из параметров силового поля в процессе поиска оптимальной структуры пептида. 

Численное исследование 
В численных экспериментах использовалось силовое поле ROSETTA [2] в котором, 

при вычислении энергии пептида, сочетаются неявный растворитель, различные 
потенциалы и статистически полученные дынные.  
В настоящей работе рассматривалось два модельных пептида длинной 10 

аминокислотных остатков: A10 [3] (α-спираль), V4GGV4 [4] (β-лист). Задача поиска 
оптимальной структуры ставилась в непрерывном пространстве: торсионных углов 
главной цепи пептида (углы φ и ψ, пространство поиска [-π, π]); торсионных углов 
главной цепи ω (стремится быть планарным, поэтому [π-δ, π+δ], где δ = 0.2 рад.); 
основных торсионных углов для каждой боковой цепи χ1-4 (пространство поиска [-π, π]); 
длин ковалентных связей (δ1 = 0.05 Å); валентных углов (δ2 = 0.1 рад.) для каждого атома 
пептида; неосновных торсионных углов боковой цепи каждого атома (δ3 = 0.1 рад.). 
Границы с δ1-3 рассчитывались относительно идеализированных значений используемых 
в ROSETTA (аналогично методу CONCOORD [5]). Таким образом, размерность задач 
для α-спирали и β-листа составила 302 и 428 параметров соответственно. 
Для поиска оптимальной структуры использовались два эволюционных алгоритма: 

адаптивная дифференциальная эволюция JADE [6] и эволюционная стратегия ESCH [7]. 
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Численные эксперименты и результаты, представленные в [2], показывают, что 
наибольшее усложнение целевой функции порождает кулоновский (электростатический) 
потенциал. Поскольку данный потенциал (fa_elec) определяет нековалентные 
взаимодействия, было предложено использовать метод имитации отжига [8] для 
изменения соответствующего веса потенциала в процессе оптимизации. Такой подход 
был использован для рассматриваемых пептидов, результаты представлены на рис. 1-3. 
Все вычисления выполнены на кластере HybriLIT [9]. 

 
Рис. 1. Суперпозиция главных цепей пептидов, PEP-FOLD (чёрный) и JADE (серый) 

Суперпозиции на рис. 1 и 2 получены с использованием 3DSS [10], оптимальные 
значения исследуемых структур получены с помощью сервера PEP-FOLD [11, 12], 
предсказывающим структуру пептида с использованием статистической информации 
(низкоэнергетических фрагментов). На рис. 1 и 2 показано среднеквадратичное 
отклонение координат атомов получаемых после оптимизации пептидов относительно 
найденной с помощью PEP-FOLD. 

 
Рис. 2. Суперпозиция главных цепей пептидов, PEP-FOLD (чёрный) и JADE (серый) 

 
Рис. 3. Функция изменения кулоновского потенциала и сходимость для α-спирали 
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Выводы 
На основании проведённых исследований можно заключить, что с использованием 

предложенной схемы эволюционные алгоритмы оптимизации способны находить 
оптимальную структуру коротких модельных пептидов в полноатомном разрешении. 
Целью дальнейшей работы является расширение схемы разбиения весов силового поля, 
пополнение исследуемых пептидов реальными, а также применение эволюционных 
алгоритмов в задаче поиска оптимального положения пептида на белке. 
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Решение задач математического моделирования сложных транспортных систем на 

данном этапе представляет большую сложность по причине большого объема данных, 
которые приходится анализировать. Например, огромное количество возможных 
вариантов перевозок затрудняет получение достаточно экономного плана эмпирическим 
или экспертным путем. Применение математических методов и вычислительных в 
планировании перевозок дает большой экономический эффект. Транспортные задачи  
могут быть решены симплексным методом однако матрица системы ограничений 
транспортной задачи часто настолько сложна, что для ее решения разработаны 
специальные методы. Эти методы, как и симплексный метод, позволяют найти 
начальное опорное решение, а затем, улучшая его получить оптимальное решение, но 
этот подход требует больших затрат. 
В данной работе на основе подробного анализа базовых методов численного 

моделирования транспортных задач [1] с использованием технологии нейронных сетей 
[2] для транспортных систем строится экономико-математическая модель с учетом 
затрат. Проведенный анализ показал, что этот подход является эффективным для 
решения широкого круга технических и технологических проблем проектирования, 
строительства и функционирования транспортных систем. В рамках этого подхода 
удается создать эффективный алгоритм минимизации затрат на проектирование, 
строительство и эксплуатацию таких систем. Проведенный численный анализ 
показывает эффективность предложенного подхода. 

Литература 
 
1. Селезнев Б.Е., Алешин В.В., Прялов С.Н. Математическое моделирование 
трубопроводных сетей и систем каналов. Методы, модели, алгоритмы. – М., 
МАКСПРЕСС, 2007 г. 
2. Rahman S.A., Ansari M.S., Moinuddin A.A. Solution of linear programming problems using 
a neural network with nonlinear feedback. Radioengineering, 2012, vol. 21, no. 4, p. 1171-
1177. 
 
 

TRANSPORT SYSTEMS SIMULATION USING  NEURAL 

NETWORKS 
Sevastianov L.A., Vasilyev S.A., Blinov A.I.  

Peoples’ Friendship University of Russia, svasilyev@sci.pfu.edu.ru 

Transport systems was studied using neural networks technology. 
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ПРОДОЛЖЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНОГО ПОЛЯ С 

ПОВЕРХНОСТИ ОБЩЕГО ВИДА 

Сингх Л., Сподарев А.А., Ланеев Е.Б., Муратов М.Н. 

Российский Университет Дружбы Народов, preet.94.kaur@mail.ru 

В данной работе рассматривается некорректно поставленная задача 

продолжение потенциального поля с поверхности общего вида, заданной 

параметрически. Устойчивое приближенное решение построено с 

использованием метода регуляризации Тихонова. 
Ключевые слова: продолжение потенциального поля, некорректная задача, 
интегральное уравнение первого рода, метод регуляризации 

Введение 
Рассматиривается задача продолжения потенциального поля [1] в цилиндрическую 

область прямогольного сечения  
� � ���, �, �	: 0 � � � �	, 0 � � � �	, �� � � � ��� 

с поверхности, заданной параметрически,  
� � ���, �, �	: � � ���, �	, � � ���, �	, � � ���, �	�. 

Мы считаем, что поверхность � расположена в цилиндре между плоскостями � � �� 
и � � ��. 
Продолжение потенциального поля осуществляется в рамках нечетно-периодической 

модели [1] 
������	 � 0,					� ∈ � 

�� ���	 � 0, 
                                                               �|" � �#,                                                             (1) 

$%�&|�'#,() � 0, 
$%�&|�'#,(* � 0 

Задача (1) некорректно поставлена и для построения ее устойчивого решения 
необходимо применение методов регуляризации. 

Построение точного и приближенного решений 
Построение как точного, так приближенного решения задачи (1) производится путем 

сведения этой задачи сначала к смешанной задаче для уравнения Лапласа, близкой к 
задаче Коши. Последняя сводится к интегральному уравнению Фредгольма первого 
рода. Устойчивое решение этого уравнения получено методом Фурье с использованием 
принципа минимума сглаживающего функционала Тихонова. Общее решение задачи (1) 
строится на основе решения интегрального уравнения. Доказана сходимость 
приближенного решения к точному решению задачи (1) при согласовании параметра 
регуляризации с погрешностью в данных �#.  

Выводы 
Приближенное решение задачи (1) получено в виде рядов Фурье и может быть 

эффективно использовано для получения и исследования численного решения задачи. 
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CONTINUATION OF POTENTIAL FIELD FROM SURFACE OF 

GENERAL FORM 

Singh L., Spodarev A.A., Laneev E.B., Muratov M.N. 

Peoples’ Friendship University of Russia, preet.94.kaur@mail.ru 

In this article we consider the ill-posed problem of potential field continuation from the 

general form of the surface given parametrically. Sustainable approximate solution 

constructed using Tikhonov regularization method. 
Keywords: continuation of potential field, ill-posed problem, integral equation of the first 
kind, regularization method 
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ПРОДОЛЖЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОГО 

ПОЛЯ 

Сподарев А.А., Сингх Л., Ланеев Е.Б., Муратов М.Н. 

Российский Университет Дружбы Народов, spodarev.aleksandr@yandex.ru 

В данной работе рассматривается некорректно поставленная задача 

продолжения потенциального поля. Устойчивое приближенное решение 

построено с использованием метода регуляризации Тихонова. 
Ключевые слова: некорректная задача, продолжение потенциального поля, 
интегральное уравнение первого рода, метод регуляризации Тихонова. 

Введение 
Рассматривается задача продолжения потенциального поля в цилиндрическую 

область прямоугольного сечения: 
},),(,0,0:),,{(),( HzyxFlylxzyxHFD yx <<<<<<=  

заданного на поверхности S: z = ),( yxF  и боковой поверхности цилиндрической 

области: 
rot E(M) = 0 

  div E(M) = 0     (*) 
�|� � �� 
�|Г � ��, 

где Г – боковая поверхность цилиндрической области D и М 	 D.  Задача (*) 
некорректно поставлена и для получения приближенного решения устойчивого по 
отношению к данным �� и  �� необходимо применение методов регулязации.  

Построение точного и приближенного решений 
Построение точного и приближенного решения задачи (*) осуществляется сведением 

этой задачи с использованием формул Грина к интегральному уравнению Фредгольма 
первого рода. Устойчивое решение этого интегрального уравнения получено с 
использованием метода регуляризации Тихонова – метода сглаживающего функционала 
[2]. На основе полученного решения строится общее решение задачи (*). Доказана 
сходимость приближенного решения к точному решению задачи (*) при согласовании 
параметра регуляризации с погрешностью в данных �� и  ��. 

Выводы 
Приближенное решение задачи (*) получено в виде рядов Фурье и удобно для 

численного решения задачи. 

Литература 
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In this article we consider the ill-posed problem of potential field continuation. 

Sustainable approximate solution constructed using Tikhonov regularization method. 
Key words: ill-posed problem, continuation of potential field, integral equation of the first 
kind, regularization method of Tikhonov 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВНЕШНЕГО УДАРНОГО 

ВОЗДЕЙСТВИЯ НА НЕСУЩИЕ КОНСТРУКЦИИ 

ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ C ПОМОЩЬЮ ЧИСЛЕННОГО 

МЕТОДА, АЛГОРИТМА И КОМПЛЕКСА ПРОГРАММ 

МУСАЕВА В.К.  
 

Тарасенко А.А., Стародубцев В.В., Мусаев А.В., Крылов А.И., Рыбка В.С.. 

Московский государственный машиностроительный университет, musayev-vk@yandex.ru 

Для прогноза безопасности несущих конструкций технических систем при 

упругом нестационарном ударном воздействии применяется численное 

моделирование. Решены задачи о внешнем ударном воздействии на несущие 

конструкции технических систем (бесконечная пластинка).  
Ключевые слова: численное моделирование, волновая динамика, метод конечных 
элементов, явная двухслойная схема, численный метод Мусаева В.К., алгоритм 
Мусаева В.К., комплекс программ Мусаева В.К., ударное воздействие, бесконечная 
пластинка, волны напряжений, техническая система, несущая конструкция. 

1. Введение 
Для прогноза безопасности несущих конструкций технических систем при внешних 

ударных воздействиях применяется численное моделирование уравнений 
нестационарной волновой теории упругости. 

2. Реализация методики и алгоритма 
В работах [1–5] приводится некоторая информация о практической реализации 

численного моделирования волн напряжений в сложных деформируемых объектах с 
помощью применяемого численного метода, алгоритма и комплекса программ. 

3. О распространении нестационарных волн напряжений  
Линейная динамическая задача с начальными и граничными условиями с помощью 

метода конечных элементов в перемещениях приведена к системе линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений с начальными условиями.  Задача с 
начальными условиями с помощью конечноэлементного варианта метода Галеркина 
приведена к явной двухслойной схеме.  
Решена задача о распространении нестационарных упругих волн в пластинке 

(воздействие – сосредоточенное; соотношение толщины пластинки к длине волны 
воздействия – один к двум).  Исследуемая расчетная область имеет 22011 узловых точек. 
Решается система уравнений из 88044 неизвестных. Растягивающее упругое нормальное 
напряжение xσ  имеет следующее максимальное значение 250= ,σx . Сжимающее 

упругое нормальное напряжение xσ  имеет следующее максимальное значение 

4590= ,-σx . Растягивающее упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее 

максимальное значение 2550= ,σ y . Сжимающее упругое нормальное напряжение yσ  

имеет следующее максимальное значение 9120= ,-σ y .  

Решена задача о распространении нестационарных  упругих волн в пластинке 
(соотношение длины распределенной нагрузки к длине воздействия – один к десяти; 
соотношение толщины пластинки к длине волны воздействия – одни к двум). 
Исследуемая расчетная область имеет 22011 узловых точек. Решается система 
уравнений из 88044 неизвестных. Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  

имеет следующее максимальное значение 6040= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 
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напряжение xσ  имеет следующее максимальное значение 8620= ,-σx .  Растягивающее 

упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее максимальное значение 

6080= ,σ y . Сжимающее упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее 

максимальное значение 5411= ,-σ y .  

Решена задача о распространении нестационарных  упругих волн в пластинке 
(соотношение длины распределенной нагрузки к длине воздействия – один к пяти; 
соотношение толщины пластинки к длине волны воздействия – одни к двум). 
Исследуемая расчетная область имеет 22011 узловых точек. Решается система 
уравнений из 88044 неизвестных. Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  

имеет следующее максимальное значение 8520= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  имеет следующее максимальное значение 8080= ,-σx .  Растягивающее 

упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее максимальное значение 

7780= ,σ y . Сжимающее упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее 

максимальное значение 3611= ,-σ y .  

Решена задача о распространении нестационарных  упругих волн в пластинке 
(воздействие – сосредоточенное; соотношение толщины пластинки к длине волны 
воздействия – один к одному). Исследуемая расчетная область имеет 42021 узловую 
точку. Решается система уравнений из 168084 неизвестных.  Растягивающее упругое 
нормальное напряжение xσ  имеет следующее максимальное значение 1330= ,σx . 

Сжимающее упругое нормальное напряжение xσ  имеет следующее максимальное 

значение 0360= ,-σx . Растягивающее упругое нормальное напряжение yσ  имеет 

следующее максимальное значение 1360= ,σ y . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение yσ  имеет следующее максимальное значение 1530= ,-σ y .  

Решена задача о распространении нестационарных  упругих волн в пластинке 
(соотношение длины распределенной нагрузки к длине воздействия – один к десяти; 
соотношение толщины пластинки к длине волны воздействия – один к одному). 
Исследуемая расчетная область имеет 42021 узловую точку. Решается система 
уравнений из 168084 неизвестных.  Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  

имеет следующее максимальное значение 3330= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 

напряжение xσ  имеет следующее максимальное значение 0960= ,-σx . Растягивающее 

упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее максимальное значение 

3530= ,σ y . Сжимающее упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее 

максимальное значение 3780= ,-σ y .  

Решена задача о распространении нестационарных  упругих волн в пластинке 
(соотношение длины распределенной нагрузки к длине воздействия – один к пяти; 
соотношение толщины пластинки к длине волны воздействия – один к одному). 
Исследуемая расчетная область имеет 42021 узловую точку. Решается система 
уравнений из 168084 неизвестных.  Растягивающее упругое нормальное напряжение xσ  

имеет следующее максимальное значение 4930= ,σx . Сжимающее упругое нормальное 
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напряжение xσ  имеет следующее максимальное значение 1320= ,-σ x . Растягивающее 

упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее максимальное значение 

4930= ,σ y . Сжимающее упругое нормальное напряжение yσ  имеет следующее 

максимальное значение 5390= ,-σ y .  

Авторы выражают благодарность Мусаеву В.К. за внимание к работе. 

4. Выводы 

1. Для прогноза безопасности несущих конструкций технических систем при упругом 
нестационарном ударном воздействии применяется численное моделирование.  
2. Решены задачи о внешнем ударном воздействии на несущие конструкции технических 
систем (бесконечная пластинка).  
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NUMERICAL SIMULATION OF THE EXTERNAL IMPACT ON 

THE SUPPORTING STRUCTURES OF TECHNICAL SYSTEMS 
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Tarasenko A.A., Starodubtsev V.V.,  Musayev A.V., Krylov A.I., Fish V.S. 
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To predict the safety of load-bearing structures of the technical systems with elastic 

unsteady shock action applied numerical modeling. Solved problems of external blast 

effects on structures of technical systems (infinite plate). 
Key words: numerical modeling, wave dynamics, finite element method, explicit two-layer 
scheme, the numerical method Musayev V.K., algorithm Musayev V.K., complex programs 
Musayev V.K., shock, infinite plate, wave stress, technical system, supporting structure.  
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В ɪаɛɨɬɟ ɩɨɥɭчɟɧа ɫиɫɬɟɦа ɨɛыɤɧɨɜɟɧɧых ɞиɮɮɟɪɟɧɰиаɥьɧых ɭɪаɜɧɟɧиɣ ɞɥя 

ɤɨɷɮɮиɰиɟɧɬɧых ɮɭɧɤɰиɣ ɜ ɩɥаɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥяɪɧɨɦ ɜɨɥɧɨɜɨɞɟ ɞɥя ɧаɩɪаɜɥяɟɦых 
ɦɨɞ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɦɟɬɨɞ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫɪɚɜɧɟɧɢɟ, ɚɞɢɚɛɚɬɢɱɟɫɤɢɟ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɟ ɦɨɞɵ, 
ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɣ ɜɨɥɧɨɜɨɞ. 

Ввɟɞɟɧиɟ  
Дɥɹ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɨɬɤɪɵɬɵɯ ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫ ɩɥɚɜɧɨɣ (ɫɥɚɛɨɣ) 

ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɫɬɶɸ ɱɚɫɬɨ ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬɫɹ ɦɟɬɨɞ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɧɵɣ 
ɜɩɟɪɜɵɟ Ȼ.Ɂ. Кɚɰɟɧɟɥɟɧɛɚɭɦɨɦ ɞɥɹ ɡɚɤɪɵɬɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ [1] ɢ ɨɛɨɛɳɟɧɧɵɣ В.В. 
Шɟɜɱɟɧɤɨ ɧɚ ɨɬɤɪɵɬɵɟ ɜɨɥɧɨɜɨɞɵ [2]. 

В ɨɫɧɨɜɟ ɦɟɬɨɞɚ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ ɥɟɠɢɬ ɚɞɢɚɛɚɬɢɱɟɫɤɨɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɟ 
ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɨɝɨ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ ɥɨɤɚɥɶɧɨ-ɩɥɨɫɤɢɯ ɜɨɥɧ, ɭɩɪɨɳɟɧɧɨɟ ɞɜɭɦɹ ɞɨɩɨɥɧɟɧɢɹɦɢ: 
1) ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɯ ɚɞɢɚɛɚɬɢɱɟɫɤɢɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɯ ɦɨɞ ɭɱɢɬɵɜɚɸɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɜɤɥɚɞɵ ɧɭɥɟɜɨɝɨ 
ɩɨɪɹɞɤɚ; 
2) ɜɦɟɫɬɨ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɵɯ ɩɥɨɫɤɨɫɬɟɣ ɜ ɬɨɱɤɚɯ ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɯ ɝɪɚɧɢɰ ɞɥɹ ɮɨɪɦɭɥɢɪɨɜɤɢ 
ɝɪɚɧɢɱɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɣ ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ ɢɯ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɹ «ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥɶɧɵɦɢ ɩɪɨɟɤɰɢɹɦɢ».  

ɂɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɪɟɞɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɫɜɨɞɢɬ ɩɟɪɟɱɢɫɥɟɧɢɟ ɩɨɥɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɦɨɞ, 
ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦɨɣ ɜ ɦɟɬɨɞɟ, ɤ ɫɢɫɬɟɦɟ ɦɨɞ ɪɟɝɭɥɹɪɧɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ. ɂɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ 
ɩɟɪɜɨɝɨ ɩɪɟɞɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɩɪɢɜɨɞɢɬ ɤ ɩɨɹɜɥɟɧɢɸ ɫɢɫɬɟɦɵ ɨɛɵɤɧɨɜɟɧɧɵɯ 
ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (ɈДɍ) ɞɥɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɜ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ ɨɛɳɟɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ ɜ 
ɦɟɬɨɞɟ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ, ɜɟɞɟɧɧɨɣ Ȼ.Ɂ. Кɚɰɟɧɟɥɟɧɛɚɭɦɨɦ ɢ ɨɛɨɛɳɟɧɧɨɣ В.В. 
Шɟɜɱɟɧɤɨ.  

 Ɉɫɧɨвɧая чаɫɬь 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɣ ɜɨɥɧɨɜɨɞ (ɫɨ ɫɥɚɛɨɣ ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɫɬɶɸ), 

ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɵɣ ɧɚ ɪɢɫ.1. Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦ ɫɥɭɱɚɣ, ɤɨɝɞɚ 
��௬ ≡ Ͳ. 

 
Ɋɢɫ. 1. ɋɯɟɦɚ ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ. 

Вɵɪɚɠɟɧɢɹ ɞɥɹ ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɨɝɨ ɩɨɥɹ ɜ ɜɨɥɧɨɜɨɞɟ ɫɨɞɟɪɠɚɬ ɤɚɤ ɩɪɹɦɵɟ, ɬɚɤ ɢ 
ɨɛɪɚɬɧɵɟ ɜɨɥɧɵ Д3]. Ɉɛɳɟɟ ɪɟɲɟɧɢɟ ɞɥɹ ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɝɨ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ, ɢɡɨɛɪɚɠɟɧɧɨɝɨ ɧɚ 
ɪɢɫ.1 ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ: ߰ሺ�, �ሻ = ߰+ሺ�, �ሻ + ߰−ሺ�, �ሻ                                                 (1) 
ɝɞɟ  ߰+ሺ�, �ሻ =∑�+ሺ�ሻ߰+ሺ�; �ሻ +∫ ݀����+ሺ��, �ሻ߰+ሺ��, �; �ሻ∞

−�� + 
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+∫ ݀��+ሺ�, �ሻ߰+ሺ�, �; �ሻ∞−�� ,    (2) 

 ߰−ሺ�, �ሻ =∑�−ሺ�ሻ߰−ሺ�; �ሻ +∫ ݀����−ሺ��, �ሻ߰−ሺ��, �; �ሻ∞
−�� + +∫ ݀��−ሺ�, �ሻ߰−ሺ�, �; �ሻ∞−��     (3) 

 
ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɨɬ ߰+ሺ�, �ሻ ɢ ɨɬ ߰−ሺ�, �ሻ ɡɚɩɢɫɵɜɚɸɬɫɹ, ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɭɫɥɨɜɢɹ 1), ɜ 

ɜɢɞɟ ��+ሺ௫,௭ሻ�௭ = −� ∑ �+ሺ�ሻ�+ሺ�ሻ߰+ሺ�; �ሻ − � ∫ ݀���+ሺ��ሻ��+ሺ��, �ሻ߰+ሺ��, �; �ሻ∞−�� −−� ∫ ݀��+ሺ�ሻ�+ሺ�, �ሻ߰+ሺ�, �; �ሻ∞−��     (4) ��−ሺ௫,௭ሻ�௭ = −� ∑ �−ሺ�ሻ�−ሺ�ሻ߰−ሺ�; �ሻ − � ∫ ݀���−ሺ��ሻ��−ሺ��, �ሻ߰−ሺ��, �; �ሻ∞−�� −−� ∫ ݀��−ሺ�ሻ�−ሺ�, �ሻ߰−ሺ�, �; �ሻ∞−��     (5) 

Ɂɞɟɫɶ �±ሺ�ሻ – ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɡɚɦɟɞɥɟɧɢɹ ɩɪɹɦɵɯ ɢ ɨɛɪɚɬɧɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɯ ɦɨɞ 
ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ ɜ ɫɟɱɟɧɢɢ z, ɚ ߰±ሺ�, �ሻ = Ψ±ሺ�; �ሻ݁∓0 ∫ �ሺ௭̃ሻௗ௭̃��0 , ɝɞɟ Ψሺ�; �ሻ݁±0�ሺ௭ሻ - ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɟ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɵɟ ɦɨɞɵ ɪɟɝɭɥɹɪɧɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ 
ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ. 

ɋ ɭɱɟɬɨɦ ɫɥɚɛɨɣ ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɨɫɬɢ ɧɚ ɩɟɪɜɨɦ ɷɬɚɩɟ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɢɹ ɛɭɞɟɦ ɭɱɢɬɵɜɚɬɶ ɜɤɥɚɞ 
ɬɨɥɶɤɨ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɝɨ ɫɩɟɤɬɪɚ ɢ ɬɨɥɶɤɨ ɩɪɹɦɵɯ ɜɨɥɧ. В ɷɬɨɦ ɫɥɭɱɚɟ ɮɨɪɦɭɥɵ (2) ɢ (4) ɞɥɹ 
ɩɪɹɦɵɯ ɜɨɥɧ  ɩɪɢɦɭɬ ɜɢɞ: ߰+ሺ�, �ሻ = ∑ �+ሺ�ሻ߰+ሺ�; �ሻ     (6) ��+ሺ௫,௭ሻ�௭ = −� ∑ �+ሺ�ሻ�+ሺ�ሻ߰+ሺ�; �ሻ     (7) 

ɉɪɨɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦ (6) ɩɨ z ɢ ɩɨɞɫɬɚɜɢɦ ɩɨɥɭɱɢɜɲɟɟɫɹ ɜ (7). Ɋɚɡɥɨɠɟɧɢɟ (7) ɬɚɤɠɟ 
ɩɪɨɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦ ɩɨ z, ɩɨɥɭɱɢɜɲɟɟɫɹ ɜɵɪɚɠɟɧɢɟ ɢ (6) ɩɨɞɫɬɚɜɢɦ ɜ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ 
Ƚɟɥɶɦɝɨɥɶɰɚ: ቀ �2�௫2 + �2�௭2ቁ߰+ሺ�, �ሻ + �ଶ߰+ሺ�, �ሻ = Ͳ    (8) 

 ɍɱɢɬɵɜɚɹ, ɱɬɨ �2�+ሺ௫;௭ሻ�௫2 = ߯ଶሺ�; �ሻ߰+ሺ�; �ሻ, ɩɨɥɭɱɢɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɞɜɚ ɪɚɡɥɨɠɟɧɢɹ: 

{  
  ∑ (ௗС�+ሺ௭ሻௗ௭ − ��+ሺ�ሻС+ሺ�ሻሺ� − ͳሻ)߰+ሺ�; �ሻ = Ͳ
∑ [С+ሺ�ሻ߯ଶሺ�; �ሻ߰+ሺ�; �ሻ + ��+ሺ�ሻ ௗС�+ሺ௭ሻௗ௭ ߰+ሺ�; �ሻ ++(�(�+ሺ�ሻ)ଶ − � ௗ��+ሺ௭ሻௗ௭ + ͳ)С+ሺ�ሻ߰+ሺ�; �ሻ ] = Ͳ (9) 

ɉɨɥɭɱɟɧɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɩɨɨɱɟɪɟɞɧɨ ɭɦɧɨɠɢɦ ɫɤɚɥɹɪɧɨ ɧɚ ɫɨɩɪɹɠɟɧɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ߰+ሺ�; �ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, ɢ, ɭɱɢɬɵɜɚɹ ɭɫɥɨɜɢɟ ɨɪɬɨɝɨɧɚɥɶɧɨɫɬɢ ∫߰߰̅̅̅̅ = �, ɩɨɥɭɱɢɦ ɫɥɟɞɭɸɳɭɸ 
ɫɢɫɬɟɦɭ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ 2N ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ: {ቀ ௗௗ௭ + �ሺ� − ͳሻ�ሺ�ሻቁ �⃗+ሺ�ሻ = Ͳቀ��ሺ�ሻ ௗௗ௭ + ℙሺ�ሻቁ �⃗+ሺ�ሻ = Ͳ ,    (10) 

ɝɞɟ �ሺ�ሻ = (�ଵ+ሺ�ሻ … Ͳ⋮ ⋱ ⋮Ͳ … ��+ሺ�ሻ),  �⃗+ሺ�ሻ = (�ଵ+ሺ�ሻ⋮��+ሺ�ሻ), ℙሺ�ሻ = (�ଵଵሺ�ሻ … �ଵ�ሺ�ሻ⋮ ⋱ ⋮��ଵሺ�ሻ … ���ሺ�ሻ). 

 

ɉɪɢ ɷɬɨɦ pሺ�ሻ = ∫߯ଶሺ�; �ሻ߰+ሺ�; �ሻ߰+ሺ�; �ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅݀� + (�(�+ሺ�ሻ)ଶ − � ௗ��+ሺ௭ሻௗ௭ + ͳ)�. 
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ȿɫɥɢ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶ ɫɥɭɱɚɣ, ɤɨɝɞɚ n = ͳ, ɩɨɥɭɱɚɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɟ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɞɥɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ: { ௗ�+ሺ௭ሻௗ௭ − �ሺ� − ͳሻ�+ሺ�ሻ�+ሺ�ሻ = Ͳ��+ሺ�ሻ ௗ�+ሺ௭ሻௗ௭ + ቀ�ሺ�ሻ + �ሺ�+ሺ�ሻሻଶ − � ௗ�+ሺ௭ሻௗ௭ + ͳቁ�+ሺ�ሻ = Ͳ,  (11) 

ɢɥɢ ௗ2�+ሺ௭ሻௗ௭2 − ଵ�+ሺ௭ሻ ቀ� ቀ�ሺ�ሻ + �(�+ሺ�ሻ)ଶ + ͳቁ + ʹ ௗ2�+ሺ௭ሻௗ௭2 ቁ ௗ�+ሺ௭ሻௗ௭ = Ͳ , (12) 

ɝɞɟ �ሺ�ሻ = ∫߯ଶሺ�; �ሻ߰+ሺ�; �ሻ߰+ሺ�; �ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅݀�. 
ɉɨɥɭɱɟɧɧɵɟ ɮɨɪɦɭɥɵ ɞɥɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɪɢ  n = ͳ  ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɵ 

ɮɨɪɦɭɥɚɦ, ɜɵɜɟɞɟɧɧɵɦ Шɟɜɱɟɧɤɨ Д2] ɞɥɹ ɨɬɤɪɵɬɵɯ ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫ 
ɨɞɧɨɬɨɱɟɱɧɵɦ ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɦ ɫɩɟɤɬɪɨɦ. ɋɢɫɬɟɦɚ (11) ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɟɬ ɫɨɛɨɣ ɛɨɥɟɟ ɨɛɳɢɣ 
ɫɥɭɱɚɣ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ N ɦɨɞɚɦ.  

Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɜ ɪɚɛɨɬɟ ɦɵ ɩɨɥɭɱɢɥɢ ɫɢɫɬɟɦɭ ɈДɍ ɞɥɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ, ɚ 
ɡɧɚɱɢɬ ɢ ɪɚɫɱɟɬɧɭɸ ɮɨɪɦɭɥɭ ɦɟɬɨɞɚ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ ɜ ɫɥɭɱɚɟ ɧɚɥɢɱɢɹ N 
ɧɚɩɪɚɜɥɹɟɦɵɯ ɦɨɞ (ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɝɨ ɫɩɟɤɬɪɚ). Дɥɹ ɪɚɫɱɟɬɚ ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɟɧɢɹ ɩɨɥɹɪɢɡɨɜɚɧɧɨɝɨ 
ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɨɝɨ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ ɨɫɬɚɥɨɫɶ ɩɪɨɢɧɬɟɝɪɢɪɨɜɚɬɶ ɩɨɥɭɱɟɧɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɈДɍ. 

Вывɨɞы 
В ɪɚɛɨɬɟ ɩɨɥɭɱɟɧɚ ɫɢɫɬɟɦɚ ɈДɍ ɞɥɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ, ɬ.ɟ. ɪɚɫɱɟɬɧɚɹ ɮɨɪɦɭɥɚ 

ɦɟɬɨɞɚ ɜɨɥɧɨɜɨɞɚ ɫɪɚɜɧɟɧɢɹ ɜ ɫɥɭɱɚɟ ɧɚɥɢɱɢɹ N ɧɚɩɪɚɜɥɹɟɦɵɯ ɦɨɞ (ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɝɨ 
ɫɩɟɤɬɪɚ). Дɥɹ ɪɚɫɱɟɬɚ ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɟɧɢɹ ɩɨɥɹɪɢɡɨɜɚɧɧɨɝɨ ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɨɝɨ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ 
ɨɫɬɚɥɨɫɶ ɩɪɨɢɧɬɟɝɪɢɪɨɜɚɬɶ ɩɨɥɭɱɟɧɧɭɸ ɫɢɫɬɟɦɭ ɈДɍ. ɉɪɢ n = ͳ ɮɨɪɦɭɥɵ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɵ 
ɮɨɪɦɭɥɚɦ, ɜɵɜɟɞɟɧɧɵɦ Шɟɜɱɟɧɤɨ ɞɥɹ ɨɬɤɪɵɬɵɯ ɩɥɚɜɧɨ-ɧɟɪɟɝɭɥɹɪɧɵɯ ɜɨɥɧɨɜɨɞɨɜ ɫ 
ɨɞɧɨɬɨɱɟɱɧɵɦ ɞɢɫɤɪɟɬɧɵɦ ɫɩɟɤɬɪɨɦ. 
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The work is dedicated to obtaining Ordinary Differential Equations system for coefficients 

functions in case of smoothly-irregular waveguide and considering only guided modes. 
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ɊЕШЕɇɂЕ ɆɇɈȽɈɄАɇАɅɖɇɈɃ ɁАȾАЧɂ ɊАɋɋЕəɇɂə 

ɋ ɄɍɋɈЧɇɈ-ɉɈɋɌɈəɇɇЫɆɂ ɉɈɌЕɇЦɂАɅАɆɂ  
Хɚɣ Л.Л., Ƚɭɫɟɜ А.А., ȼɢɧɢɰɤɢɣ С.И., Чɭɥɭɭɧɛɚɚɬɚɪ О 

Оɛɴɟɞɢɧёɧɧɵɣ ɢɧɫɬɢɬɭɬ яɞɟɪɧɵɯ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɣ, ɝ. Ⱦɭɛɧɚ, gooseff@jinr.ru 

Пɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ ɚɧɚɥɢɡ ɪɟɲɟɧɢɣ ɡɚɞɚɱɢ ɪɚɫɫɟяɧɢя ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɝɨ ɬɢɩɚ ɞɥя ɫɢɫɬɟɦы 

ОДУ ɫ ɤɭɫɨɱɧɨ-ɩɨɫɬɨяɧɧыɦɢ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ ɧɚ ɨɫɢ ɫ ɪɚɡɧыɦ ɱɢɫɥɨɦ 
ɨɬɤɪыɬыɯ ɤɚɧɚɥɨɜ ɜ ɞɜɭɯ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɯ ɨɛɥɚɫɬяɯ. Дɚɧɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɟ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ, ɩɨɥɭɱɟɧɧыɯ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɦɟɬɨɞɨɦ ɤɨɧɟɱɧыɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ 

ɧɚ ɤɨɧɟɱɧɨɦ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ɢ ɢɫɩɨɥɶɡɭя ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢя ɫɨɛɫɬɜɟɧɧыɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɧɚ ɨɫɢ ɜ 

ɜɢɞɟ ɥɢɧɟɣɧыɯ ɤɨɦɛɢɧɚɰɢɣ ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧыɯ ɪɟɲɟɧɢɣ, ɩɪɢ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɦ 
ɡɧɚɱɟɧɢɢ ɫɩɟɤɬɪɚɥɶɧɨɝɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ɷɧɟɪɝɢɢ ɫ ɧɟɢɡɜɟɫɬɧыɦɢ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɡɚɞɚɱɚ ɧɚ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɵɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ, ɫɢɫɬɟɦɚ ɈДɍ, ɦɟɬɨɞ ɤɨɧɟɱɧɵɯ 
ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ. 

Ввɟɞɟɧиɟ 
  ɂɫɯɨɞɧɚɹ ɦɧɨɝɨɤɚɧɚɥɶɧɚɹ ɡɚɞɚɱɚ ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ ɮɨɪɦɭɥɢɪɭɟɬɫɹ ɩɪɢ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɦ 

ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɨɦ ɡɧɚɱɟɧɢɢ ɫɩɟɤɬɪɚɥɶɧɨɝɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ɷɧɟɪɝɢɢ E ɧɚ ɜɫɟɣ ɨɫɢ z ∈ (−∞, +∞) ɞɥɹ 
ɫɢɫɬɟɦɵ N ɨɛɵɤɧɨɜɟɧɧɵɯ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (ɈДɍ) ɬɢɩɚ [1] 

,0)()(
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 zEz

dz

d ΦIVI                                         (1) 

ɝɞɟ I – ɟɞɢɧɢɱɧɚɹ ɦɚɬɪɢɰɚ, V(z) – ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɚɹ ɦɚɬɪɢɰɚ ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɵɯ ɤɭɫɨɱɧɨ-
ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɯ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɨɜ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ N×N,   

     Vij(z) = Vji(z)={Vij;1, z ≤ z1; Vij;2, z ≤ z2; . . . ; Vij;k−1, z ≤ zk−1; Vij;k, z > zk−1}.                (2) 
Кɚɤ ɢɡɜɟɫɬɧɨ, ɩɨɜɟɞɟɧɢɟ ɪɟɲɟɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɈДɍ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɦɢ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ 
ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɬɫɹ ɧɚɛɨɪɨɦ ɪɟɲɟɧɢɣ 2

imp ɫɟɤɭɥɹɪɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ.  ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɞɥɹ 
ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɵɯ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɵɯ Vij;m ɜɨɡɦɨɠɧɵ No ɩɚɪ ɨɫɰɢɥɥɢɪɭɸɳɢɯ ɪɟɲɟɧɢɣ ɫ 
ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɚɦɩɥɢɬɭɞɨɣ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɢɧɬɟɪɩɪɟɬɢɪɭɸɬɫɹ ɤɚɤ ɜɨɥɧɵ ɞɜɢɠɭɸɳɢɟɫɹ ɫɥɟɜɚ 
ɧɚɩɪɚɜɨ  zipCzX imimi exp)()(   ɢ ɫɩɪɚɜɚ ɧɚɥɟɜɨ  zipCzX imimi  exp)( *)( ,  ɢ N–No ɩɚɪ 

ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ  zqCzX imim
ɫ

i  exp~)()(  ɪɟɲɟɧɢɣ. В ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɯ ɨɛɥɚɫɬɹɯ г ≤ г1 

ɢ г ≥ гk-1, ɩɟɪɜɵɣ ɫɥɭɱɚɣ ɢɧɬɟɪɩɪɟɬɢɪɭɟɬɫɹ ɤɚɤ ɨɬɤɪɵɬɵɣ ɤɚɧɚɥ, ɚ ɜɬɨɪɨɣ ɫɥɭɱɚɣ ɤɚɤ 
ɡɚɤɪɵɬɵɣ ɤɚɧɚɥ, ɨɫɬɚɜɥɹɸɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɪɟɲɟɧɢɹ  zqCX

ciim
c

i 1
)( exp , г ≤ г1,  zqCX kiim

c
i c

  exp)(
, 

z≥гk-1, ɭɛɵɜɚɸɳɢɟ ɩɪɢ |z|→∞. ɉɪɟɞɩɨɥɚɝɚɹ, ɱɬɨ ɩɪɢ г≤ г1 ɢɦɟɟɬɫɹ No
L

 ɩɚɪ 
ɨɫɰɢɥɥɢɪɭɸɳɢɯ ɪɟɲɟɧɢɣ, ɚ ɩɪɢ г ≥ гk-1, ɬɚɤɢɯ ɩɚɪ No

R, ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɞɥɹ 
ɦɧɨɝɨɤɚɧɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ ɡɚɩɢɲɟɦ ɜ ɜɢɞɟ 
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Ɂɞɟɫɶ ))(),...,(()(
;;1 zzz

as

N

asas
L
o   ΦΦΦ  ɢ ))(),...,(()(

;;1 zzz
as

N

asas
R
o   ΦΦΦ  ɦɚɬɪɢɰɵ-

ɪɟɲɟɧɢɹ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ L
oN1 ɢ R

oN1 , ɢɧɵɦɢ ɫɥɨɜɚɦɢ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ, ɢɦɟɟɬɫɹ 
L
oN ɥɢɧɟɣɧɨ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɵɯ ɪɟɲɟɧɢɣ, ɨɩɢɫɵɜɚɸɳɢɯ ɜɨɥɧɭ, ɩɚɞɚɸɳɭɸ ɫɥɟɜɚ ɧɚɩɪɚɜɨ ɢ 
R
oN  ɥɢɧɟɣɧɨ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɵɯ ɪɟɲɟɧɢɣ, ɨɩɢɫɵɜɚɸɳɢɯ ɜɨɥɧɭ, ɩɚɞɚɸɳɭɸ ɫɩɪɚɜɚ ɧɚɥɟɜɨ. 

334 ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɨ-ɬɟɥɟɤɨɦɦɭɧɢɤɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɢ ɦɚɬɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɟ — 2016



Ɇɚɬɪɢɰɵ )()(
min z


X , )()(
min z


X  ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ  L
oN1  ɢ ɦɚɬɪɢɰɵ )()(

max z
X , )()(

max z
X  

ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ R
oN1  – ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɵɟ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɧɚ ɥɟɜɨɣ ɢ ɩɪɚɜɨɣ 

ɝɪɚɧɢɰɚɯ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ, ɨɩɢɫɵɜɚɸɳɢɟ ɞɜɢɠɟɧɢɟ ɜɨɥɧɵ ɜ ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɢɢ, ɭɤɚɡɚɧɧɨɦ ɫɬɪɟɥɤɨɣ. 
Ɇɚɬɪɢɰɵ )()(

min z
c

X  ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ )(1 L
oNN   ɢ )()(

max z
cX ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ )(1 R

oNN   

ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɵɟ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢ ɭɛɵɜɚɸɳɢɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɧɚ ɥɟɜɨɣ ɢ ɩɪɚɜɨɣ ɝɪɚɧɢɰɚɯ 
ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ. Эɥɟɦɟɧɬɵ ɷɬɢɯ ɦɚɬɪɢɰ ɟɫɬɶ ɦɚɬɪɢɰɵ-ɫɬɨɥɛɰɵ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ 1N . Ɉɬɫɸɞɚ 
ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɦɚɬɪɢɰɵ ɚɦɩɥɢɬɭɞ ɨɬɪɚɠɟɧɢɹ R  ɢ R  – ɤɜɚɞɪɚɬɧɵɟ ɦɚɬɪɢɰɵ 

ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ LL
oNoN   ɢ RR

oNoN  , ɚ ɦɚɬɪɢɰɵ ɚɦɩɥɢɬɭɞ ɩɪɨɯɨɠɞɟɧɢɹ T  ɢ T – 

ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɵɟ ɦɚɬɪɢɰɵ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ LR
oNoN   ɢ RL

oNoN  . Вɫɩɨɦɨɝɚɬɟɥɶɧɵɟ 

ɦɚɬɪɢɰɵ c
R , c

T , c
R , c

T  – ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɵɟ, ɢɯ ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶ LL
oNoNN  )( , 

LR
oNoNN  )( , RL

oNoNN  )( , RR
oNoNN  )( , ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ. 

Дɥɹ ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɵɯ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɨɜ (2) ɢɡ ɭɫɥɨɜɢɹ ɫɨɯɪɚɧɟɧɢɹ ɜɪɨɧɫɤɢɚɧɚ, ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ 
ɦɚɬɪɢɰɵ ɚɦɩɥɢɬɭɞ ɨɬɪɚɠɟɧɢɹ ɢ ɩɪɨɯɨɠɞɟɧɢɹ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɸɬ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɫɜɨɣɫɬɜɚɦ 

LIRRTT  
†† , RIRRTT  

†† , 1
†† 0TRRT   , 

2
†† 0TRRT   ,   TTT ,   RRT ,   RRT , 

ɝɞɟ   L
oN

ijijL 1
 I  ,   L

oN

ijijR 1
 I – ɟɞɢɧɢɱɧɵɟ, ɚ   R

o
L
o NN

ji 111 0 0 ,   L
o

R
o NN

ji 112 0 0  – ɧɭɥɟɜɵɟ 

ɦɚɬɪɢɰɵ. ɂɡ ɚɦɩɥɢɬɭɞ ɨɬɪɚɠɟɧɢɹ ɢ ɩɪɨɯɨɠɞɟɧɢɹ ɫɨɫɬɚɜɥɹɟɬɫɹ ɭɧɢɬɚɪɧɚɹ ɢ 
ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɚɹ ɦɚɬɪɢɰɚ ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ S ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ oNoN  , RL

oNoNoN  : 
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ɂɫɤɨɦɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɷɬɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɧɚ ɨɫɢ ɢ ɦɚɬɪɢɰɚ ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ ɜɵɱɢɫɥɹɥɢɫɶ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ 
ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ SMATR, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɹ ɪɟɲɟɧɢɣ ɜ ɜɢɞɟ ɥɢɧɟɣɧɵɯ ɤɨɦɛɢɧɚɰɢɣ 
ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɯ ɢ ɷɤɫɩɨɧɟɧɰɢɚɥɶɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɫ ɧɟɢɡɜɟɫɬɧɵɦɢ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ 
ɩɪɢ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɦ ɡɧɚɱɟɧɢɢ ɫɩɟɤɬɪɚɥɶɧɨɝɨ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ɷɧɟɪɝɢɢ E. 

Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɥɢɫɶ ɞɥɹ ɨɰɟɧɤɢ ɬɨɱɧɨɫɬɢ ɪɟɲɟɧɢɹ ɡɚɞɚɱɢ ɫ ɪɟɞɭɰɢɪɨɜɚɧɧɵɦɢ 
ɝɪɚɧɢɱɧɵɦɢ ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ ɜ ɝɪɚɧɢɱɧɵɯ ɬɨɱɤɚɯ ɤɨɧɟɱɧɨɝɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɤɨɧɟɱɧɵɯ 
ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ KANTBP 4M [2] ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɧɧɨɣ ɜ ɫɢɫɬɟɦɟ Maple [3]. 

1. Ɋɟɲɟɧиɟ ɡаɞачи ɫɲивɤɨɣ ɮɭɧɞаɦɟɧɬаɥɶɧых ɪɟɲɟɧиɣ 

В ɚɥɝɨɪɢɬɦɟ ɜ ɞɜɭɯ ɩɨɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɵɯ ɰɢɤɥɚɯ L

o

L

o Ni ,...,1  ɢ R
o

R
o Ni ,...,1  ɪɟɚɥɢɡɭɟɬɫɹ 

ɩɨɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨɫɬɶ ɲɚɝɨɜ: 
ɒɚɝ 1.   ɇɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚɯ  z∈ሺ–∞,z1), z∈(zk-1,+∞ሻ, ɫɬɪɨɢɬɫɹ ɨɞɧɨ ɢɡ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɯ 
ɫɨɫɬɨɹɧɢɣ ɦɧɨɝɨɤɚɧɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ ))(),...,(()(

;;1 zzz
as

N

asas
L
o   ΦΦΦ  ɢ 

))(),...,(()(
;;1 zzz

as

N

asas
R
o   ΦΦΦ  ɫɨɝɥɚɫɧɨ  (3ɚ) ɢ (3ɛ) .  В ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɨɦ ɫɥɭɱɚɟ, 

ɤɨɝɞɚ ɦɚɬɪɢɰɵ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɟ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɵ ɞɢɚɝɨɧɚɥɶɧɵɟ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚɯ  z∈ሺ–∞,z1), z∈(zk-

1,+∞ሻ, ɬ.ɟ. Vij;1=Vjj;1δij, Vij;k=Vjj;kδij, ɷɥɟɦɟɧɬɵ ɦɚɬɪɢɰ ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɵɯ ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɯ 
ɪɟɲɟɧɢɣ ɫɨɞɟɪɠɚɬ ɬɨɥɶɤɨ ɨɞɧɭ ɧɟɧɭɥɟɜɭɸ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɭ, ɬ.ɟ. ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬɫɹ 
ɜɧɭɬɪɢɫɬɪɨɱɧɵɦɢ ɮɨɪɦɭɥɚɦɢ ɩɨɫɥɟ ɮɨɪɦɭɥɵ (2) ɫ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ 
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issisis pCC 2/1
1

*  , isskisis pCC 2/1*  , isisC  , Nsi ,...,1,   ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɢ ɷɤɫɩɨɧɟɧɬ 

ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬɫɹ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɚɦ  ps1=(E–Vss;1)1/2>0, s=1,…, L
oN  qs1=(Vss;1–E)1/2≥0, s= L

oN +1,…, 

N  ɢɥɢ psk=(E–Vss;k)1/2>0, s=1,…, R
oN , qsk=(Vss;k–E)1/2≥0, s= R

oN +1,…, N .  

ɒɚɝ 2. ɇɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɜɧɭɬɪɟɧɧɢɯ ɩɨɞɵɧɬɟɪɜɚɥɨɜ z∈[zm-1,zm], ɝɞɟ   m ɩɪɨɛɟɝɚɟɬ ɡɧɚɱɟɧɢɹ 

m=2,…,k-1, ɢɳɟɬɫɹ ɨɛɳɟɟ ɪɟɲɟɧɢɟ )(z
mΦ , ɫɢɫɬɟɦɵ ɈДɍ ɫ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɦɢ 

ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ Vij;m ɩɪɢ ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɧɨɦ ɫɩɟɤɬɪɚɥɶɧɨɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɟ E  ɡɚɜɢɫɹɳɟɟ ɨɬ 2N 
ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ C2N(m-2)+1 ,…, C2N(m-1). Ɍɚɤɠɟ ɜɵɱɢɫɥɹɟɬɫɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɝɨ ɪɟɲɟɧɢɹ.  

ɒɚɝ 3. Вɵɱɢɫɥɹɸɬɫɹ ɢ ɩɪɢɪɚɜɧɢɜɚɸɬɫɹ ɧɭɥɸ ɪɚɡɧɨɫɬɢ 
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ɂɡ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɣ ɧɟɨɞɧɨɪɨɞɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 2N(k-1) ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬɫɹ ɧɚɛɨɪ 2N(k-1) 

ɧɟɢɡɜɟɫɬɧɵɯ, C1 ,…, C2N(k-2)  , ɢɡ ɤɨɬɨɪɵɯ ɫɬɪɨɢɬɫɹ ɪɟɲɟɧɢɟ )(z
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Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ɋɢɫɬɟɦɚ, ɩɨɫɬɪɨɟɧɧɚɹ ɧɚ ɲɚɝɟ 3 ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɪɟɲɟɧɚ ɜ ɞɜɚ ɷɬɚɩɚ, ɫɧɚɱɚɥɚ ɨɧɚ 
ɫɜɨɞɢɬɫɹ ɤ ɫɢɫɬɟɦɟ 4N ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɢɫɤɥɸɱɟɧɢɟɦ 2N(k-3) ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ ɢɡ ɧɚɛɨɪɚ C1, …, 

C2N(k-2), ɜ ɞɜɭɯ ɩɨɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɵɯ ɰɢɤɥɚɯ  L

o

L

o Ni ,...,1  ɢ R
o

R
o Ni ,...,1 ɪɟɲɚɟɬɫɹ ɫɢɫɬɟɦɚ 4N 

ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ 2N ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ ɢɡ ɧɚɛɨɪɚ C1, …, C2N(k-2), ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɤɨɬɨɪɵɯ 

ɫɬɪɨɢɬɫɹ ɪɟɲɟɧɢɟ )(z
L
oi

Φ  ɢɥɢ )(z
R
oi

Φ , ɢ 2N ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ ɷɥɟɦɟɧɬɨɜ ɦɚɬɪɢɰ 

ɚɦɩɥɢɬɭɞ ɩɪɨɯɨɠɞɟɧɢɹ ɢ ɨɬɪɚɠɟɧɢɹ ɭɤɚɡɚɧɧɵɯ ɜɵɲɟ.       

2. Ɋɟɲɟɧиɟ ɡаɞачи ɆɄЭ 
Ɋɟɲɚɥɚɫɶ ɤɪɚɟɜɚɹ ɡɚɞɚɱɚ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ N=3 ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɦɢ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɚɦɢ ɢɡ 
ɪɚɛɨɬɵ [2] 
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ɫ ɭɫɥɨɜɢɹɦɢ ɬɪɟɬɶɟɝɨ ɪɨɞɚ ɧɚ ɤɨɧɟɱɧɨɦ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɨɩɪɟɞɟɥɹɥɢɫɶ ɢɡ 
ɚɫɢɦɩɬɨɬɢɱɟɫɤɢɯ ɪɟɲɟɧɢɣ ɦɧɨɝɨɤɚɧɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ (1)–(3). Дɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ 
ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɛɵɥɚ ɜɵɛɪɚɧɚ ɪɚɜɧɨɦɟɪɧɚɹ ɤɨɧɟɱɧɨɷɥɟɦɟɧɬɧɚɹ ɫɟɬɤɚ zmin= − 6, 
hj=1,...,30=0.4, zmax=6 c ɷɪɦɢɬɨɜɵɦɢ ɷɥɟɦɟɧɬɚɦɢ ɫɟɞɶɦɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ (κmax, p)=(2, 3), p′=7 
ɫɨɯɪɚɧɹɸɳɢɦɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɶ ɩɟɪɜɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɜ ɩɪɢɛɥɢɠёɧɧɵɯ ɪɟɲɟɧɢɹɯ. 
Вɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɩɪɨɜɨɞɢɥɢɫɶ ɩɪɢ Digits:=16 ɡɧɚɱɚɳɢɯ ɰɢɮɪɚɯ. ɉɪɢ ɡɚɞɚɧɧɨɦ E=3.8 ɞɥɹ 
ɩɚɞɚɸɳɟɣ ɜɨɥɧɵ ɫɥɟɜɚ ɢɦɟɟɬɫɹ ɨɞɢɧ ɨɬɤɪɵɬɵɣ ɤɚɧɚɥ NL

o =1, ɚ ɫɩɪɚɜɚ – ɞɜɚ ɨɬɤɪɵɬɵɯ 

ɤɚɧɚɥɚ NR
o =2. Кɨɦɩɨɧɟɧɬɵ ɪɟɲɟɧɢɣ )(;1 zΦ , )(;1 zΦ , )(;2 zΦ    ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɧɚ 

ɤɨɧɟɱɧɨɷɥɟɦɟɧɬɧɨɣ ɫɟɬɤɟ ɢ ɷɥɟɦɟɧɬɵ S-ɦɚɬɪɢɰɵ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɵ ɧɚ ɪɢɫ. 1.    
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Ɋɢɫ. 1. ɋɨɛɫɬɜɟɧɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ )(;1 zΦ , )(;1 zΦ , )(;2 zΦ   ɦɧɨɝɨɤɚɧɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ 

ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɬɪёɯ ɈДɍ (1)-(4) ɩɪɢ E=3.8. 
 

ɋɪɚɜɧɟɧɢɟ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɜɵɩɨɥɧɟɧɢɹ ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ KANTBP 4M ɫ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɚɦɢ, 
ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɦɢ ɢɡ ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ SMATR, ɞɚёɬ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɶ 
accuracy=San−Smatr ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɤɜɚɞɪɚɬɧɵɯ ɦɚɬɪɢɰ ɚɦɩɥɢɬɭɞ ɨɬɪɚɠɟɧɢɹ R→ ɢ R← 
ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ 1×1 ɢ 2×2, ɢ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɵɯ ɦɚɬɪɢɰ ɚɦɩɥɢɬɭɞ ɩɪɨɯɨɠɞɟɧɢɹ T→ ɢ T← 
ɪɚɡɦɟɪɧɨɫɬɶɸ 2×1 ɢ 1×2 ɩɨɪɹɞɤɚ accuracy ∼ 10−13. ɋ ɬɚɤɨɣ ɠɟ ɩɨɝɪɟɲɧɨɫɬɶɸ 
ɜɵɩɨɥɧɹɸɬɫɹ ɭɫɥɨɜɢɹ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɨɫɬɢ, ɢ ɭɧɢɬɚɪɧɨɫɬɢ S-ɦɚɬɪɢɰɵ.  

Вывɨɞы 
ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɧɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɢ ɞɚɧ ɚɧɚɥɢɡ ɪɟɲɟɧɢɣ ɦɧɨɝɨɤɚɧɚɥɶɧɨɣ ɡɚɞɚɱɢ 

ɪɚɫɫɟɹɧɢɹ ɧɚ ɨɫɢ ɪɟɞɭɰɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɤ ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɟ ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɈДɍ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ 
ɧɚ ɤɨɧɟɱɧɨɦ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ɫ ɤɭɫɨɱɧɨ-ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɦɢ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɚɦɢ, ɩɨɞɨɛɧɚɹ ɩɨɩɟɪɟɱɧɵɦ 
ɦɨɞɚɦ ɦɨɞɟɥɢ ɜɨɥɧɨɜɨɞɧɨɝɨ ɬɢɩɚ [1]. ɑɢɫɥɟɧɧɵɦ ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɨɦ ɩɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɪɟɲɟɧɢɟ 
ɪɟɞɭɰɢɪɨɜɚɧɧɨɣ ɤɪɚɟɜɨɣ ɡɚɞɚɱɢ ɧɚ ɤɨɧɟɱɧɨɦ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ 
KANTBP 4M [2] ɬɨɱɧɨɫɬɶɸ 10−12 ɫɨɜɩɚɞɚɟɬ ɫ ɪɟɲɟɧɢɟɦ ɡɚɞɚɱɢ ɧɚ ɨɫɢ. 

Ɋɚɛɨɬɚ ɩɨɞɞɟɪɠɚɧɚ ɊɎɎɂ (ɝɪɚɧɬ 14-01-00420). 
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SOLUTION OF THE MULTICHANNEL SCATTERING PROBLEM 

WITH CONSTANT-PIECEWISE POTENTIALS 

Hai L.L., Gusev A.A., Vinitsky S.I., Chuluunbaatar O,  

Joint Institute for Nuclear Research, Dubna, gooseff@jinr.ru 

The analysis of the solutions of the scattering problem of the waveguide type of ODE 

systems with piecewise constant coefficients on the axis with different numbers of open 

channels in two asymptotic regions is presented. A comparison of the results obtained by 

the solution of the boundary value problem by the finite element on a finite interval and 

using the representations of eigenfunctions on the axis as a linear combination of 

fundamental solutions, at fixed value of energy spectral parameter, depending on 

unknown coefficients is given. 
Кɟɭ аШrНs: multichannel scattering problem, the ODE system, the finite element method.  
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Мɟɬɨɞ ɩɨɥɧɨɝɨ и ɪаɫɫɟяɧɧɨɝɨ ɩɨɥя ɩɪиɦɟɧяɟɬɫя ɞɥя ɦɨɞɟɥиɪɨɜаɧия иɫɬɨчɧиɤɨɜ 
ɜɨɥɧ, ɧахɨɞящихɫя ɧа ɛɨɥьшɨɦ ɪаɫɫɬɨяɧии ɨɬ ɩɪɟɞɦɟɬа ɦɨɞɟɥиɪɨɜаɧия ɦɟɬɨɞɦ 
ɤɨɧɟчɧых ɪаɡɧɨɫɬɟɣ ɜɨ ɜɪɟɦɟɧɧɨɣ ɨɛɥаɫɬи. В ɞаɧɧɨɣ ɪаɛɨɬɟ ɪаɫɫɦɨɬɪɟɧы 
ɩɨɧяɬия ɩɨɥɧɨɝɨ и ɪаɫɫɟяɧɧɨɝɨ ɩɨɥя, ɩɪиɧɰиɩ ɞɟɣɫɬɜия ɦɟɬɨɞа  ɩɨɥɧɨɝɨ и 
ɪаɫɫɟяɧɧɨɝɨ ɩɨɥя и ɟɝɨ ɩɪиɦɟɧɟɧиɟ ɜ ɦɨɞɟɥиɪɨɜаɧии ɭɞаɥɟɧɧɨɝɨ иɫɬɨчɧиɤа 
ɩɥɨɫɤɨɣ ɜɨɥɧы ɦɟɬɨɞɨɦ ɤɨɧɟчɧых ɪаɡɧɨɫɬɟɣ. Пɪиɜɟɞɟɧ 2D ɩɪиɦɟɪ. 
Кɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɦɟɬɨɞ ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɪɚɡɧɨɫɬɟɣ ɜɨ ɜɪɟɦɟɧɧɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ, FDTD, ɦɟɬɨɞ 
ɩɨɥɧɨɝɨ ɢ ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɝɨ ɩɨɥɹ. 

Ввɟɞɟɧиɟ  
Ɇɟɬɨɞ ɩɨɥɧɨɝɨ ɢ ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɝɨ ɩɨɥɹ (ɞɚɥɟɟ TF/SF) ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɫɩɨɫɨɛɨɦ ɦɨɞɟɥɢɪɨɜɚɧɢɹ 

ɜɧɟɲɧɢɯ ɢɫɬɨɱɧɢɤɨɜ ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɨɝɨ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ ɞɥɹ ɦɟɬɨɞɚ ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɪɚɡɧɨɫɬɟɣ ɜɨ 
ɜɪɟɦɟɧɧɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ. Дɚɧɧɵɣ ɦɟɬɨɞ ɨɫɧɨɜɚɧ ɧɚ ɥɢɧɟɣɧɨɫɬɢ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ Ɇɚɤɫɜɟɥɥɚ: ɩɨɥɧɨɟ 
ɩɨɥɟ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɪɚɡɞɟɥɟɧɨ ɧɚ ɩɚɞɚɸɳɟɟ ɩɨɥɟ, ɤɨɬɨɪɨɟ ɩɪɟɞɩɨɥɚɝɚɟɬɫɹ ɢɡɜɟɫɬɧɵɦ ɜɨ 
ɜɫɟɯ ɬɨɱɤɚɯ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɚ ɜ ɥɸɛɨɣ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ ɢ ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɟ ɩɨɥɟ, ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹɸɳɟɟ 
ɫɨɛɨɣ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɩɚɞɚɸɳɟɣ ɜɨɥɧɵ ɫ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɵɦɢ ɬɟɥɚɦɢ, 
ɧɚɡɵɜɚɟɦɵɦɢ «ɪɚɫɫɟɢɜɚɬɟɥɹɦɢ».   

В ɷɬɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɨɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ  ɞɚɧɧɵɣ ɦɟɬɨɞ ɢ ɩɪɢɜɨɞɢɬɫɹ ɩɪɢɦɟɪ ɟɝɨ ɪɚɛɨɬɵ ɜ ɫɥɭɱɚɟ 
ɞɥɹ ɞɜɭɯ ɢɡɦɟɪɟɧɢɣ. 

 Фɨɪɦɭлиɪɨвка ɦɟɬɨɞа ɩɨлɧɨɝɨ и ɪаɫɫɟяɧɧɨɝɨ ɩɨля 
Кɚɤ ɭɠɟ ɝɨɜɨɪɢɥɨɫɶ, ɩɨɥɧɨɟ ɩɨɥɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɟɤɬɨɪɧɨɣ ɫɭɦɦɨɣ ɩɚɞɚɸɳɟɝɨ ɢ 

ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɝɨ ɩɨɥɟɣ.  Ɋɚɫɱɟɬɧɚɹ ɨɛɥɚɫɬɶ ɞɟɥɢɬɫɹ ɧɚ ɞɜɟ ɱɚɫɬɢ: ɪɟɝɢɨɧ ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɝɨ ɩɨɥɹ 
(ɞɚɥɟɟ ɪɟɝɢɨɧ 1) ɢ ɪɟɝɢɨɧ ɩɨɥɧɨɝɨ ɩɨɥɹ (ɞɚɥɟɟ ɪɟɝɢɨɧ 2). Ɋɚɫɱɟɬɧɚɹ ɨɛɥɚɫɬɶ ɨɤɪɭɠɚɟɬɫɹ 
ɩɨɝɥɨɳɚɸɳɢɦɢ ɝɪɚɧɢɰɚɦɢ (ɧɚɩɪɢɦɟɪ PML). Ɋɚɫɫɟɢɜɚɬɟɥɶ ɩɨɦɟɳɚɟɬɫɹ ɜ ɪɟɝɢɨɧ 2.  

Дɚɥɟɟ, ɜ ɪɟɝɢɨɧɟ 1 ɡɚɞɚɟɬɫɹ ɢɫɬɨɱɧɢɤ ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɨɝɨ ɢɡɥɭɱɟɧɢɹ. 
Эɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɚɹ ɜɨɥɧɚ ɜɜɨɞɢɬɫɹ  ɢɡ ɪɟɝɢɨɧɚ 1 ɜ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɨ, ɫɨɞɟɪɠɚɳɟɟ 
ɪɚɫɫɟɢɜɚɬɟɥɶ ɱɟɪɟɡ TF/SF ɝɪɚɧɢɰɭ.  Ɋɚɫɫɱɢɬɵɜɚɟɬɫɹ ɩɨɥɧɨɟ ɩɨɥɟ ɩɨɫɥɟ ɪɚɫɫɟɢɜɚɧɢɹ 
ɜɨɥɧɵ ɧɚ ɪɚɫɫɟɢɜɚɬɟɥɟ. В ɷɬɨ ɠɟ ɜɪɟɦɹ ɜɵɱɢɫɥɹɟɬɫɹ ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɟɧɢɟ ɷɥɟɤɬɪɨɦɚɝɧɢɬɧɨɣ 
ɜɨɥɧɵ ɜ ɪɟɝɢɨɧɟ 1. ɇɚ ɝɪɚɧɢɰɟ TF/SF ɤɨɧɬɭɪɚ ɨɫɭɳɟɫɬɜɥɹɟɬɫɹ ɜɵɱɢɬɚɧɢɟ ɩɚɞɚɸɳɟɝɨ 
ɩɨɥɹ (ɩɨɥɹ ɪɟɝɢɨɧɚ 1) ɢɡ ɩɨɥɧɨɝɨ ɩɨɥɹ (ɩɨɥɹ ɪɟɝɢɨɧɚ 2), ɜ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɟ ɱɟɝɨ ɜɧɟ TF/SF 
ɢɦɟɟɬ ɦɟɫɬɨ ɬɨɥɶɤɨ ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɟ ɩɨɥɟ. ɋɯɟɦɚ ɦɟɬɨɞɚ ɩɨɤɚɡɚɧɚ ɧɚ ɪɢɫ. 1. 

Вɧɭɬɪɢ ɪɟɝɢɨɧɚ 2 ɩɨɥɧɨɟ ɩɨɥɟ ɞɨɥɠɧɨ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɬɶ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹɦ: 
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Вɧɭɬɪɢ ɪɟɝɢɨɧɚ 1 ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɟ ɩɨɥɟ ɞɨɥɠɧɨ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɬɶ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹɦ: 
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Ɂɞɟɫɶ μ ɢ ε - ɚɛɫɨɥɸɬɧɵɟ ɞɢɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɚɹ ɢ ɦɚɝɧɢɬɧɚɹ ɩɪɨɧɢɰɚɟɦɨɫɬɶ ɫɪɟɞɵ, 0μ ɢ 

0ε - ɷɥɟɤɬɪɢɱɟɫɤɚɹ ɢ ɦɚɝɧɢɬɧɚɹ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɟ, σ  ɢ 
mσ - ɷɥɟɤɬɪɨɩɪɨɜɨɞɧɨɫɬɶ ɢ ɟɟ 

ɦɚɝɧɢɬɧɵɣ ɚɧɚɥɨɝ, ɢɧɞɟɤɫɵ tot ɢ scat ɢɫɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ ɞɥɹ ɨɛɨɡɧɚɱɟɧɢɹ ɩɨɥɧɨɝɨ ɢ 
ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɝɨ ɩɨɥɹ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ.  

Ɋɢɫ. 1. ɂɥɥɸɫɬɪɚɰɢɹ ɤ ɦɟɬɨɞɭ ɩɨɥɧɨɝɨ ɢ ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɝɨ ɩɨɥɹ  

Вывɨɞы 
В ɷɬɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɛɵɥ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧ ɦɟɬɨɞ ɩɨɥɧɨɝɨ ɢ ɪɚɫɫɟɹɧɧɨɝɨ ɩɨɥɹ ɢ ɩɪɢɜɟɞɟɧ  ɩɪɢɦɟɪ 

ɟɝɨ ɪɚɛɨɬɵ ɜ ɫɥɭɱɚɟ ɞɥɹ ɞɜɭɯ ɢɡɦɟɪɟɧɢɣ. 
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TOTAL-FIELD/SCATTERED-FIELD FORMULATION FOR 

SIMULATION OF THE PLANE WAVE GENERATED A GREAT 

DISTANCE AWAY 

Sharapova A. A. 

The Peoples' Friendship University of Russia, sharapovarudn@gmail.com 

Total-field/scattered-field formulation is used in FDTD for simulation of the external 

wave source. This paper presents a brief review of the said method and its use in 

simulation of a plane wave generated a great distance away. A 2D example simulation is 

presented. 
Кɟɭ аorНs: finite-difference time-domain, FDTD, total-field/scattered-field formulation  
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РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА ДЕТЕКТИРОВАНИЯ 

ВОЗГОРАНИЯ И ЗАДЫМЛЕНИЯ НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА 

ВИДЕОПОТОКА  

Шибашова А.Г., Стадник А.В. 
Государственное бюджетное образовательное учреждение высшего Московской области 

«Университет «Дубна»», shibashova.anastasiya@mail.ru 

Данная работа посвящена разработке способа обнаружения пламени  в цифровом 

видеопотоке, который позволил бы быстро, максимально точно и с низкими 

затратами вычислительных ресурсов определять наличие огня и дыма на 

изображении. Построение алгоритма разбито на этапы, которые позволяют 

отбросить с каждым этапом области изображения, которые не удовлетворят 

представленным критериям. Этапы алгоритма учитывают следующие 

характеристики открытого огня: характерный цвет, непрерывное мерцание, 

характерная текстура огня. 
Ключевые слова: компьютерное зрение, детекция огня и дыма, цветовой фильтр. 

Введение 
Решению данной задачи посвящено большое количество работ[1-3], где исследуются 

различные характеристики открытого огня и дыма, которые можно извлечь из видео-
потока с использованием частотно-временного анализа, различных вариантов анализа 
текстуры огня, построение мульти-гауссового распределения для описания цветовых 
характеристик пикселей принадлежащих огненным регионам[2],фильтр контрастности, 
оператор Соболя, а также дискретное вейвлет-преобразование  и множество других 
подходов. 

Цветовой фильтр 
Под термином «подозрительная область» понимается некоторая область на сцене, 

которая имеет похожие на огонь характеристики, в дальнейшем эти зоны подвергаются 
более тщательному анализу. Разделение пространства сцены позволяет не тратить 
ресурсы вычислительной системы на обработку зон, не представляющих никакого 
интереса. 
Для работы была набрана база данных изображений огня из открытых источников. 

Суммарно в этой базе изображений выделено около 32 миллионов пикселей, 
принадлежащих огню и дыму. Цветовой фильтр, в данном случае - это набор правил для 
определения, того что данный пиксель окрашен в цвет соответствующий одной  из 
различных вариаций окраски открытого огня. Пиксели изображения, прошедшие все 
этапы цветового фильтра заносятся в карту огненно-окрашенных пикселей, которая 
определяет области, которые будут подвергаться обработке следующими этапами 
алгоритма. 
После анализа распределения цветовых компонент пикселей принадлежащих огню, 

подтвердилось, что пиксели огня занимают довольно узкие области пространства RGB. 
Следовательно, принадлежность пикселя к одной их этих областей можно использовать, 
как первый критерий того, что в кадре присутствует огонь. Это позволит отбросить 
множество изначально неинтересных для данной задачи областей изображения и 
существенно сократить ресурсы уже на данном этапе алгоритма. 
Убедившись в коррелированности цветов огненных пикселей, та же самая статистика 

была построена в пространстве HSV. Результат можно увидеть на рис.1. Он более 
показателен, чем результат в пространстве RGB, поскольку значение Hue представляет 
собой восприятие цвета человеком, а у огня характерный узкий диапазон цветов. 
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Рис. 1. Распределение цвета для огненных пикселей: плоскости HV, SV, HS. 

Из распределения Hue видно, что здесь в решающем правиле можно ограничиться 
принятием решения, исходя из принадлежности Hue узкому диапазону от 0 до 0.2 В 
результате, достаточно ограничиться принадлежностью пикселя одному из двух 
прямоугольных регионов части пространства SV. 

Пространственный анализ 
Открытый огонь на изображении обладает характерной текстурой, которая 

характеризуется большим количеством перепадов яркости в основном в красном канале. 
Поскольку цветовой фильтр будет пропускать объекты любой природы с характерным 
для огня цветом, анализ текстуры представляется логичным вторым этапом анализа 
выделенных областей.  
Из общих соображений можно предложить алгоритм с использованием одного или 

нескольких этапов дискретного вейвлет-преобразования. Сумма абсолютных величин 
трех плоскостей с коэффициентами соответствующими горизонтальными, 
вертикальными и диагональными деталями вейвлет-коэффициентов должна принимать 
максимальное значение на текстурах соответствующих огню. Уровень разложения 
определяется масштабом и из практических соображений можно ограничиться тремя 
уровнями разложения и выбрать максимальное значение. Решение о присутствии 
пламени в анализируемом регионе принимается на основе сравнения выбранной меры с 
некоторым пороговым значением. Если значение параметра превышает порог, значит, 
внутри региона находится пламя. 
Второй вариант пространственного анализа можно построить, опираясь на собранную 

статистику и методы машинного обучения. 
В качестве входных данных рассмотрим участок изображения размером 16х16 

пикселей с верхней левой точкой в качестве исходной. В качестве дескриптора были 
выбраны 12 точек этого участка текстуры в красном канале изображения по 6 точек в 
направлениях по обеим осям. В направлении каждой из осей были выбраны точки 
соответствующие номерам [1,2,4,7,11,16]. Расстояния между выбранными точками 
увеличиваются в арифметической прогрессии, что позволяет в некоторой степени 
"просканировать" масштаб изображения. Два, как проиллюстрировано на рис. 2.  

 
Рис.2. Изображения, полученные набором статистики из выборок положительных и 

отрицательных сэмплов, взятых случайным образом, иллюстрируют отличия выбранных 
дескрипторов на различных типах текстур 

В качестве инструмента построения решающего правила была выбрана искусственная 
нейронная сеть - прямоточный персепрон с конфигурацией {12-1-1}. При обучении была 
достигнута точность классификации 90%.  

 
Рис. 3. Пример детекции открытого огня. 
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Дальнейшим развитием алгоритма, следует рассмотреть детектор дыма, который в 
случае его успешной работы поможет снизить вероятность ложного срабатывания. Для 
этого необходимо учитывать фильтр контрастности. Контра-ст (фр. contraste) —разница 
в характеристиках различных участков изображения, способность фотографического 
материала или оптической системы воспроизводить эту разницу, а также характеристика 
чувствительности глаза (зрительной системы) относительно яркости и цвета. 
Контра-стность (также в различных контекстах употребляется и само слово контраст и 
коэффициент контраста)— степень контраста, чаще всего выражается , отношением или 
логарифмом отношений. Мерой их есть величина	� �

�����

��
, где 	
— яркость фона,		�— 

яркость предмета или изображения. При дневных наблюдениях предметов,  которых не 
меньше 0,5°, минимальная величина контраста для человеческого глаза близка к 0,02 
(порог контрастной чувствительности глаза). 
Контраст по цвету позволяет, осветляя и затемняя выбранные цвета, получить 

множество различных сочетаний. Число вариаций здесь очень велико и в соответствии с 
этим столь же бесконечно число их выразительных возможностей. Тем самым мы 
сможем соединить огонь и дым в один детектор распознавания этих чрезвычайных 
ситуаций. 

Выводы 
Для работы была набрана база данных изображений огня и дыма из открытых 

источников. Суммарно в этой базе изображений выделено около 32 миллионов 
пикселей, принадлежащих огню и дыму. На рассмотренной статической базе данных 
эффективность детектирования составила 84%, количество ложных срабатываний 
составило 2%. 
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This work is devoted to developing a method for detecting a flame in a digital video stream 

that would quickly and accurately and at low cost computing resources to detect the 

presence of fire in the image. Construction of an algorithm is divided into stages that 

allow reject at every stage area of the image that do not meet the criteria shown. 

Algorithm takes into account the following characteristics of an open fire: a characteristic 

color, continuous flicker characteristic texture of fire. 
 Кеу words: computer vision, fire and smoke detection, color filter.  
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КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ МОДЕЛЕЙ ПОПУЛЯЦИОННОЙ 

ДИНАМИКИ, УЧИТЫВАЮЩИХ КОНКУРЕНТНЫЕ И 

СИМБИОТИЧЕСКИЕ ОТНОШЕНИЯ 
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Елецкий государственный университет им. И.А. Бунина, shcherbakov_al.vl@mail.ru 

Выполнен анализ моделей популяционной динамики с учетом конкуренции и 

симбиоза. Найдены состояния равновесия, исследована устойчивость и 

построены соответствующие фазовые портреты. Проанализированы 

возможности перехода к соответствующим стохастическим моделям. 
Ключевые слова: модель популяционной динамики, устойчивость, фазовый портрет, 
детерминированные и стохастические модели. 
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(проект № 15-07-08795). 

Введение 
При изучении моделей динамики популяций одной из актуальных задач является 

изучение математических моделей с учетом конкуренции и симбиоза [1–5]. Как известно 
[1], в популяционной динамике принято классифицировать взаимодействия между 
видами. Наиболее распространенными и хорошо изученными являются взаимодействия 
конкуренции (когда численность каждого из видов в присутствии другого растет с 
меньшей скоростью), симбиоза (когда виды способствуют росту друг друга) и типа 
хищник-жертва или паразит-хозяин (когда численность вида-жертвы в присутствии 
вида-хищника растет медленнее, а вида-хищника – быстрее). Из трех основных типов 
межпопуляционных отношений (конкуренции, симбиоза и отношений типа хищник-
жертва) отношения хищник-жертва дают значительное разнообразие динамических 
режимов поведения взаимодействующих популяций. Конкурентные и симбиотические 
отношения с этой точки зрения заметно беднее, однако биологические следствия таких 
отношений играют важную роль в функционировании экосистем. 
Преимущества, получаемые при отношениях симбиоза, могут быть разными, в 

частности, защита от внешних врагов, благоприятные условия для размножения, 
улучшение трофического ресурса. В [1–4] представлены различные модели при наличии 
благотворного влияния друг на друга проживающих в биоценозах видов. Несмотря на 
обилие различных примеров симбиоза, математическому моделированию этого 
взаимодействия между популяциями посвящено, по сравнению с моделями одиночной 
популяции и системами «хищник-жертва», незначительное число работ [см., например, 
1–5]. Основными задачами являются поиск стационарных положений равновесия, 
исследование их устойчивости, нахождение аналитических решений и разработка 
алгоритмов построения численных решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений. В ряде случаев детерминистического описания оказывается недостаточно, и 
требуется переход к стохастическим моделям [5]. В настоящей работе найдены 
состояния равновесия модели динамики популяций при наличии конкуренции и 
симбиоза, выполнен анализ устойчивости и построены соответствующие фазовые 
портреты. Для изучаемых популяционных моделей обсуждены возможности применения 
метода построения стохастических самосогласованных моделей [5–7], а также принципа 
редукции задачи об устойчивости решений одного типа уравнений к задаче об 
устойчивости других типов уравнений (в частности, стохастического 
дифференциального уравнения) [8]. 

Модели при наличии конкуренции и симбиоза 
Рассматриваются следующие двумерные модели: 1) модель динамики популяций, 

находящихся в отношении протокооперации, когда межвидовое взаимодействие полезно 
для обоих видов, но не является обязательным, и каждая популяция может существовать 
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в отсутствие партнера; 2) модель динамики популяций, связанных симбиотическими 
отношениями, при которых межпопуляционные взаимодействия являются 
необходимыми условиями существования каждого из видов, и в отсутствие партнера 
каждый из видов вымирает. Модель 1) описывается уравнениями вида 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2( )( ) , ( )( ) ,x a x x L K x P x x x a x x L K x P x x= − − + = − − +ɺ ɺ    (1) 

где xi – плотность популяции, 
i

a – коэффициенты экспоненциального роста обеих 

популяций, Ki – емкости экологических ниш, Li – нижняя критическая численность 
популяции, 

i
P – плотность популяции, i = 1, 2. Модель 2) описывается уравнениями 

вида 

2 21 1 2 2 1 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 11 11 2

P x x P x x
x = c x + e x , x = c x + e x ,

+ D x + D x
− − − −ɺ ɺ    (2) 

где 
i
с – коэффициент смертности, 

i
P – плотность популяции, 

i
D – коэффициент 

насыщения, ei – коэффициент внутривидовой конкуренции, i = 1, 2. Для моделей, 
описываемых уравнениями (1) и (2), проведено качественное исследование и построены 
фазовые портреты [2]. 
Трехмерная модель, в которой рассматриваются две конкурирующие между собой 

популяции жертвы при наличии единственного хищника описывается системой 
дифференциальных уравнений вида [3] 
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    (3) 

где х1, х2 и y – плотности популяций двух конкурирующих видов жертвы и хищника. 
Четырехмерная модель взаимодействия жертвы с симбионтом и двумя хищниками 
описывается системой дифференциальных уравнений [4] 

1 2
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где u(t) – плотность популяции симбионта в момент времени t; х(t), у(t), z(t) – плотности 
популяций жертвы и хищника соответственно, 0 0(0) 0, (0) 0,u u x x= ≥ = ≥  

0 0(0) 0, (0) 0y y z z= ≥ = ≥ . 

Четырехмерная модель взаимодействия двух конкурирующих популяций, с каждой из 
которых взаимодействует популяция-симбионт, изучена в [5]. Модель описывается 
системой уравнений 

1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 21 1 2 2 2 2 2 2 2 2

( , ) ( ), ( ),

( , ) ( ), ( ),

x x f x y x x g y y y h x y

x x f x y x x g y y y h x y

= − =

= − =

ɺ ɺ

ɺ ɺ

         (5) 

где xi – численность популяций, конкурирующих между собой, уi – численность 
популяций симбионтов. С помощью системы графических и численных вычислений 
Matlab найдены состояния равновесия модели (5) и ее конкретизаций. Исследована 
устойчивость в смысле Ляпунова. Проведена оценка модельных параметров и построены 
локальные фазовые портреты. Получены условия устойчивости. 
Для (1)–(5) рассмотрен переход к соответствующим недетерминированным моделям, 

а именно, переход от векторных дифференциальных уравнений, описывающих модели 
популяционной динамики, к векторному дифференциальному включению, нечеткому 
дифференциальному уравнению и к стохастическому дифференциальному уравнению 
с  учетом изменения параметров того или иного типа в исследуемых моделях. 
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В  дальнейшем предполагается проведение сравнительного анализа качественных 
свойств детерминированных и стохастических моделей. 

Выводы 
Проведен сравнительный анализ двумерных, трехмерных и четырехмерных моделей 

динамики популяций при наличии конкуренции и симбиоза. Охарактеризованы 
результаты качественного исследования указанных моделей. Рассмотрен переход к 
соответствующим недетерминированным моделям на основе применения принципа 
редукции. 

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 15-07-08795). 
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