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Введение 

Интерес к мультипликативным решениям конечных це-
пей Маркова объясняется тем, что они дают простейшие яв-
ные выражения для стационарных распределений конечных 
цепей Маркова. С мультипликативными решениями конечных 
цепей Маркова, описывающих класические системы массово-
го обслуживания, и с посвященной им многочисленной лите-
ратурой можно ознакомиться в [4, 28, 29, 33, 38]. Однако раз-
витие теории массового обслуживания и математической тео-
рии телетрафика привело к новым результатам, позволяющим 
получать мультипликативным решения для более сложных 
цепей Маркова.  

В марковских моделях технически сложных систем, та-
ких, как вычислительные системы или системы связи, про-
странство состояний часто может быть естественным образом 
разбито на непересекающиеся подмножества, что приводит к 
разбиению матрицы СУР на блоки. Начиная с работ 
[1, 2, 16, 26], много усилий было предпринято для решения 
СУР в матрично-геометрическом виде. Формулы такого типа 
удобны для вычислений и, кроме того, позволяют исследовать 
асимптотическое поведение решения при возрастании блоч-
ного размера матрицы. Общий метод получения матрично-
геометрических решений для цепей Маркова со счетным чис-
лом состояний и блочной почти треугольной матрицей интен-
сивностей переходов дал Ньютс в своей известной книге [24]. 
Оказалось, что решение выражается через матрицу, являю-
щуюся минимальным неотрицательным корнем матричного 
квадратного уравнения. 

Поиск матрично-мультипликативных решений конеч-
ных цепей Маркова был предпринят в работах [9, 11, 12, 23]. 
Было показано, что решение некоторых СУР с блочными 



 

 

 

трехдиагональными матрицами может быть представлено в 
виде суммы двух матрично-геометрических членов и требует 
решения двух матричных квадратных уравнений.  

В настоящей книге даются мультипликативные решения 
цепей Маркова, являющихся математическими моделями 
мультисервисных сетей связи [4, 33, 38], а также цепей Мар-
кова с блочными матрицами интенсивностей переходов. Из-
ложение материала в книге замкнуто, и от читателя требуется 
лишь знакомство с основами линейной алгебры. Необходи-
мые сведения содержатся в первой главе, в которой даются 
основные свойства неотрицательных матриц. Во второй главе 
исследуются мультипликативные модели мультисервисных 
сетей с одноадресными соединениями, а в третьей – с много-
адресными соединениями. В четвертой главе рассматривают-
ся смешанные сети, имеющие как одноадресные, так и много-
адресные соединения. Пятая глава посвящена общим методам 
решения систем уравнений равновесия с блочными матрица-
ми интенсивностей переходов. Матрично-геометрические и 
матрично-мультипликативные решения конечных цепей Мар-
кова даются в шестой главе. 

Глава 1, 5 и 6 подготовлены В.А. Наумовым, главы 3 и 4 
– Ю.В. Гайдамака, глава 2 и общая редакция выполнены 
К.Е. Самуйловым. Материалы глав по марковским моделям 
мультисервисных сетей с потерями опираются на моногра-
фию [33], и авторы благодарят Н.В. Яркину, внесшую боль-
шой вклад в её написание. 



 

5 

1. Свойства матриц интенсивностей переходов 
и матриц переходных вероятностей 

1.1. Основные понятия 

Пусть Aи B  – прямоугольные матрицы одинаковых 
размеров. Будем писать 

≥A B , если ( , ) ( , )i j i j≥A B  для всех i и j, 
>>A B , если ( , ) ( , )i j i j>A B для всех i и j, 
>A B , если ≥A B  и ≠A B . 
Матрица ≥A 0  называется неотрицательной, а 

матрица >>A 0  – положительной. Аналогичные названия и 
обозначения будут применяться к векторам. Кроме того, 
векторы >x 0 , имеющие координаты, равные нулю, будем 
называть полуположительными.  

Неотрицательная матрица P  порядка n  называется 
полустохастической, если 

1

( , ) 1, 1,2, ,
n

j

i j i n
=

≤ =∑P … , 

и стохастической, если 

1

( , ) 1, 1,2, ,
n

j

i j i n
=

= =∑P … . 

Стохастические и полустохастические матрицы 
возникают при анализе цепей Маркова с дискретным 
временем. В теории цепей Маркова с непрерывным временем 
важную роль играют матрицы интенсивностей переходов A  
с неотрицательными внедиагональными элементами, у 
которых суммы всех элементов каждой строки 
неположительны, т.е. 

( , ) 0, , , 1, 2, ,A i j i j i j n≥ ≠ = … , 

1

( , ) 0, 1,2, ,
n

j

A i j i n
=

≤ =∑ … . 
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Матрица интенсивностей переходов называется 
консервативной, если имеет место строгое равенство =Au 0 , 
где (1,1, ,1)=u …  – вектор из единиц соответствующей 
длины.  

Основные свойства стохастических матриц и матриц 
интенсивностей переходов вытекают из общей теории 
неотрицательных матриц и М-матриц [6, 7, 15]. 

Для любой матрицы интенсивностей переходов 
справедливы неравенства 

( , ) ( , ) 0, 1,2, ,
j i

A i j A i j i n
≠

≤ − ≤ =∑ … . 

Поэтому диагональные элементы таких матриц 
неположительны. Если некоторый диагональный элемент 
матрицы интенсивностей переходов равен нулю, то в 
соответствующей строке все элементы нулевые. 

Выберем число 0a >  таким, чтобы 
min ( , )

j
a A j j≥ − , 

тогда матрица A  может быть записана в виде ( )a= −A P I , 

где 1a−= +P I A  – неотрицательная матрица. Более того, 
матрица P  является полустохастической, поскольку 

1a−= + ≤Pu u Au u . При этом P  стохастическая, если A  
консервативна. 

Верно и обратное, любая матрица вида ( )a= −A P I , где 
0a >  и P – полустохастическая матрица, является матрицей 

интенсивностей переходов. Если дополнительно =Pu u , то 
=Au 0  и, следовательно, матрица A  консервативна. 

Суммируя вышесказанное, приходим к следующему выводу. 
Теорема 1.1. Матрица A  является матрицей 

интенсивностей переходов, если и только если она 
представима в виде ( )a= −A P I , где a  − положительное 
число и P  − полустохастическая матрица. При этом A  
консервативна, если и только если P  стохастическая 
матрица. 
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Теорема 1.2. Для любой матрицы интенсивностей 
переходов из неравенства >>Ax 0  всегда следует <<x 0 . 
Матрица интенсивностей переходов A  является 
невырожденной, если и только если из неравенства ≥Ax 0  
всегда следует ≤x 0 . 

Доказательство. Пусть A  − матрица интенсивностей 
переходов, >>Ax 0 , и предположим, что при этом 

( ) max ( ) 0
j

x k x j= ≥ . Запишем матрицу A  в виде ( )a= −A P I , 

где 0a >  и P – полустохастическая матрица. Тогда имеем 

1 1

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) 1 ( ) 0,
n n

j j

x k a P k j x j x k a P k j x k
= =

   
= − ≤ − ≤   

      
∑ ∑A  

что противоречит предположению о том, что >>Ax 0 . 
Поэтому из неравенства >>Ax 0  всегда следует <<x 0 . 

Пусть матрица интенсивностей переходов A  
невырождена, 1−=H A  и ≥Ax 0 , тогда 

( )ε ε+ = + >>A x Hu Ax u 0  для любого 0ε > . Отсюда в силу 
вышесказанного вытекает, что для любого 0ε >  справедливо 
неравенство ε+ <<x Hu 0 , а значит ≤x 0 . 

Предположим теперь, что для некоторой матрицы A  из 
неравенства ≥Ax 0  всегда следует ≤x 0 . Если =Ax 0 , то 
одновременно выполняются неравенства ≥Ax 0   и 

( )− ≥A x 0 , и поэтому ≤x 0  и ≥x 0 . Следовательно, 
уравнение =Ax 0  имеет лишь нулевое решение, а значит, 
матрица A  невырождена.� 

Теорема 1.3. Если матрица интенсивностей переходов 

A  невырождена, то у её обратной матрицы 1−A  
диагональные элементы строго отрицательны, а 
внедиагональные элементы неположительны. 

Доказательство. Обозначим 1−=H A , jh  - j-й столбец 

матрицы H  и (0, ,0,1,0, 0)j =e … …  - вектор из нулей с 
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единицей на j -м месте. Тогда j j= ≥Ah e 0 , и по теореме 1.2 

j ≤h 0 . Следовательно, все элементы матрицы H  

неположительны. По теореме 1.1 матрица A  представима в 
виде ( )a= −A P I , где 0a >  и P  – полустохастическая 
матрица. Из равенства =AH I  вытекает a a= −H PH I , 
причем a ≤PH 0 . Поэтому диагональные элементы матрицы 
H  строго отрицательны.� 

1.2. Неразложимые матрицы 

Матрица S  называется матрицей перестановок, если в 
каждом ее столбце и каждой строке стоит ровно одна 
единица, а остальные элементы равны нулю. Например, 

0 1 0

0 0 1

1 0 0

 
 =  
  

S  

является матрицей перестановок. Произведение двух матриц 
перестановок снова является матрицей перестановок. 

Каждой матрице перестановок S  порядка n  
соответствует перестановка 1 2, , , nσ σ σ…  чисел 1,2,…,n , в 

которой i jσ = , если ( , ) 1S i j = . Матрица перестановок S  

обладает следующим свойством: 
T T= =SS S S I , 

т.е. транспонированная матрица TS  является матрицей, 

обратной к S . Обратной матрице перестановок TS  

соответствует обратная перестановка 1σ − . Для приведенного 
выше примера 1 2 32, 3, 1σ σ σ= = =  и 

1 1 1
1 2 33, 1, 2σ σ σ− − −= = = . 

Перестановка в любой матрице A  строк и столбцов с 
одинаковыми номерами равносильна умножению ее слева на 

некоторую матрицу перестановок S  и справа на TS . Если 
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матрице перестановок S  соответствует перестановка σ , то в 
результате получим матрицу 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

n

nT

n n n n

A A A

A A A

A A A

σ σ σ σ σ σ
σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

 
 
 =
 
 
 

SAS

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

. (1.1) 

Семейство непустых и попарно непересекающихся 
подмножеств множества X , объединение которых совпадает 
с X , называется разбиением множестваX . 

Матрица A  порядка n  называется неразложимой, если 
1n =  или если 2n ≥  и для любого разбиения ,Y Z  

множества {1,2,..., }n=X  существуют ,i j∈ ∈Y Z , для 

которых ( , ) 0A i j ≠ . В противном случае говорят, что 
матрица A  разложима. 

У неразложимых матриц в каждой строке есть по 
крайней мере один отличный от нуля внедиагональный 
элемент. Поэтому диагональные элементы неразложимых 
матриц интенсивностей переходов строго отрицательны. 

Матрица A  разложима, если и только если для 

некоторой матрицы перестановок S  матрица 
TSAS  имеет 

вид 

T  
=  
 

B 0
SAS

C D
, 

где B  и D – квадратные матрицы. В этом случае ( , ) 0A i j =  

для всех ,i j∈ ∈Y Z , где { |1 }k k mσ= ≤ ≤Y , 

{ | }k m k nσ= < ≤Z  и m – порядок матрицы B . Если какая-

либо из матриц B  и D  разложима, то ее можно также 
представить в виде, аналогичном (1.1). Этот процесс можно 
продолжать до тех пор, пока в результате надлежащей 
перестановки строк и столбцов матрицы A  она не примет 
клеточную треугольную форму 
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11

21 22

1 2

T

l l ll

 
 
 =
 
 
 

A

A A
PAP

A A A

⋯ ⋯ ⋱

⋯

, (1.2) 

в которой диагональные клетки являются неразложимыми 
матрицами. В полученной клеточной матрице можно 
выделить изолированные диагональные клетки iiA , такие, 

что ij =A 0  для всех j i≠ . Перестановкой клеточных строк и 

столбцов в матрице (1.2) можно все изолированные клетки 
поместить на первые места вдоль главной диагонали. Таким 
образом, для любой разложимой матрицы A  существует 
матрица перестановок Q, для которой 

1

2

1,1 1,2 1, 1

,1 ,2 , , 1

T
r

r r r r r

l l l r l r l

+ + + +

+

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

A

A 0

0

AQAQ
A A A A

A A A A A

⋱

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱

⋯

. (1.3) 

Здесь 1 2, ,..., lA A A  - неразложимые квадратные матрицы, а в 

каждой строке 

1 2 , 1, ,..., , 1, 2,...,i i i i i r r l− = + +A A A , 

есть, по крайней мере, одна ненулевая матрица. Матрицу 
(1.3) называют нормальной формой разложимой 
матрицы A  [7]. 

Теорема 1.4. Матрица интенсивностей переходов A  
разложима, если и только если существует 
полуположительный вектор x  такой, что ( )x k =A 0  для всех 

индексов k , для которых ( ) 0x k = . 
Доказательство. Если матрица A  разложима, то 
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существует разбиение ,Y Z  множества {1,2,..., }n=X , такое 

что ( , ) 0A k j =  для всех ,k j∈ ∈Y Z . Определим 

полуположительный вектор равенствами ( ) 0x j =  для j ∈Y  

и ( ) 1x j =  для j∈Z . Если ( ) 0x k = , то k ∈ Y  и 

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
j j

x k A k j x j A k j x j
∈ ∈

= + =∑ ∑A 0
Y Z

, 

поскольку ( ) 0x j =  для j ∈Y  и ( , ) 0A k j =  для j∈Z . 

Пусть x  − полуположительный вектор и ( )x k =A 0  для 
всех k, для которых ( ) 0x k = . Положим { | ( ) 0}i x i= =Y  и 

{ | ( ) 0}i x i= >Z . Тогда множества Y  и Z  образуют 

разбиение множества X , и для всякого i ∈ Y  имеем 

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
j j j

x i A i j x j A i j x j A i j x j
∈ ∈ ∈

= = + =∑ ∑ ∑0 A
Y Z Z

. 

Так как все слагаемые последней суммы неотрицательны и 
( ) 0x j >  для j∈Z , отсюда следует: ( , ) 0A i j = для 
всех ,j j∈ ∈Y Z . Таким образом, матрица A  разложима.� 

Введем ориентированный граф ( ) ( , )G =A X V , где 
{1,2,..., }n=X  - множество вершин и ⊂ ×V X X  - множество 

дуг, причем пара ( , )i j  является дугой графа ( )G A , если 
i j≠  и A( , ) 0i j ≠ . Будем по определению считать, что для 
каждой вершины i в графе есть путь из i в i (путь длины 0). 
Путь длины 1k ≥  из вершины i в вершину j  - это 

последовательность вершин 0 1 1, ,..., ,k ki i i i i j−= = , в которой 

пары соседних вершин образуют дуги. Говорят, что вершина 
j  достижима из вершины i, если в графе ( )G A  существует 
путь из i в j . Граф ( )G A  называется сильно связным, если 
из любой вершины i достижима любая вершина j . 

Теорема 1.5. МатрицаA  неразложима, если и только 
если граф ( )G A  сильно связный. 

Доказательство. Теорема очевидна для матриц порядка 
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1n = . Пусть A – неразложимая матрица порядка 2n ≥ . Для 
каждого i обозначим iY  множество вершин j , достижимых 

из i. Так как ii ∈Y , множество iY  непусто. Если i ≠Y X , то 

для любых il ∈Y и \ ij ∈X Y  будем иметь ( , ) 0A l j = , что 

означает разложимость матрицы A . Поэтому i =Y X и, 

следовательно, граф ( )G A  сильно связный. 
Обратно, пусть ,Y Z  – некоторое разбиение множества 

X , ,j j∈ ∈Y Z , и 0 1, ,..., ki i i  - путь из i в j . Тогда, по 

крайней мере, для одной дуги  1( , )r ri i−  этого пути будем 

иметь 1 ,r ri i− ∈ ∈Y Z  и 1( , ) 0r rA i i− ≠ . Значит, матрицаA  

неразложима.� 
Пример. 

2 0 0 1

0 1 1 0
,

1 0 1 0

0 1 0 1

− 
 − =
 −
 − 

A  

2 1 0 1

0 1 0 1

1 0 2 1

0 1 0 1

− 
 − =
 −
 − 

B  

 
Матрица A неразложима, а матрица B  разложима. 

1.3. Невырожденые матрицы 

Теорема 1.6. Для любой матрицы интенсивностей 
переходов A  порядка n  каждое из следующих трех условий 
эквивалентно утверждению: «Матрица A невырождена». 

 

1 2 

4 3 

G( A ) 

1 2 

4 3 

G( B ) 
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1°. Матрица 
T −=  

− 

n u
B

Au A
 

неразложима. 

2°. ≠Au 0  и матрица 
1 T

n
= −C A Auu  неразложима. 

3°. <A Q , где Q  – неразложимая матрица интенсивностей 
переходов. 

Доказательство. Будем считать, что строки и столбцы 
матрицы B  нумеруются, начиная с 0. Предположим, что 
матрица B  разложима, и пусть ,Y Z  – разбиение множества 

0 {0,1,..., }n=X  такое, что ( , ) 0B i j =  для всех i ∈ Y  и j ∈Z . 

Так как 0-я строка матрицы B  не имеет нулевых элементов, 
то 0∉Y , а значит 0∈Z . 

Если {0}=Z , то =Au 0  и, следовательно, матрицаA  
вырождена. Если же {0}≠Z , то, не ограничивая общности, 
можно считать, что {0,1,..., }r=Z  и { 1, 2,..., }r r n= + +Y , 

где1 r n≤ < . Поскольку ( , ) 0B i j =  для всех i ∈ Y  и j ∈Z , 

будем иметь 
( ) 0, 1, 2,..., ,

( , ) 0, 1, 2,..., , 1,2,..., .

u i i r r n

A i j i r r n j r

= = + +
= = + + =
A

 (1.4) 

В этом случае матрицаA  имеет вид 

11 12

22

 
=  
 

A A
A

0 A
, 

где 11A  и 22A – квадратные матрицы, причем из (1.4) 

вытекает, что 22det( ) 0=A . Отсюда следует, что det( ) 0=A  и 

матрица A  вырождена. Таким образом, если матрица A  
невырождена, то выполняется условие 1°. 

Ясно, что ≠Au 0 , если матрица B  неразложима. 
Предположим, что разложимой является матрица C . Тогда 
согласно теореме 1.4 существует полуположительный 
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вектор  x , такой, что ( )x i =C 0 , всякий раз когда ( ) 0x i = . 
Вектор 

1 T

n
 
 =
 
 

u x
y

x
 

полуположителен и если некоторая компонента этого 
вектора равна 0, то соответствующая компонента вектора 

 
=  
 

0
By

Cx
 

также равна 0. По теореме 1.4 это означает разложимость 
матрицы B . Поэтому, если матрица B  неразложима, такой 
же будет и матрица C , т.е. из 1° следует 2°. 

Предположим теперь, что матрица A  вырождена, но 
≠Au 0 . Пусть ,= ≠Ay 0 y 0 , причем 

max ( ) 0
i

m y i= >  

(иначе вместо y  можно рассмотреть −y ). Ясно, что вектор 
m= −x u y полуположителен. Кроме того, поскольку 

внедиагональные элементы матрицы A  неотрицательны, 
имеем ( ) 0x i ≥A , если ( ) 0x i = . С другой стороны, 

m= ≤Ax Au 0 . Поэтому ( ) ( )x i u i= =A A 0  для всех i, для 
которых ( ) 0x i = . Для таких индексов i  

1
( ) ( ) ( ) ( )Tx i x i u i

n
= − =C A u x A 0 , 

что по теореме 1.4 означает разложимость матрицы C . 
Таким образом, если матрица A  вырождена, то либо =Au 0 , 
либо разложима матрица C  и из условия 2° вытекает 
невырожденность матрицыA . 

Мы показали эквивалентность каждого из условий 1°, 
2° утверждению: «Матрица A  невырождена». Докажем 
теперь эквивалентность условий 2° и 3°. Нетрудно видеть, 
что C  является матрицей интенсивностей переходов. Кроме 
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того, из неравенства <Au 0  вытекает <A C . Поэтому из 2° 
следует 3°. 

Пусть теперь <A Q , где Q  – неразложимая матрица 
интенсивностей переходов. Тогда < ≤Au Qu 0 , и, 
следовательно, ≠Au 0 . Сравним ненулевые элементы 
матриц Q  и C . Если ( )u i <A 0 , то все элементы i-й строки 
матрицы C  отличны от нуля. Если же ( )u i =A 0 , то все 
элементы i-й строки матриц A , Q  и C  совпадают. Поэтому 
там, где у матрицы C  расположены нулевые элементы, у 
матрицы Q  также находятся элементы, равные нулю. 
Поскольку Q  неразложима, неразложимой является и 
матрица C . Таким образом, из 3° вытекает 2°.� 

Следствие 1.1. Пусть для матриц интенсивностей 
переходов A  и B  выполняется неравенство ≤A B  и матрица 
В невырождена. Тогда матрица А невырождена и 1 1− −≥A B . 

Доказательство. Согласно пункту 3° теоремы 1.6 
B < Q , где Q  – неразложимая матрица интенсивностей 
переходов. Поскольку ≤A B , снова выполняется неравенство 

<A Q , и, следовательно, матрица А невырождена. По 

теореме 1.3 1− ≤A 0  и 1− ≤B 0 , поэтому  
1 1 1 1( )( )( )− − − −− = − − − ≥A B A B A B 0 . � 

Теорема 1.7. Пусть матрица интенсивностей переходов 
A  неразложима и неконсервативна. Тогда она невырождена 

и 1− <<A 0 . 
Доказательство. Если матрица интенсивностей 

переходов A  порядка n  неразложима, то неразложима и 

матрица 
1 T

n
= −C A Auu . Если к тому же ≠Au 0 , то по 

теореме 1.6 матрица A  невырождена. 

По теореме 1.3 матрица 1−=H A  является 
неположительной, а ее диагональные элементы 
отрицательны. Предположим, что ( , ) 0H k j =  для некоторых 
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k  и j , и, как и ранее, обозначаем jh  j-й столбец матрицыH . 

Тогда вектор jh= −x  полуположителен и ( ) ( )jx k e k= − =A 0  

для всех  k, для которых ( ) 0x k = . Отсюда по теореме 1.4 
вытекает разложимость матрицы A . Поэтому для 
неразложимой матрицы A  все элементы матрицы H  строго 
отрицательны.� 

Теорема 1.8. Пусть A  – неразложимая матрица 
интенсивностей переходов порядка n , 0 m n< < , и матрица 
B  получается вычеркиванием из A  некоторых m  строк и m  
столбцов с одинаковыми номерами. Тогда B  – 
невырожденная матрица интенсивностей переходов. 

Доказательство. Пусть 1{ ,..., }mi i=Y  – множество 

номеров удалённых строк и столбцов матрицы A . Положим 
( , ) ( , )C i j A i j=  для ,i j ∉ Y , ( , ) ( , )C i i A i i=  для i ∈ Y , и 

( , ) 0C i j =  в остальных случаях, тогда 

det( ) det( ) ( , )
i

A i i
∈

= ∏C B
Y

. (1.5) 

Поскольку диагональные элементы неразложимой матрицы 
интенсивностей переходов отрицательны, то ( , ) 0

i

A i i
∈

≠∏
Y

. 

Ясно, что B  и C  являются матрицами интенсивностей 
переходов, причем <C A . По теореме 1.6 матрица C  
невырождена и в силу равенства (1.5) невырождена и 
матрица B .� 

Условию 1° теоремы 1.6 можно придать удобную 
геометрическую форму. Для матрицы интенсивностей 
переходов A  порядка n  введем ориентированный граф 

0 0 0( ) ( , )G =A X V  с множеством вершин 0X  и множеством дуг 

0 0 0⊂ ×V X X . Граф 0( )G A  строится исходя из графа ( )G A , 

введенного в разделе 1.2, следующим образом. Множество 
вершин 0X  графа 0( )G A  получается добавлением к 

множеству вершин {1,2,..., }n=X  графа ( )G A  вершины 0. 
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Дугами графа 0( )G A  являются все дуги графа ( )G A  и, кроме 

того, в нем есть дуги, идущие в вершину 0 из всех вершин 
0i ≠ , для которых ( ) 0i <Au . Таким образом, 

0 {0,1,..., }n=X , 

0 {( , ) | , , ( , ) 0}i j i j A i j= ∈ >V X ∪  

1

{( ,0) | , ( , ) 0}
n

j

i i A i j
=

∈ <∑X . 

Теорема 1.9. Матрица интенсивностей переходов A  
невырождена, если и только если в графе 0( )G A  из любой 

вершины i достижима вершина 0. 
Доказательство. Если строки и столбцы матрицы B  из 

теоремы 1.6 нумеровать, начиная с 0, то граф ( )G B  будет 

отличаться от графа 0( )G A  только тем, что в ( )G B  из 

вершины 0 исходят дуги во все остальные вершины. Ясно, 
что условие настоящей теоремы равносильно сильной 
связности графа ( )G B , а это по теореме 1.5 эквивалентно 
неразложимости матрицы B , что в свою очередь 
эквивалентно невырожденности матрицы A .� 

Пример. 

2 1 0 0 2 1 0 0

0 3 2 1 0 3 2 1
,

1 0 2 1 1 0 2 1

0 0 2 2 0 0 1 2

− −   
   − −   = =
   − −
   − −   

A B  
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Матрица A  является вырожденной, а матрица B  – 
невырожденной. 

1.4. Системы уравнений равновесия 
Пусть , 0,1,...k kξ = –  однородная цепь Маркова с 

дискретным временем и n состояниями. Обозначим 

1( , ) { | },   , 1,2,...,k kP i j P j i i j nξ ξ+= = = = , 

вероятности переходов этой цепи Маркова, 
( ) { },   1,2,..., ,k kp j P j j nξ= = =  

распределение цепи Маркова в момент k . Матрица 
вероятностей переходов P  является стохастической. Если 
известно начальное распределение 0p  цепи Маркова, то 

распределение kp  в момент k можно найти по формуле 

0 ,   1,2,...T T k
k k= =p p P  

Начальное распределение 0 =p q  цепи Маркова с 

дискретным временем называется стационарным, если 

k =p q  для всех 0,1,...k = . Ясно, что для этого необходимо и 

достаточно, чтобы вектор q  удовлетворял системе линейных 
алгебраических уравнений 

( )T T− =q P I 0 ,  T =q u 1 , 
называемой системой уравнений равновесия цепи Маркова с 
дискретным временем. 

Пусть , 0t tξ ≥  – однородная цепь Маркова с 

непрерывным временем и n состояниями. Обозначим 

G( A )=G( B ) 

1 2 

4 3 

G0( A ) 

1 2 

4 3 

0 

G0( B ) 

1 2 

4 3 

0 
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0( , ) { | },   , 1,2,..., ,   0,t tP i j P j i i j n tξ ξ= = = = ≥  

вероятности переходов за время t  этой цепи Маркова, 
( ) { },   1,2,..., ,   0t tp j P j j n tξ= = = ≥ , 

распределение цепи Маркова в момент t . Матрицы 
вероятностей переходов tP  являются стохастическими. Цепь 

Маркова стохастически непрерывна, если 

0
lim t
t↓

=P I . 

Для стохастически непрерывной цепи Маркова всегда 
существует предел 

0

1
lim  ( )t
t t↓

= −A P I , 

называемый матрицей интенсивностей переходов цепи 
Маркова. Эта матрица однозначно определяет вероятности 
переходов цепи Маркова, поскольку 

, 0t
t e t= ≥AP . 

Если известно начальное распределение 0p  цепи 

Маркова, то распределение tp  в момент t  можно найти по 

формуле 

0 , 0T T
t t t= ≥p p P . 

Начальное распределение 0 =p q  цепи Маркова с 

непрерывным временем называется стационарным, если 

t =p q  для всех 0t ≥ . В случае стохастически непрерывной 

цепи Маркова для этого необходимо и достаточно, чтобы 
вектор q  удовлетворял системе линейных алгебраических 
уравнений 

T T=q A 0 ,  T =q u 1 , 
называемой системой уравнений равновесия цепи Маркова с 
непрерывным временем. 

Нетрудно видеть, что как в случае дискретного 
времени, так и в случае непрерывного времени матрица 
коэффициентов при неизвестных в системе уравнений 
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равновесия является консервативной матрицей 
интенсивностей переходов. 

Теорема 1.10. Система уравнений T T=x A 0  с 
неразложимой консервативной матрицей интенсивностей 
переходовA  имеет положительное решение g . Любое 
другое решение этой системы уравнений 
пропорционально g . 

Доказательство. По теореме 1.8 матрицы, 
получающиеся из неразложимой матрицы A  вычеркиванием 
строки и столбца с одинаковыми номерами, невырождены, в 
то время как по условию теоремы сама матрица A  
вырождена. Следовательно, ее ранг равен 1n − , а 
размерность подпространства решений системы уравнений 

T T=x A 0  равна 1. Таким образом, решения этой системы 
уравнений отличаются лишь постоянным множителем. 

Рассмотрим решение системы уравнений T T=g A 0 , 

удовлетворяющее условию ( ) max ( ) 0
i

g k g i= > . Поскольку A  

неразложима, некоторый ее элемент k-й строки, например, 
( , )A k j  положителен. Положим 

1
( , )

2
T

k jk jA= − e eB A , 

тогда 
1

( , ) ( )
2

T T
jk j kA g= − eg B . 

Нетрудно видеть, что B  является матрицей 
интенсивностей переходов и ≠Bu 0 . По теореме 1.7 B  
невырождена и 1− <<B 0 . Поэтому 

11
( , ) ( )

2
T T

jA k j g k −= − >>g e B 0 .� 

Следствие 1.2. Система уравнений T T=x A 0  с 
неразложимой консервативной матрицей интенсивностей 
переходов имеет единственное решение p , удовлетворяющее 
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условию T =p u 1 . Все координаты вектора p  положительны. 
Рассмотрим теперь системы уравнений равновесия с 

разложимыми матрицами. Для разложимой матрицы A  
существует матрица перестановок Q  такая, что матрица 

T=B QAQ  имеет нормальную форму (1.3). Ясно, что вектор 

x  удовлетворяет системе уравнений T T=x A 0  тогда и только 

тогда, когда T T=x y Q , где y  – решение системы уравнений 
T T=y B 0 . 

Теорема 1.11. Пусть разложимая консервативная 
матрица интенсивностей переходовB  имеет нормальную 
форму 

1

2

1,1 1,2 1, 1

,1 ,2 , , 1

0

0

r

r r r r r

l l l r l r l

+ + + +

+

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

A

A

AB
A A A A

A A A A A

⋱

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱

⋯ ⋯

, 

in – порядок матрицы iA  и iu  – вектор из единиц длины in  

для 1,2, ,i l= … . Тогда общее решение системы уравнений 
T T=y B 0  имеет вид 1 2( , ,..., )l=y y y y , где 

, 1 ,

0, ,
i i

i
c i r

r i l

≤ ≤
=  < ≤

p
y  

– вектор длины in ; ip  – единственное решение системы 

уравнений равновесия ,T T T
i i i i= =p A 0 p u 1  и ic  – некоторые 

постоянные множители, 1,2,...,i r= . 
Доказательство. Нетрудно видеть, что диагональные 

клетки iA матрицы B  являются неразложимыми матрицами 
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интенсивностей переходов. При этом i i =A u 0  для 1 i r≤ ≤  и 

i i <A u 0  для r i l< ≤ , поскольку в каждой строке 

1 2 1, ,...,i i ii−A A A  есть ненулевая матрица. Выпишем систему 

уравнений T T=y B 0 : 

,T T
l l =y A 0  (1.6) 

1

,   ,
l

T T
j j i ij

i j

r j l
= +

= − < <∑y A y A  (1.7) 

1

,   1 .
l

T T
j j i ij

i r

j r
= +

= − < <∑y A y A  (1.8) 

По теореме 1.7 матрицы ,i r i l< ≤A невырождены и из 

(1.6)-(1.7) вытекает, что i =y 0  для r i l< ≤ . Поэтому 

уравнения (1.8) принимают вид , 1T T
j j j r= ≤ ≤y A 0 . 

Согласно теореме 1.10 и следствию 1.2 из нее, каждый 
вектор iy  пропорционален единственному решению ip  

системы уравнений ,T T T
i i i i= =p A 0 p v 1 . � 

Следствие 1.3. Система уравнений T T=x A 0  с 
консервативной матрицей интенсивностей переходов имеет 
положительное решение, если и только если она приводима к 
виду 

1

2T

r

 
 
 =
 
 
 

A 0

A
QAQ

0 A

⋱
, 

где Q  − некоторая матрица перестановок и iA  – 

неразложимые квадратные матрицы. 

Следствие 1.4. Система уравнений T T=x A 0  с 
консервативной матрицей интенсивностей переходов имеет 



 

23 

единственное решение, удовлетворяющее условию T =x u 1 , 
если и только если она приводима к виду 

11

21 22

1 2

T

l l ll

 
 
 =
 
 
 

A 0

A A
QAQ

A A A

⋯ ⋯ ⋱

⋯

, 

где Q  − некоторая матрица перестановок, iiA  – 

неразложимые квадратные матрицы и, если 2l ≥ , в каждой 
строке 

1 2 1, ,..., , 2,3,...,i i ii i l− =A A A , 

есть ненулевая матрица. 

1.5. Укрупнение цепей Маркова 
Пусть 1 m n≤ ≤  и ϕ  – отображение множества 

{1,2,..., }n  на множество {1,2,..., }m , 1( )kϕ− ≠ ∅ , 1,2,...,k m= . 
Говорят,   что  матрица   интенсивностей     переходов  A  
ϕ − укрупнима, если для некоторых чисел ( , )A v wϕ , 

, 1,2,...,v w m= , выполняются равенства 

1( )

( , ) ( ( ), ),   1,2,...,
j r

A i j A i r i nϕ
ϕ

ϕ
−∈

= =∑ . (1.9) 

Нетрудно видеть, что векторы 1 2, ,..., mu u u  длины n, 

заданные равенствами 
1, ( ) ,

( )
0, ( ) ,r

j r
u j

j r

ϕ
ϕ

=
=  ≠

 (1.10)  

обладают следующими свойствами: 

1

, 1,2,..., ,

,   ,   , 1,2,..., ,

.

k

T
k r

m

k
k

k m

k r k r m

=

> =

= ≠ =

=∑

u 0

u u 0

u u
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Каждый такой набор векторов однозначно определяет 
отображение :{1,2,..., } (1,2,..., }n mϕ →  по правилу 

( ) ( ) 0.ki k u iϕ = ⇔ >  

С помощью векторов ku  условие укрупнимости матрицы A  
можно записать в следующем виде 

1

( , ) ,   1,2,...,
m

r k
k

A k r r mϕ
=

= =∑Au u . (1.11) 

Действительно, в силу (1.9) имеем 

1( )

, ( )
1 1

( ) ( , ) ( ) ( ( ), ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ).

r
j r

m m

k i k
k k

i A i j u j A i r u i

A k r u i A k r u i

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

δ

−∈

= =

= = =

= =

∑

∑ ∑

Au

 

Заметим, что любая матрица интенсивностей переходов 
будет ϕ -укрупнима, если в качестве ϕ  взять отображение 

( ) 1, 1,2,...,i i nϕ = = . В этом случае 11, , (1,1) 0m u u Aϕ= = = . 

Теорема 1.12. Пусть матрица интенсивностей 
переходов A  ϕ − укрупнима. Тогда ϕA  является матрицей 

интенсивностей переходов. Если A  консервативна, то ϕA  

консервативна. Если A  неразложима, то ϕA  неразложима. 

Все собственные числа матрицы ϕA  являются собственными 

числами матрицы A . 
Доказательство. Пусть ( )k iϕ= , тогда 

1( )

1 1

( , ) ( , ) 0, ,

( , ) ( , ) 0.

j r

m n

r j

A k r A i j k r

A k r A i j

ϕ
ϕ

ϕ

−∈

= =

= ≥ ≠

= ≤

∑

∑ ∑
 

Поэтому ϕA  является матрицей интенсивностей переходов, 

причем ϕA  консервативна, еслиA  консервативна. 
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Предположим, что матрица ϕA  разложима. Согласно 

теореме 1.4,  в этом случае существует полуположительный 
вектор x , такой, что ( ) 0x kϕ =A , если ( ) 0x k = . Нетрудно 

видеть, что вектор y , задаваемый равенствами 
( ) ( ( )),y j x jϕ=  1,2,...,j n= , является полуположительным. 

Если ( )i kϕ = , то 

1 11 1( ) ( )

1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ).

m m

r rj r j r

m

r

i A i j y j A i j x r

A k r x r

ϕ ϕ

ϕ

− −= =∈ ∈

=

= = =

=

∑ ∑ ∑ ∑

∑

Ay

 

Отсюда следует, что ( )y i =A 0  для всех i, для которых 
( ) 0y i = . По теореме 1.4 матрица A  разложима. Поэтому для 

неразложимых матриц A  укрупненная матрица ϕA  также 

неразложима. 
Пусть ≠x 0  − собственный вектор матрицы ϕA , 

соответствующий собственному числу γ . Тогда для 

ненулевого вектора 
1

( )
m

r
r

x r
=

=∑y u  будем иметь: 

1 , 1

( ) ( ) ( , )
m m

r k
r k r

x r x r A k rϕ γ
= =

= = =∑ ∑Ay Au u y , 

т.е. γ  − собственное число матрицы ϕA .� 

Теорема 1.13. Пусть A  – некоторая матрица порядка n, 

1,..., ,ma a b – векторы длины n и для некоторых чисел 

( , ), , 1,2,...,k r k r mγ = , выполняются равенства 

1

( , ) , 1,2,...,
m

r k
k

k r r mγ
=

= =∑Aa a . 

Пусть также некоторые индексы 1 2, ,..., mj j j  таковы, что 
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( ) 0r ra j ≠  и ( ) 0r ka j =  для k r≠ . Тогда вектор x  является 

решением системы уравнений T T=x A b , если и только если 

( ) ( )T j j=x A b  (1.12) 

для всех 1 2, ,..., mj j j j≠  и 

1

( ) ( , ) , 1,2,...,
m

T T
k r

k

k r r mγ
=

= =∑ x a b a . (1.13) 

Доказательство. Пусть T T=x A b , т.е. ( ) ( )T j j=x A b  для 
всех  j. Тогда для всех r 

1

( ) ( , )
m

T T T
k r r

k

k rγ
=

= =∑ x a x Aa b a . 

Обратно, пусть справедливы равенства (1.13) и 
равенство (1.12) выполняется для всех 1 2{ , ,..., }mj j j j∉ =J . 

Тогда, учитывая, что ( )r kj =a 0  для k r≠ , будем иметь: 

1

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

r

r

n
T T T

r r r r r
j
j j

m
T T T

k r r r
k j J j J

n
T

r r r r r
j
j j

j j j j

k r j j j j

j j j j

γ

=
≠

= ∉ ∉

=
≠

= − =

= − = − =

= − =

∑

∑ ∑ ∑

∑

x A a x Aa x A a

x a x A a b a b a

b a b a b a

 

Поскольку ( )r rj ≠a 0 , отсюда следует, что равенство 

(1.12) выполняется и для j ∈ J , т.е. T T=x A b .� 

Пусть теперь A  есть ϕ -укрупнимая неразложимая 
консервативная матрица интенсивностей переходов. В силу 
теоремы 1.12 укрупненная матрица ϕA  также является 

неразложимой консервативной матрицей интенсивностей 
переходов, и согласно следствию 1.2 из теоремы 1.10 
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существует единственное решение укрупненной системы 

уравнений равновесия ,T T T
ϕ ϕ ϕ= =p A 0 p v 1 . В силу равенств 

(1.11) векторы k k=a u , определяемые равенством (1.10), 

удовлетворяют условию теоремы 1.13. При этом роль 
коэффициентов ( , )k rγ  играют элементы укрупненной 

матрицы ϕA . 

Теорема 1.14. Пусть A  есть ϕ -укрупнимая 
неразложимая консервативная матрица интенсивностей 
переходов и индексы 1 2, ,..., mj j j  таковы, что ( )kj kϕ = . 

Тогда вектор x  удовлетворяет системе уравнений 

равновесия T T=x A 0 , T =x u 1 , если и только если 

1

( ) ( , ) 0
n

i

x i A i j
=

=∑  (1.14) 

для всех 1 2, ,..., mj j j j≠  и 

1( )

( ) ( ), 1,2,...,
i k

i k k mϕ
ϕ−∈

= =∑ x p . (1.15) 

Доказательство. Действительно, в силу теоремы 1.13 

вектор x  удовлетворяет системе уравнений T T=x A 0 , если и 
только если он удовлетворяет уравнениям (1.14) для 
всех 1 2, ,..., mj j j j≠ , а также уравнениям 

1

( ) ( , ) , 1,2,...,
m

T
k

k

k r r mϕ
=

= =∑ x u A 0 . 

Это, по теореме 1.10, равносильно тому, 

что ( )T
k c kϕ=x u p , где с – некоторая константа. Однако, 

поскольку T T
k

k

= =∑ x u x u 1 , константа  с  равна 1.� 

Таким образом, если неразложимая консервативная 
матрица интенсивностей переходов A  ϕ -укрупнима и 
известно решение укрупнённой системы уравнений 



 

28 

равновесия  T T
ϕ ϕ =p A 0 , то из системы уравнений равновесия 

T T=x A 0  можно удалить  m уравнений, по одному из 

каждого подмножества индексов 1( )kϕ− , 1,2,...,k m= , 
заменив их уравнениями (1.15). 

Следствие 1.5. Система уравнений T T=x A 0 , T =x u 1 , с 
неразложимой консервативной матрицей интенсивностей 

переходов эквивалентна системе уравнений T T
j j=x A e . 

Здесь j – произвольный индекс, (0, ,0,1,0, 0)j =e … …  - вектор 

из нулей с единицей на j -м месте, а матрица jA  получается 

заменой  j-го столбца матрицы A  вектором из единиц u . 
Для доказательства этого утверждения достаточно 

рассмотреть тривиальное укрупнение ( ) 1, 1,2,..., .i i nϕ = =  
Заметим, что к некоторым случайным процессам 

применима операция разукрупнения. Хотя решение 
разукрупнённой системы уравнений может не иметь 
вероятностного смысла, его укрупнение (1.15) даёт 
стационарное распределение исходного процесса [5]. 

1.6. Максимальное собственное число 
Предположим, что среди собственных чисел матрицы 

A  существует действительное число σ  со следующим 
свойством: если γ  – собственное число матрицы A , 
отличное от σ , то Reγ σ< . В этом случае будем говорить, 
что матрица A  имеет максимальное собственное число σ , и 
обозначать его ( )σ A . Очевидно, любая матрица первого 
порядка имеет максимальное собственное число 

( ) (1,1)Aσ =A . 
Теорема 1.15. Любая неразложимая матрицаA порядка 

2n ≥  с неотрицательными внедиагональными элементами 
имеет максимальное собственное число 
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( ) max ( , )
i

a A i iσ > . (1.16) 

Максимальному собственному числу соответствует 
положительный собственный вектор. Все собственные числа 
матрицы A  лежат в круге 

( ) , min ( , )
i

z m m m A i iσ− ≤ − =A . (1.17) 

 Доказательство. Выберем положительное число t  
таким, чтобы выполнялось неравенство t<Au u . Тогда t−A I  
является неразложимой матрицей интенсивностей переходов. 

По теореме 1.7 матрица t−A I  невырождена и 1( )t −− <<A I 0 . 
Для каждого вектора >x 0  определим число 
max{ | }σ γ γ= ≥x Ax x . Нетрудно видеть, что 

( )

( )
min

( )i

i

i
σ

≠
=x

x 0

Ax
x

. 

Если бы для некоторого вектора >x 0  число xσ  было 

больше t, то выполнялось бы неравенство ( )t− >>A I x 0 . 
Согласно теореме 1.2, это возможно лишь в случае, когда 

<<x 0 . Поэтому tσ ≤x  для всех >x 0 . Кроме того, функция 

σx  непрерывна на ограниченном и замкнутом множестве 

векторов >x 0 , T =x u 1 . Поэтому она принимает 
максимальное значение tσ σ= ≤g  на некотором векторе 

, T> =g 0 g u 1 . Ясно, что σ≥Ag g . Покажем, что на самом 
деле здесь имеет место равенство, т.е. σ  является 
собственным числом матрицы A . 

Предположим, что σ>Ag g  и пусть 1( )t −= −x I A g . 
Тогда >>x 0  и 

1 1( )( ) ( ) ( )t tσ σ σ− −− = − − = − − >>Ax x A I I A g I A Ag g 0 . 

Отсюда следует, чтоσ σ>x , что противоречит определению 

σ  и значит σ=Ag g . 
Поскольку tσ ≤ , а матрица t −I Aневырождена, tσ <  и 
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из неравенства 1 1( ) ( )t tσ − −− = − >>g I A g 0  вытекает, что 
>>g 0 . Таким образом, собственный вектор g  матрицы A , 

соответствующий числу σ , является положительным. Кроме 
того, в каждой строке неразложимой матрицы A  имеется 
ненулевой внедиагональный элемент, поэтому 

( ( , )) ( ) ( , ) ( ) 0
j i

A i i g i A i j g jσ
≠

− = >∑ , 

т.е. ( , )A i iσ >  для всех i. 
Пусть γ  − некоторое собственное число матрицы A  и 

y  − соответствующий ему собственный вектор. Обозначим 
| |y  вектор с координатами | ( ) |iy . Из равенства γ=Ay y  
вытекает, что 

| | ( ) ( , ) | ( ) | | ( , ) ( ) |

( ( , ) | ( , ) |) | ( ) |,

j i

A i A i i y i A i j y j

A i i A i i y iγ
≠

≥ + =

= + −

∑y
 

поэтому 

| |
( ) 0
min ( ( , ) | ( , ) |)
y i

A i i A i iσ γ
≠

≥ + −y . 

Если бы для всех i  было справедливо неравенство 
| ( , ) | ( , )A i i A i iγ σ− > − , отсюда, в противоречие с 

определением числа σ , следовало бы, что | |σ σ>y . Поэтому 

по крайней мере для одного индекса i  имеет место 
неравенство | ( , ) | ( , )A i i A i iγ σ− ≤ − . Следовательно, 
собственное число γ  лежит в одном из кругов 

| ( , ) | ( , ), 1,2,...,z A i i A i i i nσ− ≤ − = , 
которые, в свою очередь, все содержатся в круге (1.17). В 
частности, ни одно собственное число не лежит в 
полуплоскости Rez σ>  и ни одно, кроме σ , не лежит на 
прямой Rez σ= , т.е. σ – максимальное собственное число 
матрицы A .� 
 Теорема 1.16. Любая матрица A  с неотрицательными 
внедиагональными элементами имеет максимальное 
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собственное число 
( ) max ( , )

i
A i iσ ≥A . 

Максимальному собственному числу соответствует 
неотрицательный собственный вектор. Все собственные 
числа матрицы A  лежат в круге 

| | ( ) , min ( , )
i

z m m m A i iσ− ≤ − =A . 

 Доказательство. Для любой матрицы A  с 
неотрицательными внедиагональными элементами 
существует такая матрица перестановок P , что 

11

21 22

1 2

T

l l ll

 
 
 =
 
 
 

A 0

A A
PAP

A A A

⋯ ⋯ ⋱

⋯

, 

где диагональные матрицы либо имеют порядок 1, либо 
являются неразложимыми матрицами большего порядка с 
неотрицательными внедиагональными элементами (см. 
раздел 1.2). Собственные числа диагональных клеток и 
только они являются собственными числами матрицы A . Из 
теоремы 1.15 следует, что max ( ) max ( , )kk

k i
A i iσ σ= ≥A  

является максимальным собственным числом матрицы A . 
Любое собственное число матрицы A  лежит в одном 

из кругов 
| | ( ) , min ( , )k kk k k kk

i
z m m m A i iσ− ≤ − =A , 

которые содержатся в круге | | ( ) , min ( , )z m m m A i iσ− ≤ − =A . 

При любом 0ε >  матрица ,T
ε ε= + >>A A uu u 0  имеет 

положительные внедиагональные элементы и, в частности, 
неразложима. Обозначим εg  положительный собственный 

вектор, соответствующий ( ), T
ε εσ =A g u 1 . Поскольку 

множество векторов , T> =x 0 x u 1 , ограничено и замкнуто, 
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из множества векторов , 0ε ε >g , можно выбрать 

последовательность , 1,2,...
k

kε =g , сходящуюся при 0kε →  

к некоторому неотрицательному вектору g . При этом 

( )
kεσ A  сходится к ( )σ A , и из равенств ( )

k k k kε ε ε εσ=A g A g  

вытекает ( )σ=Ag A g . � 
 Следствие 1.6. Если матрица  A  имеет 
неотрицательные внедиагональные элементы и для 
некоторого положительного вектора f  выполняется 
неравенство ,γ≤Af f  то справедлива оценка ( )σ γ≤A . В 
частности, ( ) 0σ ≤A , если A  является матрицей 
интенсивностей переходов. 

Действительно, если g – неотрицательный собственный 

вектор матрицы TA , соответствующий ( )σ A , тогда T >g f 0  

и ( ) T T Tσ γ= ≤A g f g Af g f , т.е. ( )σ γ≤A . 
Если матрица A  является неотрицательной, то круг 

| | ( ) , min ( , )z m m m A i iσ− ≤ − =A  содержится в круге 
| | ( )z σ≤ A . Поэтому для неотрицательных матриц ( )σ A  
является не только собственным числом с максимальной 
действительной частью, но и максимальным по модулю. 
 Теорема 1.17. Пусть A  – неразложимая матрица 
порядка 2n ≥  с неотрицательными внедиагональными 
элементами, а матрица B  порядка 1n −  получается из A  
вычеркиванием  j-й строки и j-го столбца. Тогда 

( ) ( )σ σ<B A . 
 Доказательство. Пусть ( ) ,σ= >Bx B x x 0 , тогда 

( , ) ( ) ( ) ( ), ,
k j

A i k x k x i i jσ
≠

= ≠∑ B  (1.18) 

( , ) ( ) 0
k j

A j k x k
≠

≥∑ . (1.19) 

Положим ( ) ( )f i x i=  для i j≠  и ( ) 0f j = . Если допустить, что 
в (1.19) имеет место равенство, тогда для 
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полуположительного вектора f  мы бы имели ( )f k =A 0  для 
всех индексов k , для которых ( ) 0f k = . Согласно 
теореме 1.4 это означало бы разложимость матрицы A , что 
противоречит условию теоремы. Значит, в (1.19) имеет место 
строгое неравенство и ( )σ>Af B f . Пусть g  – 

положительный собственный вектор матрицы TA , 

соответствующий ( )σ A . Тогда T >g f 0  и 

( ) ( )T T Tσ σ= >A g f g Af B g f ,  т.е. ( ) ( )σ σ>A B .� 
 Теорема 1.18. Максимальное собственное число 
неразложимой матрицы с неотрицательными 
внедиагональными элементами является простым. 
 Доказательство. Пусть A  – неразложимая матрица 
порядка 2n ≥  с неотрицательными внедиагональными 
элементами и kA  получается из A  вычеркиванием k-й 

строки и k-го столбца. Рассмотрим характеристический 
многочлен ( ) det( )f s s= −I A . Дифференцируя его, получим 

1 2( ) det( ) det( ) ... det( )nf s s s s′ = − + − + + −I A I A I A . (1.20) 

Число ( )kσ A  является максимальным нулем многочлена 

det( )ks −I A . В силу теоремы 1.17 ( ) ( )kσ σ<A A . Поэтому 

det( ) 0ks − >I A  при ( )s σ= A  для всех k, и из равенства (1.20) 

получаем ( ( )) 0f σ′ >A . Следовательно, ( )σ A  является 
простым корнем характеристического уравнения. � 
 Теорема 1.19. Пусть Q  – матрица перестановок и 

1

2

1,1 1,2 1

,1 ,2 , 1

T

r r r

l l l r l

+ + +

+

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

A

A 0

0
QAQ

A A A

A A A A

⋱

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱

⋯ ⋯

 

– нормальная форма матрицы интенсивностей переходов. 
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Тогда нулевое собственное число матрицы A  имеет 
одинаковые геометрическую и алгебраическую кратности, 
равные числу r  изолированных диагональных блоков. 
 Доказательство. Согласно следствию 1.6 из 
теоремы 1.16 ( ) 0σ ≤A , поэтому нулевое собственное число 
матрицы A  является максимальным. По теореме 1.11  
существует ровно r линейно независимых решений системы 

уравнений T T=x A 0 . Поэтому геометрическая кратность 
нулевого собственного значения равна r . По теореме 1.7 
матрицы 1 2, ,...,r r l+ +A A A  невырождены, а по теореме 1.18 

алгебраические кратности нулевого собственного числа 
матриц 1 2, ,..., rA A A  равны 1. Поэтому алгебраическая 

кратность нулевого собственного числа матрицы TQAQ , а 
значит, и матрицы A  равна r .� 
 Следствие 1.7. Нулевое собственное число 
консервативной матрицы интенсивностей переходов 
является простым, если и только если для некоторой 
матрицы перестановок 

11

21 22

1 2

T

l l ll

 
 
 =
 
 
 

A

A A
QAQ

A A A

⋯ ⋯ ⋱

⋯

, (1.21) 

где iiA  – неразложимые квадратные матрицы и, если 2l ≥ , в 

каждой строке 

1 2 1, ,..., , 2,3,...,i i ii i l− =A A A , 

есть ненулевая матрица. 

1.7. Обобщенные обратные матрицы 
Матрица A  называется устойчивой, если все ее 

собственные числа имеют отрицательные действительные 
части. Поскольку максимальное собственное число любой 
матрицы интенсивностей переходов неположительно, 
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невырожденные матрицы интенсивностей переходов 
устойчивы. 
 Теорема 1.20. Для устойчивых матриц 

lim  0,t

t
e

→∞
=A  (1.22) 

1

0

te dt
∞

−= −∫
A A . (1.23) 

 Доказательство. Для существования предела 

lim 0k

k→∞
=R  необходимо и достаточно, чтобы все 

собственные числа матрицы R  были по модулю меньше 1. 

Собственными числами матрицы eA  являются числа keγ , где 

kγ  – собственные числа матрицы A . Причем | | 1keγ < , 

поскольку Re 0kγ < . Обозначим [ ]t  целую часть числа t . В 

правой части равенства [ ] ( [ ])t t t te e e −=A A A
 матрица 

[ ]( ) teA
 при 

t → ∞  стремится к нулевой, а все элементы матрицы ( [ ])t te − A  
при 0t ≥  ограничены. Отсюда вытекает существование 
предела (1.22). Переходя к пределу при t → ∞  в равенстве 

1

0

( )
t

te d e I−= −∫
xA Ax A , 

получим равенство (1.23). � 
 Лемма 1.1. Пусть f – некоторый вектор длины n , 
матрица A  порядка n  имеет собственные числа 1 2, ,..., nγ γ γ  

и числу 1γ  соответствует собственный вектор g . Тогда 

матрица T+A gf  имеет собственные числа 1 2, ,...,T
nγ γ γ+ f g . 

 Доказательство. Действительно, 

1

1
( )( )T Ts s

s γ
− − = − −

−
I A gf I A I gf . 

Определитель матрицы T+I ab  равен 1 T+ b a  для любых 
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векторов a  и b . Поэтому характеристический многочлен 

матрицы T+A gf  равен 

1

1
det( ) (1 )det( )T Ts s

s γ
− − = − − =

−
I A gf f g I A  

1
1

1 1 2

( ) ( ) ( ).
T n n

T
j j

j j

s
s s s

s

γ γ γ γ
γ = =

− −= − = − − −
− ∏ ∏f g

f g � 

 Лемма 1.2. Пусть ,T T= =f A 0 Ag 0  и T ≠f g 0 , тогда для 
любого числа t  

( ) 1
(1 )

T Tt t t T
T

e e e+= + −A A gf f g gf
f g

. 

 Доказательство основано на равенствах 
1( ) ( ) , 1,2,...,T k k T k T k−+ = + =A gf A f g gf  

вытекающих из условия леммы 1.2. Используя эти равенства 
и определение матричной экспоненты 

0 !

k
t k

k

t
e

k

∞

=
= ∑A A , 

приходим к доказываемому тождеству. � 
Рассмотрим теперь консервативные матрицы 

интенсивностей переходов A  с простым нулевым 
собственном числом. Это консервативные матрицы 
интенсивностей переходов, которые  либо неразложимы, 
либо имеют нормальную форму (1.21). 

Пусть нулевое собственное число матрицы A  является 
простым и 1 20, ,..., nγ γ γ=  – все ее собственные числа. Числа 

2,..., nγ γ  имеют отрицательные действительные части, 

поскольку 0 является максимальным собственным числом 
матрицы A . Согласно следствиям 1.3 и 1.4 теоремы 1.11 и 
следствию 1.7 теоремы 1.19, существует единственное 
решение системы уравнений равновесия 

,T T T= =p A 0 p u 1 . 
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Рассмотрим матрицу Ta+A up , где a  – некоторое 
число. Из леммы 1.1 вытекает, что собственными числами 
этой матрицы являются числа 2, ,..., na γ γ , причем 

( ) , ( )T T T Ta a a a+ = + =p A up p A up u u . (1.24) 

При любом 0a ≠  матрица Ta+A up невырождена. 

Собственными числами обратной матрицы 1( )Ta −+A up  

являются числа 21/ ,1/ ,...,1/ na γ γ , а собственными числами 

матриц 
# 1 1

( ) , 0T T
a a a

a
−= + − ≠A A up up , (1.25) 

согласно равенствам (1.24) и лемме 1.1, являются числа 0, 

21/ ,...,1 / nγ γ . 

Из леммы 1.2 вытекает справедливость следующего 
разложения 

( ) (1 )
Tt t a ta Te e e+= + −A A up up . (1.26) 

Если число a  отрицательно, то все собственные числа 

матрицы Ta+A up имеют отрицательные действительные 
части. Поэтому в разложении (1.26) первое слагаемое 

при t → ∞  стремится к 0, а второе слагаемое – к вектору Tup . 
Таким образом, 

lim t T

t
e

→∞
=A up . 

 Из разложения (1.26) и теоремы 1.20 также следует, что 

#

0

( )t T
ae dt

∞
− = −∫

A up A . 

Поскольку левая часть этого равенства не зависит от a , то и 
его правая часть не зависит от a . Сформулируем 
полученные результаты в виде теоремы. 
 Теорема 1.21. Пусть нулевое собственное число 
консервативной матрицы интенсивностей переходов A  
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является простым, и p  – решение системы уравнений 

равновесия ,T T T= =p A 0 p u 1 . Тогда 

lim t T

t
e

→∞
=A up , (1.27) 

#

0

( )t Te dt
∞

− = −∫
A up A , (1.28) 

где 
# 1 1

( ) , 0T Ta a
a

−= + − ≠A A up up , (1.29) 

не зависит от a . 
Из равенства (1.24) следует, что 

# #,T T= =p A 0 A u 0 . (1.30) 
Кроме того, из (1.24) и равенства 

1 1( )( ) ( ) ( )T T T Ta a a a− −+ + = + + =A up A up A up A up I  

вытекают следующие свойства матрицы # :A  
# 1

# 1

( ) ,

( ) .

T T T

T T T

a a

a a

−

−

= − + = −

= − + = −

AA I up A up I up

A A I A up up I up
 (1.31) 

 Теорема 1.22. Пусть нулевое собственное число 
консервативной матрицы интенсивностей переходов A  
является простым. Тогда система линейных уравнений 

T T=x A b  имеет решение, если и только если T =b u 0 . При 

этом #T T=x b A  является единственным решением, 

удовлетворяющим условию T =x u 0 . 
 Доказательство. Если решение системы уравнений 

T T=x A b  существует, то T T= =b u x Au 0 . 

Пусть T =b u 0 , тогда, учитывая равенства (1.30) и 

(1.31), имеем #T =b A u 0  и # ( )T T T T= − =b A A b I up b . Таким 

образом, вектор #T T=x b A  является решением системы 

линейных уравнений ,T T T= =x A b x u 0 . 
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Если T T=y A b  и T =y u 0 , тогда ( )T T T+ =y A up b  и, 

значит 1 1 #( ) [( ) ]T T T T T T T− −= + = + − =y b A up b A up up b A .� 
Заметим, что общее решение системы уравнений 

T T=x A b  в условиях теоремы 1.22 имеет вид 
#T T Tc= +x b A p , где c  – некоторая константа и p  – 

единственное решение системы уравнений равновесия 

 ,T T T= =p A 0 p u 1 . 

Из равенств (1.30) и (1.31) следует, что матрица #=X A  
удовлетворяет матричным уравнениям 

, ,= = =AXA A XAX X AX XA . (1.32) 
Для любой матрицы A  решение X  этой системы матричных 
уравнений, если оно существует, является единственным и 
называется групповой обобщенной обратной матрицей для 
A . Как мы видели, консервативные матрицы 
интенсивностей переходов,  для которых нулевое 
собственное число является простым, имеет групповую 

обобщенную обратную #A . Можно показать, что ее имеет 
любая консервативная матрица интенсивностей переходов. 
Интересующихся этой матрицей рекомендуем обратиться к 
работам [15] и [22]. 

Другой широко используемой обобщенной обратной 
матрицей является обобщенная обратная Мура–Пенроуза 

+A , которая существует для любой матрицыA  и является 
единственным решением другой системы матричных 
уравнений: 

, , ( ) , ( )T T= = = =AXA A XAX X AX AX XA XA . (1.33) 
Обобщенная обратная Мура–Пенроуза обладает следующим 

свойством: для любого вектора b  вектор +=x A b  является 
вектором с минимальной нормой среди всех векторов, 

минимизирующих ошибку 2

1

( ( ) ( ))
n

i

b i x i
=

−∑ A  [7, 13]. Заметим, 
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что ( )+ + =A A  и ( ) ( )T T+ +=A A . 

Следуя работе [25], найдем матрицу +A  для 
консервативных матриц интенсивностей переходов с 
простым нулевым собственным числом. 
 Лемма 1.3. Пусть A  – присоединенная матрица для 
матрицы A  порядка n  и ,f g  – некоторые векторы длины n . 
Тогда 

det( ) det( )T T+ = +A fg A g Af . (1.34) 

 Доказательство. Поскольку det( ) 1T T+ = +I ab b a  и 
1 1det( )− −=B B B , из равенства 

1( )[ ( ) ]T Ts s s −+ − = − + −A fg I A I I A I fg  
вытекает, что 

1det( ) det( )(1 ( ) )T Ts s s −+ − = − + − =A fg I A I g A I f  

det( ) ( ) .Ts s= − + −A I g A I f  
Устремляя в полученном равенстве s  к нулю, получим 
равенство (1.34). � 
 Теорема 1.23. Пусть нулевое собственное число 
консервативной матрицы интенсивностей переходов A  
является простым, и p  – решение системы уравнений 

равновесия ,T T T= =p A 0 p u 1 . Тогда обобщенной обратной 
Мура–Пенроуза дляA  является матрица 

1( )T Tα α+ −= + −A A pu up , 
 

1
Tn

α =
p p

. (1.35) 

 Доказательство. Из равенств det( )= = =AA AA A I 0  
вытекает, что каждый столбец присоединенной матрицы A  
пропорционален вектору u , а каждая ее строка 

пропорциональна вектору p , т.е. Tk=A up , где k  – 
некоторая константа. Нетрудно видеть, что матрица, 
получаемая вычеркиванием первой строки и первого столбца 
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у матрицы (1.21), невырождена и, значит, 0k ≠ .  Согласно 
лемме 1.3 имеем: 

det( ) 0.T T kα α
α

+ = = ≠A pu u Ap  

Поэтому матрица Tα+A pu невырождена. Обозначим 
1( )T Tα α−= + −X A pu up . 

Из равенств 

( ) ( ) ,   ( )T T T T T nα α α α+ = + =p A pu p p u A pu u p  
вытекает, что 

1 1 1
( ) ,   ( )

( )
T T T T

T n
α α

αα
−+ = + =u A pu p A pu p u

p p
. 

Поэтому T T=u X 0  и =Xp 0 . Отсюда, с учетом равенств 
1 1( )( ) ( ) ( )T T T Tα α α α− −+ + = + + =A pu A pu A pu A pu I , 

получаем 

1 1
( )

( )
T T T

T
α α −= − + = −AX I pu A pu I pp

p p
, (1.36) 

1 1
( )T T T

n
α α −= − + = −XA I A pu pu I uu . (1.37) 

Таким образом, матрицы AX  и XA  симметричные. 
Умножая обе части равенства (1.36)  справа на A  и обе части 
равенства (1.37) справа на X , получим соответственно 

=AXA A  и =XAX X . � 
Обратим внимание на перемену мест для векторов p  и 

u  внутри скобок в формулах (1.29) и (1.35). 
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2. Мультипликативное решение для модели 
мультисервисной сети с одноадресными 
соединениями 

В этой главе, следуя [33], кратко излагается подход к 
анализу модели цепи Маркова (ЦМ) мультисервисной сети c 
потерями (англ. loss network), известной по работам Фрэнка 
Келли [30, 31] и Кейта Росса [32]. В первом разделе главы в 
виде многомерной ЦМ построена модель мультисервисной 
сети, в явном мультипликативном виде получены стационар-
ное распределение, а также выражения для вероятностей бло-
кировки установления соединений. Во втором разделе изло-
жены методы анализа модели отдельного звена сети, функци-
онирование которой описывается мультисервисной моделью 
Эрланга с явными потерями [4], и приведен алгоритм типа 
Кауфмана–Робертса [4, 29, 38]. 

2.1. Построение модели и стационарное распределение 

2.1.1. Постановка задачи 
Будем рассматривать сеть произвольной топологии, со-

стоящую из некоторого числа узлов, соединенных звеньями. 
Пусть L  – общее число звеньев сети, а {1,2,..., }L=L  – мно-
жество всех звеньев, занумерованных произвольным образом. 
Обозначим lC  емкость l-звена. Емкость соответствует про-

пускной способности звена, выраженной в условных едини-
цах измерения (единицах емкости). При вычислениях величи-
на единицы емкости выбирается в зависимости от требований 
соединений к ширине полосы пропускания (ШПП). Бывает 
удобно выбрать в качестве этой единицы наименьшее из та-
ких требований. Например, если принять за единицу емкости 
8 кбит/с, то емкость звена сети с пропускной способностью 
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622 Мбит/с составит 77750 условных единиц. 
Для передачи информационных потоков между узлами 

сети могут быть установлены двухточечные соединения раз-
личных классов. Каждый класс соединений характеризуется 
двумя параметрами: маршрутом, то есть множеством звеньев 
сети, через которые устанавливается соединение, и требова-
нием к емкости, которую необходимо выделить соединению 
на каждом звене соответствующего маршрута. Обозначим 

{1,2,..., }K=K  множество всех классов соединений, и пусть 

k ⊆L L  – маршрут, а kd  – требование к емкости, выделяемой 

на каждом звене маршрута для соединения k-класса. 
Заметим, что рассматриваемая модель является наибо-

лее естественным с точки зрения приложений частным случа-
ем базовой модели мультисервисной сети с фиксированной 
маршрутизацией, которую использовал в своих работах 
Ф. Келли [30, 31]. Базовая модель мультисервисной сети в 
этих работах отличается от рассматриваемой в данной книге 
модели лишь тем, что требования соединений к емкости зве-
ньев задаются матрицей ( ) ,kl k l

d ∈ ∈K L
, и, следовательно, число 

занятых одним соединением единиц емкости может разли-
чаться на разных звеньях маршрута. 

На рисунке 2.1 в качестве примера показан фрагмент се-
ти, состоящий из трех звеньев – 1-го, 2-го и 3-го, имеющих 
емкость 30, 35 и 40 условных единиц соответственно, т.е. 

{1,2,3}=L , 1 30C = , 2 35C =  и 3 40C = . Между любыми дву-

мя узлами могут быть установлены соединения, требующие 
выделения на каждом звене соответствующего маршрута 1 
или 5 условных единиц емкости. Таким образом, мы получа-
ем 6 классов соединений, т.е. {1,2,...,6}=K , параметры кото-
рых указаны на рисунке. Например, соединения класса 1 
устанавливаются через звенья 1 и 2 и занимают 1 единицу ем-
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кости звена, т.е. 1 {1,2}=L  и 1 1d = . 

 
Рис. 2.1. Пример мультисервисной сети с одноадресными 

соединениями 

Введем теперь нагрузочные параметры модели. Пусть в 
систему поступают запросы пользователей на установление 
соединения того или иного класса. Будем считать, что запро-
сы на установление соединения k-класса образуют пуассонов-
ский поток интенсивности kν , а продолжительности таких 

соединений независимы в совокупности, не зависят от момен-
тов установления соединения и одинаково распределены по 
произвольному закону со средним 1 kκ . Обозначим через 

k k ka ν κ=  интенсивность предложенной нагрузки, чтобы 

упростить дальнейшие выкладки. 
По запросу пользователя будет установлено соединение 

требуемого класса, если на момент прихода запроса на всех 
звеньях соответствующего маршрута окажется необходимое 
число свободных единиц емкости звена. В этом случае требу-
емое число единиц ресурса предоставляется данному соеди-
нению до его разъединения. Если же хотя бы на одном из зве-
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ньев маршрута не окажется требуемого числа свободных еди-
ниц ресурса, произойдет блокировка и запрос буде потерян. 
Обратимся вновь к рис. 2.1: если, например, в момент поступ-
ления запроса на установление соединения класса 4 ( 4 5d = , 

4 {1,2}=L ) в сети имеется пять активных соединений класса 6 

( 6 5d = , 6 {1,3}=L ) и одно соединение класса 1 ( 1 1d = , 

1 {1,2}=L ), запрос будет заблокирован, так как на звене 1 

( 1 30C = ) окажутся свободными лишь 4 единицы емкости (30 

– 5×5 – 1×1 = 4), что меньше требуемых пяти. 

2.1.2. Стационарное распределение цепи Маркова 
Пусть емкости всех звеньев сети неограниченны: 

lC = ∞ , l ∈L . В этом случае запрос пользователя на установ-

ление соединения любого класса принимается на обслужива-
ние и потерь не происходит. Обозначим через ( )kN tɶ  число 

установленных в момент t  соединений k-класса. Тогда состо-
яние системы можно описать с помощью многомерного слу-
чайного процесса 

 { }1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )), 0Kt N t N t N t t= ≥Nɶ ɶ ɶ ɶ , 

каждая компонента которого соответствует одному классу 
соединений. Поскольку емкости звеньев неограниченны, то 

множество состояний случайного процесса { }( ), 0t t ≥Nɶ  имеет 

вид {0,1,2,...}K=Nɶ . Легко видеть, что ЦМ { }( ), 0kN t t ≥ɶ  явля-

ется процессом размножения и гибели (ПРГ) со стационар-
ным распределением 

 ( ) P{ ( ) } e , {0,1,2,...}
!

k

k

n
ak

k k k k k
k

a
p n N t n n

n
−= = = ∈ɶ . 

Поскольку, в силу неограниченной емкости звеньев, 
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компоненты составного случайного процесса { }( ), 0t t ≥Nɶ  не-

зависимы, он является обратимой ЦМ (ОЦМ) и имеет стацио-
нарное распределение мультипликативного вида: 

 ( ) P{ ( ) } e ,
!

k

k

n
ak

kk

a
t

n
π −

∈
= = = ∈∏n N n n

K

Nɶ ɶɶ . 

Пусть емкости звеньев снова ограничены: lC < ∞ , l ∈L . 

Введем множество { : }l
kk l= ∈ ∈K K L  классов соединений, 

маршруты которых проходят через l-звено, и функцию 
 ( )

l
l k k

k

d d n
∈

= ∑n
K

, (2.1) 

соответствующую числу единиц емкости, занятых на l-звене, 
когда система находится в состоянии ∈n Nɶ . Теперь про-
странство состояний системы (с ограниченными звеньями) 
можно представить в виде 
 { : ( ) , }l ld C l= ∈ ≤ ∈n nN N Lɶ . (2.2) 

Обозначим { ( ), 0}t t ≥N  сужение ОМЦ { ( ), 0}t t ≥Nɶ  на 

множество состояний ⊂N Nɶ . Из известных свойств обрати-
мости ЦМ (см., например [33]) вытекает утверждение следу-
ющей теоремы. 

Теорема 2.1. Марковская цепь { ( ), 0}t t ≥N  является 
ОЦМ, и ее стационарное распределение имеет мультиплика-
тивный вид: 

 
1

( ) ,
( ) !

kn
k

kk

a

G n
π

∈
= ∈∏n n

K

N
N

, (2.3) 

где ( )G N  – нормировочная константа: 

 ( )
!

kn
k

kk

a
G

n∈ ∈
= ∑ ∏

n N K

N . (2.4) 
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Опираясь на формулы (2.3) и (2.4), можно выписать вы-
ражения для многих важных характеристик модели, в том 
числе для вероятности блокировки установления соединения. 

2.1.3. Вероятности блокировок установления соединений 
Если при поступлении запроса пользователя на звеньях 

сети недостаточно ресурсов для установления соединения, 
происходит блокировка запроса. Пусть kB  – стационарная 

вероятность блокировки запроса на установление соединения 
k-класса. Вычислить эту величину можно с помощью распре-
деления (2.3) по формуле 
 ( ),

k

kB kπ
∈

= ∈∑
n

n
B

K . (2.5) 

Здесь kB  – множество таких состояний, когда происходит 

блокировка запросов на установление соединения k-класса, 
т.е. когда хотя бы на одном из звеньев маршрута соединения 
k-класса недостаточно свободных ресурсов для его установ-
ления: 
 { }: : ( ) ,k k l l kl d C d k= ∈ ∃ ∈ > − ∈n nB N L K . (2.6) 

Дополнением подпространства kB  блокировки запроса 

на установление соединения k-класса до пространства состоя-
ний N  является подпространство приема запроса 
 { : ( ) , }k l k l kd d C l= ∈ + ≤ ∈n nB N L ,  

объединяющее состояния, в которых запрос на установление 
соединений k-класса будет принят. Очевидно, что вероятность 
приема P{ } 1k k kB B= ∈ = −n B . 

Вернемся к модели на рис. 2.1 и рассмотрим, например, 
состояние (4,3,1,2,3,3)=n . В этом состоянии 1( ) 30d =n , 

2( ) 32d =n  и 3( ) 34d =n . Следовательно, оно является состоя-

нием блокировки для соединений всех классов, кроме 2-го, 
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так как на звене 1 свободных ресурсов нет, а на звене 2 сво-
бодно только 3 единицы емкости. Для класса 2 состояние n  
является состоянием приема. Далее, анализируя, например, 
множество 1B  блокировок класса 1, заметим, что оно включа-

ет все состояния из N , в которых на звене 1 занято 30 единиц 
емкости или на звене 2 занято 35 единиц емкости. Таким об-
разом, помимо состояния n  в 1B  войдут состояния 

(2,8,1,2,3,3), (0,0,0,0,0,6) и другие. 
Если принять во внимание рост количества возможных 

состояний модели при увеличении емкости звеньев, а также 
то, что с увеличением количества звеньев число возможных 
маршрутов может вырасти экспоненциально, становится ясно, 
что метод нахождения вероятностей блокировок непосред-
ственно по формулам (2.3)–(2.5) применим лишь для про-
стейших случаев. Более того, для сети произвольной тополо-
гии вычисление нормировочной константы ( )G N  по формуле 
(2.4) относится к NP-полным проблемам, что означает отсут-
ствие эффективных комбинаторных алгоритмов. Поэтому 
много внимания уделялось и уделяется разработке прибли-
женных методов вычисления вероятностных характеристик 
модели, которые можно было бы использовать для анализа 
широкого класса моделей. Приближенным методам расчета 
сетей рассматриваемого типа посвящена глава 5 книги [33], а 
здесь мы приводим одну из основных составляющих прибли-
женных методов, относящихся к так называемым «методам 
просеянной нагрузки» – рекурсивный  алгоритм для вычисле-
ния вероятностей блокировок на отдельном звене сети. 

2.2. Модель отдельного звена сети 

Частным случаем рассмотренной в предыдущем разделе 
модели является модель отдельного звена сети. В данном раз-
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деле мы покажем, как применить построенную выше модель к 
анализу модели отдельного звена с одноадресными соедине-
ниями и приведем известный алгоритм Кауфмана – Робертса 
для вычисления вероятностных характеристик модели. 

2.2.1. Построение модели 

Пусть все звенья сети, кроме звена *l , имеют неограни-
ченную емкость. Тогда задача анализа блокировок сводится к 

рассмотрению системы, состоящей из одного звена *l  емко-

сти *l
C , и множества классов соединений 

*l
K , маршруты ко-

торых ограничены одним звеном: *{ }k l=L , 
*lk ∈K . Далее 

для краткости индекс *l  будем опускать: *l
C C= , 

*l=K K . 

Напомним, что каждый класс соединений характеризуется 
требованием к емкости kd , а также интенсивностью предло-

женной нагрузки k k ka ν κ= . Функционирование такой си-

стемы описывает построенную в разделе 2.1.2 ЦМ 
{ ( ), 0}t t ≥N  с пространством состояний 

 { : ( ) }d C= ∈ ≤n nN Nɶ . (2.7) 
Для этой ЦМ верна теорема 2.1, и, следовательно, ее стацио-
нарное распределение выражается формулами (2.3) и (2.4). 

Опираясь на формулы (2.3) и (2.4), выпишем выражения 
для основных вероятностных характеристик модели. Стацио-
нарную вероятность блокировки запроса на установление со-
единения k-класса можно получить по формуле (2.5), при 
этом соответствующее пространство блокировок имеет вид 
 { }: ( ) ,k kd C d k= ∈ > − ∈n nB N K . (2.8) 

Важным показателем производительности системы яв-
ляется коэффициент использования звена. Для его вычисле-
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ния нам потребуется среднее число занятых единиц емкости, 
которое можно получить по формуле 
 ( ) ( )d d π

∈
= ∑

n

n n
N

. (2.9) 

Теперь выражение для коэффициента использования звена 
имеет вид 

 
d

U
C

= . (2.10) 

Таким образом, мы показали, как более общая модель 
мультисервисной сети применима к анализу модели отдель-
ного звена сети. Полученная система представляет собой из-
вестную в теории телетрафика модель простого стохастиче-
ского ранца, или мультисервисную модель Эрланга с потеря-
ми.  

2.2.2. Алгоритм Кауфмана – Робертса 
Для эффективного вычисления точных значений веро-

ятностей блокировок и коэффициента использования звена в 
модели звена сети с одноадресными соединениями применим 
метод Кауфмана – Робертса. Данный метод основан на разби-
ении пространства состояний модели по числу занятых еди-
ниц емкости: 
 { }( ) : ( ) , 0,...,n d n n C= ∈ = =n nC N , (2.11) 

 
0

( ); ( ) ( ) , .
C

n

n i i i j
=

= ∩ = ∅ ≠N C C C∪  

Оказывается, что распределение вероятностей числа занятых 
единиц емкости звена 
 

( )

( ) P{ ( )} ( )
n

P n n π
∈

= = ∑
n

n
C

C  (2.12) 

связаны между собой рекуррентным соотношением  
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1

( ) ( ), 0,...,
K

k k k
k

nP n d a P n d n C
=

= − =∑ . (2.13) 

Данные соотношения позволяют построить простой и эффек-
тивный алгоритм расчета искомых характеристик. Введем 
функцию 

 

1

0, 0;

1, 0;
( )

1
( ), 1,..., .

K

k k k
k

n

n
h n

d a h n d n C
n =

<
 == 
 − =

∑

 (2.14) 

Предложение 2.1. Значение нормирующей константы 
(2.4) стационарного распределения вероятностей состояний 
отдельного звена сети можно получить по формуле 

 
0

( ) ( )
C

n

G h n
=

=∑N . (2.15) 

Предложение 2.2. Вероятность блокировки установле-
ния соединения k-класса вычисляется по формуле 

 
1

( )

,
( )
k

C

n C d
k

h n

B k
G

= − += ∈
∑

K
N

. (2.16) 

Предложение 2.3. Среднее число занятых единиц емко-
сти звена вычисляется по формуле 

 1

( )

( )

C

n

n h n

d
G

=
⋅

=
∑

N
. (2.17) 

Добавим, что временная сложность вычисления норми-
рующей константы данным методом при рекурсивном расчете 
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функции (2.14) имеет порядок ( )CO CK . Если не использовать 
рекурсию и последовательно вычислять промежуточные зна-
чения функции (2.14), записывая их в память, то порядок вре-
менной сложности алгоритма составит ( )O CK , и, следова-
тельно, время вычисления характеристик будет увеличиваться 
линейно с ростом емкости звена. 
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3. Мультипликативное решение для модели 
мультисервисной сети с многоадресными 
соединениями 

В этой главе в соответствии с [35] построена в виде ЦМ 
модель мультисервисной сети с многоадресной передачей 
данных – сети мультивещания. Применение принципа «точка-
много точек» при установлении соединений позволяет эффек-
тивно использовать ресурсы сети, в отличие от режима одно-
адресных соединений, устанавливаемых по принципу «точка-
точка», когда по общим для нескольких соединений звеньям 
сети передается несколько копий одних и тех же данных [34]. 
При мультивещании пользователи совместно используют 
пропускную способность некоторых звеньев сети, поскольку 
дублирования данных не происходит.  

Данная глава имеет ту же структуру, что и предыдущая, 
вторая, глава. В первом разделе построена в виде многомер-
ной ЦМ модель сети мультивещания и в мультипликативном 
виде получено ее стационарное распределение. Второй раздел 
посвящен анализу модели отдельного звена сети и ее вероят-
ностных характеристик, а также в нем получен рекуррентный 
алгоритм для вычислений. 

3.1. Модель сети мультивещания 

3.1.1. Определения и обозначения 
Будем рассматривать сеть мультивещания с нескольки-

ми источниками данных, которые, как и пользователи, могут 
быть подключены к любому узлу сети. Каждый источник 
предоставляет конечное число услуг и по запросам передает 
данные пользователям. В рассматриваемой сети соединения 
имеют вид дерева с корнем в узле подключения источника и с 
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листевыми вершинами, соответствующими узлам подключе-
ния пользователей. Такое дерево называют деревом мульти-
вещания. 

Рассматриваемая далее модель сети была предложена в 
[35], и именно такой подход к моделированию многоадресной 
передачи использован в четвертой главе при построении мо-
дели сети с одноадресными и многоадресными соединениями. 

Последовательность звеньев сети от пользователя до ис-
точника будем называть физическим путем. Введем обозна-
чения: 

{1,..., }L=L  – множество звеньев сети; 
{1,..., }S=S  – множество источников информации; 

{1,..., }s sP=P  – множество физических путей к источнику 

s ∈S ; 
{1,..., }s sM=M  – множество услуг, предоставляемых источни-

ком s ∈S ; 

ps ⊆L L  – множество всех звеньев физического пути sp ∈P  к 

источнику s ∈S ; 

{ : }l l
ss= ∈ ≠ ∅S S P  – множество источников, предоставля-

ющих услуги через звено l ∈L ; 

{ : }l
s s psp l= ∈ ∈P P L  – множество физических путей к источ-

нику ls ∈S , проходящих через звено l ∈L ; 

msb  – число единиц емкости звена, требуемое для предостав-

ления услуги sm∈M ; 

lC  – емкость звена l ∈L . 

Рассмотрим пример сети мультивещания, изображенной 
на рис. 3.1. Сеть состоит из пяти звеньев, т.е. {1,...,5}=L . В 
ней имеются два источника, {1,2}=S . К первому ведут физи-
ческие пути от каждого из четырех пользователей, т.е. 
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1 {1,...,4}=P , при этом 11 {2,1}=L , 21 {3,1}=L , 31 {4,3,1}=L  и 

41 {5,3,1}=L  (рис. 3.2, а). 

 

 
Рис. 3.1. Пример сети мультивещания 

Ко второму источнику имеются три пути, так как можно 
считать, что пользователь 2 подсоединен ко второму источ-
нику напрямую, а не через звенья рассматриваемой сети, т.е. 

2 {1,2,3}=P  и 12 {2,3}=L , 22 {4}=L , 32 {5}=L (рис. 3.2, б). 

Наконец, если рассматривать, например, третье звено, то че-
рез него проходят два физических пути к первому источнику 

от третьего и четвертого пользователей 3
1 {3,4}=P  и один фи-

зический путь – ко второму источнику 3
2 {1}=P . 
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а) к 1-источнику 

 

б) к 2-источнику 

Рис. 3.2. Физические пути в сети на рис. 3.1 

Деревья мультивещания от каждого из источников пока-
заны на рис. 3.3. 

 

Рис. 3.3. Примеры деревьев мультивещания 

Пару (m, s), sm∈M , s ∈S  будем называть (m, s)-

услугой. Пусть для предоставления (m, s)-услуги требуется 
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выделение msb  единиц емкости на каждом звене пути sp ∈P . 

Тройку (m, p, s), sm∈M , sp ∈P , s ∈S  будем называть логи-

ческим путем или (m, p, s)-путем. Состояние логического пу-
ти обозначим mpsx , при этом пусть 1mpsx = , когда (m, s)-

услуга предоставляется пользователю, которого связывает с 
источником s физический путь p; в противном случае 

0mpsx = . Теперь состояние всех логических путей сети можно 

описать набором матриц 1( ,..., ,..., )s S=x X X X , где матрица 

 

11 1

1

...

... ...

...

s

s s s

s P s

s

M s M P s

x x

x x

 
 

=  
 
 

X  

определяет детальное состояние всех логических путей к ис-
точнику s ∈S . Множество всех возможных матриц такого 

вида обозначим {0,1}
s s

s

M P
∈
∑

= SXɶ . 

3.1.2. Пространство состояний и стационарное 
распределение цепи Маркова 

Определим для каждого звена l ∈L , источника ls ∈S  и 

состояния сети ∈x Xɶ  функцию ( )
l

s

l
ms mps

p

y u x
∈

 
 =
 
 
∑x
P

, соот-

ветствующую состоянию (m, s)-услуги на l-звене. Здесь 

( ) {1, 0;
0, 0

a
u a

a
>= ≤   − функция Хевисайда.  

Обозначим ( )( )
,

( )
l

s

l l
ms m s

y
∈ ∈

=y x x
M S

 состояние услуг на 

l-звене, когда логические пути сети находятся в состоянии 
∈x Xɶ . Для l ∈L  введем величину 
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 ( ) ( ),
l

s

l
l ms ms

ms

c b y
∈∈

= ∈∑ ∑x x x
MS

Xɶ , (3.1) 

задающую количество занятых единиц емкости l-звена, если 
сеть находится в состоянии x . Тогда пространство состояний 
логических путей сети можно выразить следующим образом: 
 { : ( ) , }l lc C l= ≤ ∈x xX L . (3.2) 

Построение математической модели сети будем прово-
дить в предположении о независимости функционирования 
физических путей, и начнем с описания поведения логическо-
го пути при введенных ниже предположениях. На рис. 3.4 
изображена схема функционирования (m, p, s)-пути, на кото-
рой показаны его «жизненные циклы», состоящие из двух пе-
риодов: (m, p, s)-путь включен ( 1mpsx = ) и (m, p, s)-путь вы-

ключен ( 0mpsx = ). 

0mpsx = 1mpsx = 0mpsx = 1mpsx =

 
Рис. 3.4. Схема функционирования логического пути 

Будем рассматривать систему в простейших предполо-
жениях о поведении логического пути. Пусть все логические 
пути функционируют независимо друг от друга, поток запро-
сов на установление (m, p, s)-пути является пуассоновским с 
параметром mpsλ , а время предоставления услуги (время заня-

тия (m, p, s)-пути) является случайной величиной, распреде-
ленной по экспоненциальному закону с параметром mpsµ . По-

ведение (m, p, s)-пути опишем в терминах СМО 
M | M |1| 0

mps mpsλ µ  с «прозрачными заявками» [40]. В этой 

СМО заявка (запрос пользователя), поступившая на периоде 
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простоя прибора (период, когда логический путь выключен), 
занимает прибор и обслуживается в течение некоторого слу-
чайного интервала времени (период, когда логический путь 
включен). Все последующие заявки, поступившие в СМО на 
этом интервале времени, не теряются и не становятся в оче-
редь на обслуживание, а получают его вместе с заявкой, кото-
рая инициировала период занятости прибора, и покидают си-
стему вместе с ней. 

Пусть ( )mps tξ  – число заявок в СМО в момент времени 

0t ≥ . Процесс ( )mps tξ  ЦМ, у которой при любых значениях 

0mpsλ >  и 0mpsµ >  существует стационарное распределение 

 ( ){ }P , 0n mpsp t n nξ= = ≥ , 

вида 

 
1

, 0
1 1

n

mps
n

mps mps

p n
ρ

ρ ρ
 

= ≥  + + 
, 

где mps mps mpsρ λ µ= . 

Введем ЦМ { }( ), 0mpsX t t ≥ , описывающую поведение 

(m, p, s)-пути, и ее стационарное распределение 

 ( ) ( ){ } { }P , 0,1mps mps mps mps mpsx X t x xπ = = ∈ . 

Стационарное распределение этой ЦМ связано с распределе-
нием ЦМ ( )mps tξ  и имеет вид 

 

( )

( )

0

1

1
0 ,

1

1 .
1

mps
mps

mps
mps n

mpsn

p

p

π
ρ
ρ

π
ρ≥

= =
+

= =
+∑

 (3.3) 

Заметим, что стационарное распределение ЦМ 
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{ }( ), 0mpsX t t ≥  удовлетворяет уравнениям детального баланса 

 ( ) ( )0 1mps mps mps mpsπ λ π µ= , 

поэтому ЦМ является обратимой. 
Для описания функционирования логических путей вве-

дем составную ЦМ ( )
, ,

( ) ( )
s s

mps m p s
X t X t

∈ ∈ ∈
=

M P S
ɶ , которая по 

построению является обратимой на множестве Xɶ  со стацио-
нарным распределением  
 ( ) ( ),

s s

mps mps
s p m

xπ π
∈ ∈ ∈

= ∈∏ ∏ ∏x x
S P M

Xɶɶ , 

причем 

 
1

( )
1

s s mpss p m

π
ρ∈ ∈ ∈

=
+∏ ∏ ∏0ɶ

S P M

.  

Поведение системы с учетом ограниченной емкости 
звеньев может быть описано сужением этой ЦМ на множе-
ство X . Пусть ( )X t  является сужением ОЦМ ( )X tɶ  на мно-

жество ⊆X Xɶ . 
Теорема 3.1. Стационарное распределение 

( ) P{ ( ) }X tπ = =x x  ЦМ { }( ), 0X t t ≥  имеет мультипликатив-

ный вид 

 
1

( ) ( ) , ,

( ) .

mps

s s

mps

s s

x
mps

s p m

x
mps

s p m

π π ρ

π ρ

∈ ∈ ∈

−

∈ ∈ ∈ ∈

= ∈

=

∏ ∏ ∏

∑∏ ∏ ∏
x

x 0 x

0

S P M

X S P M

X

 (3.4) 

Доказательство. Из основного свойства сужения ОЦМ 
следует, что для любого состояния r  ЦМ  
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( )
( )

( )
( ) ( )

s s

s s

mps mps
s p m

mps mps
s p m

r

x

π
ππ

π π
∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= = =
∏ ∏ ∏

∑ ∑∏ ∏ ∏
x x

r
r

x

ɶ

ɶ

S P M

X X S P M

 

 
1

1

mps

mps

s s s s

mps mps

s s

s s

r
rmps
mps

mpss p m s p m

x x
mps mps

x s p m
mpsx s p m

ρ
ρ

ρ

ρ ρ
ρ

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈
∈ ∈ ∈ ∈

+
= = =

+

∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏

∑∏ ∏ ∏∑∏ ∏ ∏

S P M S P M

X S P M
X S P M

 

 ( ) ,mps

s s

r
mps

s p m

π ρ
∈ ∈ ∈

= ∈∏ ∏ ∏0 r
S P M

X . � 

3.1.3. Вероятностные характеристики модели 
Зная стационарное распределение, можно получить вы-

ражения для основных вероятностных характеристик модели. 
Для любого множества Ω ⊆ Xɶ  определим функцию  

 ( ) mps

s s

x
mps

s p m

G ρ
∈Ω ∈ ∈ ∈

Ω = ∑∏ ∏ ∏
x S P M

, (3.5) 

и тогда нормирующую константу распределения (3.4) можно 
представить в виде 

 1( ) ( )Gπ − =0 X .  
Выражения для многих важных характеристик модели, кото-
рые задаются вероятностью некоторого события, могут быть 
получены посредством функции ( )G Ω  следующим образом: 

 
( )

P{ } ( )
( )

G

G
π

∈Ω

Ω∈Ω = =∑
x

x x
X

. (3.6) 

К искомым характеристикам относятся вероятности блоки-
ровки соединений и ряд других характеристик, к рассмотре-
нию которых мы переходим. 
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Пусть mpsB  – множество состояний блокировок (m, p, s)-

пути, т.е. подмножество состояний логических путей, в кото-
рых запрос на предоставление (m, s)-услуги по физическому 
пути sp ∈P  блокируется по причине нехватки свободных ре-

сурсов звеньев. Для того чтобы запрос на установление мно-
гоадресного соединения оказался заблокированным, необхо-
димо, чтобы одновременно выполнялись два условия: на ка-
ком-либо звене (или нескольких звеньях) соответствующего 
физического пути не было достаточного числа msb  свободных 

единиц емкости и запрашиваемая (m, s)-услуга не предостав-
лялась через такое звено другим пользователям. Поэтому 
множество блокировок (m, p, s)-пути имеет вид 

 { }: : ( ) 0, ( )l
mps ps ms l ms ll y c b C= ∈ ∃ ∈ = + >x x xB X L . (3.7) 

Значение вероятности P{ }mps mpsB = ∈x B  можно получить по 

формуле (3.6).  
Помимо вероятности потерь интерес представляют ве-

роятность того, что услуга предоставляется пользователю, и 
вероятность того, что услуга не предоставляется, но ресурсов 
достаточно, чтобы по запросу инициировать ее предоставле-
ние. Введем для любой тройки (m, p, s), sm∈M , sp ∈P , s ∈S , 

события 

 { }: 1mps mpsx= ∈ =xF X  (3.8) 

и 

{ }: 0, ( ) ( ) 1l
mps mps ps l ms l msx l c b C y= = ∀ ∈ + ≤ ∨ =x x xH L . (3.9) 

Вычислить соответствующие вероятности P{ }mps mpsF = ∈x F  

и P{ }mps mpsH = ∈x H  также можно по формуле (3.6). Первая 

из этих величин представляет собой вероятность того, что 
(m, p, s)-путь включен, вторая – вероятность того, что 
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(m, p, s)-путь выключен, но в сети достаточно ресурсов для 
его включения. 

Легко видеть, что для любого (m, p, s)-пути система 
множеств mpsB , mpsF , mpsH  является разбиением простран-

ства состояний X , поэтому вероятности этих событий связа-
ны соотношением 
 1mps mps mpsB F H+ + = . (3.10) 

Лемма 3.1. Для любой тройки (m, p, s), sm∈M , sp ∈P , 

s ∈S , выполняется соотношение 
 mps mps mpsF Hρ= . (3.11) 

Доказательство. Зафиксируем некоторую тройку 
( m̂ , p̂ , ŝ ), ˆˆ sm∈M , ˆˆ sp ∈P , ŝ ∈S . По определению множества 

mpsH  соответствующая ( m̂ , p̂ , ŝ )-пути компонента для любо-

го ˆ ˆ ˆmps∈x H  равна нулю, то есть ˆ ˆ ˆ 0mpsx = , и для каждого 

ˆ ˆpsl ∈L  выполняется соотношение 

 
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ\{ }ˆ\{ }

( ) ( )
l

s s

l l
ms ms ms ms l ms

m m ms s

c b y b y C b
∈ ∈∈

= + ≤ −∑ ∑ ∑x xɶ

M MS

. 

Левая часть неравенства, обозначенная cɶ , определяет сум-
марный ресурс l -звена, занятый в состоянии x : ( )lc c=x ɶ , ес-

ли ( )ˆ ˆ 0l
msy =x , и ˆ ˆ( )l msc c b= +x ɶ  в противном случае. 

Для любого ˆ ˆ ˆmps∈x H  состояние сети ( )ˆ ˆ ˆmps′ = +x x 1  при-

надлежит множеству ˆ ˆ ˆmpsF  (здесь ˆ ˆ ˆmps1  – вектор, (m̂ , p̂ , ŝ )-я 

компонента которого равна 1, а остальные – 0). Действитель-
но: ˆ ˆ ˆ 1mpsx′ = , для ˆ ˆ\ psl ∈L L  выполняется равенство 

( ) ( )l lc c′ =x x , и для всех ˆ ˆpsl ∈L  
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( ) ( )

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ\{ }ˆ\{ }

ˆ ˆ

( )

.

l
s s

l l
l ms ms ms ms ms

m m ms s

ms l

c b y b y b

c b C

∈ ∈∈

′ = + + =

= + ≤

∑ ∑ ∑x x x
M MS

ɶ

 

С другой стороны, для любого ˆ ˆ ˆmps′∈x F  найдется такое 

состояние ˆ ˆ ˆmps∈x H , что ( )ˆ ˆ ˆmps′ = +x x 1 . Таким образом, отоб-

ражение ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )mps mpsϕ′ = = +x x x 1  является биекцией из ˆ ˆ ˆmpsH  в 

ˆ ˆ ˆmpsF . 

Переходя к вероятностям, получаем для любого 

ˆ ˆ ˆmps′∈x F  

 

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

1
ˆ

ˆ ˆ\{ } \{ }

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ\{ }

( ) ( )

( ),

mpsmps

s s s s

mps

s

xx
mps mps

s s p m p p m

x
mps mpsmps

m m

Gπ ρ ρ

ρ ρ ρ π

−

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈

′ = ×

× =

∏ ∏ ∏ ∏ ∏

∏

x

x

S P M P M

M

X

 

где ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆmps mps′= − ∈x x 1 H , и окончательно 

 ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )
mps mps

mps mpsF π π
′∈ ∈

′= = + =∑ ∑
x x

x x 1
F H

 

 
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )
mps

mps mps mpsHρ π ρ
∈

= =∑
x

x
H

.� 

Следствие 3.1. Для любого (m, p, s)-пути, sm∈M , sp ∈P , 

s ∈S , верно соотношение 

 ( )1
1

mps
mps mps

mps

F B
ρ

ρ
= −

+
. (3.12) 

Доказательство. Для доказательства достаточно вос-
пользоваться утверждением леммы 3.1 и соотношением 
(3.10). � 
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3.2. Модель отдельного звена сети 

3.2.1. Построение модели 
Рассмотрим сеть мультивещания, в которой для некото-

рого звена *l ∈L  выполняются соотношения 
 *

*l s

ms l
ms

b C
∈∈

>∑ ∑
MS

;  

 
l

s

ms l
ms

b C
∈∈

≤∑ ∑
MS

, \ { }l l∗∈L . 

Таким образом, все звенья, кроме звена l∗ , имеют не-
ограниченные ресурсы для обслуживания запросов пользова-
телей. Такую сеть называют сетью с выделенным звеном. Яс-
но, что задача анализа блокировок в сети с выделенным зве-
ном сводится к анализу сети, состоящей из одного звена 

*{ }l=L  и имеющей один источник, который предоставляет 

услуги из множества 
*l

s

s∈

=
S

M M∪ . Далее для краткости ин-

дексы l∗  и s  будем опускать: *l
C C= , 

*l=P P . 

Модель отдельного звена будем описывать с помощью 
многопотоковой СМО без накопителя, состоящей из C  при-
боров, на которую поступает | |M = M  потоков заявок. Будем 
считать, что все поступающие потоки являются пуассонов-
скими и независимы в совокупности. Если на момент поступ-
ления m-заявки в системе нет ни одной заявки этого потока, 
то поступившая заявка принимается при условии наличия mb  

свободных приборов и занимает их на случайное время, рас-
пределенное экспоненциально с параметром mµ  и не завися-

щее ни от длительности обслуживания заявок других потоков, 
ни от процессов поступления. Все поступившие в течение 
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этого интервала времени m-заявки принимаются на обслужи-
вание без выделения дополнительных приборов, а по истече-
нии указанного интервала одновременно покидают систему и 

mb  приборов освобождаются. Потеря заявки происходит в 

том случае, если при ее поступлении в системе нет заявок то-
го же потока, а также нет достаточного количества свободных 
приборов.  

Обозначим m
m

m

λρ
µ

= , где 1,..., Mλ λ  – интенсивности 

входящих потоков. Согласно [35], параметры 1,..., Mρ ρ  связа-

ны с интенсивностями потоков запросов на включение соот-
ветствующих логических путей в сети соотношением 
 (1 ) 1, 1,...,m mp

p

m Mρ ρ
∈

= + − =∏
P

. (3.13) 

Положим C = ∞ , в этом случае все поступившие в си-
стему заявки принимаются на обслуживание и потери отсут-
ствуют. Пусть случайный процесс { ( ), 0}mY t t ≥ , 1,...,m M= , 

находится в состоянии 1, если в момент 0t ≥  в системе об-
служивается хотя бы одна m-заявка, и в состоянии 0 в про-

тивном случае. Аналогично ЦМ { }( ), 0mpsX t t ≥ , введенной в 

разделе 3.1.2, процесс { ( ), 0}mY t t ≥  является ОЦМ и имеет 

стационарное распределение 

 ( ) P{ ( ) } , {0,1}
1

my
m

m m m m m
m

y Y t y y
ρπ

ρ
= = = ∈

+
. (3.14) 

Рассмотрим составную ЦМ 

 ( ){ }( ) ( ) , 0m m
Y t Y t t∈= ≥

M
ɶ , 
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определенную на множестве {0,1} M=Yɶ . По построению эта 

цепь является ОЦМ на данном множестве и, как следует из 
формулы (3.14), имеет стационарное распределение 

 1

1

( ) ( ) ,m

M
y
m

m

Gπ ρ−

=
= ∈∏y yY Yɶ ɶɶ , (3.15) 

где функция ( )G Ω  для любого множества Ω ⊆ Yɶ  определяет-
ся соотношением 

 
1

( ) m

M
y
m

m

G ρ
∈Ω =

Ω = ∑∏
y

. (3.16) 

Из (3.16) следует, что нормирующая константа ( )G Yɶ  распре-

деления ЦМ { ( ), 0}Y t t ≥ɶ  равна 

 
1

( ) (1 )
M

m
m

G ρ
=

= +∏Yɶ . (3.17) 

ЦМ { ( ), 0}Y t t ≥ɶ  с пространством состояний Yɶ  и рас-

пределением (3.15) описывает состояние модели при C = ∞ . 
Пусть теперь C < ∞  и, следовательно, возможны потери за-
явок. Будем считать, что потерянные заявки не оказывают 
влияние на интенсивность соответствующего входящего по-
тока. В этом случае функционирование системы описывает 
ЦМ { ( ), 0}Y t t ≥ , являющаяся сужением ЦМ { ( ), 0}Y t t ≥ɶ  на 
множество 
 { : ( ) }c C= ∈ ≤y yY Yɶ , (3.18) 

где 
1

( )
M

m m
m

c b y
=

=∑y  – число занятых приборов в состоянии 

∈y Yɶ . Как сужение обратимой цепи ( )Y t  также обратима, и, 

следовательно, справедлива следующая теорема. 
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Теорема 3.3. Стационарное распределение ЦМ 
{ ( ), 0}Y t t ≥  имеет мультипликативный вид 

 1

1

( ) ( ) ,m

M
y
m

m

Gπ ρ−

=
= ∈∏y yY Y , (3.19) 

где ( )G Y  – нормирующая константа: 

 
1

( ) m

M
y
m

m

G ρ
∈ =

= ∑∏
y Y

Y . (3.20) 

3.2.2. Вероятностные характеристики 
Как и для модели сети, характеристики отдельного звена 

могут быть выражены с использованием функции ( )G Ω  от 
соответствующего подмножества пространства состояний по-
средством соотношения (3.6). К таким характеристикам отно-
сятся вероятность потери заявок, вероятность того, что m-
заявка находится в системе и вероятность того, что m-заявок в 
системе нет, но если такая заявка поступит, то будет принята 
на обслуживание. Напомним, что условием потери заявки по-
мимо недостаточного числа свободных приборов является от-
сутствие в системе заявок данного потока. Следовательно, 
множество потерь m-заявок имеет вид 
 { : ( ) , 0}m m mc b C y= ∈ + > =y yB Y . (3.21) 

Множество таких состояний, что m-заявка находится в 
системе, имеет вид 
 { }: 1m my= ∈ =yF Y , (3.22) 

тогда как множество таких состояний, что m-заявок в системе 
нет, но если заявка поступит, то будет принята на обслужива-
ние, принимает вид 
 { }: ( ) , 0m m mc b C y= ∈ + ≤ =y yH Y . (3.23) 

Физический смысл первого события состоит в том, что соот-
ветствующие m-услуге данные передаются через рассматри-
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ваемое звено. Во втором случае m-услуга через звено не 
предоставляется, но ресурсов достаточно, чтобы по запросу 
пользователя инициировать ее предоставление. 

Легко видеть, что и здесь для любого 1,...,m M=  систе-

ма множеств mB , mF , mH  является разбиением пространства 

состояний Y . Следовательно, вероятности данных событий 

связаны соотношением 
 1m m mB F H+ + = .  

Устанавливающие дополнительную связь между этими 
вероятностями лемма 3.2 и следствие 3.2 из нее доказываются 
аналогично соответствующим утверждениям, сформулиро-
ванным в разделе 3.1.3.  

Лемма 3.2. Для любого 1,...,m M=  выполняется соот-
ношение 
 m m mF Hρ= . (3.24) 

Следствие 3.2. Для любого 1,...,m M=  верно соотноше-
ние 

 ( )1
1

m
m m

m

F B
ρ

ρ
= −

+
. (3.25) 

При анализе отдельного звена сети мультивещания ин-
терес представляет характеристика случайной величиной 
(СВ) γ , принимающей значение ( )c y . Заметим, что γ  являет-
ся СВ числа занятых приборов в рассматриваемой СМО и со-
ответствует случайному числу занятых единиц емкости звена 
сети. Если за единицу емкости принять величину одной еди-
ницы канального ресурса, то γ  представляет собой СВ шири-
ны полосы пропускания (ШПП), занятой на звене сети при 
обслуживании установленных через него соединений. Сред-
нее значение занятой ШПП, то есть среднее число занятых 
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приборов в рассматриваемой модели, можно найти как мате-

матическое ожидание (1)c  СВ γ , а именно 

 (1) ( ) ( )c c π
∈

= ∑
y

y y
Y

. (3.26) 

При этом величина 
(1)c

C
 представляет собой коэффициент ис-

пользования звена. 
Лемма 3.3. Для нахождения среднего числа занятых 

приборов применима формула 

 (1)

1

M

m m
m

c b F
=

=∑ . (3.27) 

Доказательство. 

1 1 1

1 \

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

m m

m m

M M M

m m m m m
m m m

M

m m m
m

M M

m m m m
m m

b F b b y

b y y

b y b y c

π π

π π

π π π

= = ∈ = ∈

= ∈ ∈

= ∈ ∈ = ∈

= = =

 
 = + =
 
 

= = =

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

y y

y y

y y y

y y

y y

y y y y

F F

F Y F

Y Y Y

�

 

Утверждение следующей леммы вытекает из соотноше-
ний (3.25) и (3.27). 

Лемма 3.4. Среднее число занятых приборов в системе 
выражается формулой 

 ( )(1)

1

1
1

M
m

m m
mm

c b B
ρ

ρ=
= −

+∑ . (3.28) 

В следующем разделе мы рассмотрим эффективный ме-
тод численного анализа системы, предложенный в [35] и ос-
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нованный на рекуррентном вычислении нормирующей кон-
станты ( )G Y . 

3.2.3. Алгоритм свертки 
Для вывода алгоритма расчета вероятностных характе-

ристик модели прежде всего необходимо исследовать свой-
ства множества Y  и получить алгоритм для расчета норми-

рующей константы ( )G Y . 

Введем для m ∈M  и 0,...,n C=  множества 

 ( ) ( ){ }1, ( ) ( ,..., ) : ( )mm n m y y c m n= = =y yY . 

Доопределим данную систему множеств для значений 0m =  
и 0n <  следующим образом: 

 

( , ), 1,..., , 1,..., ;

{0}, 0,..., , 0;
( , )

, 0, 1,..., ;

, 0,..., , 0.

m n m M n C

m M n
m n

m n C

m M n

= =
 = == ∅ = =
∅ = <

Y

Y  (3.29) 

По построению множества ( , )m nY  удовлетворяют соотноше-

ниям  
 ( , ) ( , ) ,m n m n n n= ∅ ≠Y Y ɶ ɶ∩ , 

для любого 0,...,m M=  и 

 
0

( , )
C

n

M n
=

=Y Y∪ . 

Для всех 1,...,m M=  и 1,...,n C=  множество ( , )m nY  предста-

вимо в виде 
 { } { }( , ) ( 1, ) 0 ( 1, ) 1mm n m n m n b= − × − − ×Y Y Y∪ . (3.30) 

Введем функцию 
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( ) ( , ) 1

( , ) i

m
y
i

m m n i

g m n ρ
∈ =

= ∑ ∏
y Y

 

и заметим, что 

 
0

( ) ( , )
C

n

G g M n
=

=∑Y . (3.31) 

Лемма 3.5. Функцию ( , )g m n  можно вычислить по 
формуле 

 

0, 0, 1,..., ;

0, 0,..., , 0;

( , ) 1, 0,..., , 0;

1,..., ,
( 1, ) ( 1, ),

1,..., .m m

m n C

m M n

g m n m M n

m M
g m n g m n b

n C
ρ

= =
 = <= = =
 =
 − + − −

=

(3.32) 

Доказательство. Первые три строки формулы очевид-
ным образом следуют из (3.29). Докажем утверждение чет-
вертой строки. В силу (3.30) имеем: 

 
( ) ( , ) 1

( , ) i

m
y
i

m m n i

g m n ρ
∈ =

= =∑ ∏
y Y

 

 
( ) { } ( ) { }( ) 1, 0 ( ) 1, 11 1

i i

k

m m
y y
i i

m m n m m n bi i

ρ ρ
∈ − × ∈ − − ×= =

= + =∑ ∑∏ ∏
y yY Y

 
( 1) ( 1, ) ( 1) ( 1, )1 1

i i

m

m m
y y
i i m

m m n m m n bi i

ρ ρ ρ
− ∈ − − ∈ − −= =

 
 = + =
 
 

∑ ∑∏ ∏
y yY Y

 

 ( ) ( )1, 1,m kg m n g m n bρ= − + − − . � 

Лемма 3.5 и формула (3.31) определяют алгоритм для 
расчета нормирующей константы ( )G Y . Вывод формул для 

расчета вероятностных характеристик проведем для услуги с 
номером M . Это не ограничивает общности, поскольку все-
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гда можно перенумеровать услуги, присваивая номер M  той 
из них, для которой необходимо провести вычисления. 

Теорема 3.4. Вероятностные характеристики MB , MF , 

MH  и (1)c  звена сети мультивещания вычисляются по форму-

лам 

 
1

0 1

( , ) ( 1, )
M

C C

M
n n C b

B g M n g M n

−

= = − +

 
= − 
 
∑ ∑ . (3.33) 

 
1

0 0

( , ) ( 1, )
MC bC

M M
n n

F g M n g M nρ
− −

= =

 
= − 
 
∑ ∑ , (3.34) 

 
1

0 0

( , ) ( 1, )
MC bC

M
n n

H g M n g M n

− −

= =

 
= − 
 
∑ ∑ , (3.35) 

 

 
1

(1)

0 1

( , ) ( , )
C C

n n

c g M n ng M n

−

= =

 
=  
 
∑ ∑ . (3.36) 

Доказательство. Ограничимся доказательством формулы 
(3.33), остальные формулы теоремы доказываются аналогич-
но. Множество блокировок представимо в виде 

( ){ }
( ) ( ){ } { } { }

: 1 , 0

ˆ1 : 1 ( 1) 0 ( 1) 0 ,

M M M

not

M

C b c C y

M C b c M C M

= ∈ − + ≤ ≤ = =

= − − + ≤ − ≤ × = − ×

y y

y y

B Y

Y

ɶ

отсюда, с использованием введенного обозначения,  

 ( )
( )

1

ˆ1 ( 1) 11

1 ( 1, )i

M

M C
y

M i
M M n C bi

G g M nρ
−

− ∈ − = − +=
= ⋅ = −∑ ∑∏

y Y

B . 

Из формул (3.6) и (3.31) следует (3.33). � 
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Формулы (3.31)–(3.36) определяют рекуррентный алго-
ритм расчета вероятностных характеристик отдельного звена 
сети мультивещания. 
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4. Модель сети с многоадресными и 
одноадресными соединениями 

При анализе сети, в которой передача трафика осу-
ществляется посредством как одноадресных, так и многоад-
ресных соединений, естественно использовать комбинации 
рассмотренных выше методов. Однако необходимо учитывать 
ряд особенностей, вызванных более сложной комбинаторной 
структурой пространства состояний модели. В данной главе 
построена [37, 39] модель сети произвольной структуры с 
двумя типами соединений, построен рекуррентный метод 
расчета вероятностных характеристик сети древовидной 
структуры, представлены модели и методы расчета для пол-
нодоступного звена сети и отдельного звена с резервировани-
ем ресурсов. 

4.1. Мультипликативность стационарного 
распределения 

4.1.1. Построение модели 
Будем рассматривать сеть произвольной топологии, со-

стоящую из некоторого числа узлов, соединенных звеньями. 
Пусть, как и в предыдущих главах, L  – общее число звеньев 
сети, а {1,2,..., }L=L  – множество всех звеньев, занумерован-

ных произвольным образом. Обозначим lC  емкость l-звена. 

Обозначим {1,..., }S=S  множество всех источников в сети и 

{1,..., }s sM=M  – множество услуг, предоставляемых s-

источником. Пусть msb  – число единиц емкости звена, требу-

емое для предоставления услуги sm∈M . Обозначим 

{1,..., }s sP=P  множество физических путей от s-источника, 
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ps ⊆L L  – множество всех звеньев p-пути к s-источнику, 

{ : }l
s s psp l= ∈ ∈P P L  – множество физических путей к s-

источнику, проходящих через звено l ∈L , и 

{ : }l l
ss= ∈ ≠ ∅S S P  – множество источников, предоставля-

ющих услуги через l-звено. 
Одноадресные соединения, в отличие от многоадресных, 

могут быть установлены между двумя произвольным узлами 
сети. Обозначим {1,2,..., }K=K  множество всех классов од-
ноадресных соединений сети. Как и во второй главе, каждый 
класс соединений характеризуется двумя параметрами: марш-
рутом, то есть множеством звеньев сети, через которые уста-
навливается соединение, и требованием к емкости, которую 
необходимо выделить соединению на каждом звене соответ-
ствующего маршрута. Пусть k ⊆L L  – маршрут, а kd  – требо-

вание к емкости, выделяемой на каждом звене маршрута для 
соединения k-класса. Введем также множество 

{ : }l
kk l= ∈ ∈K K L  классов одноадресных соединений, 

маршруты которых включают l -звено. 
На рис. 4.1 представлена схема модели с параметрами 

многоадресных и одноадресных соединений. На данном при-
мере поясним введенные обозначения. Сеть состоит из пяти 
звеньев, следовательно {1,2,...,5}=L ; на каждом звене надпи-
сана его емкость. На рис. 4.1, а показаны параметры многоад-
ресных соединений сети. Сеть имеет два источника, изобра-
женных на рисунке цилиндрами, т.есть {1,2}=S , и четыре 
узла подключения пользователей, отмеченных треугольника-
ми. Около каждого источника на рисунке указано множество 
предоставляемых им услуг sM , а также необходимое для 

предоставления каждой услуги число единиц емкости, кото-
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рую следует выделить услуге на каждом звене соответствую-
щего физического пути. Физические пути (штрихпунктирная 
линия) к первому источнику информации образуют множе-
ство 1 {1,2,3,4}=P , и множества их звеньев имеют вид 

11 {1}=L , 21 {2}=L , 31 {3,4}=L  и 41 {3,5}=L . Ко второму ис-

точнику ведут три физических пути, так как можно считать, 
что пользователь 3 подсоединен ко второму источнику 
напрямую, а не через звенья рассматриваемой сети, и 

2 {1,2,3}=P , при этом 12 {1,3,4}=L , 22 {2,3,4}=L  и 32 {4,5}=L . 

Наконец, если рассматривать, например, третье звено, то че-
рез него проходят два физических пути к первому источнику: 

3
1 {3,4}=P  и два ко второму источнику: 3

2 {1,2}=P .  

2

12

{1}
30b

=
=

M

1

11 21

{1,2}
25b b

=
= =

M

 

а) многоадресные соединения 

Рис. 4.1. Схема мультисервисной сети с двумя  
типами соединений 
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б) одноадресные соединения 

Рис. 4.1 (продолжение). Схема мультисервисной сети с двумя  
типами соединений 

На рис. 4.1,б пунктирными линиями изображены марш-
руты классов одноадресных соединений. Рядом с каждым 
маршрутом указано требуемое для соединения число единиц 
емкости звеньев. Легко видеть, что всего имеется восемь 
классов одноадресных соединений, {1,2,...,8}=K , с парамет-

рами 1 2 {1,2}= =L L , 3 {2,3,5}=L  и т. д. и 2 10d = , 8 15d =  и 

5kd = , \ {2,8}k ∈K . Вновь обратимся к звену 3: множество 

классов одноадресных соединений, маршруты которых про-

ходят через это звено, имеет вид 3 {3,4,5,6}=K . 
Вернемся к построению модели и сделаем предположе-

ния о характере запросов на установление соединений обоих 
типов и о продолжительности этих соединений. Состояние 
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(m, p, s)-пути обозначим {0,1}mpsx ∈ : 1mpsx =  (в этом случае 

говорят, что путь «включен»), если s-источник передает по p–
пути данные, соответствующие m-услуге, и 0mpsx =  (говорят, 

что путь «выключен») в противном случае. Условием вклю-
чения логического пути по запросу пользователя является 
наличие для этого ресурсов на всех звеньях соответствующе-
го маршрута, а именно: на каждом звене psl ∈L  (m, s)-услуга 

либо уже предоставляется другому пользователю (свойство 
мультивещания), либо имеется msb  свободных единиц емко-

сти. При включении услуги на тех звеньях маршрута, через 
которые услуга ранее не предоставлялась, под передачу дан-
ных выделяется msb  единиц емкости звена, освобождаемых 

после окончания предоставления услуги по всем проходящим 
через звено физическим путям. Если на момент поступления 
запроса хотя бы на одном из звеньев psL  не оказывается сво-

бодных ресурсов, происходит блокировка установления со-
единения, (m, p, s)-путь остается в состоянии 0 и запрос поль-
зователя теряется.  

Запрос пользователя на установление одноадресного со-
единения k-класса удовлетворяется при условии наличия на 
каждом звене маршрута свободных kd  единиц емкости. В 

этом случае указанное число единиц ресурса предоставляется 
данному соединению до его разъединения, после чего осво-
бождается. При нехватке необходимых ресурсов на момент 
поступления запроса хотя бы на одном звене маршрута про-
исходит блокировка установления соединения и запрос поль-
зователя теряется. Обозначим kn .состояние k-класса одноад-

ресных соединений, которое определяется числом установ-
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ленных в сети соединений данного класса, 

min  
0,1,2,..., k

l
l

k
k

C
n

d
∈

  
  ∈ 

    

L
. 

Будем предполагать, что логические пути и одноадрес-
ные соединения функционируют независимо друг от друга. 
Пусть запросы на использование (m, p, s)-пути образуют 
пуассоновский поток интенсивности mpsλ , а время занятия 

пути не зависит от процесса поступления запросов и распре-

делено по экспоненциальному закону со средним 1
mpsµ− , 

/mps mps mpsρ λ µ= . Аналогично, пусть запросы на установле-

ние соединений k-класса образуют пуассоновский поток ин-
тенсивности kν , а времена занятия таких соединений не зави-

сят от моментов их установления и распределены по экспо-

ненциальному закону со средним 1
kκ − , k

k
k

a
ν
κ

= .  

4.1.2. Пространство состояний и стационарное 
распределение 

Легко показать, что в сети со звеньями неограниченной 
емкости, т.е. при lC = ∞ , l ∈L , ЦМ { ( ), 0}mpsX t t ≥ , sm∈M , 

sp ∈P , s ∈S , и ЦМ { ( ), 0}kN t t ≥ , k ∈K , описывающие со-

ответственно поведение (m, p, s)-пути и k-класса одноадрес-
ных соединений, являются ОЦМ со стационарными распреде-
лениями: 

 ( ) P{ ( ) } , {0,1}
1

mpsx
mps

mps mps mps mps mps
mps

x X t x x
ρ

π
ρ

= = = ∈
+

, (4.1) 
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и 

 ( ) P{ ( ) } e , {0,1,2,...}
!

k

k

n
ak

k k k k k
k

a
p n N t n n

n
−= = = ∈ . (4.2) 

Состояние модели определяется совокупностью состоя-
ний всех логических путей и классов одноадресных соедине-
ний. Рассмотрим составную ЦМ 

 ( ) ( )( ){ }, ,
( ) ( ) , ( ) , 0

s s
mps k km p s

Z t X t N t t∈∈ ∈ ∈
= ≥ɶ

KM P S
, 

описывающую поведение всех соединений сети при условии 
неограниченных емкостей звеньев. По построению данная 
цепь является ОЦМ на множестве 

 , {0,1} , {0,1,2,...}
s s

s

M P
K∈

∑
= × = =ɶ ɶ ɶɶ ɶ SZ X N X N , (4.3) 

и, как следует из формул (4.1) и (4.2), имеет стационарное 
распределение мультипликативного вида 

 1( ) ( , ) ( ) ,
!

k
mps

s s

n
x k
mps

ks p m k

a
G

n
π π ρ−

∈ ∈ ∈ ∈
= = ∈∏ ∏ ∏ ∏z x n zɶ ɶ

S P M K

Z Z , (4.4) 

где функция ( )G Ω  для любого множества Ω ⊆ ɶZ  определяет-
ся соотношением 

 ( )
!

k
mps

s s

n
x k
mps

ks p m k

a
G

n
ρ

∈Ω ∈ ∈ ∈ ∈
Ω = ∑∏ ∏ ∏ ∏

z S P M K

. (4.5) 

Из (4.5) следует, что нормирующая константа ( )G ɶZ  распре-

деления ЦМ { ( ), 0}Z t t ≥ɶ  имеет вид 

 ( ) (1 )e
k

k

s s

a

mps
s p m

G ρ ∈

∈ ∈ ∈

∑
= +∏ ∏ ∏ɶ K

S P M

Z . 
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Определим для каждого звена l ∈L , источников ls ∈S  
и состояний логических путей сети ∈x ɶX  функцию 

( )
l

s

l
ms mps

p

y u x
∈

 
 =
 
 
∑x
P

, соответствующую состоянию (m, s)-

услуги на l-звене, где ( )u ⋅  - функция Хевисайда. Обозначим 

( )( )
,

( )
l

s

l l
ms m s

y
∈ ∈

=y x x
M S

 состояние услуг на l-звене, когда ло-

гические пути сети находятся в состоянии ∈x ɶX , и 

( )( )( ) ( ), l
l l

k k
y n ∈=z z x

K
 – состояние всех соединений на l-

звене, когда сеть находится в состоянии ∈z ɶZ  (везде, где это 
не оговорено особо, вектор ∈z ɶZ  состоит из двух векторных 
компонент ∈x ɶX  и ∈n ɶN , а именно: ( , )=z x n ). Для l ∈L  
введем величины 

 

( ) ( )

( )

, ,

, ,

l
s

l

l
l ms ms

ms

l k k
k

b b y

d d n

∈∈

∈

= ∈

= ∈

∑ ∑

∑

x x x

n n

MS

K

X

N

ɶ

ɶ
 (4.6) 

и 
 ( ) ( ) ( ),l l lc b d= + ∈z x n z ɶZ , (4.7) 

представляющие собой число единиц емкости, занятых на l-
звене соответственно многоадресными соединениями, одно-
адресными соединениями и соединениями обоих типов, когда 
сеть находится в состоянии ∈z ɶZ .  

Пусть теперь lC < ∞ , l ∈L , и возможны блокировки 

установления многоадресных и одноадресных соединений. В 
этом случае пространство состояний модели примет вид 
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 { : ( ) , }l lc C l= ∈ ≤ ∈z zɶZ Z L . (4.8) 

Функционирование сети со звеньями ограниченной ем-
кости описывает ЦМ { ( ), 0}Z t t ≥ , являющаяся сужением ЦМ 

{ ( ), 0}Z t t ≥ɶ  на множество Z , заданное формулой (4.8). Из 
свойства сужения ОЦМ вытекает утверждение следующей 
теоремы. 

Теорема 4.1. ЦМ { ( ), 0}Z t t ≥  является обратимой со 
стационарным распределением мультипликативного вида 

 1( ) ( ) ,
!

k
mps

s s

n
x k
mps

ks p m k

a
G

n
π ρ−

∈ ∈ ∈ ∈
= ∈∏ ∏ ∏ ∏z z

S P M K

Z Z , (4.9) 

где ( )G Z  – нормирующая константа: 

 ( )
!

k
mps

s s

n
x k
mps

ks p m k

a
G

n
ρ

∈ ∈ ∈ ∈ ∈
= ∑∏ ∏ ∏ ∏

z Z S P M K

Z , (4.10)  

и пространство состояний Z  задано формулой (4.8). 

4.2. Модель отдельного звена сети 

4.2.1. Постановка задачи 
Предположим, что в модели сети, представленной в раз-

деле 4.1, все звенья, кроме некоторого звена *l , имеют не-
ограниченные ресурсы для обслуживания запросов пользова-

телей, т.е. lC = ∞  для *\ { }l l∈L . Задача анализа блокировок в 

такой системе сводится к анализу сети, состоящей из одного 

звена *l , с одним источником *s , который предоставляет 
услуги из множества 

*l

s

s∈

= ∪
S

M M , и множеством классов од-
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ноадресных соединений 
*lK . Далее для краткости индексы *l  

и *s  будем опускать: *l
C C= , 

*l=K K . 

Функционирование звена сети с двумя типами соедине-
ний будем описывать с помощью многопотоковой мультисер-
висной СМО без накопителя, изображенной на рис. 4.2. 

 
1 1 1, ,bλ µ

, ,M M Mbλ µ

1 1 1, ,dν κ

, ,K K Kdν κ

I
mBII

kB

 
Рис. 4.2. Схема модели звена сети с многоадресными и 

одноадресными соединениями 

На полнодоступную систему, состоящую из C  приборов 
(единиц емкости звена сети), поступают | |M = M  потоков за-
явок типа I и | |K = K  потоков типа II. Будем считать, что все 
M K+  поступающих в систему потоков являются пуассонов-
скими и независимы в совокупности. Первая группа потоков 
(I-потоки) моделирует поступление запросов на установление 
многоадресных соединений. Если на момент поступления 
(I, m)-заявки в системе нет ни одной заявки этого потока, то 
поступившая заявка принимается при условии наличия mb  

свободных приборов и занимает их на случайное время, рас-
пределенное экспоненциально с параметром mµ  и не завися-

щее ни от длительности обслуживания заявок других потоков, 
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ни от процессов поступления. Все поступившие в течение 
этого интервала времени (I, m)-заявки принимаются на об-
служивание без выделения дополнительных приборов, а по 
истечении указанного интервала одновременно покидают си-
стему и mb  приборов освобождаются. Потеря заявки типа I 

происходит только в том случае, если при ее поступлении в 
системе нет заявок того же потока, а также нет достаточного 

количества свободных приборов. Обозначим m
m

m

λρ
µ

= , где 

1,..., Mλ λ  – интенсивности входящих I-потоков. Заметим, что, 

аналогично модели звена сети мультивещания, параметры 

1,..., Mρ ρ  связаны с интенсивностями потоков запросов поль-

зователей на включение соответствующих логических путей в 
сети соотношением 
 

*

(1 ) 1, 1,...,
l

m mp

p

m Mρ ρ
∈

= + − =∏
P

. (4.11) 

Потоки второй группы (II-потоки) соответствуют пото-

кам запросов на установление через звено *l  одноадресных 
соединений. Поступившая (II, k)-заявка принимается на об-
служивание, если на момент ее прихода в системе имеется kd  

свободных приборов. Принятая заявка занимает это число 
приборов на случайное время, распределенное по экспонен-
циальному закону с параметром kκ  и также не зависящее ни 

от длительности обслуживания заявок других потоков, ни от 
процессов поступления, после чего заявка покидает систему, 
освобождая kd  приборов. Если на момент поступления заявки 

достаточного количества свободных приборов не оказывает-
ся, заявка теряется. Интенсивности 1,..., Kν ν  входящих пото-
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ков этого типа совпадают с интенсивностями соответствую-
щих потоков запросов пользователей, /k k ka ν κ= . 

4.2.2. Пространство состояний и стационарное 
распределение 

Положим C = ∞ , в этом случае все поступившие в си-
стему заявки принимаются на обслуживание и потери отсут-
ствуют. Пусть ЦМ { ( ), 0}mY t t ≥ , 1,...,m M= , находится в со-

стоянии 1, если в момент времени 0t ≥  в системе обслужива-
ется хотя бы одна (I, m)-заявка, и в состоянии 0 в противном 
случае. Как показано ранее в третьей главе, ЦМ { ( ), 0}mY t t ≥  

является обратимой со стационарным распределением 

 ( ) P{ ( ) } , {0,1}
1

my
m

m m m m m
m

y Y t y y
ρπ

ρ
= = = ∈

+
. (4.12) 

Введем также ЦМ, характеризующую II-потоки. Пусть 
( )kN t  – число (II, k)-заявок в системе в момент времени 0t ≥ , 

1,...,k K= . ЦМ { ( ), 0}kN t t ≥  также обратима, а ее стационар-

ное распределение имеет вид 

 ( ) P{ ( ) } e , {0,1,2,...}
!

k

k

n
ak

k k k k k
k

a
p n N t n n

n
−= = = ∈ . (4.13) 

Рассмотрим составную ЦМ 

 ( ){ }1 1( ) ( ),..., ( ), ( ),..., ( ) , 0M KZ t Y t Y t N t N t t= ≥ɶ . 

По построению { ( ), 0}Z t t ≥ɶ  является ОЦМ на множестве 

{0,1} {0,1,2,...}M K= × = ×ɶ ɶɶZ Y N  и, как следует из формул 

(4.12) и (4.13), имеет стационарное распределение 

 1

1 1

( ) ( ) , ( , )
!

k

m

nM K
y k
m

km k

a
G

n
π ρ−

= =
= = ∈∏ ∏z z y nɶ ɶɶ Z Z , (4.14) 
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где функция ( )G Ω  для любого множества Ω ⊆ ɶZ  определяет-
ся соотношением 

 
1 1

( )
!

k

m

nM K
y k
m

km k

a
G

n
ρ

∈Ω = =
Ω = ∑∏ ∏

z

. (4.15) 

Следовательно, нормирующая константа ( )G ɶZ  распределе-

ния ЦМ { ( ), 0}Z t t ≥ɶ  равна 

 1

1

( ) e (1 )

K

k
k

Ma

m
m

G ρ=

=

∑
= +∏ɶZ . 

ЦМ { ( ), 0}Z t t ≥ɶ  с пространством состояний ɶZ  и рас-
пределением (4.14) описывает состояние рассматриваемой 
системы для случая C = ∞ . 

Обозначим ( )c z  число занятых приборов системы в со-

стоянии ∈z ɶZ  и заметим, что эта величина представима в ви-
де 

 
1 1

( ) ( , ) ( ) ( )
M K

m m k k
m k

c c b d b y d n
= =

= = + = +∑ ∑z y n y n , (4.16) 

где ( )b y  и ( )d n  – число приборов, занятых в состоянии 
( , )=z y n  заявками I- и II-потоков соответственно. Пусть те-

перь C < ∞  и, следовательно, возможны потери заявок. Будем 
считать, что потерянные заявки обоих типов не оказывают 
влияние на интенсивность породившего их потока. В этом 
случае функционирование системы описывает ЦМ 
{ ( ), 0}Z t t ≥ , являющаяся сужением цепи { ( ), 0}Z t t ≥ɶ  на мно-
жество 
 { : ( ) }c C= ∈ ≤z zɶZ Z . (4.17) 
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Как сужение обратимой цепи она также обратима, и, следова-
тельно, справедлива следующая теорема. 

Теорема 4.4. Стационарное распределение ЦМ 
{ ( ), 0}Z t t ≥  имеет мультипликативный вид 

 1

1 1

( ) ( ) ,
!

k

m

nM K
y k
m

km k

a
G

n
π ρ−

= =
= ∈∏ ∏z zZ Z , (4.18) 

где ( )G Z  – нормирующая константа: 

 
1 1

( )
!

k

m

nM K
y k
m

km k

a
G

n
ρ

∈ = =
= ∑∏ ∏

z Z

Z . (4.19) 

4.2.3. Вероятностные характеристики 
Как и для сети в целом, ряд макрохарактеристик отдель-

ного звена могут быть выражены с использованием функции 
( )G Ω  от соответствующего подмножества пространства со-

стояний. К таким характеристикам, в частности, относятся 
вероятности потерь заявок потоков обоих типов, вероятность 
того, что (I, m)-заявка находится в системе и вероятность то-
го, что (I, m)-заявок в системе нет, но если такая заявка посту-
пит, то будет принята на обслуживание. Напомним, что усло-
вием потери заявки I-потока помимо недостаточного числа 
свободных приборов является отсутствие в системе заявок 
данного потока. Следовательно, множество потерь (I, m)-
заявок имеет вид 

 { : ( ) , 0}I
m m mc b C y= ∈ + > =z zB Z . (4.20) 

Заявки II-потоков теряются в том случае, если в системе не-
достаточно свободных приборов для их обслуживания. Таким 
образом, множество потерь (II, k)-заявок имеет вид 

 { : ( ) }II
k kc d C= ∈ + >z zB Z . (4.21) 
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Значения вероятностей P{ }I I
m mB = ∈z B  и 

P{ }II II
k kB = ∈z B  можно получить по формулам (4.18), (4.19), 

они соответствуют вероятностям блокировки многоадресных 
и одноадресных соединений, а в рассматриваемой системе 
дают вероятности потерь заявок по времени. 

Множество таких состояний, что (I, m)-заявка находится 
в системе (соответствующие m-услуге данные передаются че-
рез рассматриваемое звено), имеет вид 
 { }: 1m my= ∈ =zF Z . (4.22) 

Множество таких состояний, что (I, m)-заявок в системе нет, 
но если такая заявка поступит, то будет принята на обслужи-
вание (m-услуга через звено не предоставляется, но ресурсов 
достаточно, чтобы по запросу пользователя инициировать ее 
предоставление), принимает вид 
 { }: ( ) , 0m m mc b C y= ∈ + ≤ =z zH Z . (4.23) 

Как и для модели сети произвольной топологии, для 
рассматриваемой модели верны соотношение (4.24) и утвер-
ждения леммы 4.2 и следствия из нее: 

 1I
m m mB F H+ + = . (4.24) 

Лемма 4.2. Для любого 1,...,m M=  выполняется соот-
ношение 
 m m mF Hρ= . (4.25) 

Следствие 4.1. Для любого 1,...,m M=  верно соотноше-
ние 

 ( )1
1

Im
m m

m

F B
ρ

ρ
= −

+
. (4.26) 
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При анализе отдельного звена сети интерес представля-
ют характеристики дискретных СВ β , δ  и γ , которые при-
нимают значения ( )b z , ( )d z  и ( )c z  соответственно. Здесь γ  
является случайной величиной числа занятых приборов в рас-
сматриваемой системе и соответствует случайному числу за-
нятых единиц емкости звена мультисервисной сети. Анало-
гично интерпретируются СВ β  и δ  для многоадресных и од-
ноадресных соединений соответственно. В частности, среднее 
число занятых приборов в рассматриваемой модели можно 

найти как математическое ожидание (1)c  СВ γ , а именно 

 (1) ( ) ( )c c π
∈

= ∑
z

z z
Z

. (4.27) 

Величина (1)c C  представляет собой коэффициент использо-
вания звена. 

Лемма 4.3. Для нахождения среднего числа приборов 
системы, занятых I-заявками, применима формула 

 (1)

1

M

m m
m

b b F
=

=∑ . (4.28) 

Лемма 4.4. Среднее число занятых I-заявками приборов 
в системе выражается формулой 

 ( )(1)

1

1
1

M
Im

m m
mm

b b B
ρ

ρ=
= −

+∑ . (4.29) 

4.2.4. Метод расчета вероятностных характеристик 
Введем разбиение пространства состояний Z  по числу 

занятых в системе приборов 
 { }( ) : ( ) , 0,...,n c n n C= ∈ = =z zZ Z , 
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0

( )
C

n

n
=

=Z Z∪ , 

 ( ) ( ) , , , 0,...,i j i j i j C∩ = ∅ ≠ =Z Z , 

и маргинальное распределение числа занятых приборов 
 ( )( ) P ( ) , 0,...,P n n n C= =Z . (4.30) 

Тогда множество потерь (II, k)-заявок представимо в виде  

 
1

( ), 1,...,
k

C
II

k
n C d

n k K
= − +

= =B Z∪ , 

а вероятность их потерь определяется формулой 

 
1

( ), 1,...,
k

C
II
k

n C d

B P n k K
= − +

= =∑ . 

Множество I
mB  потерь (I, m)-заявок имеет более слож-

ную структуру по сравнению с множеством потерь заявок II-
потоков. Введем систему событий 
 { }( ) : ( ) , 0 , 0,..., , 1,...,m mn c n y n C m M= ∈ = = = =z zZ Z , 

и соответствующее распределение вероятностей 
 ( )( ) P ( ) , 0,..., , 1,...,m mP n n n C m M= = =Z . (4.31) 

Теперь множество потерь заявок первого типа представимо в 
виде 

 
1

( ), 1,...,
m

C
I

m m
n C b

n m M
= − +

= =B Z∪ , 

а вероятности потерь (I, m)-заявок вычисляются по формуле 
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1

( ), 1,...,
m

C
I
m m

n C b

B P n m M
= − +

= =∑ . 

Для случаев, когда в систему поступают заявки только 
одного типа, эффективные вычислительные алгоритмы для 
расчета распределений (4.30) и (4.31) нам уже известны. Так, 
если 0M = , то для вычисления ( )P n  можно использовать ал-

горитм Кауфмана – Робертса, если же 0K = , то ( )P n  и ( )MP n  

можно найти с помощью алгоритма, представленного в разде-
ле 3.2.3.  

Для вычисления ( )P n  в общем случае ( 0M > , 0K > ) 
естественно воспользоваться сочетанием этих двух алгорит-
мов на основе соотношения 

 ( )
0

( ) ( ) ( ) , 0,...,
n

i

n i n i n C
=

= × − =Z Y C∪ , 

где  

 { }( ) : ( )n b n= ∈ =y yY Yɶ , 

 { }( ) : ( )n d n= ∈ =n nC Nɶ . 

Легко показать, что для любых множеств Ω ⊆ Yɶ  и ϒ ⊆ Nɶ  
 ( ) ( ) ( )G G GΩ× ϒ = Ω ϒ . 

Тогда в вероятностной форме для 0,...,n C=  получим 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )1

0

( )
( ) ( ) ( )

n

i

G n
P n G G i G n i

G
−

=
= = −∑

Z
Z Y C

Z
. (4.32) 

Аналогичное соотношение имеет место для ( )mP n : 
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 ( )
0

( ) ( ) ( ) , 0,...,
n

m m
i

n i n i n C
=

= × − =Z Y C∪ , 

где 

 { }( ) : ( ) , 0 , 0,...,m mn b n y n C= ∈ = = =y yY Yɶ , 

или в вероятностной форме для 1,...,m M=  и 0,...,n C=  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )1

0

( )
( ) ( ) ( )

n
m

m m
i

G n
P n G G i G n i

G
−

=
= = −∑

Z
Z Y C

Z
. (4.33) 

Лемма 4.5. Значение функции ( , )mf i n , удовлетворяю-

щей для любого 0,...,n C=  соотношениям 

 ( ) 0( ) ( , )G n f M n=Z ,  

 ( )( ) ( , ), 1,...,m mG n f M n m M= =Z ,  

вычисляется по формуле 

 

0, 0,..., , 0;

( ), 0, 0,..., ;
( , )

( 1, ) (1 ) ( 1, ),

1,..., , 0,...,

m
m im i m i

i M n

h n i n C
f i n

f i n f i n b

i M n C

δ ρ

= <
 = ==  − + − − −
 = =

 (4.34) 

где функция ( )h n  задана формулой (2.14), а ijδ  – символ 

Кронекера. 
Доказательство. Функция 0( , )f i n  представляет собой 

свертку функций ( , )g m n  и ( )h n , заданных соответственно 
соотношениями (3.32) и (2.14): 

 0
0

( , ) ( , ) ( )
n

j

f i n g i n j h j
=

= −∑ . (4.35) 
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Множитель (1 )imδ−  в третьей строке (4.34) позволяет при пе-

реборе опускать m-ю компоненту вектора y , т.е. учитывать 

условие 0my =  при расчете ( )mP n . Поскольку для аналогич-

ных систем с одним типом потоков заявок выполняются соот-
ношения 
 ( )( ) ( )G n h n=C ,  

 ( )( ) ( , )G n g M n=Y ,  

 ( )( ) ( 1, )MG n g M n= −Y , 

то утверждение леммы следует из соотношений (4.32) и 
(4.33).�  

Следующие утверждения формулируют метод вычисле-
ния вероятностных характеристик звена сети с двумя типами 
соединений. 

Предложение 4.1. Нормирующая константа (4.19) вы-
числяется по формуле 

 0
0

( ) ( , )
C

n

G f M n
=

=∑Z . (4.36) 

Предложение 4.2. Вероятность потери (I, m)-заявки вы-
числяется по формуле 

 
1

0
0

( , )

, 1,...,

( , )

m

C

m
n C bI

m C

n

f M n

B m M

f M n

= − +

=

= =
∑

∑
. (4.37) 

Вероятность потери (II, k)-заявки вычисляется по формуле 
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0

1

0
0

( , )

, 1,...,

( , )

k

C

n C dII
k C

n

f M n

B k K

f M n

= − +

=

= =
∑

∑
. (4.38) 

Вероятность того, что (I, m)-заявок в системе нет, но ес-
ли такая заявка поступит, то будет принята на обслуживание, 
вычисляется по формуле 

 0

0
0

( , )

, 1,...,

( , )

mC b

m
n

m C

n

f M n

H m M

f M n

−

=

=

= =
∑

∑
. (4.39) 

Выражение для среднего числа занятых приборов имеет вид 

 
0

(1) 1

0
0

( , )

( , )

C

n
C

n

n f M n

c

f M n

=

=

⋅
=
∑

∑
. (4.40) 

Полученные результаты позволяют реализовать эффек-
тивные алгоритмы для расчета вероятностных характеристик 
отдельного полнодоступного звена сети. Добавим, что при 
реализации алгоритма расчета функции ( , )mf i n  для сокраще-

ния времени вычислений целесообразно добавить условие 
( , ) 1mf i n =  при 0,...,i M=  и 0n = . Пример численного анали-

за сети предложенным методом см. в главе 6 книги [33]. 
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4.2.5. Алгоритм свертки для эрланговской модели 
мультивещания 

Выше в данной главе, а также в главе 3 рассматривалась 
модель мультивещания, где период занятости прибора опре-
деляет первая из поступивших заявок, а в момент окончания 
ее обслуживания систему одновременно покидают все заявки, 
поступившие за время ее обслуживания, незамедлительно 
освобождая занятые ресурсы. В данном разделе мы рассмот-
рим еще одну дисциплину, при которой заявки, обслуживаясь 
одновременно на одном приборе, покидают систему незави-
симо друг от друга. Такую модель мультивещания будем 
называть эрланговской, поскольку распределение числа за-
явок в соответствующей СМО M | M |1| 0

m mλ µ  с «прозрачны-

ми»  заявками имеет вид: 

 ( )2
0 , , 1

!
m m

k
m

kp e p e k
k

ρ ρρ− −= = ≥ . (4.41) 

В данном разделе на основании работ [36, 39] мы полу-
чим алгоритм свертки для модели сети с двумя типами соеди-
нений для случая эрланговской модели мультивещания. 

Как и в разделе 4.2.1, функционирование модели звена 
сети описывается ЦМ 

( ){ }1 1( ) ( ),..., ( ), ( ),..., ( ) , 0M KZ t Y t Y t N t N t t= ≥ , которая является 

ОЦМ на множестве { : ( ) }c C= ∈ ≤z zɶZ Z , и, как следует из 
[39], имеет стационарное распределение 

 ( )1

1 1

( ) ( ) 1 , ( , )
!

k
m

m

nM Ky
k

km k

a
G e

n
ρπ −

= =
= − = ∈∏ ∏z z y nZ Z , (4.42) 

где нормирующая константа ( )G Z  распределения ЦМ 
{ ( ), 0}Z t t ≥  равна 
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( )
1 1

( ) 1
!

k
m

m

nM Ky
k

km k

a
G e

n
ρ

∈ = =
= −∑∏ ∏

z Z

Z . 

Следует обратить внимание, что формула (4.42) состоит 

из трех компонент: ( )G ɶZ − нормирующая константа, 
1 !

knK
k

kk

a

n=
∏ − 

ненормированная вероятность состояний одноадресных со-

единений и ( )1
m

m
y

m

eρ

∈
−∏

M

 −  ненормированная вероятность 

состояний услуг мультивещания. В [39] доказана инвариант-
ность вероятностного распределения состояний услуг муль-
тивещания от закона распределения длительности их обслу-
живания. В [36, 39] для двух разных моделей поведения поль-
зователей услуг мультивещания были предложены рекур-
рентные алгоритмы для расчета основных вероятностных ха-
рактеристик системы. В данном разделе, в отличие от [36], 
предложен алгоритм, снижающий вычислительную слож-
ность расчетов при вычислении вероятностей блокировок.  

Введем следующие обозначения, необходимые для опи-
сания рекуррентного алгоритма: 
− ( ),f c m  – ненормированная вероятность того, что услуга-

ми (1,…,m ) мультивещания и одноадресными соединени-
ями занято c  единиц емкости звена; 

− ( ) ( ),f c M f c= ; 

− ( )mf c− – ненормированная вероятность того, что услугами 

мультивещания и одноадресными соединениями занято c  
единиц емкости звена и m -услуга отключена. 
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В [39] показано, что нормирующая константа ( )G Z  и 

вероятности блокировок одноадресных II
kB  и многоадресных 

I
mB  соединений определены формулами 

 ( ) ( )
0

C

c

G f c
=

=∑Z , (4.43) 

 ( ) ( )1

1m

C
I
m m

c C b

B G f c−
−

= − +
= ∑Z , m ∈M , (4.44) 

 ( ) ( )1

1k

C
II
k

c C d

B G f c−

= − +
= ∑Z , k ∈K , (4.45) 

а функции ( ),f c m  и ( )mf c−  вычисляются рекурсивно: 

 
( ) ( )

( ) ( )
1

0, 0, 0,1, , ,

1, 0, 0,1, , ,

, 1
,0 , 1, , , 0,

, 1 , 1 , 1, , , 1, , ,

K

k k k
k

m m

c m M

c m M

f c m
a d f c d c C m

c

f c m f c b m c C m Mϕ
=

< =
 = =
=  − = =


− + − − = =

∑

…

…

…

… …

(4.46) 

 ( )
( ) ( )

0, 0 ,

1, 0 ,

, 1, , ,
m

m m m

c

f c c

f c f c b c Cϕ
−

−

<
= =
 − − = …

, (4.47) 

где 1m
m eρϕ = − . 

Эффективная схема реализации алгоритма для расчета 

нормирующей константы ( )G Z  и вероятности II
kB  показаны 

на рис. 4.3, а на рис. 4.4 представлена схема расчета вероятно-

сти I
mB . 
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Рис. 4.3. Схема расчета нормирующей константы ( )G Z  и веро-

ятности II
kB  блокировок одноадресных соединений 

 

Рис. 4.4. Схема расчета вероятности блокировок I
mB  многоад-

ресных соединений  
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5. Цепи Маркова с блочными матрицами 

5.1. Блочные треугольные разложения 

 Пусть 0 1, ,..., mn n n  – целые числа, такие, что 

0 1, ,..., 1mn n n ≥  и 0 1 ... mn n n n+ + + = . Матрицу Q  порядка n  

00 01 0

10 11 1

0 1

m

m

m m mm

 
 
 =
 
 
 

Q Q Q

Q Q Q
Q

Q Q Q

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

, (5.1) 

разбитую на блоки так, что ijQ  есть матрица размера i jn n× , 

называют блочной [7] или клеточной [10]. Блочная матрица А 
называется верхней блочно-треугольной, если 0ij =Q  для 

всех i j>  и нижней блочно-треугольной, если 0ij =Q  для 

всех i j< . 
Блочное треугольное разложение матрицы Q  – это ее 

представление в виде произведения =Q BC  двух матриц, 
одна из которых верхняя блочно-треугольная, а другая – 
нижняя блочно-треугольная. При этом размеры 
соответствующих блоков матриц Q , B  и C  должны 
совпадать. Блочное треугольное разложение =Q BC  
называется блочным LU-разложением, если B  – нижняя 
блочно-треугольная матрица, и называется блочным UL-
разложением, если B  – верхняя блочно-треугольная 
матрица. 

Обозначим ∆Q  блочную матрицу, получающуюся 
перестановкой центрально симметричных блоков матрицы ,Q  

 

1 0

1 1 1 10

0 0 1 00

mm mm m

m m m m m

m m

−

− − − −∆

−

 
 
 =
 
 
 

Q Q Q

Q Q Q
Q

Q Q Q

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

. 
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Нетрудно видеть, что ( )∆ ∆ =Q Q  и, если =Q BC  есть 

блочное LU-разложение матрицы Q , то ∆ ∆ ∆=Q B C  есть 

блочное UL-разложение матрицы ∆Q . Используя эти 
свойства, результаты для блочных LU-разложений легко 
переформулировать для UL-разложений. 

Пусть матрица 00Q  невырождена, тогда имеет место 

блочное LU-разложение 

00 0100 01
1 1

10 11 10 00 11 10 00 01

0
− −

    
=      −        

I Q QQ Q

Q Q Q Q I 0 Q Q Q Q
. (5.2) 

Если же невырождена матрица 11Q , то имеет место блочное 

UL-разложение 
11

00 01 00 01 11 1001 11

10 11 10 110

−−     −=    
      

Q Q Q Q Q Q 0I Q Q
Q Q Q QI

. (5.3) 

Отсюда вытекает полезное равенство 
1 1

00 11 10 00 01 11 00 01 11 10det( )det( ) det( )det( ),− −− = −Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q  
справедливое в случае невырожденности обеих матриц 00Q  

и 11Q . В частности, для любой невырожденной матрицы Z  и 

матриц  X, Y  подходящих размеров имеем равенство 
1det( ) det( )det( )−+ = +Z XY Z I YZ X . (5.4) 

В общем случае, если матрицы 

00 01 0 1
00 01

00
10 11

10 11 1 1

, ,...,
l

l l l l

−

− − − −

 
   
   
    

Q Q Q
Q Q

Q
Q Q

Q Q Q

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 (5.5) 

невырождены, для матрицы (5.1) существует единственное 
блочное LU-разложение Q = BC  с матрицей B , имеющей 
единичные диагональные блоки [10]. Если же невырождены 
матрицы  
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11 12 1
1 1 1

1
1 2

, ,..., ,
l

l l l l
ll

ll ll
l l ll

− − −

−

 
   
   
    

Q Q Q
Q Q

Q
Q Q

Q Q Q

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 (5.6) 

для матрицы (5.1) существует единственное блочное UL-
разложение Q = BC  с матрицей В, имеющей единичные 
диагональные блоки. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только 
блочные треугольные разложения Q = BC  с матрицами B , 
имеющими единичные диагональные блоки, и записывать их 
в виде Q = (I - T)C , где блочно-треугольная матрица T  
имеет нулевые диагональные блоки. 

По теореме 1.8 матрицы (5.5) и (5.6) невырождены, 
если матрица Q  является неразложимой матрицей 
интенсивностей переходов. Поэтому для таких матриц 
существуют единственное блочное LU-разложение 
Q = (I - S)Ψ  и единственное блочное UL-разложение 
Q = (I - R)Φ . Блочные треугольные разложения матрицы Q   
имеют следующий вид: 

00 01 0

10 11 1

0 11

m

m

m m mm−

   
   −   =
   
   − −   

I Ψ Ψ Ψ

S I Ψ Ψ
Q

S S I Ψ

⋯

⋯

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋯

 

− блочное LU-разложение, 

0001 0

10 11

1

0 1

m

m m

m m mm

−

− −   
  
  =
  −
  

   

ΦI R R

Φ ΦI
Q

R

Φ Φ ΦI

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱⋱

⋯

 

− блочное UL-разложение. 
Рассматривая блочные матрицы, будем обозначать iu  

векторы из единиц длины in  так, что 0 1( , ,..., )m=u u u u  − 

вектор из единиц длины n . 
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Лемма 5.1. Если 

00 01

10 11

 
=  
 

Q Q
Q

Q Q
 

– неразложимая матрица интенсивностей переходов, тогда в 
блочных треугольных разложениях (5.2), ( 5.3) матрицы 

1
01 01 11

−= −R Q Q , 1
10 10 00

−= −S Q Q  

неотрицательны, а матрицы 
1

00 00 01 11 10
−= −Φ Q Q Q Q , 1

11 11 10 00 01
−= −Ψ Q Q Q Q  

являются неразложимыми матрицами интенсивностей 
переходов. 

Доказательство. Мы докажем лишь утверждения для 
матриц 10S  и 11Ψ , поскольку для матриц 01R  и 00Φ  

доказательство аналогично.  
По теореме 1.8 матрица 00Q  является невырожденной 

матрицей интенсивностей пуреходов, а по теореме 1.3 
1

00 0− ≤Q . Поскольку все элементы матриц 01 10,Q Q  и 

внедиагональные элементы матрицы 11Q  неотрицательны, 

то все элементы матрицы 1
10 10 00

−= −S Q Q  и внедиагональные 

элементы матрицы 11Ψ  также неотрицательны. 

Запишем условие ≤Qu 0  в виде 

00 0 01 1+ ≤Q u Q u 0 , (5.7) 

10 0 11 1+ ≤Q u Q u 0 . (5.8) 

Используя неотрицательность матрицы 1
00
−−Q  и неравенство 

(5.7), получаем 1
00 01 1 0
−− ≤Q Q u u . Отсюда и из неравенства 

(5.8) теперь следует, что 
1

11 1 11 1 10 00 01 1 11 1 10 0
−= − ≤ + ≤Ψ u Q u Q Q Q u Q u Q u 0 . 

Таким образом 11Ψ  − матрица интенсивностей переходов. 

Предположим, что матрица 11Ψ  разложима и пусть в 

соответствии с теоремой 1.4 полуположительный вектор x  
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таков, что 11 ( ) 0k =Ψ x , если ( ) 0k =x . Тогда вектор 
1

00 01
− −=  

 

Q Q x
y

x
 

полуположителен. Если некоторая координата этого вектора 
равна 0, то соответствующая координата вектора  

11

 
=  
 

0
Qy

Ψ x
 

также равна 0. По теореме 1.4 это означает разложимость 
матрицы Q  и противоречит условию леммы. Поэтому 
матрица 11Ψ  неразложима. � 

Теорема 5.1. Пусть Q = (I - S)Ψ  есть блочное LU-
разложение неразложимой матрицы интенсивностей 
переходов. Тогда матрица S  неотрицательна, а Ψ  является 
матрицей интенсивностей переходов. Нижний диагональный 
блок матрицы Ψ  неразложим, а остальные диагональные 
блоки невырождены. 

Доказательство. Для матрицы 00=Q Q  с одним 

диагональным блоком теорема очевидна, поскольку в этом 
случае S = 0  и Ψ = Q . Предположим, что теорема верна для 
матриц, имеющих m  диагональных блоков, и покажем, что 
она верна для матриц с 1m +  диагональными блоками. 

Запишем равенство Q = (I - S)Ψ  в виде 

00 01 00 01

10 1110 11 11

    
=    
    

I 0Q Q Ψ Ψ

-S I - SQ Q 0 Ψ

ɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ ɶ
, 

где ɶ11S  – нижняя блочно-треугольная матрица с нулевыми 

диагональными блоками, и 11Ψɶ  – верхняя блочно-

треугольная матрица. Отсюда следует, что 

00 00Ψ = Q , 01 01Ψ = Qɶ ɶ , -1
10 01 00S = Q Qɶ ɶ , (5.9) 

-1
11 11 11 10 01 11 10 00 01(I - S )Ψ = Q + S Ψ = Q + Q Q Qɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ . (5.10) 
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Равенство (5.10) есть блочное LU-разложение матрицы 
-1

11 10 00 01+Q Q Q Qɶ ɶ ɶ , имеющей l диагональных блоков. 

Согласно лемме 5.1 эта матрица является неразложимой 
матрицей интенсивностей переходов. По сделанному 

предположению ɶ11S  неотрицательна, 11Ψɶ  является матрицей 

интенсивностей переходов, нижний её диагональный блок 
неразложим, а остальные диагональные блоки невырождены. 

Из равенств (5.9)-(5.10) вытекает, что верхний 

диагональный блок матрицы Ψ  невырожден, матрица 11Ψɶ  
неотрицательна, 00Ψ  является матрицей интенсивностей 

переходов и справедливо неравенство 

00 0 01 1 00 0 01 1+ = + ≤Ψ u Ψ u Q u Q u 0ɶ ɶ . 
Следовательно, Ψ  является матрицей интенсивностей 

переходов. Поскольку 01 ≥Q 0ɶ  и 1
00 0− ≤Q , то из равенства 

(5.10) вытекает, что ɶ10 ≥S 0 , и, следовательно, матрица S  
неотрицательна. Таким образом, теорема 5.1 верна и для 
блочных матриц с 1m +  диагональным блоком. � 

Теорема 5.2. Пусть Q = (I - S)Ψ  есть блочное LU-
разложение неразложимой консервативной матрицы 
интенсивностей переходов. Тогда вектор 0 1( , ,..., )m=x x x x  

является решением системы уравнений равновесия 

,T T=x Q 0  если и только если 

1

,

, 1, 2,...,0.

T T
m mm

m
T T
k i ik

i k

k m m
= +

=

= = − −∑

x Ψ 0

x x S
 (5.11) 

Доказательство. Положим ( )T T=y x I - S , т.е. 

1

, , 0,1,..., 1
m

T T T
m m k k i ik

i k

k m
= +

= = − = −∑y x y x x S . (5.12) 
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Вектор x  является решением системы уравнений T T=x Q 0 , 
если и только если вектор y  удовлетворяет системе 

уравнений T T=y Ψ 0 , т.е. 
1

0 00
0

, , 1,2,...,
k

T T T T
k kk i ik

i

k m
−

=
= = − =∑y Ψ 0 y Ψ y Ψ . 

Поскольку по теореме 5.1 при k m≠  матрицы kkΨ  
невырождены, полученные равенства эквивалентны 
следующим: 

, , 0,1,..., 1T T
m mm k k m= = = −y Ψ 0 y 0 , 

что с учетом равенств (5.12) приводит к  формулам (5.11). � 
Согласно теореме 5.1, если Q  − неразложимая 

консервативная матрица интенсивностей переходов, то и 

mmΨ  является консервативной матрицей интенсивностей 

переходов. Используя блочное LU-разложение для решения 
системы уравнений равновесия с неразложимой матрицей Q , 
мы сводим ее к другой системе уравнений равновесия с 
неразложимой матрицей mmΨ , но уже меньшего порядка. 

Решение системы уравнений равновесия T T
m mm =x Ψ 0  может 

быть выбрано положительным, например, удовлетворяющим 

условию 1T
m m =x u . Тогда, согласно теореме 1.10, 

положительным будет весь вектор 0 1( , ,..., )m=x x x x . Найдя 

подвектор mx  вектора x , по формулам (5.11) с 

неотрицательными матричными коэффициентами ikS  

последовательно определяем остальные положительные 
векторы 1 2 0, ,...,m m− −x x x . По завершении этого процесса 

остается нормализовать вектор  0 1( , ,..., )m=x x x x , чтобы 

получить решение, удовлетворяющее условию 1T =x u . 
Результаты, аналогичные теоремам 5.1 и 5.2, 

справедливы и для UL-разложений. 
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Теорема 5.3. Пусть Q = (I - R)Φ  есть блочное UL-
разложение неразложимой матрицы интенсивностей 
переходов. Тогда R  неотрицательна, а Φ  является матрицей 
интенсивностей переходов. Верхний диагональный блок 
матрицы Φ   неразложим, а остальные диагональные блоки 
невырождены. 

Теорема 5.4. Пусть Q = (I - R)Φ  есть блочное UL-
разложение неразложимой консервативной матрицы 
интенсивностей переходов. Тогда вектор 0 1( , ,..., )m=x x x x  

является решением системы уравнений T T=x Q 0 , если и 
только если 

1

0 00
0

,    , 1,2,..., .
k

T T T T
k i ik

i

k m
−

=
= = =∑x Φ 0 x x R  (5.13) 

Приравняв блоки в левой и правой частях равенства 
Q = (I - S)Ψ , получим для блоков LU-разложения следующие 
рекуррентные формулы: 

1

0

1
1

0

, ,

( ) , , 0,1,..., .

r

rj rj rk kj
k

r

ir ir ik kr rr
k

r j m

r i m r m

−

=
−

−

=

= + ≤ ≤

= − + < ≤ =

∑

∑

Ψ Q S Ψ

S Q S Ψ Ψ

 (5.14) 

Аналогичные формулы справедливы для блоков UL-
разложения Q = (I - R)Φ : 

1

1

1

,             0 ,

( ) , 0 , , 1,...,0.

m

rj rj rk kj
k r

m

ir ir ik kr rr
k r

j r

i r r m m

= +

−

= +

= + ≤ ≤

= − + ≤ < = −

∑

∑

Φ Q R Φ

R Q R Φ Φ

 (5.15) 

Заметим, что в формулах (5.14), (5.15) матрицы 1
rr
−−Ψ  и 

1,rr
−−Φ  а также все слагаемые в суммах являются 

неотрицательными матрицами. 
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5.2. Блочные почти треугольные матрицы 

 Блочная матрица Q  называется блочной верхней почти 
треугольной, если 0ij =Q

 
для 1i j> + , и называется блочной 

нижней почти треугольной, если 0ij =Q  для 1j i> + . В 

этом разделе мы рассмотрим системы уравнений равновесия 
с блочной верхней почти треугольной матрицей 

00 01 0

0 11 1

1

m

m

m mm−

 
 
 =
 
 
 

Q Q Q

C Q Q
Q

0 C Q

⋯

⋯

⋱ ⋱ ⋮
. (5.16) 

При этом будем использовать следующие обозначения: 

1 1, , 0
m

i i i ij ik k
k j

i j m− −
=

= = ≤ < ≤∑µ C u λ Q u . 

Из формул (5.14) следует, что матрица S  блочного LU-
разложения Q = (I - S)Ψ  неразложимой матрицы 
интенсивностей переходов (5.16) имеет следующий вид: 

1

m

 
 
 =
 
 
 

0

S
S

S 0

⋱

⋱ ⋱
 (5.17) 

Отличные от 0 блоки матриц S  и Ψ  удовлетворяют 
равенствам: 

 0 0 ,j j=Ψ Q 0 ;j m≤ ≤  (5.18) 

 
1

1 1 1,r r r r
−

− − −= −S C Ψ  

1 ,  rj rj r r j−= +Ψ Q S Ψ r j m≤ ≤ , 1,2,..., ,r m=  (5.19) 

и формулы (5.11), дающие решение системы уравнений 

равновесия T T=x Q 0 , существенно упрощаются. Вектор 

0 1( , ,..., )T T T T
m=x x x x  является решением системы уравнений 
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T T=x Q 0  с неразложимой консервативной матрицей 
интенсивностей переходов вида (5.16), если и только если 

 1 1, , 1, 2,...,0T T T T
m mm k k k k m m+ += = = − −x Ψ 0 x x S . (5.20) 

Рассмотрим подробнее случай, когда все блоки 
матрицы Q  имеют одинаковые размеры, а ее 
поддиагональные блоки невырождены. 

Лемма 5.2. Пусть Q = (I - S)Ψ  есть блочное LU-
разложение неразложимой матрицы интенсивностей 
переходов вида (5.16). Невырожденность поддиагональных 
блоков матрицы Q  необходима и достаточна для 
невырожденности поддиагональных блоков матрицы S . В 
этом случае матрицы 

1
0 1 1, ( ... ) , 1 ,k k k k m−

−= = ≤ ≤H I H S S S  (5.21) 

удовлетворяют равенствам 

0

, 0 ,
i

i ij k kj
k

i j m
=

= ≤ ≤ ≤∑H W H Q  (5.22) 

1
1

0

, 0 .
j

j k kj j
k

j m−
+

=
= − ≤ <∑H H Q C  (5.23) 

Доказательство. Первое утверждение леммы 5.2 
следует из формул (5.19). Докажем равенства (5.22), (5.23). 
Нетрудно видеть, что блоки матрицы 

1 1( ) m− −= =Y I - S I + S + ... + S , (5.24) 
имеют следующий вид: 

1 1... , ,

,  ,

, .

i i j

ij

i j

i j

i j

− + >
= =
 <

S S S

Y I

0

 (5.25) 

Поскольку 1( )−= =Ψ I - S Q YQ , то, приравняв 
соответствующие блоки матриц YQ  и Ψ , получим 
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0

, ,
i

ik kj ij
k

i j
=

= ≤∑Y Q Ψ  (5.26) 

1
0

0,
j

lk kj lj j
k

j m+
=

+ = <∑Y Q Y C . (5.27) 

Из определения матриц kH  и  формул (5.25) вытекает 

справедливость равенств 
,i ij j i j= ≥H Y H . (5.28) 

Умножив обе части равенств (5.26) и (5.27) слева 
соответственно на iH  и lH  и воспользовавшись 

соотношениями (5.28), получим равенства (5.22) и (5.23). � 
 Следствие 5.1. Пусть Q  – неразложимая матрица 
интенсивностей переходов вида (5.16) с невырожденными 
поддиагональными блоками и 

1
0 1

0

, , 0,1,..., 1
j

j k kj j
k

j m−
+

=
= = − = −∑H I H H Q C . (5.29) 

Тогда матрицы kH  невырождены и неотрицательно 

обратимы, 1 0k
− ≥H . 

Действительно, по лемме 5.2 рекуррентные формулы 

(5.29) определяют матрицы 1
1 1( ... )k k k

−
−=H S S S , где согласно 

теореме 5.1 все сомножители iS  неотрицательны. 

Теорема 5.5. Пусть Q  – неразложимая консервативная 
матрица интенсивностей переходов вида (5.16) с 
невырожденными поддиагональными блоками, матрицы kH  

определяются формулами (5.29) и 

0

m

k kl
k=

= ∑G H Q . (5.30) 

Тогда l =Gu 0  и вектор 0 1( , ,..., )m=x x x x  является решением 

системы уравнений равновесия T T=x Q 0 , если и только если  
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0 0, ,T T T T
k k= =x G 0 x x H 1 k m≤ ≤ . (5.31) 

Доказательство. Пусть Q = (I - S)Ψ  есть блочное LU-
разложение матрицы Q . Согласно лемме 5.2 

1
1 1( ... )k k k

−
−=H S S S  и m mm=G H Ψ . Из равенства =Qu 0  

вытекает =Ψu 0  и, в частности, mm m =Ψ u 0 . Поэтому 

m =Gu 0 . 

Согласно формулам (5.20) вектор х удовлетворяет 

системе уравнений равновесия T T=x Q 0 , если и только если 
T T
m mm =x Ψ 0  и 0 1 1... , 1,2,...,T T

k k k k m−= =x x S S S . Для этого 

необходимо и достаточно, чтобы 0
T T
k k=x x H , 1,2,...,k m= , и 

0 0
T T T T

m mm m mm= = =x G x H Ψ x Ψ 0 . � 

Алгоритм решения систем уравнений равновесия, 
основанный на теореме 5.5, является вариантом обобщенного 
(блочного) алгоритма Гаусса [7]. Он был применён к 
блочным трехдиагональным матрицам интенсивностей 
переходов в [3], а затем и к блочным почти треугольным 
матрицам в [27]. 

Из формул (5.15) следует, что матрица Φ  блочного 
UL-разложения Q = (I - R)Φ  неразложимой матрицы (5.16) 
имеет вид 

0

0 1

1m m−

 
 
 =
 
 
 

Φ 0

C Φ
Φ

0 C Φ

⋱ ⋱
, (5.32) 

причем поддиагональные блоки матриц Q  и Φ  совпадают. 
Диагональные блоки матрицы Φ  и блоки матрицы R  могут 
быть определены по следующим формулам: 

1

1

, , 0 ;

,
m mm im im m

r rr rr r

i m−

+

= = − ≤ <
= +

Φ Q R Q Φ

Φ Q R C
 

(5.33) 
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1
1( ) , 0 , 1, 2,...,0.ir ir ir r r i r r m m−

+= − + ≤ < = − −R Q R C Φ

 
Из этих формул вытекают следующие полезные равенства. 

Лемма 5.3. ПустьQ = (I - R)Φ  есть блочное UL-
разложение неразложимой консервативной матрицы 
интенсивностей переходов  вида (5.16). Тогда 

0 0 , , 1r r r r m= = − ≤ ≤Φ u 0 Φ u µ , (5.34) 

, , 1ir r ir i r r m= < ≤ ≤R µ λ . (5.35) 

Доказательство. Действительно, из равенства =Qu 0  
следует Φu = 0 . Поскольку матрица Φ  имеет вид (5.32), 
справедливы равенства (5.34). Из соотношений (5.33) 
вытекает, что 

1

, ,

( ), , 1, 2,...,0.
im m im

ir r ir ir r

i m

i r r m m+

= − <
= − + < = − −

R Φ Q

R Φ Q R C
 

Умножая обе части этих равенств справа на векторы ru  и 

воспользовавшись равенствами (5.34), получим 

1 1

, ,

, , 1, 2,...,0.
im m im m

ir r ir r ir r

i m

i r r m m+ +

= <
= + < = − −

R µ Q u

R µ Q u R µ
 

Из этих рекуррентных формул и следуют равенства (5.35). � 
Пусть поддиагональные блоки блочной почти 

треугольной матрицы Q  имеют ранг 1. В [14] было получено 
решение систем линейных уравнений с блочными 
трехдиагональными матрицами Q , обладающими таким 
свойством. Равенства (5.33) позволяют выписать явные 
выражения для блоков матриц R  и Φ  UL-разложения 
блочной почти треугольной матрицы  Q . 

Теорема 5.6. Пусть Q = (I - R)Φ  есть блочное UL-
разложение неразложимой консервативной матрицы 
интенсивностей переходов вида (5.16), поддиагональные 
блоки которой имеют ранг 1: 

1 , 0,1,..., 1T
k k k k m+= = −C µ β , 
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где 1T
k k =β u .Тогда 

1

1

1
1

, ,    0 ;

, ,

( ) , , 0 .

T
m mm r rr rr r

im im m

T
ir ir ir r r

r m

i m

i r r m

+
−

−
+

= = + ≤ <

= − <

= − + < ≤ <

Φ Q Φ Q λ β

R Q Φ

R Q λ β Φ

 (5.36) 

5.3. Блочные трехдиагональные матрицы 

 Матрица Q  называется блочной трехдиагональной, 
если ij =Q 0

 
при | | 1i j− > . В этом разделе мы рассмотрим 

системы уравнений равновесия с блочной трехдиагональной 
матрицей 

0 1

0 1

1

m

m m−

 
 
 =
 
 
 

B A 0

C B
Q

A

0 C B

⋱

⋱ ⋱
 (5.37) 

и будем использовать следующие обозначения: 

1 1 1 1,i i i i i i− − + += =µ C u λ A u . 

При этом для матриц, удовлетворяющих условию Qu = 0 , 
будем иметь 

( )i i i i= − +B u λ µ . 

Если неразложимая матрица интенсивностей 
переходов является блочной трехдиагональной, то её 
блочные треугольные разложения имеют следующий вид: 

0 1

1

1

 

  
m m

m m

−

   
   −   =
   
   −   

I 0 Ψ A 0

S I
Q

Ψ A

0 S I 0 Ψ

⋱ ⋱

⋱ ⋱
 

− LU-разложение, 
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00

0 1

1

1

  m

m m

−

−

−   
  
  =
  −
  

   

Φ 0I R 0

C Φ
Q

I R

0 C Φ0 I

⋱ ⋱

⋱ ⋱
 

 − UL-разложение. 
Такой простой вид блочных треугольных разложений 

следует из формул (5.14), (5.15). Из этих же формул 
вытекают следующие рекуррентные формулы: 

0 0

1
1 1

,

, , 1,2,..., ;r r r r r r r r m−
− −

=

= − = + =

Ψ B

S C Ψ Ψ B S A
 (5.38) 

1
1 1

,

,  , 1, 2...,0.

m m

r r r r r r r r m m−
+ +

=

= − = + = − −

Φ B

R A Φ Φ B R C
(5.39) 

Пусть Q  − неразложимая консервативная матрица 
интенсивностей переходов. В этом случае матрицы Ψ и Φ  в 
блочных треугольных разложениях также являются 
консервативными матрицами интенсивностей переходов. 
Поэтому для диагональных блоков этих матриц справедливы 
равенства 

, , 0 1,m m r r r r m= = − ≤ ≤ −Ψ u 0 Ψ u λ  (5.40) 

0 0 ,  , 1 .r r r r m= = − ≤ ≤Φ u 0 Φ u µ  (5.41) 

Отсюда и из формул (5.2), (5.3) вытекает, что  

1 , 1 ,r r r r m− = ≤ ≤S λ µ  (5.42) 

1 , 0 1.r r r r m+ = ≤ ≤ −R µ λ  (5.43) 

Рассмотрим систему уравнений равновесия с блочной 
трехдиагональной матрицей: 

 0 0 1 0 ,+ =x B x C 0  (5.44) 

 1 1 ,k k k k k k− ++ + =x A x B x C 0 1 1,k m≤ ≤ −  (5.45) 

 1 .m m m m− + =x A x B 0  (5.46) 

Используя блочные треугольные раложения и теоремы 5.2 и 
5.4, её решение можно записать в матрично-
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мультипликативном виде 

0 0 1 1, 1 ,T T
k k k m−= ≤ ≤x x R R R⋯  (5.47) 

где матрицы kR  удовлетворяют рекуррентному 

соотношению 

,m =R 0 1
1 ( ) ,   , 1,...,1r r r r r r m m−

− = − + = −R A B R C , (5.48) 

либо в другом матрично-мультипликативном виде 

1 1, 0 1T T
k m m m k k m− += ≤ ≤ −x x S S S⋯ , (5.49) 

где матрицы kS  удовлетворяют рекуррентному 

соотношению 

0 ,=S 0 1
1 ( ) ,    0,1,..., 1r r r r r r m−

+ = − + = −S C B S A . (5.50) 

При этом векторы 0x  и mx  являются единственными, с 

точностью до постоянного множителя, решениями систем 
уравнений равновесия 

0 0 0 0( )T T+ =x B R C 0 ,   ( )T T
m m m m+ =x B S A 0 . (5.51) 

Оказывается, если в рекуррентных формулах (5.48) и 
(5.50) в качестве начальных матриц mR  и 0S  взяты матрицы, 

отичные от нулевой, то вычисленные матрицы kR  и kS  всё 

же можно использовать для решения системы уравнений 
равновесия. Мы обсудим это в следующем разделе. 

5.4. Векторные разностные уравнения 

В этом разделе, следуя работе [9], мы исследуем 
систему линейных алгебраических уравнений  

1 1k k k k k k k− ++ + =x A x B x C b ,   1 1,k m≤ ≤ −  (5.52) 

с произвольными матрицами kA  размера 1k kn n− × , kB  

размера k kn n× , kC  размера 1k kn n+ ×  и векторами kb  длины 

kn . При этом будем использовать следующие обозначения 

для произведений матриц: 
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1 , ,

,

n
k k n

i
i k

k n

k n
+

=

≤
=  >

∏
H H H

H
I

⋯

 

1 , ,

.

n
n n k

i
i k

k n

k n
−

=

≤
=  >

H H H
H

I

⋯
∐  

Лемма 5.4. Пусть некоторые матрицы 1 2, , , mS S S…  

удовлетворяют рекуррентному соотношению 
1

1 ( ) ,    1,2,..., 1k k k k k k m−
+ = − + = −S C B S A . (5.53) 

Тогда векторы 0 1, , , mx x x…  образуют решение системы 

уравнений (5.52), если и только если существует вектор 0b  
длины ,0n при котором справедливы равенства: 

1 1
0 1

( ),
kk

k k k i i j j
i j i

+ +
= = +

= −∑ ∏x x S b W A W 0 k m≤ < , (5.54) 

где  

0 ,=W I 1( ) ,k k k k
−= − +W B S A 0 k m< < . (5.55) 

При этом всегда 0 1 1 0= −b x S x .  

Доказательство. Пусть  векторы 0 1, , , mx x x…  образуют 

решение системы уравнений (5.52). Тогда для всех 0 k m< <  
справедливо равенство 

1 1 1( )( ) ( )k k k k k k k k k k k+ + −− + + − =x x S B S A x x S A b , 

из которого вытекает следующее рекуррентное соотношение: 

1 1 1( )k k k k k k k k k k+ + −− = − −x x S x x S A W b W ,   0 k m< < . 

Отсюда, в свою очередь, следуют равенства (5.54), в которых 

0 1 1 0= −b x S x . 

С другой стороны, если векторы 0 1, , , mx x x…  

удовлетворяют равенствам (5.54), тогда для всех 0 k m< <  
справедливы равенства 

11

1
0 1

( )
kk

k k k i i j j
i j i

−−
−

= = +
= − =∑ ∏x x S b W A W
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11

1 1
0 01 1

( ) ( )
k kk k

k k k i i j j k i i j j
i ij i j i

−−
+ +

= == + = +

 
 = − −
 
 
∑ ∑∏ ∏x S S b W A W S b W A W . 

Поэтому имеем 

1 1k k k k k k− ++ + =x A x B x C  
11

1 1
0 01 1

( ) ( )
k kk k

k k k i i j j k i i j j k
i ij i j i

−−
+ +

= == + = +

  
  = − − +
  

  
∑ ∑∏ ∏x S S b W A W S b W A W A

 

1 1 1
0 1

( )
kk

k k i i j j k k k
i j i

+ + +
= = +

 
 + − + =
 
 

∑ ∏x S b W A W B x C  

1 1 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k+ + += + + − + −x S S A S B C b W S A B  
11

0 1

( ) [ ( )] .
kk

i i j j k k k k k k
i j i

−−

= = +

 
 − + + =
 
 

∑ ∏b W A W A I W B S A b  

Кроме того, из равенств (5.54) при 0k =  вытекает  равенство 

0 1 1 0= −b x S x . � 

Аналогично доказывается следующее утверждение. 
Лемма 5.5. Пусть некоторые матрицы 0 1 1, , , m−R R R…  

удовлетворяют рекуррентному соотношению 
1

1 ( ) ,    1, 2,...,1k k k k k k m m−
− = − + = − −R A B R C . (5.56) 

Тогда векторы 0 1, , , mx x x…  образуют решение системы 

уравнений (5.52), если и только если существует вектор mb  

длины mn , при котором справедливы равенства: 
1

1 1 ( ),
im

k k k i i j j
i k j k

−

− −
= =

= −∑x x R b V C V∐ 0 k m< < , (5.57) 

где  

m =V 0 ,   1( ) ,k k k k
−= − +V B R C 0 k m< < . (5.58) 

При этом всегда 1 1m m m m− −= −b x R x .  

Нетрудно проверить, что  для любых  матриц kS  и kR , 
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удовлетворяющих соотношениям (5.53) и (5.56), 
выполняются следующие равенства:  

1( )( )k k k k k k k k k k++ + = − + =S A B R C I R S B S A  (5.59) 

 1( )( )k k k k k−= − +I S R B R C ,   0 k m< < . 

Отсюда вытекает, что при невырожденной матрице 

k k k k k+ +S A B R C  невырожденными также будут матрицы 

1k k +−I R S  и 1k k−−I S R . 

Теорема 5.7. Пусть матрицы 1,..., mS S  и 0 1,..., m−R R  

удовлетворяют рекуррентным соотношениям (5.53) и (5.56). 
Тогда векторы 

11

0 1 1

, 0
ikk m

k k i j i j
i i kj i j k

k m
−−

= = += = +
= + + ≤ ≤∑ ∑∏x g g R g S∐ , (5.60) 

удовлетворяют системе уравнений (5.52) тогда и только 
тогда, когда векторы 1 2 1, ,..., m−g g g  удовлетворяют 

следующим уравнениям: 
( ) , 0k k k k k k k k m+ + = < <g S A B R C f . (5.61) 

Если матрицы , 0k k k k k k m+ + < <S A B R C , невырождены, то 

для любого решения 0 1, ,..., mx x x  системы уравнений (5.52) 

векторы 0 1, ,..., mg g g  представления (5.60) определяются 

единственным образом: 
1

0 0 1 1 0 1( )( ) ,−= − −g x x S I R S  (5.62) 
1( ) , 0k k k k k k k k m−= + + < <g f S A B R C , (5.63) 

1
1 1 1( )( )m m mm m m

−
− − −= − −g x x R I S R . (5.64) 

Доказательство. Пусть векторы kx  определены 

равенствами (5.60). Тогда 

1 1 ( )k k k k k k k k k k k k− ++ + = + + +x A x B x C g S A B R C  

21

1 1
0

( )
kk

i j k k k k k k
i j i

−−

− −
= =

 
 
 
 

+ + + +∑ ∏g R A R B R R C  
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1 1
1 2

( ) ( )
im

i j k k k k k k k k k k k k
i k j k

+ +
= + = +

 
 
 
 

+ + + = + +∑ g S S S A S B C g S A B R C∐  

для 0 k m< < . Следовательно, векторы kx  удовлетворяют 

линейной системе (5.52) тогда и только тогда, когда векторы 

1 2 1, ,..., m−g g g  из (5.60) удовлетворяют уравнениям (5.61). 

Пусть 0 1, ,..., mx x x  – решение линейной системы (5.52) 

и матрицы , 0k k k k k k m+ + < <S A B R C , невырождены. Тогда 

в силу равенств (5.59) для 0 k m< <  невырожденными будут и 
матрицы 1k k +−I R S  и 1k k−−I S R . Матрицы 0 1−I R S  и 

1m m−−I S R  также невырождены, поскольку 
1 1

0 1 0 1 0 1( ) ( )− −− = + −I R S I R I S R S , 
1 1

1 1 1( ) ( )m m mm m m
− −

− − −− = + −I S R I S I R S R . 

Пусть матрицы kV  и kW  определяются равенствами 

(5.55) и (5.58),тогда  

1 1,   ,   0k k k k k k k m− += = < <R A V S C W , 

и имеют место следующие соотношения 

1 1( ) ( )k k k k k k k k k+ +− = + + =I S R C V C V S I B V  

1 1( )k k k k k k k k+ += + − + =C V S C S S A V 1 1( )k k k+ −−S I S R , 

1 1( ) ( )k k k k k k k k k− −− = + + =I R S A W A W R I B W  

1 1( )k k k k k k k k− −= + − + =A W R A R R C W 1 1( )k k k− +−R I R S . 

Поэтому для 0 k m< <  имеем 
1

1 1 1( ) ( )k k k k k k k
−

+ + −= − −C V I S R S I S R , 
1

1 1 1( ) ( )k k k k k k k
−

− − += − −A W I R S R I R S . 

Следовательно, равенства (5.54) и (5.57) могут быть 
переписаны в следующем виде: 

1

1 1 1
0

( ), 0
kk

i jk k k k k
i j i

k m
−

+ + +
= =

= + − ≤ <∑ ∏x x S g R I R S , 

1 1 1
1

( ), 0
im

i jk k k k k
i k j k

k m− − −
= = +

= + − < ≤∑x x R g S I S R∐ , 
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где векторы kg  задаются соотношениями (5.62)-(5.64). 

Из вышесказанного вытекают равенства 
1

1 1 1
1 02

( ( )) ( )
i km k

i j i jk k k k k k k k
i k i j ij k

−

+ + +
= + = == +

= + − + − =∑ ∑ ∏x x R g S I S R S g R I R S∐  

1

1 1
0 1 1

( ( )( )
ikk m

i j i jk k k k k
i i kj i j k

−

+ +
= = += = +

= + + −∑ ∑∏x R S g R g S I R S∐
 

для 0 k m≤ <  и 
21

1 1 1( ( )) ( )
mm

m m m i j m m mm m m
i o j i

−−

− − −
= =

= + − + − =∑ ∏x x S g R I R S R g I S R  

1

1 1
0

( )
mm

m m i j mm m
i j i

−

− −
= =

= + −∑ ∏x S R g R I S R . 

Поскольку матрицы 1m m−−I S R  и 1k k+−I R S , 0 k m≤ < , 

невырождены, отсюда вытекает справедливость 
представления (5.60) для всех 0 k m≤ < . 

Для любых векторов 0,..., mx x  мы можем найти 

векторы 0,..., mg g , дающие представление (5.60), поскольку 

эти векторы являются решением линейной системы 
,T T=g T x  где 0( ,..., )m=g g g , 0( ,..., )m=x x x , а матрица T 

имеет следующий вид: 

1

0 0 1
0

11
0

1 1
1

12 1 2

1

1 2

m

i
i

m

i
i

m

m

m m

i i m
i i

−

=
−−

=

−

−

= =

 
 
 
  − 
   
   = = ×   −
   
   
 
 
  

∏

∏

I R R R R

I R
S I R R

I
T

RS S S I

IR

S S S I

⋯

⋯
⋱

⋱⋱ ⋮

⋯ ⋯ ⋱ ⋱

⋯∐ ∐
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10 1

1 2
1

1

.

m m
m

−

−

− 
  −    −  ×
  −    −   

I R S
I

I R S
S I

I R S
S I

I

⋱
⋱ ⋱

  

Здесь матрица T невырождена, так как невырождены все 
cомножители этого разложения. Следовательно, при 
заданных векторах 0 1, ,..., mx x x  векторы 0,..., mg g , 

удовлетворяющие (5.60), определяются единственным 
образом.� 

Следствие 5.2. Пусть матрицы 1,..., mS S  и 0 1,..., m−R R  

удовлетворяют условиям (5.53) и (5.56). Тогда векторы kx , 

определяемые равенствами (9), удовлетворяют однородной 
линейной системе 

1 1 , 0k k k k k k k m− ++ + = < <A B C 0x x x , (5.65) 

тогда и только тогда, когда векторы 1 2 1, ,..., m−g g g  

удовлетворяют уравнениям 
( ) , 0k k k k k k k m+ + = < <g S A B R C 0 . (5.66) 

Если матрицы , 0k k k k k k m+ + < <S A B R C , 

невырождены, то для любого решения 0 1, ,..., mx x x  линейной 

системы (5.65) существуют единственные векторы 
1

0 0 1 1 0 1( )( ) ,−= − −g x x S I R S      , 0k k m= < <g 0 , (5.67) 
1

1 1 1( )( )m m mm m m
−

− − −= − −g x x R I S R , 

удовлетворяющие равенствам (5.60). В этом случае решение 
линейной системы (5.65) имеет вид 

1

0
0 1

, 0
mk

j m jk
j j k

k m
−

= = +
= + ≤ ≤∏x g R g S∐ . (5.68) 
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5.5. Однородные векторные разностные уравнения  

Здесь мы  рассмотрим систему уравнений с блочной 
трехдиагональной матрицей 

1 1 , 1,2,..., 1T T T T
k k k k k m− ++ + = = −x A x B x C f . (5.69) 

При этом будем считать, что существует корень R  
уравнения 

2+ + =A XB X C 0 , (5.70) 
для которого матрица +B RC  невырождена, и корень S 
уравнения 

2 =X A + XB + C 0 , (5.71) 
для которого невырождена матрица B + SA .  
 Полагая  

1 1( ) , ( )− −= − = −U B + RC V B + SA , 
будем иметь 

,R = AU S = CV . (5.72) 
Следовательно, матрицы U и V удовлетворяют уравнениям 

1 1( ) , ( )− −= − = −U B + AUC V B + CVA . (5.73) 
Нетрудно проверить справедливость следующих равенств. 

Лемма 5.6. Пусть матрицы U и V удовлетворяют 
уравнениям (5.73). Тогда  

1) 

I + UB + UAUC = 0, I + VB + VCVA = 0,

I + BU + AUCU = 0, I + BV + CVAV = 0;
 (5.74) 

2) 

;

AU(I - AUCV) = (I - AUCV)AV,

CV(I - CVAU) = (I - CVAU)CU
 (5.75) 

3) 

CVAU - I = ΦU, AUCV - I = ΦV,

UCVA - I = UΦ, VAUC - I = VΦ,
 (5.76) 
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 где 

;-1 -1
Φ = AUC + B + CVA = -(U + B + V )  (5.77) 

4) 
2 -1

-1

-1

s s s s

s s

s s

+ +A B C = U ( I - UA)( UC - I) =

= ( I - AU)U ( UC - I) =

= ( I - AU)( CU - I)U ,

 (5.78) 

2 1

1

1

( )( )

( ) ( )

( )( ) .

s s s s

s s

s s

−

−

−

+ + = − − =

= − − =

= − −

A B C V I VC VA I

I CV V VA I

I CV AV I V

 (5.79) 

Условие невырожденности матрицы SA + B + RC  
является более сильным, чем условие невырожденности 
матриц B + SA  и B + RC . Действительно, справедливы 
равенства 

( )( ) ( )( ) .C = =I - SR B + R I - RS B + SA SA + B + RC  (5.80) 
Поэтому из невырожденности матрицы SA + B + RC  вытекает 
невырожденность всех четырех матриц B + RC , B + SA , 
I - SR   и I - RS . Полагая 1−

Ψ = -(SA + B + RC) , из равенств 
(5.80) получим следующие выражения для матриц U и V: 

.U = Ψ(I - SR), V = Ψ(I - RS)  (5.81) 
Следующий результат вытекает из теоремы 5.7 . 

Теорема 5.8. Пусть матрицы S и R являются 
решениями матричных уравнений 

1−S = -C(B + SA) , 1−R = -A(B + RC) . (5.82) 
Тогда векторы 

1

0 1

, 0k

k m
k i i k

i ik
i i k

k m
−

− −

= = +
= + + ≤ ≤∑ ∑x g g R g S , (5.83) 

удовлетворяют линейной системе (5.69) тогда и только тогда, 
когда векторы 1 2 1, ,..., m−g g g  удовлетворяют линейным 

системам 
( ) , 0k k k m= < <g SA + B + RC f . (5.84) 
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 Если матрица SA + B + RC  невырождена, то для любого 
решения 0 1, ,..., mx x x  линейной системы (5.69) существуют 
единственные векторы 

1 1
0 0 1 1( )( ) , ( )( )m m m

− −
−= − = −g x x S I - RS g x x R I - SR , (5.85) 

1( ) , 0k k k m−= < <g f SA + B + RC , (5.86) 

удовлетворяющие равенствам (5.83). 
Следствие 5.3. Пусть матрицы S и R являются 

решениями матричных уравнений (5.82). Тогда векторы kx , 

определяемые равенствами (5.83), удовлетворяют линейной 
системе 

1 1 , 0k k k k m− ++ + = < <x A x B x C 0 , (5.87) 

тогда и только тогда, когда векторы 1 2 1, ,..., m−g g g  

удовлетворяют линейным системам 
( ) , 0k k m= < <g SA + B + RC 0 . (5.88) 

 Если матрица SA + B + RC  невырождена, то для 
любого решения 0 1, ,..., mx x x  линейной системы (5.82) 

существуют единственные векторы 
1

0 0 1

1
1

( )( ) , , 0 ,

( )( ) ,
k

m m m

k m−

−
−

= − = < <
= −

g x x S I - RS g 0

g x x R I - SR
 (5.89) 

удовлетворяющие равенствам (5.83). В этом случае решение 
представимо в следующем виде: 

0 , 0k m k
mk k m−= + ≤ ≤x g R g S . (5.90) 

В заключение отметим, что матрично-геометрические 
решения можно применять и для решения кусочно 
однородных линейных систем вида  

11 1 ,   1,2, , ,,i i i i ik k k i lm k m−− + =+ + = < <x A x B x C 0 …  
где 1 2 lm m m< << …  [19]. 
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6. Обобщенные процессы размножения и гибели  

6.1. Вспомогательные результаты 

Пусть ( )F X  − некоторая матричная функция 
матричного аргумента. Неотрицательную матрицу *X , 
удовлетворяющую уравнению ( ) =F X 0 , будем называть 
минимальным неотрицательным решением этого уравнения, 
если для всякого неотрицательного решения Y уравнения 

( ) =F X 0  справедливо неравенство ≤ *Y X .  
В этом разделе, основанном на работе [23], мы 

детально рассмотрим квадратные матричные уравнения, 
используемые в матрично-геометрических  решениях систем 
уравнений равновесия с блочными трехдиагональными 
матрицами. На протяжении всего раздела 1 0 1, ,−P P P  − 
квадратные неотрицательные матрицы.  

Пусть { 1,0,1}= −J , и для 1n ≥  определим множества  

1 1 1 2

1 1 1

{( ,..., ) | 0, 0,...,

... 0,   ... 0}.

n
n n

n n

K k k k k k

k k k k−

= ∈ ≤ + ≤
+ + ≤ + + =

J
 

Нам понадобятся неотрицательные матрицы nU , 
определяемые следующим образом: 

1 20 , , 1,2,...n k k kn
k Kn

n
∈

= = =∑U I U P P P⋯  (6.1) 

Из этого определения вытекает справедливость равенств 
2

1 0 1 2 1
0

, 1,2,...,
n

n n r n r
r

n
−

− − − −
=

= + =∑U U P U P U P  (6.2) 

2

0 1 1 1 2
0

, 1,2,....
n

n n r n r
r

n
−

− − − −
=

= + =∑U P U P U P U  (6.3) 

 Мы также будем использовать матрицы 

0

, 0,1,...
k

n
n

k
=

= =∑V U , 

связанные неравенствами 
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0 1 1k k+≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤0 V V V V⋯ ⋯  
Из равенств (6.2), (6.3) вытекает, что 

1 0 1 , 0,1,...,k k k k k+ −≤ + + =V I V P V P V P  (6.4) 

1 0 1 1 , 0,1,...k k k k k+ −≤ + + =V I P V P V P V  (6.5) 
Действительно, суммируя левую и правую части равенства 
(6.2) по n от 1 до 1k + , получим 

1

1 0 1 1 1
0

1

0 1 1 0 1 1
0

.

k

k k r k r
r

k

k r k k k k
r

−

+ − − −
=

−

− −
=

= + + ≤

≤ + + ≤ + +

∑

∑

V I V P U P V P

I V P U P V P I V P V P V P

 

Аналогично доказывается неравенство (6.5). 
Лемма 6.1. Необходимым и достаточным условием 

существования неотрицательного решения уравнения 

0 1 1( ) −+ − + =I X P I XP XP 0 , (6.6) 
а также необходимым и достаточным условием 
существования неотрицательного решения уравнения 

0 1 1( ) −+ − + =I P I X P XP X 0  (6.7) 
является сходимость ряда 

0
i

i

∞

=
=∑U U . (6.8) 

При этом матрица U является минимальным 
неотрицательным решением этих уравнений. 

Доказательство. Если ряд (6.8) сходится, то, суммируя 
левую и правую части равенств (6.2) и (6.3) по n от 1 до ∞ , 
получим, что неотрицательная матрица U удовлетворяет 
уравнениям (6.6) и (6.7). 

Пусть Y – неотрицательное решение уравнения (6.6), 
тогда 

0 1 1 0−= + + ≥Y I YP YP YP V , 
и из неравенств (6.4) и k ≤V Y  следует, что 

1 0 1 1k+ −≤ + + =V I YP YP YP Y . 
Поэтому k ≤V Y  для всех k. Поскольку последовательность 
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матриц kV  неубывающая, отсюда следует существование 

предела 
0

lim k i
k

i

∞

→∞ =
= ≤∑V U Y .� 

 Аналогично доказывается, что в случае существования 
неотрицательного решения Y уравнения (6.7) ряд (6.8) 
сходится, и справедливо неравенство ≤U Y . 

Следствие 6.1. Необходимым и достаточным условием 
существования неотрицательного решения уравнения  

1
0 1 1( )−

−= − −X I P P XP  (6.9) 
является сходимость ряда (6.8). При этом матрица U является 
минимальным неотрицательным решением этого уравнения. 

Лемма 6.2. Неотрицательное решение уравнения 

 
2

1 0 1( )− + − + =P X P I X P 0  (6.10) 
существует тогда и только тогда, когда сходится ряд 

 
1

0

( )i
i

∞

−
=

=∑R P U , (6.11) 

при этом матрица R является минимальным 
неотрицательным решением этого уравнения. 

Доказательство. Если ряд (6.11) сходится, то, умножив 
обе части равенства (6.2) слева на 1−P  и затем суммируя по n, 
получим, что неотрицательная матрица R удовлетворяет 
уравнению (6.1). 

Пусть Y – неотрицательное решение уравнения (6.10). 
Тогда 2

1 0 1 0 1− −≤ + + =P V P YP Y P Y , и из неравенств (6.4) и 

1 k− ≤P V Y  вытекает, что 
2 2

1 1 1 1 0 1 1 1 0 1( ) ( )k k k− + − − − −≤ + + ≤ + + =P V P P V P P V P P YP Y P Y . 
Следовательно, 1 k− ≤P V Y  для всех k. Поскольку 
последовательность матриц 1 k−P V  неубывающая, отсюда 
вытекает существование предела 

1 1
0

lim ( )k i
k

i

∞

− −→∞ =
= ≤∑P V P U Y .� 

Аналогично, используя равенство (6.3) и неравенство 
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(6.5), доказывается следующий результат. 
Лемма 6.3. Неотрицательное решение уравнения 

2
1 0 1( )− + − + =P X P I X P 0  (6.12) 

существует тогда и только тогда, когда сходится ряд 

1)
0

( i
i

∞

=
=∑F U P . (6.13) 

При этом матрица F является минимальным 
неотрицательным решением этого уравнения. 

Лемма 6.4. Пусть существует неотрицательное 
решение уравнения (6.12), F – его минимальное 
неотрицательное решение, матрица 0 1−− −I P P F  невырождена 

и 1
0 1( )−

−= − − ≥U I P P F 0 . Тогда неотрицательное решение 
уравнения (6.10) также существует, и матрица 1−=R P U  
является его минимальным неотрицательным решением. 

Доказательство. Из равенства 0 1 1( )−− − =I P P F F P  
вытекает, что 1=F UP . Поэтому матрица U является 
неотрицательным решением уравнения (6.9). Пусть V – 
любое неотрицательное решение этого уравнения, тогда  

0 1 1( ) −+ − + =I P I V P VP V 0 . 
Умножив обе части этого равенства справа на 1P , 

получим, что неотрицательная матрица 1VP  удовлетворяет 
уравнению (6.12). Поскольку 1=F UP  является минимальным 
неотрицательным решением этого уравнения, справедливо 
неравенство 1 1≤UP VP  и значит 

1
0 1 1 0 1 1

1
0 1 1 0 1 1 1 1 1

( ) [( )

( )]( ) ( ) .

−
− −

−
− − −

− = − − − − −

− − − − − = − ≥

V U I P P VP I P P UP

I P P VP I P P UP VP VP UP U 0
 

Следовательно, матрица U является минимальным 
неотрицательным решением уравнения (6.9). Согласно 
следствию 6.1 из леммы 6.1  

0
i

i

∞

=
=∑U U , 
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поэтому ряд (6.11) сходится, и матрица  1−=R P U  является 
минимальным неотрицательным решением 

уравнения (6.10).� 
Лемма 6.5. Пусть существуют неотрицательные 

решения уравнений (6.10) и (6.12), R – минимальное 
неотрицательное решение уравнения (6.10) и F –  
минимальное неотрицательное решение уравнения (6.12). 
Тогда 1 1−=RP P F , и для любого числа s справедливо 
разложение 

2
1 0 1( ) ( ) ( )s s s s− + − + = − −P P I P I R T I F , (6.14) 

где 

1 0 1 0−= + − = + −T RP P I P F P I . 
Доказательство. Действительно, согласно леммам 6.2 и 

6.3 справедливы равенства 

1 1 1 1
0

i
i

∞

− −
=

= =∑RP P U P P F . 

Далее имеем 
2

1 0 1( ) −= + − = −RT R P R P I P , 2
1 0 1( )−= + − = −TF P F P I F P , 

поэтому 

1( ) ( ) ( )( )s s s s−− − = + − =I R T I F T P I F  
2 2

1 0 1 1 1 1 0 1( ) ( ) .s s s s s− − − −= + − + + − = + − +P F P I P P P F P P I P
 
� 

Следствие 6.2. В условиях леммы 6.5 матрица T 
невырождена, если и только если для некоторого числа s 
матрица 2

1 0 1( )s s− + − +P P I P  невырождена. 
Лемма 6.6. Пусть 

2
1 1 0 1, 0,1,...k k k k+ −= + + =R P R P R P  (6.15) 

Тогда 1k k+≤R R  для всех 0,1,...k =  . Неотрицательное 
решение уравнения (6.10) существует тогда и только тогда, 
когда существует предел  lim k

k→∞
=R R . В этом случае матрица 

R является минимальным неотрицательным решением 
уравнения (6.10). 

Доказательство. Очевидно, 1 0≥R R , а из неравенства 
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1k k−≥R R  вытекает, что 2
1 1 1 0 1 1k k k k+ − − −≥ + + =R P R P R P R . 

Поэтому 1k k+≤R R  для всех 0,1,....k =  
Если последовательность матриц kR  сходится, то, 

переходя в равенстве (6.15) к пределу, получим, что 
неотрицательная матрица R удовлетворяет уравнению (6.10). 

Пусть Y – некоторое неотрицательное решение 
уравнения (6.10). Тогда 0 ≤R Y , а из неравенства k ≤R Y  

следует, что 2
1 1 0 1k+ −≤ + + =R P YP Y P Y . Поэтому k ≤R Yдля 

всех k. Поскольку последовательность матриц kR  
неубывающая, отсюда следует, что существует предел 

≤R Y .� 
Аналогично доказывается следующее утверждение, 

которое, впрочем, можно рассматривать как следствие 
леммы 6.6. 

Лемма 6.7. Пусть 0 =F 0 , 
2

1 1 0 1, 0,1,...k k k k+ −= + + =F P F P F P  (6.16) 
Тогда 1k k+≤F F  для всех 0,1,...k = . Неотрицательное решение 
уравнения (6.12) существует тогда и только тогда, когда 
существует предел lim k

k→∞
=F F . В этом случае матрица F 

является минимальным неотрицательным решением 
уравнения (6.12). 

Лемма 6.8. Пусть 1 0 1( )T Tε− + + ≤g P P P g , где 0 1ε≤ ≤  и 
g – положительный вектор. Тогда минимальное 
неотрицательное решение R уравнения (6.10) существует и 
справедливо неравенство T Tε≤g R g . 

Доказательство. Определим последовательность 
матриц kR  по формуле (6.15). Очевидно, 0

T Tε≤g R g , а из 

неравенства T T
k ε≤g R g  следует, что T T

k ≤g R g  и 

1 1 0 1( )T T T
k ε+ −≤ + + ≤g R g P P P g . 

Поэтому T T
k ε≤g R g  для всех k. Поскольку вектор g 

положителен, а последовательность матриц kR  монотонна, 
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отсюда вытекает существование предела lim k=R R  и 

справедливость неравенства T Tε≤g R g . По лемме 6.6 матрица 
является минимальным неотрицательным решением 
уравнения (6.10). � 

Следствие 6.3. В условиях леммы 6.8 максимальное 
собственное число ( )σ R  матрицы R не превосходит ε . 

Следующий  результат  доказывается  аналогично 
лемме 6.8. 

Лемма 6.9. Пусть 1 0 1( ) ε− + + ≤P P P f f , где 0 1ε≤ ≤  и f – 
положительный вектор. Тогда минимальное неотрицательное 
решение F уравнения (6.12) существует и справедливо 
неравенство ε≤Ff f . 

Следствие 6.4. В условиях леммы 6.9 максимальное 
собственное число ( )σ F  матрицы F не превосходит ε . 

Лемма 6.10. Пусть матрица 1 0 1−= + +P P P P  

неразложима, T T=g P g  и =Pf f , где g и f – положительные 
векторы, R – минимальное неотрицательное решение 
уравнения (6.10) и матрица 1 0+ −RP P I  невырождена. Тогда 

( ) 1σ =R , если и только если 1 1
T T

− ≥g P f g P f . При этом любой 

собственный вектор матрицы TR , соответствующий 
собственному числу 1, пропорционален g. 

Доказательство. Согласно леммам 6.8 и 6.9, в 
сделанных предположениях минимальные неотрицательные 
решения R и F уравнений (6.10) и (6.12) существуют и 
справедливы неравенства 

,T T≤ ≤g R g Ff f . (6.17) 
По лемме 6.5 1 1−=RP P F  и справедливо разложение 

( ) ( )=P I - R T I - F , (6.18) 
где 1 0 1 0−= + − = + −T RP P I P F P I . Заметим, что 1= −TF P . 

Предположим, что матрица I - R невырождена, тогда 
( )T T T= >h g I - R 0 , и из разложения (6.18) следует, что 

1 0 1( ) ( )+ + − = =RP P P I f T I - F f 0 . (6.19) 
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Из этого же разложения вытекает, что 

1( ) ( )T T T T+ = − = =h T P h T I F g P 0 . 
Поскольку матрица T невырождена, это означает, что 

1
T T≠h P 0  и, следовательно, 1 0T >h P f . Используя равенство 

(6.19), получаем 

1 0 1 1

1 1 1 1 1

( )

( ) .

T T T

T T T T T

− = − − = =

= − − = − <

g P f g I P P f g RP f

g P f g I R P f g P f h P f g P f
 

Предположим теперь, что матрица I - R  вырождена и 
( )T T=r I - R 0 . Как следует из разложения (6.18), в этом случае 

T T=r P 0 . Поскольку максимальное собственное число 
неразложимой матрицы P является простым, T Tc=r g , где с – 
некоторая константа. Используя неравенства (6.17), 
получаем 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) .T T T T T T
− − −= + − = + − ≥g P f g RP f g P I F f g P f g P I F f g P f � 
Лемма 6.11. Пусть матрица 1 0 1−= + +P P P P  

неразложима, T T=g P g  и =Pf f , где g и f – положительные 
векторы, F – минимальное неотрицательное решение 
уравнения (6.12) и матрица 1 0− + −P F P I  невырождена. Тогда 

( ) 1σ =F , если и только если 1 1
T T

−≥g P f g P f . При этом любой 
собственный вектор матрицы F, соответствующий 
собственному числу 1, пропорционален f. 

Этот результат доказывается аналогично лемме 6.10. 

6.2. Существование решений 

Здесь и в последующих разделах этой главы мы 
предполагаем, что , ,≥ ≥Λ 0 M 0  а матрицы N  и 
H = Λ + M + N  являются матрицами интенсивностей 
переходов. Будем обозначать , ,= =λ Λu µ Mu  где u  – вектор 
из единиц, и α  некоторое положительное число, для 
которого α+ ≥N I 0 . 

В этом разделе мы докажем существование 
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минимальных неотрицательных решений R и S уравнений 
2 =Λ + RN + R M 0 , 2 0=S Λ + SN + M  и получим условия 

невырожденности матриц ,N + RM N + SΛ  и SΛ + N + RM . 
Следующее условие D играет важную роль в дальнейшем 
анализе: 

(D)   Определитель 2det( )s s+ +Λ N M  не равен 
тождественно 0. 

Пример, когда это условие нарушено, дают матрицы: 
0 0 0 0

, ,
0 0 0 0

λ λ
µ µ

−     
= = =     −     

Λ N M . 

Если условие D выполнено, то определитель 
2det( )s s+ +Λ N M  имеет конечное число k нулей, 1 2k m≤ ≤ . В 

этом случае определитель 2det( )s s s+ +Λ N M  также не равен 
тождественно 0. 

Согласно следствию из теоремы 1.16, максимальное 
собственное число ( )σ H  матрицы H  неположительно. 
Условие D выполняется, если матрица Λ  или матрица М 
невырождены, а также, если ( ) 0σ <H , так как в этом случае 
det( ) 0≠Λ + M + N . Следующая теорема дает простое 
достаточное условие выполнимости условия D при 
неразложимой консервативной матрице H . 

Теорема 6.1. Пусть матрица H  неразложима и 
T T=p H 0 , где ≠p 0 . Условие D выполняется, если T T≠p λ p µ . 

Доказательство. Согласно теореме 1.10 вектор p имеет 
все координаты одного знака, так что 0T ≠p u . Без 

ограничения общности можно считать 1T =p u . 
Так как собственное число ( )σ H  неразложимой 

матрицы H  является простым, то собственные векторы ( )sg  

и ( )sf  матриц 2( )Ts s+ +Λ N M  и 2 , 0s s s+ + ≥Λ N M , 
соответствующие их максимальному собственному числу 

( )sγ , можно выбрать так, чтобы их координаты являлись 
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непрерывно дифференцируемыми функциями в некоторой 
окрестности точки 1s = , и выполнялись равенства 

(1) , (1) , ( ) ( ) 1T s s= = =g p f u g f  [17]. Дифференцируя 
равенство 

2( ) ( )( ) ( )Ts s s s sγ = + +g Λ N M f , 
получим 

( ) ( )( ( )) ( ) ( ) ( )( ( )) ( )( 2 ) ( ).T T Td d d
s s s s s s s s s s

ds ds ds
γ γ γ= + + +g f g f g N M f

Устремляя в этом равенстве s к 1, получим 

1
( ) T T

s

d
s

ds
γ = = −p Mu p Λu . 

Поэтому при T T≠p λ p µ  для некоторого s, близкого к 1, будем 

иметь ( ) (1) 0sγ γ< = . В этом случае матрица 2s s+ +Λ N M  
будет невырожденной. � 

Теорема 6.2.  Пусть   матрица   Н   неразложима,   и   p 
– положительный собственный вектор матрицы TH , 
соответствующий ( )σ H . Тогда 

1°. Минимальное неотрицательное решение R 
уравнения 

2+ + =Λ RN R M 0  (6.20) 
существует. 

2°. Справедливо неравенство 
( )

(1 )T T

a

σ≤ + H
p R p . (6.21) 

 В частности, максимальное собственное число ( )σ R  

матрицы R не превосходит ( )
1

a

σ+ H . 

3°. Матрица N + RM  невырождена, если и только если 
выполняется условие D. 

4°. При выполнении условия D, ( ) 1σ =R , если и только 

если ( ) 0σ =H  и T T≥p λ p µ . В этом случае собственный вектор 

матрицы TR , соответствующий собственному числу 1, 
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пропорционален p. 
Доказательство. Полагая 

1 0 1
1 1 1

, ,I
a a a− = = + =P Λ P N P M , 

получим неотрицательные матрицы, для которых 

1 0 1 1 0 1( ) , ( )T Tε− −+ + = + + ≤p P P P p P P P u u , 

где ( )
1

a

σε = + H . Нетрудно видеть, что 0 1ε≤ ≤ . Согласно 

леммам 6.8 и 6.9 существуют минимальные неотрицательные 
решения R и F уравнений 2 ,=Λ + RN + R M 0 2 =ΛF + NF + M 0  
и справедливо неравенство (6.21). Согласно следствию из 
леммы 6.5, условие D необходимо и достаточно для 
невырожденности матрицы N + RM . 

По следствию из теоремы 1.16 максимальное 
собственное число матрицы TR , а значит, и матрицы R, не 

превосходит ( )
1

a

σ+ H . В частности, ( ) 1σ <R , если ( ) 0σ <H . 

Если ( ) 0σ =H , то из теоремы 1.7 вытекает равенство Hu = 0 , 
а из леммы 6.10 следует, что при выполнении условия D, 

( ) 1σ =R , если и только если T T≥p λ p µ . При этом 

собственный вектор матрицы TR , соответствующий 
единичному собственному числу, пропорционален вектору g. 
� 

Следующая теорема вытекает из теоремы 6.2. 
Теорема 6.3.   Пусть   матрица  H   неразложима   и   p 

– положительный собственный вектор матрицы TH , 
соответствующий ( )σ H . Тогда 

1°. Минимальное неотрицательное решение S 
уравнения 

2S Λ + SN + M = 0  (6.22) 
существует. 

2°. Справедливо неравенство 
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( )
(1 )T T

a

σ≤ + H
p S p . (6.23) 

В частности, максимальное собственное число ( )σ S  матрицы 

S не превосходит ( )
1

a

σ+ H . 

3°. Матрица N + SΛ  невырождена, если и только если 
выполняется условие D. 

4°. При выполнении условия D, ( ) 1σ =S , если и только 

если ( ) 0σ =H  и T T≤g λ g µ . В этом случае собственный вектор 

матрицы TS , соответствующий собственному числу 1, 
пропорционален p. 

Следствие 6.5. Пусть матрица H неразложима и 
( ) 0σ <H . Тогда матрицы ,N + RM N + SΛ  и SΛ + N + RM  

невырождены. 
Действительно, если ( ) 0σ <H , то условие D 

выполняется и матрицы N + RM  и N + SΛ  невырождены. 
Кроме того, из неравенств (6.21), (6.23) вытекает, что 

( ) ( ) ( )T T Tσ≤ =p SΛ + N + RM p Λ + M + N H p . 
Согласно следствию 1.6 из теоремы 1.6 

( ) ( )σ σ≤SΛ + N + RM H . 
Поэтому матрица SΛ + N + RM  невырождена, если  

( ) 0σ <H . � 

Теорема 6.4. Пусть матрица H  неразложима, T T=p H 0  

1T =p u , а R, S – минимальные неотрицательные решения 
уравнений (6.20) и (6.22). Для невырожденности матрицы 
SΛ + N + RM  необходимо выполнение условия T T≠p λ p µ . 

Если T T≠p λ p µ  и матрица SΛ + N + RM  неразложима, то она 
невырождена. 

Доказательство. Заметим сначала, что при выполнении 
условия D имеем: 

, ,T T T T< =p R p p S p  если T T<p λ p µ , 
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, ,T T T T= =p R p p S p  если T T=p λ p µ , 

, ,T T T T= <p R p p S p  если T T>p λ p µ . 
Это вытекает из пунктов 2° и 4° теорем 6.2 и 6.3. 

Из равенств (6.20), (6.22) следует справедливость 
разложений 

SΛ + N + RM = (I - SR)(N + RM) = (I - RS)(N + SΛ) . (6.24) 
Пусть матрица SΛ + N + RM  невырождена. Тогда матрица 
N + RM  невырождена, и по теореме 6.2 выполняется условие 
D. Кроме того, невырождена матрица I -SR , и с учетом 
сделанного заключения, приходим к выводу, что T T≠p λ p µ . 

Пусть T T≠p λ p µ . Тогда по теореме 6.1 условие D 
выполняется и, согласно теоремам 6.2, 6.3, матрицы N + RM  
и N + SΛ  невырождены. Если T T<p λ p µ , то 

( ) ( )T T T= ≠p I - SR p I - R 0 , и из равенств (6.24) следует, что 

( )T T≠p SΛ + N + RM 0 . Если T T>p λ p µ , то 

( )T T≠p SΛ + N + RM 0 , и из равенств (6.24) следует, что 

( ) ( )T T T= ≠p I - RS p I - S 0 . Таким образом ( )T T≠p SΛ + N + RM 0 , 

если T T≠p λ p µ . Кроме того, 

( ) ( )T T T≤ =p SΛ + N + RM p Λ + N + M 0 . 
Поэтому матрица SΛ + N + RM  является неконсервативной 
матрцей интенсивностей переходов. В соответствии с 
теоремой 1.7 она невырождена, если неразложима. � 
 Пусть далее матрица H  имеет нормальную форму 

11

22

11 12 1 1 1

1 2 1

r r r r r r

l l lr lr ll

+ + + + +

+

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

H

H 0

0

H

H H H H

H H H H H

⋱

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱

⋯ ⋯

, (6.25) 
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где iiH  – неразложимые матрицы интенсивностей переходов, 
и для l r>  в каждой строке 1 2 1, ,..., ,  1, 2,...,i i ii i r r l− = + +H H H , 
есть ненулевая матрица. 

Разобьем матрицы , ,Λ N M  на блоки в соответствии с 
разбиением на блоки матрицы H. Поскольку все матрицы 

, ,Λ N M  имеют неотрицательные внедиагональные элементы, 
и H = Λ + N + M , то там, где у матрицы Н стоят нулевые 
блоки, у матриц , ,Λ N M  также будут стоять нулевые блоки. 
Следовательно, матрицы , ,Λ N M  являются нижними блочно-
треугольными: 

11 11 11

1 1 1

, , .

l ll l ll l ll

     
     = = =     
          

Λ 0 N 0 M 0

Λ N M

Λ Λ N N M M

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱

⋯ ⋯ ⋯

 

Теорема 6.5. Всегда существует минимальное 
неотрицательное решение F уравнения 2 + + =ΛF NF M 0 , 

причем ( )
(1 )

a

σ≤ + H
Fu u . 

 Если выполняется условие D, то существует также 
минимальное неотрицательное решение R уравнения 

2 =Λ + RN + R M 0  и ( )
( ) 1

a

σσ ≤ + H
R . В этом случае RM = ΛF , 

матрица N + RM  невырождена и справедливо разложение 
2 ( )( )( )s s s s+ + = − + −Λ N M I R N RM I F . 

Доказательство. Положим 

1 0 1
1 1 1

, ,
a a a− = = + =P Λ P I N P M . 

Используя лемму 6.9, приходим к выводу, что существует 
минимальное неотрицательное решение F уравнения 

2ΛF + NF + M = 0 , (6.26) 
и справедливо неравенство 

( )
(1 )

a

σ≤ + H
Fu u . (6.27) 

Рассмотрим последовательность матриц 0 =F 0 , 



 

 139

2
1

1
( ), 0,1,...k k k k k

a+ = + + + =F F ΛF NF M  (6.28) 

Согласно лемме 6.7 эта последовательность сходится к 
матрице F. Поскольку матрицы , ,Λ N M  являются нижними 
блочно треугольными, все матрицы kF , а значит, и матрица F 
являются нижними блочно треугольными. Из равенств (6.28) 
и леммы 6.7 также следует, что диагональные блоки iiF  
матрицы F являются минимальными неотрицательными 
решениями уравнений 2 , 1,2,...,ii ii ii ii ii i l+ + = =Λ F N F M 0 . 
Здесь 0, 0,ii ii≥ ≥Λ M  а ,ii ii ii ii ii= + +N H Λ N M  – матрицы 
интенсивностей переходов, причем iiH  неразложимы. По 
теореме 6.2 существуют минимальные неотрицательные 
решения iiR  уравнений 

2 , 1,2,...,ii ii ii ii ii i l+ + = =Λ R N R M 0 . 

Поскольку определитель 2det( )s s+ +Λ N M  не равен 

тождественно 0, то все определители 2det( )ii ii iis s+ +Λ N M , 
1,2,...,i l= , также не равны тождественно 0. Согласно 

следствию 6.2 из леммы 6.5, матрицы ii ii ii+N Λ F , а вместе с 
ними и блочно-треугольная матрица N +ΛF  невырождены. 

Из неравенства (6.27) вытекает, что ( ) ≤ ≤N +ΛF u Hu 0 . 
Кроме того, невырожденная матрица N +ΛF  имеет 
неотрицательные внедиагональные элементы. Согласно 
теореме 1.3 1 1

0 1( ) ( )a− −
−− − = − ≥I P P F N + ΛF 0 . 

На основании леммы 6.4 приходим к выводу, что 
существует минимальное неотрицательное решение R 
уравнения 2Λ + RN + R M = 0 . По лемме 6.5 RM = ΛF , и 
справедливо разложение  

2 ( )( )( )s s s s+ + = − −Λ N M I R N + RM I F . 
Аналогично тому, как мы установили, что матрица F 

является нижней блочно треугольной, используя лемму 6.6, 
приходим к выводу, что матрица R также является нижней 
блочно треугольной. На основании теоремы 6.2 справедлива 
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следующая оценка максимального собственного числа ( )σ R  
матрицы R: 

( ) ( )
( ) max ( ) max(1 ) 1ii

ii
i i a a

σ σσ σ= ≤ + = +
H H

R R .� 

Из доказанной теоремы вытекает следующий 
результат. 

Теорема 6.6. Всегда существует минимальное 
неотрицательное решение G  уравнения 2 =Λ + NG + MG 0 , 

причем ( )
(1 )

a

σ≤ + H
Gu u . 

Если выполняется условие D, то существует также 
минимальное неотрицательное решение S уравнения 

2S Λ + SN + M = 0  и ( )
( ) 1

a

σσ ≤ + H
S . В этом случае SΛ = MG , 

матрица N + SΛ  невырождена и справедливо разложение 
2 ( )( )( )s s s s+ + = − −Λ N M I S N + SΛ I G . 

Матрица 2s s+ +Λ N M  является нижней блочно 
треугольной и условие D выполняется, если оно выполняется 
для всех ее диагональных блоков 2 , 1,2,...,ii ii iis s i l+ + =Λ N M . 
Поскольку матрицы ii ii ii ii= + +H Λ N M  неразложимы, для 
этого по теореме 6.1 достаточно, чтобы для каждого i 
выполнялось одно из двух условий: 

1) ( ) 0,iiσ <H  

2) ( ) 0iiσ =H  и T T
i ii i i ii i≠p Λ u p M u ,  

где ip  - положительный вектор, T T
i ii =p H 0 , и iu  - вектор из 

единиц. 
Согласно лемме 6.7, минимальные неотрицательные 

решения R и S уравнений (6.20), (6.22) являются пределами 
последовательностей матриц  

2
0 1

1
, ( ),   0,1,...k k k k k

a+= = + + + =R 0 R R Λ R N R M , (6.29) 

2
0 1

1
, ( ),   0,1,...k k k k k

a+= = + + + =S 0 S S S Λ S N M . (6.30) 
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Поскольку матрицы , ,Λ N M  являются нижними 
блочно треугольными, такими же будут все матрицы kR  и 

,kS  а значит, и матрицы R,S  и SΛ + N + RM . Из равенств 
(6.29), (6.30) и леммы 6.7 вытекает, что диагональные блоки 
матриц R и S являются минимальными неотрицательными 
решениями уравнений 

2
ii ii ii ii ii+ + =Λ R N R M 0 , 

2
ii ii ii ii ii+ + =S Λ S N M 0 , 1,2,...,i l= , 

причем матрицы интенсивностей переходов 

ii ii ii ii= + +H Λ M N  неразложимы. Согласно следствию 6.5 из 
теоремы 6.3 матрицы ii ii ii ii ii+ +S Λ N R M , являющиеся 
диагональными блоками матрицы SΛ + N + RM , будут 
невырождены, если ( ) 0iiσ <H . Поэтому при ( ) 0σ <H  
матрица SΛ + N + RM  невырождена. 

Если же ( ) 0iiσ =H  для некоторых диагональных 
блоков матрицы Н, то по теореме 6.4 для невырожденности 
матрицы SΛ + N + RM  необходимо, чтобы для таких блоков 
выполнялось условие T T

i ii i i ii i≠p Λ u p M u , где ip  – 

положительный вектор, T T
i ii =p H 0 . Если для каждого i, для 

которого ( ) 0iiσ =H , выполняется это условие, и матрица 

ii ii ii ii ii+ +S Λ N R M  неразложима, то матрица SΛ + N + RM  
невырождена. 

Наиболее просто определить, для каких диагональных 
блоков ( ) 0iiσ =H , а для каких ( ) 0iiσ <H , если матрица 
интенсивностей переходов H  консервативна. В этом случае 

0, 1,2,...,ii i i r= =H u , 
1

1

, 1, 2,...,
i

ii i ij j
j

i r r l
−

=
≤ − < = + +∑H u H u 0 . 

По теореме 1.7 матрицы ,ii i r>H , невырождены. 
Следовательно, ( ) 0iiσ =H  для 1,2,...,i r=  и ( ) 0iiσ <H  для 

1,...,i r l= + . 
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Суммируем вышесказанное в двух теоремах. 
Теорема 6.7. Пусть ( ) 0σ <H . Тогда условие D 

выполняется. Если R и S – минимальные неотрицательные 
решения уравнений (6.20) и (6.22), то матрица SΛ + N + RM  
невырождена. 

Теорема 6.8. Пусть Hu = 0 , T T
i ii i i ii i≠p Λ u p M u  и 

T T
i ii =p H 0 , 1,2,...,i r= , где ip  – положительные векторы. 

Тогда условие D выполняется. Если R и S – минимальные 
неотрицательные решения уравнений (6.20) и (6.22), то 
матрица SΛ + N + RM  невырождена, когда ее диагональные 
блоки ii ii ii ii ii+ +S Λ N R M , 1,2,...,i r= , неразложимы. 

В заключение раздела отметим, что матрицы 
SΛ + N + RM  и MG + N + ΛF  являются матрицами 
интенсивностей переходов, поскольку их внедиагональные 
элементы неотрицательны и  

( ) ( )= ≤ ≤SΛ + N + RM u MG + N + ΛF u Hu 0 . 

6.3. Вычисление минимальных неотрицательных 
решений 

Здесь, как и в предыдущем разделе, предполагаем, что 
, ,≥ ≥Λ 0 M 0  а матрицы N  и H = Λ + M + N  являются 

матрицами интенсивностей переходов. Дополнительно 
предположим выполненным условие D раздела 6.2, а также 
условие Λ + M > 0 . 

Пусть матрица E  имеет неотрицательные 
внедиагональные элементы, и ≤E N . Тогда ≤ < ≤Eu Nu Hu 0  
и, следовательно, <Eu 0 . По теореме 1.7 матрица Е 
невырождена, а по теореме 1.3 1− ≤E 0 . Положим  

1 1 1
1 0 1( ) , ( ) ( ) , ( )P P− − −

− = − = = −P E ΛE E E - N E E ME . 
Нетрудно видеть, что матрицы 1 0( ), ( )−P E P E  и 1( )P E  
являются неотрицательными, а решения уравнения 

2
1 0 1( ) ( ( ) ) ( )− + − + =P E X P E I X P E 0  (6.31) 
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являются решениями уравнения 2Λ + XN + X M = 0  и наоборот.  
Определим рекуррентно последовательность матриц 

0( ) =R E 0 ,   2
1 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k+ −= + +R E P E R E P E R E P E  (6.32) 

 0,1,...k =  
Теорема 6.9. Для любой матрицы ≤E N  с 

неотрицательными внедиагональными элементами 
последовательность матриц ( )kR E  монотонно сходится к 
минимальному неотрицательному решению R уравнения 

2Λ + RN + R M = 0 . (6.33) 
Если матрица G  имеет неотрицательные 

внедиагональные элемены и ≤ ≤E G N , то ( ) ( )k k≤R E R G  для 
всех 0,1,...k =  

Доказательство. При сделанных в начале этого раздела 
предположениях по теореме 6.5 существует минимальное 
неотрицательное решение R уравнения 2Λ + RN + R M = 0 . 
Матрица R является также минимальным неотрицательным 
решением уравнения (6.20). Согласно лемме 6.6 
последовательность матриц ( )kR E  монотонно сходится к 

матрице R. 
Пусть G  имеет неотрицательные внедиагональные 

элементы и ≤ ≤E G N . Тогда 0 0( ) ( )=R G R E  и из неравенства 
( ) ( )k k≥R G R E  следует: 

2
1

2

2

1 1 1

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ( ) ( ))( ) ( ) .

k k k

k k

k k k

k k k k

+

+ + +

− = + − + ≥

≥ + − + =

= + − + + − =
= − + − − ≥ −

R G G Λ R G N G R G M

Λ R E N G R E M

Λ R E N E R E M R E E G

R E G R E R E G E R E G

 

Поскольку 1( )−− ≥G 0 , из полученного неравенства вытекает, 
что 1 1( ) ( )k k+ +≥R G R E . Таким образом, ( ) ( )k k≤R E R G  при 
любом 0,1,...k =  � 

С помощью доказанной теоремы можно построить 
серию последовательностей матриц, сходящихся к 
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минимальному неотрицательному решению уравнения (6.33). 
Наиболее просто вычисляется последовательность ( )k γR I , 
где 0γ <  – минимальный диагональный элемент матрицы N. 
Наиболее быстро к матрице R сходится последовательность 

( )kR N . Однако при этом требуется обращение матрицы N. 
Компромиссным вариантом является последовательность 

( )kR E , в которой Е – треугольная матрица, ненулевые 
элементы которой совпадают с соответствующими 
элементами матрицы N. 

В основе другого метода вычисления минимального 
неотрицательного решения  R  уравнения (6.33) лежит 
равенство 

1( )−= −R Λ N + RM . 
Определим последовательность матриц kR  следующим 
образом: 

1
1 ( ) , 0,1,...k k k−

+ = − + =R Λ N R M  (6.34) 
Докажем корректность этого определения и сходимость 
матриц kR  к матрице R.  

Теорема 6.10. Последовательность матриц kR  
монотонно сходится к минимальному неотрицательному 
решению R уравнения (6.33). При этом ( )k k≤R N R  для всех 

0,1,...k =  
Доказательство. По теореме 6.2 матрица N + RM  

невырождена. Очевидно, 0= ≤0 R R , а из неравенства k ≤R R , 
согласно следствию из теоремы 1.6, вытекают 
невырожденность матрицы k+N R M  и справедливость 
неравенства  

1 1
1 ( ) ( )k k

− −
+ = − + ≤ − + =R Λ N R M Λ N RM R . 

Таким образом, определение (6.34) корректно, и k ≤R R  для 
всех 0,1,...k = . 

Далее имеем 1
1 0

−= − ≥ =R ΛN R 0 , а из неравенства 

1k k −≥R R , согласно следствию из теоремы 1.6, вытекает, что  
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1 1
1 1( ) ( )k k k k

− −
+ −= − + ≥ − + =R Λ N R M Λ N R M R . 

Поэтому последовательность матриц kR  монотонна и 
ограниченна сверху матрицей R. Следовательно, она 
сходится к некоторой неотрицательной матрице ≤Y R , 
которая, как вытекает из равенства (6.34), удовлетворяет 
уравнению 2Λ + YN + Y M = 0 . Поскольку R – минимальное 
неотрицательное решение этого уравнения, то Y = R .  

Покажем, что последовательность kR  сходится к 
матрице R быстрее, чем последовательность ( )kR N . Ясно, 
что 0 0( )=R R N , а из неравенства ( )k k≥R R N , с учетом 
монотонности последовательности kR , получаем 

1 1
1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

k k k k k

k k k

− −
+ + − +

− − +

= − − = + ≥

≥ + ≥ + =

R ΛN R R MN P N R R P N

P N R P N P N R N P N R N
 

Следовательно, ( )k k≥R R N  для всех 0,1,...k =  � 
Уравнения (6.20) и (6.22) могут быть решены 

различными методами, однако самым быстрым является 
метод логарифмического понижения [20, 21]. К тому же 
оказалось, что он позволяет за один проход найти решения 
обоих уравнений [18]. 

 
6.4. Проверка неразложимости матрицы SΛ + N + RM  

 Здесь, как и в предыдущем разделе, предполагаем, что 
, ,≥ ≥Λ 0 M 0  а матрицы N  и H = Λ + M + N  являются 

матрицами интенсивностей переходов. Дополнительно 
предположим выполненным условие D раздела 6.2. 

Пусть R и S – минимальные неотрицательные решения 
уравнений 2Λ + RN + R M = 0  и 2S Λ + SN + M = 0 . Проверку 
того, является ли матрица SΛ + N + RM  неразложимой, 
можно провести, не зная самих решений R и S, а обследовав 
граф ( )G A  бесконечной в обе стороны блочной 
трехдиагональной матрицы 
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 
 
 
 =
 
 
 
 

N Λ

A M N Λ

M N

0

0

⋱ ⋱

⋱

⋱

⋱ ⋱

. 

Граф ( )G A  имеет множество вершин 

k
k

X X
∞

∗
=−∞

= ∪ , 

где {( , ) | }, {1,2,..., }kX k i i X X m= ∈ = , и m – порядок матриц 
, , .Λ M N  Подмножества вершин kX  будем называть слоями. 

В графе ( )G A  дуги могут соединять лишь вершины из 
одного слоя или вершины из соседних слоев. Из вершины 
( , )k i  есть дуга в вершину ( , )k j , если ( , ) 0N i j > , есть дуга в 
вершину ( 1, )k j+ , если ( , ) 0i jΛ > , и есть дуга в вершину 
( 1, )k j− , если ( , ) 0M i j > . 

Теорема 6.11. Матрица SΛ + N + RM  неразложима 
тогда и только тогда, когда в графе ( )G A  из любой вершины 
слоя 0X  существует путь в любую другую вершину этого 
слоя. 

Доказательство. Согласно теореме 6.5 матрица N + RM  
невырождена, а по теореме 1.3 1( )− ≤N + RM 0 . Положим 

1( )−= −U N + RM , тогда из равенства Λ + R(N + RM) = 0  
вытекает, что R = ΛU . Следовательно, матрица U является 
неотрицательным решением уравнения 

1( )−= −U N +ΛUM . (6.35) 
Если Y – другое неотрицательное решение этого уравнения, 
то неотрицательная матрица ΛY  удовлетворяет уравнению 

2Λ + XN + X M = 0  и, значит, ≥ΛY R . Согласно следствию 1.1 
из теоремы 1.6  

1 1( ) ( )− −= − ≥ − =Y N + ΛYM N + RM U , 
т.е. матрица U является минимальным неотрицательным 
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решением уравнения (6.35). 
Пусть 0α >  – некоторое число, для которого 

α+ ≥N I 0 , и 1 0 1
1 1 1

, ,
α α α− = = + =P Λ P I N P M . Тогда матрица 

U является минимальным неотрицательным решением 
уравнения 1

0 1 1( )−
−= − −U I P P UP  и согласно следствию 6.1 из 

леммы 6.1 матрица U имеет следующий вид: 

1 2
1

n

n

k k k
n k K

∞

= ∈
= +∑∑U I P P P⋯ , 

где 

1 2 1 1 2

1 1 1

{( , ,..., ) { 1,0,1} | 0, 0,...

..., ... 0, ... 0}, 1,2,...

n
n n

n n

K k k k k k k

k k k k n−

= ∈ − ≤ + ≤
+ + ≤ + + = =

 

Отсюда вытекает, что ( , ) 0U i j ≠  тогда и только тогда, когда в 
графе ( )G A  существует путь из вершины (1, )i  в вершину 
(1, )j , проходящий через вершины, принадлежащие слоям 

1 2, ,...X X ,  и не содержащий вершин из слоев 0 1 2, , ,...X X X− −  
Аналогично, если S – минимальное неотрицательное 

решение уравнения 2S Λ + SN + M = 0 , то S = MV , где матрица 
1( )−= −V N + SΛ  является минимальным неотрицательным 

решением уравнения 
1( )−= −V N + MVΛ . (6.36) 

Для того чтобы ( , ) 0V i j ≠ , необходимо и достаточно 
существование в графе ( )G A  пути из вершины ( 1, )i−  в 
вершину ( 1, )j− , проходящего через вершины, 
принадлежащие слоям 1 2, ,...X X− − , и не содержащего вершин 
из слоев 0 1 2, , ,...X X X  . и 

Положим  
Φ = SΛ + N + RM = MVΛ + N +ΛUM  

и рассмотрим граф ( )G Φ . Ясно, что i j≠  и ( , ) 0i jΦ ≠  тогда и 
только тогда, когда ( , ) 0N i j ≠ , либо ( )( , ) 0i j ≠ΛUM , либо 
( )( , ) 0i j ≠MVΛ . С учетом вышесказанного, это равносильно 
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тому, что в графе ( )G A  существует путь, начинающийся в 
вершине (0, )i , заканчивающийся в вершине (0, )j  и не 
содержащий других вершин слоя 0X . В частности, если в 
графе ( )G Φ  существует путь из вершины i в вершину j, то в 
графе ( )G A существует путь ( ,0)i  в вершину ( ,0)j . 

Если в графе ( )G A  есть путь из ( ,0)i в ( ,0)j , то этот путь 
состоит из одного или нескольких участков, каждый из 
которых начинается и заканчивается в вершинах из слоя 0X  
и не содержит других вершин этого слоя. Таким участкам 
соответствуют дуги графа ( )G Φ , образующие в нем путь из 
вершины i в вершину j. Таким образом, условие теоремы 6.11 
эквивалентно сильной связности графа ( )G Φ . � 

6.5. Собственные числа матриц R и S 

Здесь мы предполагаем, что , ,≥ ≥Λ 0 M 0  а матрицы N  и 
H = Λ + M + N  являются матрицами интенсивностей 
переходов.  Будем обозначать , ,= =λ Λu µ Mu  где u  – 
вектор из единиц, и α  некоторое положительное число, для 
которого α+ ≥N I 0 . Предполагается также выполненным 
условие D раздела 6.3. 

Пусть S,R,F,G  – минимальные неотрицательные 
решения уравнений 

 

2 2

2 2

,

.+ =

S Λ + SN + M = 0, Λ + RN + R M = 0

ΛF NF + M = 0, Λ + NG + MG 0
 (6.37) 

Согласно теоремам 6.5 и 6.6 все собственные числа 

матриц S,R,F,G  лежат в круге ( )
| | 1s

σ
α

≤ + H , матрицы 

N + RM  и N + SΛ  невырождены и справедливы разложения 
2 ( )( )( ),s s s s+ + = −Λ N M I - R N + RM I F  (6.38) 
2 ( )( )( ).s s s s+ + = − + −Λ N M I S N SΛ I G  (6.39) 

Рассмотрим первое из этих разложений. Степень 
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многочлена det( )sI - R  равна m, а степень r многочлена 
det( )I - sF  заключена в интервале 0 r m≤ ≤ . Поэтому степень 

k m r= +  многочлена 2( ) det( )s s s∆ = + +Λ N M  заключена в 
интервале 2m k m≤ ≤ . Нулями многочлена ( )s∆  являются m 
собственных чисел матрицы R, которые лежат в круге 

( )
| | 1s

σ
α

≤ + H , r k m= −  чисел, обратных ненулевым 

собственным числам матрицы F. Эти последние r нулей 

многочлена ( )s∆  имеют модули не меньше, чем 1( )
(1 )

σ
α

−+ H . 

Если степень r многочлена det( )s−I F  меньше m, то 
характеристический многочлен матрицы F можно записать в 

виде 1
det( ) [ det( )]m r rs s s

s
−= −I - F I F , где в квадратных скобках 

стоит многочлен степени r, свободный член которого равен 
коэффициенту при rs  у многочлена det( )s−I F  и поэтому 
отличен от 0. Следовательно, при r m<  матрица F имеет 
нулевое собственное число кратности 2m r m k− = − . 

Из разложения (6.39) следует, что степень многочлена 
det( )s−I S  равна k m r− = . Нулями многочлена ( )s∆  являются 
m собственных чисел матрицы G, лежащие в круге 

( )
| | 1s

σ
α

< + H , и r чисел, обратных ненулевым собственным 

числам матрицы S, для которых 1( )
| | (1 )s

σ
α

−≥ + H . 

При r m< матрица S имеет нулевое собственное число 
кратности m r− . 

Пусть ( ) 0σ <H , тогда в области | | 1s <  лежат ровно m 
нулей многочлена ( )s∆ , являющихся собственными числами 
матрицы R и одновременно собственными числами матрицы 
G. Поэтому характеристические многочлены матриц R и G 
совпадают. В области | | 1s >  лежат ровно r нулей многочлена 

( )s∆ , являющихся числами, обратными ненулевым 
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собственным числам матрицы F, и одновременно числами, 
обратными ненулевым собственным числам матрицы S. Если 
r m< , то обе матрицы F и S имеют нулевые собственные 
числа кратности m r− . Поэтому характеристические 
многочлены матриц S и F также совпадают. 

Если ( ) 0σ =H , то рассмотрим минимальные 
неотрицательные решения , , ,ε ε ε εS R F G  уравнений  

2 2

2 2

( ) , ( ) ,

( ) 0, ( ) ,

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε
ε ε

+ − + = + − + =

+ − + = + − + =

S Λ S N I M 0 Λ R N I R M 0

ΛF N I F M Λ N I G MG 0
 

где 0ε > . Поскольку ( ) 0σ ε ε+ − + = − <Λ N I M , то 
характеристические многочлены матриц εR  и εG , а также 
матриц εS  и εF  совпадают. При 0ε →  матрицы , ,ε ε εS R F  и 

εG  сходятся к матрицам , ,S R F  и G. Поэтому 
характеристические многочлены матриц R и G, а также 
матриц S и F совпадают и при ( ) 0σ =H . 

Из вышесказанного вытекает, что в предположениях, 
сделанных в начале этого раздела, справедлив следующий 
результат. 

Теорема 6.12. Пусть R,S,F,G  – минимальные 
неотрицательные решения уравнений (6.37). Тогда 
характеристические многочлены матриц R и G и 
характеристические многочлены матриц S и F совпадают. 
Степень k многочлена 2( ) det( )s s s∆ = + +Λ N M  заключена в 
интервале 2m k m≤ ≤ . Этот многочлен имеет m нулей, 
являющихся собственными числами матриц R и G, и k m−  
нулей, являющихся величинами, обратными ненулевым 
собственным числам матриц S и F. Если 2k m< , то матрицы 
S и F имеют нулевое собственное число кратности 2m k− . 

С помощью этой теоремы можно определить все 
собственные числа матриц R и S, если известны два 
непересекающихся подмножества комплексной плоскости, в 
одном из которых лежат собственные числа матрицы R, а в 
другом – числа, обратные ненулевым собственным числам 
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матрицы S. В рассмотренном выше случае, когда ( ) 0σ <H , 
такими подмножествами являлись внутренняя и внешняя 
части круга | | 1s < . 

Пусть  ( ) 0σ =H ,  матрица  H   неразложима   и   

0T T=p H ,  где p – положительный вектор. Если T T<p λ p µ , то 
согласно теоремам 6.2 и 6.3 ( ) 1σ <R , а ( ) 1σ =S . Поэтому 
собственные числа матрицы R принадлежат области | | 1s < , а 
величины, обратные ненулевым собственным числам 
матрицы S, лежат вне ее. Если T T>p λ p µ , то ( ) 1σ =R , а 

( ) 1σ <S . Поэтому | | 1s ≤  для собственных чисел матрицы R и 
| | 1s >  для величин, обратных ненулевым собственным 
числам матрицы S.  

6.6. Пример 

Пусть требуется решить систему уравнений 
равновесия T T=x Q 0  с неразложимой блочной 
трехдиагональной консервативной матрицей интенсивностей 
переходов, имеющей вид 

0 0

1

1l

l l

−

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

N Λ

M N Λ 0

M
Q

Λ

0 M N Λ

M N

⋱ ⋱

⋱ ⋱
, (6.40) 

где число диагональных клеток не меньше 5. Предположим 
для простоты, что матрица H неразложима, и пусть p –
положительное решение системы уравнений равновесия 

T T=p H 0 . В этом случае по теоремам 6.2 и 6.3 существуют 
минимальные неотрицательные решения R и S уравнений 

2Λ + RN + R M = 0  и 2S Λ + SN + M = 0 . Для применения к 
решению системы уравнений T T=x Q 0  результатов, 
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изложенных в настоящей главе, требуется невырожденность 
матрицы Φ = SΛ + N + RM . Для этого по теореме 6.4 
необходимо, чтобы T T≠p λ p µ . 

Пусть T T≠p λ p µ . Построив граф ( )G A , проверяем, 
является ли матрица Φ  неразложимой. Если да, то по 
теореме 6.4 матрица Φ  невырождена. Если же матрица Φ  
разложима, то уверенности в том, что она невырождена, нет, 
и можно либо прекратить дальнейшие действия и поискать 
другой метод решения, либо просто проверить определитель 
матрицы Φ  после вычисления матриц R, S и самой матрицы 
Φ . Вычисление матриц R и S можно провести одним из 
итерационных методов, изложенных в разделе 6.4. 

Если матрица Φ  невырождена, приступаем к 
формированию матрицы для определения векторв 0, , , lx a b x  
из системы уравнений  

0 0

1 2
1 1

0 2 1
1 1

0 0

[ , , ]

0 0

l l
lT T T T

l l l
l

l l

− −
−

− −
−

 
 + −  =
 − +
 
  

N Λ

M N RM R M R Λ
x a b x 0

S M S Λ N SΛ Λ

M N

. (6.41) 

Поскольку исходная система уравнений T T=x Q 0  имеет 
единственное с точностью до постоянного множителя 
решение, то согласно следствию 5.3 из теоремы 5.8 система 
уравнений (6.41) также имеет решение, единственное с 
точностью до постоянного множителя. Следовательно, ранг 
матрицы системы уравнений (6.41) на 1 меньше ее порядка.  

После определения векторов 0, , , lx a b x  остальные 
векторы ix  вычисляются в два приема. Сначала выполняем 
обратный ход: 1 :l− =x b , 

1: , 2,...,2,1T T
i i i l+= = −x x S , 

а затем прямой ход: :=y a , 

: , : , : , 1,2,..., 1T T
i i i l= + = = = −x x y z y R y z . 
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В результате получим решение системы (6.40) 
1 1 , 1,2,..., 1T T i T l i

i i l− − −= + = −x a R b S . 
Аналогично, используя следствие из теоремы 5.8, 

решается система уравнений равновесия с матрицей вида 
(6.40), у которой 0 =Λ Λ  и l =M M . В этом случае система 
уравнений для определения неизвестных векторов a и b 
является 2 2× -блочной и решение имеет вид 

T T i T l i
i

−= +x a R b S  
для всех 0,1,...,i l= . 
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