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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования

Автором проводится построение геометрического описания урав-

нений Максвелла в терминах расслоенных пространств. Описываются

разные варианты тензора проницаемостей и, соответственно, предла-

гаются варианты геометризации уравнений Максвелла. В частности

выделяется вариант геометризации на основе квадратичной метрики,

приводящий к уравнениям Янг–Миллсовского типа.

Также предлагается переформулировка задачи построения гамиль-

тонова формализма уравнений Максвелла для случая полей без ис-

точников, что позволяет использовать симплектический гамильтонов

формализм.

Описанный формализм демонстрируется в применении к задачам

трансформационной оптики и расчёта линз. Аналитические расчёты

верифицируются с помощью численных методов.

Имея в виду практическую задачу проектирования оптических

приборов и устройств субволнового диапазона решается проблема гео-

метризации уравнений оптики разного уровня: геометрической опти-

ки, волновой скалярной оптики, уравнений Максвелла. Максвеллов-

ская оптика учитывает векторный характер электромагнитного излу-

чения в оптическом диапазоне.

Для проведения расчётов в области оптики (расчёт линз, транс-

формационная оптика) и электродинамики в целом перспективным

представляется метод геометризации уравнений Максвелла. При этом

можно геометризовать как само поле, так и взаимодействие поля с ве-

ществом. Основная идея заключается в переводе материальных урав-

нений Максвелла, а именно диэлектрической и магнитной проницае-

мости, в эффективную геометрию пространства-времени.

В XIX-ом и XX-ом веках идея геометризации являлась одной из

магистральных идей физики. Геометризацией электромагнитного по-

ля занималось большое количество учёных. Работы Вейля, Фока,
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Калуцы–Клейна находились в русле исследований единой теории по-

ля. Однако электромагнитное поле в данных работах рассматривалось

как электромагнитное поле в вакууме, то есть влияние среды не учи-

тывалось. Были разработаны конструкции с одним полевым тензором.

Поэтому многие идеи данных исследователей были включены в тео-

рию Янга–Миллса.

Тогда же возникло направление, занимавшееся геометризацией

собственно материальных уравнений. Это работы Мандельштама,

Тамма, Плебаньского, де Феличе и др. Это направление развивалось

без чётко сформулированных идейных и целевых посылок. Оно на-

шло своё применение в приложении к теории гравитационных линз, а

позднее в применении к трансформационной оптике. В обоих прило-

жениях результирующие конструкции были излишне формальными.

Например, в публикациях по трансформационной оптике эта реали-

зация является набором рецептов, сделанных под конкретные случаи.

Что, естественно, приводит к появлению статей, пытающихся обосно-

вать (или переформулировать) трансформационную оптику.

При описании электромагнитного поля обычно используют два тен-

зора. Для обобщения конструкции Янга–Миллса на полевую теорию с

двумя тензорами необходимо геометризовать взаимосвязь между эти-

ми тензорами. Если опираться на обычное представление теории Макс-

велла, когда тензоры F и G имеют варианты как с нижними, так и с

верхними индексами, то создаётся впечатление, что на некотором мно-

гообразии одновременно заданы два касательных расслоения, связан-

ных некоторым образом между собой, на которых и заданы тензоры

F и G.

Можно выделить два аспекта геометризации уравнений оптики.

Первый аспект геометризации уравнений оптики заключается в гео-

метризации материальных уравнений Максвелла. Второй аспект гео-

метризации уравнений оптики заключается в последовательном гео-

метрическом подходе к решению уравнений Максвелла, а именно к

лагранжеву и гамильтонову подходам.

Однако в открытой печати, к сожалению, не решены систематиче-



3

ски проблемы геометризации уравнений оптики (геометрической, вол-

новой, максвелловской). Это делает актуальным диссертационное

исследование.

Цели диссертационной работы

1. Получение геометризованных уравнений Максвелла.

Одной из целей диссертации является получение геометризован-

ных уравнений Максвелла. Геометризация материальных уравне-

ний Максвелла позволяет изменить взгляд на прямую и обратную

задачу оптики. В традиционном подходе нахождение траектории

лучей по параметрам среды можно назвать прямой задачей оптики,

а нахождение параметров среды по заданным траекториям лучей —

обратной. И обратная задача сложнее прямой. В геометризованой

оптике эти задачи меняются местами. Прямая задача — нахождение

диэлектрической и магнитной проницаемости по заданной эффек-

тивной геометрии (по траекториям лучей), обратная — нахождение

эффективной геометрии по диэлектрической и магнитной проница-

емости. Сложность обеих задач сопоставимая.

2. Реализация геометрического подхода к решению полевых

уравнений Максвелла.

Второй целью диссертации является реализация геометрического

подхода к решению собственно полевых уравнений Максвелла. При

решении полевых задач, в частности задач электродинамики, ис-

пользуются лагранжев и гамильтонов формализмы. Лагранжев и

гамильтонов формализмы играют определяющую роль про постро-

ении вычислительных схем типа вариационных и симплектических

интеграторов. При этом полевой гамильтонов формализм имеет то

преимущество перед лагранжевым, что уже содержит калибровоч-

ное условие. В то время как в лагражевом формализме калибро-

вочное условие вводится из некоторых внешних соображений. Од-

нако использование гамильтонового формализма в полевых задачах

затруднено из-за нерегулярности полевых лагранжианов. Действи-
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тельно, можно установить однозначное соответствие между гамиль-

тонианом и лагранжианом в случае гиперрегулярного лагранжиа-

на. Данное условие не выполняется в калибровочно-инвариантных

теориях поля. В случае нерегулярного лагранжиана применяется

обычно гамильтонов формализм со связями, использование кото-

рого связано с определёнными трудностями.

Задачи диссертационной работы

1. Необходимо последовательно записать разные представления урав-

нений Максвелла в криволинейных координатах для применения

методов дифференциальной геометрии к уравнениям Максвелла.

2. Необходимо установить топологическую природу связи тензоров

электромагнитного поля F и G.

3. Необходимо установить топологическую природу материальных

уравнений Максвелла, а именно тензора проницаемостей λ, и соот-

ветственно тензора диэлектрической проницаемости ε и магнитной

проницаемости µ.

4. Необходимо реализовать структуру расслоения без предваритель-

ного задания метрической структуры на базе.

5. Необходимо конкретизировать конструкцию расслоенного про-

странства на случай квадратичной метрики, заданной на базе.

6. Необходимо произвести геометризацию уравнений Максвелла исхо-

дя из структуры лагранжиана типа Янга–Миллса.

7. Необходимо проверить состоятельность геометризации на основе

лагранжиана Янга–Миллса путём сравнения с геометризацией Пле-

баньского.

8. Необходимо построить методику решения обратной задачи оптики.

9. Необходимо показать, что конструкция геометризации на основе

лагранжиана Янга–Миллса обосновывает методы трансформацион-

ной оптики.

10. Необходимо решить проблему вырожденности полевого лагранжи-

ана теории Максвелла при переходе к гамильтонову формализму.
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Положения, выносимые на защиту

1. Записаны уравнения Максвелла в различных представлениях в кри-

волинейных координатах с учётом материальных уравнений.

2. Установлено соответствие между тензорами F и G.

3. Построен формализм расслоенных пространств без заранее введён-

ной метрики на базе расслоения.

4. Записаны тензоры диэлектрической проницаемости ε и магнитной

проницаемости µ через квадратичную метрику на базе с сигнатурой

(+,−,−,−).

5. Проведена геометризация уравнений Максвелла на основе програм-

мы Плебаньского.

6. Проведена геометризация уравнений Максвелла на основе лагран-

жиана типа Янга–Миллса.

7. Проведена верификация результатов геометризации с помощью гео-

метризации Плебаньского.

8. Построена методика решения обратной задачи оптики.

9. Показана обоснованность методики решения обратной задачи опти-

ки путём сравнения с методом трансформационной оптики.

10. Построен симплектический гамильтониан Максвелловской оптики.

Научная новизна

1. В работе систематизирована запись различных представлений урав-

нений Максвелла в криволинейных координатах общего вида в

квадратичной (псевдоримановой) метрике.

2. В работе построен формализм расслоенных пространств без пред-

варительно введения метрики на базе расслоения для уравнений

Максвелла и установлено соответствия между тензорами F и G.

3. В работе приведена реализация соответствия между тензорами F

и G на основе квадратичной (псевдоримановой) метрики на базе

расслоения.

4. В работе реализовано соответствие между тензорами F и G с ис-

пользованием лагранжиана Янга–Миллса.



6

5. В работе формализованы задачи проектирования оптических при-

боров в терминах геометризованных уравнений Максвелла.

6. В работе построены алгоритмы решения задач проектирования оп-

тических приборов с помощью геометризованных уравнений Макс-

велла.

7. В работе построен симплектический гамильтониан максвелловской

оптики.

Практическая значимость

Разработанные методики позволяют формализовать задачи проек-

тирования волновой и максвелловской оптики единообразным спосо-

бом, что позволяет выделять подзадачи и алгоритмизировать их ре-

шение при реализации на компьютере. Разработанные методы позво-

ляют использовать результаты предыдущих исследований при уточ-

нении моделей при ответ на возрастающие требования. Модульность

конструкции и иерархия моделей позволяет реализовать процесс про-

ектирования оптических приборов и систем в форме вычислительного

эксперимента, включающего этап верификации с экспериментальны-

ми измерениями.

Результаты диссертации использованы при создании курса «Раз-

ностные методы расчёта оптических наноструктур», обеспечивающе-

го реализацию магистерской программы «Математическое моделиро-

вание оптических наноструктур» и предназначенного для студентов

направления «Прикладная математика и информатика».

Методы исследования

В работе использовались методы дифференциальной геометрии

(риманова геометрия, теория расслоенных пространств, теория кого-

мологий), компьютерные методы (методы компьютерной алгебры и

символьных вычислений, численные методы, параллельные и распре-

делённые вычисления).
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Обоснованность и достоверность результатов

Обоснованность результатов диссертации следует из строгих мате-

матических методов дифференциальной геометрии (риманова геомет-

рия, теория расслоенных пространств, теория когомологий), зареко-

мендовавших себя пакетов символьных вычислений (Cadabra, Maxima,

SymPy), а также математических пакетов численных вычислений

(NumPy, Julia).

Достоверность подтверждается совпадением полученных в работе

результатов с результатами работ Плебаньского, Пендри, Леонгарда и

др.

Апробация работы

Основные результаты диссертации докладывались на следующих

конференциях:

– The 15th small triangle meeting of Theoretical Physics. Stará Lesná,

Slovakia, 2013.

– 54-ая научная конференции МФТИ «Проблемы фундаментальных

и прикладных естественных и технических наук в современном ин-

формационном обществе». Управление и прикладная математика.

Москва, 2011.

– 14-th Workshop on Computer Algebra. Дубна, 2011.

– Девятнадцатая Международная конференция «Математика. Ком-

пьютер. Образование». Дубна, 2012.

– Научная сессия НИЯУ МИФИ-2012. Москва, 2012.

– Научная сессия НИЯУ МИФИ-2014. Москва, 2014.

– Научная сессия НИЯУ МИФИ-2015. Москва, 2015.

– IV международная конференция «Проблемы математической и тео-

ретической физики и математическое моделирование». Москва,

2016.

– Mathematical Modeling and Computational Physics (MMCP-2013).

Дубна, 2013.
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– International Conference on Mathematical Modeling and

Computational Physics (MMCP-2015). Stará Lesná, Slovakia, 2015.

– Компьютерная алгебра. Москва, 2016.

– Распределенные компьютерные и телекоммуникационные сети:

управление, вычисление, связь (DCCN-2016). Москва, 2016.

– Saratov Fall Meeting 2016: Laser Physics and Photonics XVII and

Computational Biophysics and Analysis of Biomedical Data. Саратов,

2016.

Также основные результаты диссертации докладывались на следу-

ющих научных семинарах:

– Cеминар «Компьютерная алгебра» факультета ВМК МГУ и ВЦ

РАН.

– Семинар «Математические методы в естественных науках» кафед-

ры математики физического факультета МГУ.

– Семинар «Математическое моделирование» кафедры прикладной

информатики и теории вероятностей РУДН.

– Семинар кафедры Прикладной Математики Национального иссле-

довательского ядерного университета МИФИ.

Публикации

Основные положения диссертации опубликованы в 17 печатных ра-

ботах в изданиях, рекомендованных ВАК при Минобрнауки России, и

в 12 печатных работах в других рецензируемых изданиях.

Личный вклад автора

Содержание диссертации и основные положения, выносимые на за-

щиту, отражают персональный вклад автора в опубликованных рабо-

тах. Подготовка к публикации полученных результатов проводилась

совместно с соавторами, причём вклад диссертанта был определяю-

щим. Все представленные в диссертации результаты получены лично

автором.
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Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, 6 глав, заключения, библиогра-

фии, 3 приложений. Общий объем диссертации 230 страниц, из них

125 — страницы основного текста. Библиография включает 185 на-

именований на 29 страницах.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность темы диссертационной ра-

боты, сформулирована цель и аргументирована научная новизна ис-

следований, показана практическая значимость полученных результа-

тов, представлены выносимые на защиту научные положения.

В первой главе даётся обзор состояния и степень разработанности

проблемы. Рассматриваются следующие аспекты проблемы геометри-

зации:

– возможные подходы к геометризации;

– используемые геометрические структуры и подходы;

– геометризация полевых уравнений электромагнитного поля;

– геометризация материальных уравнений Максвелла;

– геометризация в рамках трансформационной оптики.

Описывается, в работах каких авторов исследовались поставленные

в диссертации вопросы. Выделяются неизученные аспекты проблемы.

Также в главе вводятся обозначения и соглашения.

Во второй главе рассматриваются разные представления уравне-

ний Максвелла в криволинейных координатах в квадратичной метри-

ке. При решении задач используют следующие формы записи уравне-

ний Максвелла:

– через 3-векторы;

– через 4-векторы;

– комплексное представление;
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– импульсное представление;

– спинорное представление;

– представление во внешних формах.

При представлении уравнений Максвелла в формализме внешних

форм используется как формализм с предварительно заданной мет-

рикой, так и без предварительно заданной метрики. Рассматривается

представление как в виде 4-форм, так и в виде 3-форм.

Кроме того, в статье приводится конкретная реализация тензорных

представлений уравнений Максвелла в цилиндрических и сферических

координатах.

В третьей главе рассматриваются подходы к геометризации мате-

риальных уравнений электромагнитного поля.

Тензоры Fαβ и Gαβ имеют смысл кривизны в кокасательном (T ∗X)

и касательном (TX) расслоениях. Связь между этими величинами за-

даётся следующим образом:

Gαβ = λ(Fγδ).

Мы рассматриваем случай геометризации для локальных линей-

ных материальных уравнений, то есть λ : Λ2 → Λ2 должно быть ли-

нейным и локальным. Тогда уравнение связи можно представить в

следующем виде:

Gαβ = λαβγδFγδ,

здесь λαβγδ — тензор приницаемостей, содержащий информацию как

об диэлектрической и магнитной проницаемостях, так и об электро-

магнитной связи.

Заметим, что линейный, нелокальный случай при наличии транс-

ляционной симметрии сводится к линейному локальному случаю с по-

мощью преобразования Фурье.

Вначале рассматривается структура тензора проницаемостей
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λαβγδ. Он имеет следующую симметрию:

λαβγδ = λ[αβ][γδ]

Для уточнения симметрии, тензор λαβγδ можно представить в сле-

дующем виде:

λαβγδ = (1)λαβγδ + (2)λαβγδ + (3)λαβγδ,

(1)λαβγδ = (1)λ([αβ][γδ]),

(2)λαβγδ = (2)λ[[αβ][γδ]],

(3)λαβγδ = (3)λ[αβγδ].

Можно проверить, что λαβγδ имеет 36 независимых компонент,

(1)λαβγδ имеет 20 независимых компонент, (2)λαβγδ имеет 15 незави-

симых компонент, (3)λαβγδ имеет 1 независимую компоненту.

Обычно рассматривается только часть (1)λαβγδ.

Можно записать общий вид материальных уравнений:

Di = εijEj +
(1)γi

jB
j ,

Hi =
(
µ−1

)
ij
Bj + (2)γj

iEj ,

где εij и µij — тензоры диэлектрической и магнитной проницаемостей,

(1)γi
j и

(2)γi
j — перекрёстные члены.

Учитывая структуру тензоров Fαβ и Gαβ , запишем

F0 i = Ei , G0 i = −Di ,

Gi j = −εi j kHk , Fi j = −εi j kB
k .

Тогда выпишем структуру тензора λαβγδ:

λ0i 0j = εi j /2, λi j mn = εi j k εlmn (µ−1)l k /2.

λ0i j k = λi j k l = 0.

Далее рассматривается подход к геометризации Плебаньского.

Плебаньским была предложена простейшая геометризация уравнений
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Максвелла. Однако в оригинальной статье сразу даны финальные

формулы, а принципы и методы их получения остаются непрояснённы-

ми. Авторы постарались явно выписать методику, которую по нашему

мнению использовал Плебаньский, а также подробно провести вычис-

ления. Основная идея геометризации по Плебаньскому заключается в

следующем:

1. Записать уравнения Максвелла в среде в пространстве Минковско-

го.

2. Записать вакуумные уравнения Максвелла в эффективном римано-

вом пространстве.

3. Приравнять соответствующие члены уравнений.

В результате получается выражение диэлектрической и магнитной

проницаемостей через геометрические объекты (квадратичную метри-

ку).

Таким образом геометризованные уравнения связи в декартовых

координатах имеют следующий вид:

Di = εijEj + εijkwjHk,

Bi = µijHj − εijkwjEk,

εij = −
√
−g

g00
gij , µij = −

√
−g

g00
gij , wi =

gi0
g00

.

В результате реализации данной программы геометризованные ма-

териальные уравнения в криволинейных координатах с метрическим

тензором ηαβ имеют следующий вид:

Di = εijEj + εijkwjHk,

Bi = µijHj − εijkwjEk,

εij = −
√
−g√
−η

1

g00
gij , µij = −

√
−g√
−η

1

g00
gij , wi =

gi0
g00

.

При этом метод геометризации Плебаньского выглядит более как

математический трюк, нежели как обоснованные выкладки.

Далее проведём геометризацию, базируясь на лагранжиане Янга–
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Миллса. Мы условно назвали эту геометризацию геометризацией Там-

ма.

Введём эффективную метрику на базе расслоения gαβ . Запи-

шем лагранжиан электромагнитного поля в виде лагранжиана Янга–

Миллса:

L = − 1

16πc
gαγgβδFαβFγδ

√
−g − 1

c2
Aαj

α√−g.

Построим тензор λαβγδ следующим образом:

λαβγδ = 2
√
−ggαβgγδ =

√
−g

(
gαγgβδ + gαδgβγ

)
+
√
−g

(
gαγgβδ − gαδgβγ

)
.

Тогда уравнение связи примет следующий вид:

Gαβ =
1

2

√
−g

(
gαγgβδ − gαδgβγ

)
Fγδ.

Запишем уравнение связи через 3-векторы:

Di = −
√
−g

(
g00gi j –g0i g0j

)
Ej +

√
−gεk l j g

0k gi lBj ,

Hi =
√
−gεmn i εk l j g

nk gmlBj +
√
−gεk l j g0k gi lEj ,

Теперь можно формально выписать выражение для диэлектриче-

ской проницаемости:

εi j = −
√
−g

(
g00gi j –g0i g0j

)
.

и выражение для магнитной проницаемости:

(µ−1)i j =
√
−gεmn i εk l j g

nk gml .

Таким образом геометризованные уравнения связи координатах
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имеют следующий вид:

Di = εijEj +
(1)γi

jB
j ,

Hi = (µ−1)ijB
j + (2)γj

iEj ,

εi j = −
√
−g

(
g00gi j –g0i g0j

)
,

(µ−1)i j =
√
−gεmn i εk l j g

nk gml ,

(1)γi
j =

(2)γi
j =

√
−gεk l j g

0k gi l .

Теорема 1. В геометризации Тамма выполняется равенство

εi j = µi j .

при условии g0i = 0.

В четвёртой главе рассматривается гамильтонов формализм для

электромагнитного поля.

Можно выделить несколько вариантов гамильтонова формализма.

– Симплектический гамильтонов формализм.

– Формализм Дирака–Бергмана для систем со связями.

– Гамильтонов формализм Гамильтона–де Дондера.

– Многоимпульсный гамильтонов формализм.

В главе рассмотрен симплектический гамильтонов формализм в

силу его простоты.

Гамильтониан электромагнитного поля строится через лагранжиан

с помощью преобразований Лежандра:

H := pαȦ
α − L ,

где pα — плотность импульса, L — лагранжиан.

Требуется выразить обобщённый импульс pα через скорости Ȧα,

чтобы выписать гамильтонову плотность и соответствующие ей урав-
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нения Гамильтона: 
Ȧα =

δH

δpα
,

ṗα = − δH

δAα
.

При этом требуется, чтобы детерминант матрицы Гессе (гессиан)

был отличен от нуля:

det{H}(L ) 6= 0,

где элементы матрицы Гессе:

{H(L )}αβ =
∂2L

∂Ȧα ∂Ȧβ
.

Но F00 = 0 и {H(L )}00 =
∂2L

∂(Ȧ0)2
= 0. Следовательно, det{H}(L ) =

0. То есть лагранжиан нерегулярный, и построение симплектического

гамильтонового формализма в данном случае невозможно.

В случае отсутствия источников (jα = 0) можно построить сим-

плектический гамильтонов формализм, произведя необходимую заме-

ну переменных. Рассмотрен метод удвоения переменных. Данный ме-

тод применим в случае, когда система содержит лишь обобщённые

переменные, а обобщённые импульсы отсутствуют.

Рассмотрим систему s уравнений.

q̇n = f n (qn, qn;i, x
i, t), n = 0, s.

Зададим пространство R2s со следующими координатами:

ξn := qn , ξn+s := pn , ξa ∈ R2s; n = 0, s, a = 0, 2s.

Гамильтониан определим следующим образом:

H (qn, pn, x
i, t) = pn f

n (qn, qn;i, x
i, t).

Тогда первая группа уравнений Гамильтона будет совпадать с ис-
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ходной системой, а вторая группа будет иметь следующий вид:

ṗn = −δH

δqn
= −pm

δf m

δqn
.

Для соответствия метода, переведём систему уравнений Максвелла

в следующую редуцированную систему:{
∂tBi = −ceijk∇jEk,

∂tD
i = ceijk∇jHk.

В качестве реализации зададим следующие материальные уравне-

ния:

Di = εij(xk)Ej , Hi = (µ−1)ij(x
k)Bj .

Запишем редуцированные уравнения Максвелла следующим обра-

зом: 
∂tE

i = c(ε−1)il
1√
3g

εljkHk,j ,

∂tH
i = −c(µ−1)il

1√
3g

εljkEk,j .

Выберем обобщённые координаты в виде:

qn =
(
E1, E2, E3,H1,H2,H3

)T
, n = 1, 6.

Тогда система уравнений приобретает вид:
q̇i = f i (qn, qn;i, x

i, t) = c(ε−1)
i

l

1√
3g

εljk qk+3 ,j ,

q̇i+3 = f i+3 (qn, qn;i, x
i, t) = −c(µ−1)

i

l

1√
3g

εljk qk ,j .

На основе этой системы запишем гамильтониан:

H (qn, pn, x
i, t) = pn f

n (qn, qn;i, x
i, t) =

= pi c(ε
−1)

i

l

1√
3g

εljk qk+3 ,j − pi+3 c(µ
−1)

i

l

1√
3g

εljk qk ,j .
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Соответствующая система уравнений Гамильтона будет иметь вид:

q̇n =
δH

δpn
= fn,

ṗn = −δH

δqn
= −pm

δfm

δqn
=

= −pm
∂fm

∂qn
+ pm∂i

∂fm

∂qn,i
= pm∂i

∂fm

∂qn,i
.

В пятой главе рассматривается применение геометризации уравне-

ний Максвелла для расчёта оптических приборов. Результаты расчё-

тов сравниваются с расчётами по методу трансформационной оптики.

Индуцированная метрика должна быть связанна с метрикой лабо-

раторного пространства. При этом в прямой задаче геометризованной

оптики задаётся траектория в лабораторной системе координат, далее

по этим траекториям задаются геодезические в индуцированной (элек-

тромагнитной) системе координат. По уравнениям геодезических стро-

ится метрика в индуцированной системе координат. Далее возможны

два пути.

– Вычисления проводятся в электромагнитной системе координат.

При этом уравнения Максвелла рассматриваются как уравнения

в криволинейных системах координат и в вакууме. После решения

переводятся в лабораторную систему координат.

– Метрика в электромагнитной системе координат преобразовывает-

ся в тензор проницаемостей в лабораторной системе координат. По-

сле этого вычисления проводятся в лабораторной системе коорди-

нат для уравнений Максвелла в среде.

Также демонстрируется применение геометрической оптики для

расчёта линз. В качестве примеров используются линзы Люнеберга

и Максвелла.

В шестой главе рассматривается математический аппарат, приме-

няемый в диссертационной работе и вспомогательные математические

выкладки.
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Исторически сложилось так, что трёхмерные уравнения Максвелла

записывают в неголономном формализме. В этом случае запись урав-

нений в криволинейной системе координат несколько громоздка. При

использовании тензорного формализма обычно предпочитают исполь-

зовать голономный базис.

Однако в векторном анализе распространено использование него-

лономного базиса. Дело в том, что неголономный базис может предо-

ставлять некоторые удобства. В данном случае это:

– сохранение величин при преобразовании координат (т. е. расстояния

переходят в расстояние, углы в углы и т. д.);

– неразличимость контравариантных и ковариантных векторов, что

позволяет использовать только один тип индекса.

Квадрат интервала в голономном базисе имеет вид:

ds2 = gi j dx
i dxj , i , j = 1, n,

где gi j — метрический тензор.

Аналогично квадрат интервала в неголономном базисе принимает

следующий вид:

ds2 = gi ′j ′ dsi
′
dsj

′
, i ′, j ′ = 1, n.

Выразим вектор f i через его компоненты f i в голономном δii и

неголономном δii ′ базисах соответственно:

f i ′
= f i h

i ′

i , i , i ′ = 1, n.

Аналогично для ковекторов имеем:

fi ′ = fi
1

h
i ′

i

, i , i ′ = 1, n.

Для записи операций на расслоенных пространствах используется

формализм внешних форм. Обычно используется исчисление Ходжа.



19

Однако оно обычно требует предварительного задания метрики. В на-

шем формализме требуется построение формализма без предваритель-

ного задания метрики.

Дифференциальная структура на алгебре дифференциальных

k-форм задаётся комплексом де Рама. Комплекс де Рама можно за-

писать как цепной комплекс:

0 → Ω0(M)
d0−→ Ω1(M)

d1−→ . . .
dn−1−−−→ Ωn(M)

dn−→ 0.

Пусть на ориентируемом многообразии M задан элемент объёма

V ∈ Ωn. С помощью оператора двойственности Пуанкаре ] можно

задать изоморфизм между пространствами Ωk и Ωn−k:

] : Ωk → Ωn−k.

Используя оператор ], можно определить оператор дивергенции δ,

сопряжённый оператору d:

δ = ]−1d], δ : Ωk → Ωk−1.

На римановом многообразии с метрикой gµν можно задать изомор-

физм ıg:

ıg : TM → T ∗M.

Через оператор двойственности Пуанкаре можно определить ли-

нейный оператор дуальности Ходжа:

∗ = ](ıg ∧ · · · ∧ ıg)
−1

,

∗ : Ωk(M) → Ωn−k(M).

На основе оператора дуальности Ходжа можно определить кодиф-
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ференциал:

δ = (−1)k∗−1 d ∗ = (−1)k(n−k)+1 sign(g) ∗ d ∗,

δ : Ωk → Ωk−1.

В случае согласованной с метрикой связности кодифференциал δ

можно выразить через оператор ковариантной производной ∇:

(δA)A = (∇A)A = ∇µA
A µ =

1√
|g|

∂µ

(√
|g|AA µ

)
.

Для записи формализма для 3-форм и 3-векторов нужно записать

комплекс де Рама для многообразия R3:

0 → Ω0(R3)
grad−−→ Ω1(R3)

rot−→ Ω2(R3)
div−−→ Ω3(R3) → 0.

Таким образом, получаем следующие преобразования:

– градиент (grad) переводит функции (0-формы) в векторные поля

(1-формы);

– ротор (rot) переводит векторные поля (1-формы) в (аксиальные)

векторные поля (2-формы);

– дивергенция (div) переводит векторные поля (2-формы) в функции

(3-формы).

Также доказана справедливость утверждений.

Утверждение 6.1. Уравнение

∇αFβγ +∇βFγα +∇γFαβ = F[αβ;γ] = 0.

можно записать в виде:

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = F[αβ,γ] = 0.

Утверждение 6.2. Для метрического тензора gαβ справедливы



21

следующие соотношения:

gi k

(
gk j − 1

g00
gk 0g0j

)
= δ

j

i .(
gi k − 1

g00
g0i g0k

)
gk j = δ

j

i .

В заключении приводятся результаты, полученные в диссертации.

1. Записаны уравнения Максвелла в различных представлениях в кри-

волинейных координатах с учётом материальных уравнений.

2. Установлено соответствие между тензорами F и G.

3. Построен формализм расслоенных пространств без заранее введён-

ной метрики на базе расслоения.

4. Записаны тензоры диэлектрической проницаемости ε и магнитной

проницаемости µ через квадратичную метрику на базе с сигнатурой

(+,−,−,−).

5. Проведена геометризация уравнений Максвелла на основе програм-

мы Плебаньского.

6. Проведена геометризация уравнений Максвелла на основе лагран-

жиана типа Янга–Миллса.

7. Результаты геометризации верифицированы с помощью геометри-

зации Плебаньского.

8. Построена методика решения обратной задачи оптики.

9. Показана обоснованность методики при сравнении с методом транс-

формационной оптики.

10. Построен симплектический гамильтониан Максвелловской оптики.

В приложении A рассматриваются разные подходы к обозначению

тензорных операций и обосновывается использование формализма аб-

страктных индексов.

В приложении B обосновывается применение системы СГС.
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В приложении C описывается инструментарий компьютерного мо-

делирования.

Описываются подходы к вычислительным методам на основе ин-

теграторов, строящихся на основе лагранжева и гамильтонова фор-

мализмов. Отличительной чертой этих подходов является сохранение

инвариантов (нётеровских, симплектических и т.д.) при дискретиза-

ции непрерывной задачи. В качестве примера применения интегра-

торов рассматривается метод конечных разностей в пространственно-

временной области (Finite-Difference Time-Domain, FDTD). Метод ре-

ализован в рамках пакета openEMS.

Описан программный пакет численного решения уравнения эйко-

нала методом характеристик. Приводится алгоритм расчёта на осно-

ве метода метод быстрого подметания/уборки (Fast Sweeping Method,

FSM).

Также описывается применение методов и систем компьютерной

алгебры для манипуляции тензорными объектами и геометризации

уравнений Максвелла. Проводится сравнительный анализ систем тен-

зорной компьютерной алгебры. Приводятся листинги конкретный сим-

вольных манипуляций при геометризации уравнений Максвелла.
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Кулябов Дмитрий Сергеевич

Компьютерная реализация геометрических

методов в максвелловской оптике

В диссертации проводится построение геометрического описания

уравнений Максвелла в терминах расслоенных пространств. Прово-

дится описание разных вариантов тензора проницаемостей и, соответ-

ственно, предлагаются варианты геометризации уравнений Максвел-

ла. В частности выделяется вариант геометризации на основе квадра-

тичной метрики, приводящий к уравнениям Янг-Миллсовского типа.

Также строится симплектический гамильтониан для уравнений Макс-

велла без источника. Описанный формализм демонстрируется в при-

менении к задачам трансформационной оптики и расчёта линз. Ана-

литические расчёты верифицируются с помощью численных методов.

Kulyabov Dmitry Sergeevich

Computer realization of geometric methods in

Maxwellian optics

In the thesis we construct geometrical description of Maxwell’s

equations in terms of the fiber bundles. Different variants of the

permeability tensor are described and, accordingly, various variants of

the geometrization of the Maxwell equations are proposed. In particular,

we propose a variant of geometrization based on a quadratic metric. It

leads to equations of the Yang–Mills type. We also construct a symplectic

Hamiltonian for the Maxwell equations without a source. The described

formalism is demonstrated in application to problems of transformational

optics and lens calculations. Analytical calculations are verified using

numerical methods.
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