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ОБЩАЯ LIPAKIEPHCrilKA.,, РАБОТЫ' 

Актуальность TCMTJ ксслопо-ааклх. Исследований семейств 
''^мерншс плоскостей в прсстракствах различной размэрности 
посачщено большое число работ созетси1х и зарубея!шх геомет~ 
ров. Основная задача исследования состоит з и?у^1ении строе-
1ШЯ, свойств и классификации такюс 081г.1;йств. • 

Семейство /п -верных плоскостей называется - к о м п 
л е к с о м , если через каждув точку некоторой области тю-
Томерного пространства проходит бесконечное число плоскостей . 
семейства. Теорач комплексов Т1Шогокер:их атоскостей возникла 
в результате обобщений из TpexrviepHnx теор'дй конгруэ.чций и 
комплексов'^ прямых. Комплексам мяогокерных плоскостей посвя
щена работа Я.Э.Гербсмиер, Л.З.Круглякова ~л А.ГеМизинат Комп
лексы прямых и плоскостей исследовалась в работе Г,К.0рленко4 
Теория гиперкошлексов прямых-в /г-керноы. пространстве пост
роена К.И.Грянцевичюсом^. И.М.Гельфанд я М.Я.Граев* при реше
нии основной задачи интегральной геометрии /восстановление 
функции в комплексном пространстве С^ на основе значений ее -
интегралов по пршлым комплекса/ выделили класс комплексов пря-
мьк,̂  на котором эта задача имеет решение. Такие кo^^плeкcы бы
ли названы допустимыми. Допустимым комплексам пряшх в прост-

^Фкашов С.Л. Теория коягруэ1Щий. - М.-Л.:ГЙТГЯ, IS50.-528 с. 
^ованцов Н.И, Теория колллекссв. - Киев:КГУ, Г963, -292 с. 
^Гербсомглер Л'.Э., Кругляков Л.З. , Мизин А.Г.О комплексах wao-

гомерных плоскостей / / ДАН СССР. - 1980. - Т.255, Л 5. -
C.I039-I042. 

*Орленко Г.И, К метрической теории семейств прямых и плоско
стей в многомерном евклидовом пространстве / / Тр. EtacKor^J 
ин-га йшс. авиации. - 1966. - Т.97, - С.3-37. 

^1^иниевичюс К.И. Гиперкомплекс прямых в многомерном проек
тивном пространстве / / Тр. 3-го Всес. ш т . съезда. - М.,1956,-

^ . 1 . - С.Г48-149. 
Т'ельфавд Й.М., Граев М.И. Комплексы прязлых в пространстве . , 

С // фушздион, анализ и его прил, - 1968, - Т.2, внп.З.- -
C.39-52r. 
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.ранстве '- -. посвящена работа А.Б.Гончарова . В работе С.Г.. 
ГиндикиЕа°расоматр1юаются некоторые задачи, приводящие к до
пустимым комплексам прямых. Геометрическое описание допусти-» 
'мах комплексов ^л-мерных плоскостей представляет-значитель
ные трудности. Попытки такого описания делались Л.З.Кругляко-
внт/^, Б.А.Нерсесяномт . •-

В настоящей работе изучаются пятилерные комплексы дву-. 
мерных плоскостей в пятимерном проективном пространстве. Вы-. 
бор размерноохя образующего элемента, кошлекса и.пространст-. 
ва обуславливается следущтада обстоятельствами. Комплексы дву
мерных плоскостей пространства .'С'" явлтотся обобщением комплек
сов пртшх-пространства /? в том смысле, что элемент такого 
кокшлекса зависит, от того.же числа параметров, что и точка-про
странства. Это обстоятельство имеет важное значение для инте--
гральной геометрии.. Семейство двумерных плоскостей в простран
стве. <̂ - будет самодвойственным так же, как и семейство прямых г 
в пространстве Р^, поскольку при коррелятивном преобразова-" 
НИИ.ему соответствует семейство того же вида. В проективном 
пространстве -'-'•'четырехмертач, шестимерным, семимерным, а так-
ще гиперкомплексам двумерти плоскостей посвящены соответст
венно работы ЛкЗ.Круглякова, А.Г.Шзина и Е.С.Никитиной-'^, 

Гончаров А-Б, Допустго-ме семейства -С.-мерных подмногооб
разий // ДШ.СССР. - 1988. - 1.300, № 3. - С.535-539. 
1\1пдикин С.Г. Редукции многообразий рациональных кривых. 
и связанные задачи теории да^еренциалышх уравнений .// 
{^нкциок. анализ и его прил. - 1984. - T.I8, вып.4. -
С.Г4-ЗЭ. 

^ Кругляков Л.З, О некоторых комплексах многомерных плоско
стей: в проективном пространстве // Функцион. анализ и его 
прил. - 1982. - T.I6, вып.З..- С.66-67, 
^'Нерсесян В.А. Допустимые комплексы Л'-мерных плоскостей 
в Р V / Ученые зап. ЕГ7. - I98S. - J6 2.*- C.S4-38. 

^Кругляков Л.З,, Мизин А.Г., Никитина E.G.. Комплексы 51ндек-
са одии плоскостеЁ.в пространстве /^ // Геом. сб. -
Тоиок, 1977. - Вып.18. - С.47-58. 
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С.А.Лактионова-'-^ и А.Г.Мизина^^. в просо'ранстве Р остались. 
не исследованнню! лииь пяткмарные комплексы двумерных плоско
стей. . . . . 

- Таким образом, исследование пяткмерных комплексов дву
мерных плоскостей в проективном пространстве Р^ является 
актуальной задачей многомерной проективно-дисйеренпиальной 
геояетрли. 

Целью диссертапионной работы является исследование пяти-
мерннх комп.1ексов двумерных плоскостей в пространстве Р'^ .по
строение их классификации, а такяе изучение их свойств я стро
ения. 

, Научная новизна исследования задлючаегся в том, что. 
предложен новый принцип классификации ггятимзрных комплексов 
двумерных плоскостей в пространстве Р^ и проведена такая 
классификашш. Для этого использовано грассманово отображе
ние многообразия двумерных плоскостей пространства Р^ •т. 
девлтимерное алгебраическое шюгосбразие пространства р ^ ^ , 

В работе применяется метод подвилсного репера и внешних 
дифференциальных форм Э.Картана. Исследования носят локаль
ный характер, я все встречающиеся функции предполагаются до
статочное число раз дифференцируемыми. 

Практическое и теоретическое значение работы. Результа
ты, полученные в диссертапионноа работе, дополняют общую тео
рию семейств многомершос плоскостей. Эти результаты и разви
тые в работе методы могут быть использованы для изучения 1сомп-
лексов плоскостей произвольной размерности, а также поверхно-

•"^Лактионов С.А, Классификация ктагалексов Лд плоскостей в 
проективном пространстве Ẑ - // Геом. сб. - Томск, 1985. -
ЙШ.26. ,-.С.65-76. 

^1изин А.Г. Комплексы коразмерности один и два двумерных 
плоскостей в пятимерном проективном пространстве: Дисс. 
кавд.физ.нлат. наук.,~ Томск, 1983. - Г45 с. 
^одж У.В,Д, и Пидо Д. Методы алгебраической геометрии. - М.: 
Ш1. 1954. - T.I. - 4бг с;-
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етей с ПЛОСКИМИ осЗразующими, Полученные результаты могут быть 
иопользовзкй при чтешш леидий по проективно-дафференциальной 
геометрии семейатв многомерных плоскостей. 

Апробация, работн. Основные результаты диссертации докла- . 
давались и обсуждались на X /1987г./, ХГ /1988г./ и ХП /19а9г./ 
научных конференциях молодых ученых факультета физико-матема
тических и естественных наук Университета дружбы народов им, 
П.Луглумбы, на заседании семинара по классической дифференци
альной геометрик под руководством профессора Л.Б.Евтушика. в 
Мооковоком государственном университете им.И.В,Лоыоносова/1Э89г. 
а.также неоднократно на заседаниях геолветрического семинара 
под руководством профессора М.А.Акивлса в Московском институ
те стали и сшшЕов. 

Публикации. По результатам диссертации опубликовано шесть 
статей, список которых представлен в конце реферата. 

Структура и объем диссертагтаи. Работа состоит из введения, 
•трех главки изложена на 115 страницах машинописного текста. 
Библиография содержит 55 наюлеиованнй литературы. 

ОБЗОР СОДЕРЖАШИ" ДИССЕРТАЩИ 
. Во введении обоснована актуальность темы, намечены цель 

и задачи работы, указано значение полученных результатов, изло
жена история вопроса и приведено краткое содержание диссерта
ции. 

В первой главе изучаются общие свойства пятимерных комп
лексов К двумерных плоскостей в проективном пространстве Р. 
При этом используется отображение /< грассманова многообразия 
Cf£,sr) двумерных плоскостей пространства Р^ на девятимерное 
алгебраическое-многообразие i?/^/-?^ пространства /"* , назы
ваемое г р а о о м а н о в ы м о т о б р а ж е н и е м . 

3 § Г рассматривается изображение пятимерных комплексов 
К на алгебраическом многообразии ^t^.s). Цусть С - точка 
на многообразии /̂S',5>'_, cooTBeTCTBjTauafl двумерной плоскости 
L пространства Р ..Многообразие ^[2,s) в каадой точке i име
ет девятлмерную касательнуп плоскость 7 } ^ / ? ^ , которая выое-
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кает КЗ самого многообразия конус •-gC^) асимптотических на-
правлентй второго порядка . Проективизация этого KOHĵ ca с 
центром в точке ё. представляет собой многообразие Сегре 
S^Y2,2)=PSgfy, которое.является четырехь;ерпой алгебраической. 
поверхностью шестого порядка , несушгй два семейства двумер-
•ных плоских образующих. . . 

С точкой С многообразия .ж(з,^) наряду с конусом^^>! 
•.связан конус . &efi) асимптотических направлений третьего поряд- . 
ка '' с вершиной в точке й . Проекгивизация конуса й^^ьУ с цен
тром в точке ё представляет собой кубическую гиперповерхность 

P£>e{i) пространства /̂ =̂ РТ^{с*/а, V . несущуи два семей
ства пятимерных плоских образующих. - • ^ 

Комплекс К двумерных плоскостей L в пространстве Р"^ 
задается четырьмя линейно независшшми уравнениями 

где 1-фор1/ы CJ^ определяют перемещение плоскости / . Это
му комплексу при грассманологл отображении /^ соответствует 
пятимерное многообразие Ус!^С2,з^). Многообразие t/имеет 
Б точке ^ пятимерную касательнуи плоскость, определяемую в 
касательном пространстве "7̂ ĵ /<',5'y'уравнениями ii^) . Проек
тивизация этой плоскости представляет собой четырехмерную плос
кость РТ^У * Различ1шм ввдам взаимного расположения плоско
сти Р7г,1/ о многообразием Сегре S^f^,:^)^ кубической гиперпо
верхностью PSe^^J соответствуит различные классн комплексов 
к . В общем случае плоскость Р7^ У пересекает многообразие 
6е(зд)-& шести точках. В каждой точке ^ они определяют шесть 

•̂ ÂкиБИC Ы,А. К дифференциальной геометрии грассманова много-: 
образдя// 7^л5*г. ^ - 1 9 8 2 . - .38. - Р.273-282. 

^^АкиБис М.А. Тка:ш и почти грассмановн структуры // Сиб.глат. 
лдрн. - 1982, - Т.23, ft 6. - C.6-I5. 

VI Коот 7T(f! The ge.c/ye'tx.if- ©у cltteif^ino>iie£. £tft-t.~ 
САл>вг.<.с1^^ : 1938. - 484p, 



ваправлений, интегралышм кривым которых на комплекса .К со- . 
ответствуют -иесть семейств торсов. При этом через каяду» обра
зующую L комплекса проходит, шесть торсов, по одному кз каждо~ 
го семейства. КРДВДЙ^ торс комплекса f\ , проходявцй через плос
кость L 1 определяет на L х а р а к т е р и с т и ч е с 
к у ю п р я м у ю и трехмернуп х а р а к т е р и с т и 
ч е с к у ю п л о с к о с т ь , проходшцую через L . Если на 
Плоскости I никакие три характеристические прямые не принад
лежат одному, пучку и Никакие три трехглеркые характеристичес
кие плоскости, проходящие через плоскость L , не лежат в од
ной гиперплоскости, то такой комплекс 1{ является коютлексом 
общего вида. Эти комплексы определяются с произволом четырех 
функций пяти аргументов. . , 
. - В-§ 2 изучахлся некоторые общие свойства комплексов. Рас
сматривается гиперконус С , образованный плоскостями комплек
са, проходящтли через неособую точку плоскости L . Проективи-
зация гиперконуса С с центром в его вершине представляет 
собой трехмерную линейчатую поверхность РС. П о в е р х 
н о с т ь - ^С называется ф о к а л ь н о й или п о -
л. у ф с к а л ь н о й , если ее пpя^.юлинeйныe образующие каса
ются-соответственно двух или одной двумерных поверхностей. 
Показано, что вершина гиперконуса принадлелшт характеристичес
кой прямой ю ш совпадает с пересечением двух характеристичес-. 
ких прямых тогда и только тогда, когда для этой вершины линей
чатая . поверхность /^С является соответственно полуфокальной 
ш ш фокальной. 

К о м п л е к с /\ двумерных плоскостей называется 
с п е ц и а л ь н ы м , если для каждой его образующей [ ха
рактеристические прямые и трехмерные характеристические плос
кости имеют специальную конфигурацию. Во второй главе для 
всех классов специальных комплексов выясняется их строение и 
изучается изображение этих комплексов на алгебраическом много
образии ^U,iX 

В § I рассматриваются комплексы К , у которых в каждой 
осразуицей имеются тройки характеристических прямых, проходя
щих через одну точку, а соответствугацие трехмердае характери
стические плоскости находятся, в общем положении. Если число та
ких TjweK развш лГ , то комплекс обозначается через Ki -
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Щ)и- этом. число . >/ -^ ^ . 

Показано, что комллекс л является комплексом тог-
la и только тогда, когда его плоскости L касается .о^ тан
генциально невырожденных гиперповерхностей. Доказано, что ком-
злексы Kt являются самодвойственными комплексами. • 

В § 2 изучаются специальные кокшлексн Cj^ , через ках-. 
цуо образукщуи которых проходят два торса с общей характери
стической пртюй. Доказывается, что комплекс /•( является 
•сомплексоы С^ тотт и только тогда, когда его плоскости L 
касаются трех тангешгаалько невырожденных гиперповерхностей' 
3 точках, принадлекащих одной пряглой. Рассматриваются такге.-
жомплексы, двойственные комплексам Q . Эти коглялексы харак-
геризуится тем, что через каадую их образуюцую проходит два 
гороа с общей трехмерной характеристической плоскостью. 

В § 3 исследуются комплексы. /V , через каждую образующую 
которых проходят две пары торсов, имеющих.общие характеристи
ческие- прялше. Они обозначаются через С^ . Доказано, что для 
каждой образгйщей комплекса А', трехмерные характеристические 
tuioCKocTH торсов, имеющих odusyo характеристическую прятлую,.не 
могут совпадать. Поэтому их линейная оболочка четырехмерна. 
Обозначим через ^у и б'_, линейные оболочки трехмерных харак
теристических плоскостей двух имеющихся • пар торсов. В зави
симости от взашлного расположения этих гиперплоскостей выде
ляются два вида комплексов .^г , а. именно: комплексы Q пер -
вого вида, когда гиперплоскости о"̂  и <5;з - имеют трехмерное 
ыересечение, и комплексы С^ второго вида, когда гиперплоско
сти <v и - б^ совпадают. Показано, что комплекс Y является 
комплексом О первого вида тогда и только тогда, когда его 
плоскости I пересекают некоторую кривую.и касаются двух тан~ 
генциально невырояденных гиперповерхностей. Номллекс /С явля
ется комплексом Q второго вида тогда и только тогда, ког
да его плоскости I пересекают некоторую кривую и принадле-
зкат гиперплоскостям однопаракетри^еского семейства. Рассмат
риваются также комплексы, двойственные комплексамм С,. Эти 
домплексн характеризуются тем, что через каждую их образугацую 
проходят две пары торсов, имеюаше общие трехмерные'характери
стические плоскости. 
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. • В третьей. глзБе из>;чаются Д<-допустимые. комплексы,-оп-. 
ределенные.В.А.Керсесаном, и Л'-допустимые комплексы, опре-
.деленные Л.З.Кругляковыы^. 

В §-1 рассматриваются Д^-допустише комплексы. Как уже 
было сказано выше, •через неособуа точку М плоскости L про
ходит даупараметрическая.совокупность плоскостей кодшлекса, об-
разущюс гиперконус С . К о м п л е к с /С называется 
Л/-.-Ж -о п у с т и м ы, м, если гиперконус С является. танген
циально вырожденным, и касагельная плоскость к этому конусу 
вдоль образ}тощей L не меняется при перемещении точки М в 
плоскости L • . в работе находится изобранение /^-допустимых 
комплексов К на алгебраическом многообразии J2t^,o) , Рас
сматриваются также кошлексы, двойственные //''-допустимым комп
лексам. Они определяются следующим образом. Рассмотрим произ
вольную корреляцию в пространстве Р'^ , переводящую двумерную 
плоскость Lc^M в себя. Бри этой корреляции неособой точке М 
соответствует, неособая гиперплоскость </• , проходящая через 
плоскость L . Гиперконусу С , состоящему из плоскостей комп
лекса А' с вершиной Б точке М при этой корреляции будет со-, 
ответствовать конгруэнция С * плоскостей L комплекса, принад
лежащая гиперплоскости сС . Дуально Д^-допустимые комплексы 
характеризуются тем, что конгруэнция С * образована двуыерны-
ка. плоскостями t , касагоцдашся двумерной поверхности, описы
ваемой, некоторой точкой ^€l, при этом точка // не зависит 
от положения гиперплоскости с/ . 

В § 2 изучаются комплексы, для которых понижается ранг 
Кр(Л(,у^ где указанной индекс означает номер строки, а осталь
ные, индексы - номера столбцов. Такие к о м п л е к с ы назы
ваются Л ' - д о п у с т и м ы м и , Выясняется строение этих 
комплексов и их изображение на алгебраическом многообразии $?<̂ ,S/ 
Доказано,, .что комплекс ^ является А'-допустимым тогда и 
только тогда, когда его плоскости L принадле.жат трехмерным 
плоскостям некоторой конг^^нции. Рассматриваются также комп
лексы, двойственные /г'-допустимым комплексам. Они характери
зуются тем, что для них понижается ранг R^l^p} » 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ, ВЫНОСИМЫЕ 

НА ЗАЩИТУ 

.- I . Построено грассманоЕо отобрак^ние пятимерных комп-
- лексов двумерных плоскостей в пространстве Р v. с его по-
дащью изучены свойства таких коьшлексов. 

2 , Дана классификация пятимерных когятлексов двумерных 
плоскостей, основанная на классификации конфигураций характе
ристических прямых в плоскости L комглекса и трехмерных ха
рактеристических плоскостей, проходящих через плоскость L . 

3 . Для кавдого из выделенных классов комплексов дано 
полное геометрическое описание. 
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