
На правах рукописи 

Плужникова Елена Александровна 

ВЕКТОРНЫЕ НАКРЫВАЮЩИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И 
КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ Д Л Я ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ НЕЯВНОГО В И Д А 

01.01.02 - дифференциальные уравнения, 
динамические системы и оптимальное управление 

АВТОРЕФЕРАТ 
диссертации на соискание ученой степени 
кандидата физико-математических наук 

1 О ОКТ 2013 

МОСКВА " 2013 



Работа выполнена на к^еяре алгебры и геометрик 
института, штематики, физики и информатика 

Тамбовского государственного университета ш ш я Г.Р. Державина 

Научный руководатедь: 

Жуковский Евгений Семенович, доктор физико-математических наук, 
профессор, директор инсгатута математики, фшики а аеформатики ' 
ТЬмбсвского государственного университета имени Г,Р. Державина 

Официальные оппоненты: 
Аваков Евгений Рачиевич, доктор физико-матемагических наук, 
ведущий научный сотрудник Инсппута проблем управления имени 
В А. Т^адезашсова РАН 

Бшяев Владимир Иванович, кандедат физико-ма-гематаческгос наук, 
доцент, доцент кафедры дифференциальных уравнений и 
математической физики Российского университета дружб« народов 

Ведущая организация; 
Воронежский государсхвенньй университет 

Защита состоится 419э аоября 2013 года в 16.00 на заседании диссер. 
тациояного совета Д 2Ш03.27 при Российоадм университете дружбы 
народов ш адресу г. Москва, ул. Орджоаикида!̂ , д, 3, ауд. 4Э5а. 

С диссертацией можно шнакюмиться в Научной библиотеке Российского 
ушверситета дружбы народов. . 

Автореферат разослан 

Ученый секретарь 
диссертационного совета 

Россовский Леонид Ефимович 



Общая характеристика работы 

Актуальность темы. Математический аппарат классической тео-
рии нелинейных дифференциальных уравнений явного вида, позволя-
ющий исследовать многочисленные нелинейные модели явлений, про-
цессов различной природы, давно создан, широко и эффективно приме-
няется. Гораздо большие сложности представляет ситуация, когда при 
математическом описании необходимо учитывать зависимость парамет-
ров модели от скорости изменения состояния объектов. В этом случае 
модель представляет собой нелинейные дифференциальные уравнения 
неявного вида (не разрешенные относительно пропзводной). Примера-
ми таких задач являются неголономные механические системы^, модели 
электрического колебательного контура^. 

Основным методом исследования дифференциальных уравнений неяв-
ного вида является использование теорем о неявных функциях. Однако, 
эти теоремы не применимы в случае, если по соответствуюпдему аргу-
менту порождающая дифференциальное уравнение функция не явля-
ется гладкой, или ее производная вырождена. Разрешая такое уравне-
ние относительно производной, можно свести его к дифференциальному 
включению, однако получаемое многозначное отображение часто не об-
ладает свойствами, позволяющими применять классические утвержде-
ния о дифференциальных включениях. В литературе практически от-
сутствуют методы исследования ряда важнейп1нх вопросов теории диф-
ференциальных уравнений неявного вида, в том числе рассмотренных 
в диссертации краевых задач, систем управления. Новые возможности 
изучения дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно 
производной, мы связываем с интенсивно развивающейся в последнее 
время теорией накрывающих отображений. 

Утверждения о липшицевых возмз^щениях накрывающих отображений 
CTajHi важным инструментом нелинейного anajnisa^, позволили гюлучить 
ряд новых результатов о существовании, продолжаемости решений, кор-
ректности дифференциального уравнения, не разрешенного относитель-

^Закллюкин II.В. Особенности уравнений динамики некоторых неголономпых систем н неявные 
дифференциальные уравиеиия. Автореферат дисс. ... канд. фигз.-мат. наук: 01.02.01 ¡Место гзаищты: 
Москонскнн авиационный институт (государственный технически!"! университет)]. М., 2010. 

^Андропов A.A., Витт A.A., Хайкин С.Э. Теория колебаний. М.: Гос. изд-во физ.-мат. литера-
туры, 1959. С. 145, 148. 

Moniukhovich D.S., И'ат!^ В. Restrictive metric regularity and generalized differential calcubs in 
Banacli spaces / / Matlis. Math. Science. 50. 2004. P. 2050-2683. 

Arutyunov A., Avakov E., Gel'man В., Dmitruk A., Obukhovskii V. Locally covering niaj» in metric 
spaces and coincidence points / / J. Fixed Points Theory and Applications. 2009. V. 5. No. 1. P. 105-127. 



но производной" ,̂ интегральных уравнений Volterra®, начать изучение за-
дач управления для таких уравнений®. Так как краевые задачи и задачи 
управления сводятся к системам уравненнй н включений (содержащим 
кроме дифференциальных уравнений еще начальные и краевые условия, 
ограничения на управления и пр.), то разрабатываемые схемы и мето-
ды их исследования потребовали распространения теорем о липшицевых 
возмущениях на векторные накрывающие отображения. Полученные в 
диссертации утверждения о возмущениях векторных условно накрываю-
щих отображений позволяют исследовать вопросы разрешимости и кор-
ректности краевых задач и задач управления для систем дифференци-
альных уравнений неявного вида, получить оценки их решений. 

Цель работы. Основной целью диссертации является исследование 
задачи Коши, краевых задач и задач управления для систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений неявного вида, получение условий 
существования, непрерывной зависимости от параметров решений и на-
хождение их оценок. Ставится задача получить утверждения о лппишце-
вых возмущениях векторных накрывающих отображений метрических 
пространств и разработать на их основе методы исследования систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений неявного вида. 

Методика исследования. В диссертации применяются методы 
функционального анализа, обп1,ей топологии, теории многозначных отоб-
ражений, теории дифференциальных уравнений, теории управления. 
Предлагается новый подход к исследованию краевых задач и задач 
управления для дифференциальных уравнений неявного вида, использу-
ющий представление дифференциальных уравнений, начальных и кра-
евых условий, ограничений на управление в виде системы операторных 
уравнений, и основанный на полученных в диссертации результатах о 
липшицевых возмущениях векторных накрывающих отображений и при-
знаке накрывания оператора Немыцкого. 

Научная новизна. Все полученные результаты являются новыми. 
Основными результатами диссертации являются: 

'^Аваков Е.Р., Арутюнов A.B., Жуковский E.G. Накрывающие отображения и их приложения к 
диф4>ерегаша.'гьным .гравнепиям, не разрешенным относительно производной / / Дифференциаль-
ные уравнения. 2009. Т. 45. № 5. С. 613 634. 

Арутюнов A.B., Жуковский Е.С., Жуковский С.Е. О корректности дифференциальных урав-
нений, не разрешенных относитатьно производной / / Дифференциальные уравнения. 2011. Т 47 
К' 11. С. 1523-1537. 

'"Arutyunov A.V., Zhukovskii E.S., Zhukovskii S.E. Covering mappings and well-posedness of nonlinear 
Volterra equations / / Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Application.-!. 75. 2012. P. 1026-1044. 

Аруттюв A.B., Жуковский O.E. Локальная разрешимость упрап.тяемых систем со смешатш-
ми ограничениями / / Дифферентоальные уравнения. 2010. Т. 46. № И . С. 1561-1570. 



1) теоремы о липшицевых возмущениях векторного условно накрываю-
щего отображения метрических пространств (представляющие условия 
разрешимости и корректности системы операторных уравнений, порож-
даемых векторным отображением, накрывающим по диагональной пере-
менной и липшицевым по остальным переменным); 
2) признаки накрывания оператора Немьщкого, действующего в про-
странствах суммируемых с любой степенью функций; 
3) условия существования и непрерывной зависимости от параметров, 
оценки решений задачи Коши для систем дифференциальных уравне-
ний неявного вида; 
4) условия суп1,ествовання и непрерывной зависимости от параметров, 
оценки решений краевых задач для систем дифференциальных уравне-
ний неявного вида; 
5) условия существования и непрерывной зависимости от параметров, 
оценки решений управляемых систем со смешанными ограничениями на 
управление, списываемых дифференциальными уравнениями неявного 
вида. 

Теоретическая значимость. Диссерта1Ц1Я имеет теоретический ха-
рактер. Полученные результаты востребованы в теории дифференци-
альных уравнений, могут также использоваться в исследовании разре-
шимости, корректности математических моделей, нахождении оценок 
их решений. Разработанные в диссертации методы исследования мо-
гут быть применены к краевым задачам и задачам управления для 
функционально-дифференциальных уравнений, не разрешенных относи-
тельно производной искомой функции. 

Апробация работы. Результаты диссертации 0бсужда;п1сь на сле-
дующих семинарах: городской научный семинар по функционально-диф-
ференциальным уравнениям и включениям под руководством профессо-
ра А.И. Булгакова (Тамбов, ТГУ им. Г.Р. Державина); научный семи-
нар по нелинейному анализу под руководством профессора В.В. Обухов-
ского (Воронеж, ВГУ); научный семинар кафедры оптимального управ-
ления факультета ВМК под руководством профессора Ф.П. Василье-
ва (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова); совместное заседание научно-
го семинара кафедры дифференциальных уравнений и математической 
физики по дифференциальным и функционально-дифференциальным 
уравнениям под руководством профессора А.Л. Скубачевского и науч-
ного семинара кафедры нелинейного анализа и оптимизахщи под ру-
ководством профессора A.B. Арутюнова (Москва, РУДН). Результаты 
диссертации были представлены на следующих конференциях: между-



народная научная конференция «Современные физико-математические 
и информационные методы в естествознании, технике и гуманитарных 
науках» (Тамбов, ТГУ им. Г.Р. Державина, 18-22.10.2010); 42-ая всерос-
сийская молодежная школа-конференция «Современные проблемы ма-
тематики» (Екатеринбург, Институт математики и механики УрО РАН, 
28.01~8.02.2011); международная научная конференция «Дифференци-
альные уравнения и смежные вопросы» (Москва, совместное заседа-
ние Московского математического общества и семинара имени И.Г. Пет-
ровского, 30.05-4.06.2011); международная научная конференция «Ти-
хоновские чтения» (Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова, 14.06.2011); 
the 8th Congress of the ISAAC (Moscow, Peoples' Friendship University 
of Russia, August 22-27, 2011); международная научная конференция 
«Колмогоровские чтения - V. Общие проблемы управления и их при-
ложения» (Тамбов, ТГУ им. Г.Р. Державина, 10-14.10.2011); всероссий-
ская научная конференция с меж;1ународным участием «Математиче-
ская теория управления и математическое моделирование» (Ижевск, 
ИлсГТУ им. М.Т. Калашникова, 15-18.05.2012); ХП международная кон-
ференция «Устойчивость и колебания нелинейных систем управления» 
(Москва, ИПУ им. В.А. Трапезникова РАН, 5-8.06.2012); V междуна-
родная конференция «Современные проблемы прикладной математики, 
теории управления и математического моделирования» (Воронеж ВГУ 
11-16.09.2012). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 16 печатных ра-
бот ([1] - [16]), из них 9 — в журна,тах, входящих в Перечень ведущих 
рецензируемых научных журналов и изданий, в которых должны быть 
опубликованы основные научные результаты диссертаций ([1] - [9]). 

Структура и объем диссертации. Работа состоит из введения, 
перечня используемых обозначений, двух глав, разбитых на параграфы, 
заключения и списка литературы, содержащего 45 наименований. Общий 
объем диссертации — 94 страницы. 

Краткое содержание работы 

Во введении формулируются цели исследования, дается обзор ли-
тературы по исследуемой проблематике, обосновывается актуальность 
темы диссертационного исследования, кратко излагаются основные ре-
зультаты, выносимые на защиту. 

В главе 1 исследованы свойства накрывающих и условно накрыва-
юпщх отобралсений метрических пространств, доказаны утверждения о 



липшпцевых возмущениях векторных накрывающих отображений, полу-
чены условия накрывания оператора Немыцкого. Этн результаты — ос-
иова исследования дифференщ1альных уравнений неявного вида, пред-
принятого в главе 2 диссертации. 

Основной объект исследования в главе 1 — это система уравнений 

Рг{хиХ2,...,Х„)=Уг, г = 1 7 п , (1) 

где при всех i отобрал<ение Fi, действующее из произведения 
метрических пространств Xj в метрическое пространство К;, явля-
ется накрывающим по диагональной г-й переменной аг,: и липшице-
вым по остальным переменным. Идея исследования наиболее нагляд-
на для системы (1) в простейшем случае, когда У̂  = Xi - линей-
ные полные метрические пространства, отображение Fi{xi , Х2, • • • , Хп) — 
Xi - Gi(xi,x2, •. • ,Хп), где отображение Gj по каждой j-й переменной 
удовлетворяет условию Липшица с константой ßij, i,j = l , n . В этом 
случае система (1) принимает впд 

Xi = Gi{xi,X2,...,x„)+yi, i=l,n. (2) 

Положим В = {ßij)nxn и определим метрическое пространство X = 
расстоянием между элементами х = п и = 

равным рх{х,и) = \ {pxiixi,ui), pX2i^2,U2), • • •, Рх„{хп,и„))\, где моно-
тонную норму | - | в R" м о ж е м выбирать^ так, чтобы значение |5 | было 
достаточно близким к спектральному радиусу д{В). Таким образом, ес-
ли е{В) < 1, то отображение G = (Gj, Сг , . . . , : X X будет 
сжимающим и, следовательно, существует единственное решение систе-
мы (2), к которому будут сходиться последовательные приближения (по-
дробнее о распространении принципа Банаха на векторные отображения 
см. работу А.И. Перова®). 

Приведем основные определения и результаты § 1.1. Пусть {Х,рх), 
{Y ,py) — метрические пространства. Обозначим через Вх{х,г) замкну-
тый шар с центром в точке х радиуса г > О в пространстве X. Пусть 
заданы число а > О и отображение Ф : X К 

Определение Отображение Ф называется а-накрывающим (на-
крывающим), если для любых г > О и u € X имеет место включение 

Я>{Вх{и,г)) 2 Ву{^{и),аг). 

''Красносельский М.А., Вайникко Г.М., Зибрейко П.П., Рутицкий Я.Б., Стеценко В.Я. Прибли-
женное решвние операторных уравнений. М., 1969. С. 15 16. 

'^Лерое А.И. Ообщснный принцип сжимающих отображений / / Вестшш Воронежского государ-
ственного университета. Серия: Физика. Математика. 2005. № 1. С. 196-207. 

^Арутюнов A.B. Накрывающие отображения в метрических пространствах и неподвижные точ-
ки / / Док.ча.Ты Академии наук. 2007. Т. 410. № 2. С. 151-155. 



Отображение Ф является а -накрывающим тогда и только тогда, ко-
гда для любых и € X и у е Y существует х е X, удовлетворяющий 
уравнению Ф(а;) = ?/ и оценке 

рх{х, и) ^ а~^ру(у, Ф(ы)). (3) 

Определение 2}° Если для любых г >0 и и€ X имеет место вклю-
чение Ф(Вх(м,г)) 2 5к(Ф(и),ог)пФ(Х), то отображение Ф называют 
условно а-накрывающилг {условно накрывающим). 

Отображение Ф является условно а-накрывающим тогда и только 
тогда, когда для любых и 6 X и у е существует х G X, удовле-
творяюищй уравнению Ф(а;) = у и оценке (3). 

В пространстве R" вен1,ественных 7г-мерных векторов будем считать 
заданной норму |-|, обладающую свойством монотонности. Пусть заданы 
метрические пространства {Xj,px,), точки yj g Yj, j и 
определены отображения Ф¿: Х,- X lYj^iXj Vi, i = I, п. Рассмотрим 
систему уравнений 

<l>i{Xi,Xi,X2,...,X„) =у{, i = (4) 

относительно неизвестного х = (xi,x2,. •., Хп) G Щ=1 • 
Опреде;шм метрическое пространство X = Xj с расстоянием 

между элементами х = еХ п и = е X, равным 

Рх{х,и) mpxA^l,u{),px,{x2,U2),...,PxS^n,Un))\. (5) 

Аналогично определим метрику в У = ^j-
Пусть заданы числа а., > О, ßij ^ О, i,j = ТТп. Определим матрицу 

С = 

и обозначим через д{С) ее спектральный радиус. 
Теорема 1. Пусть метрические пространства Xj, j = Т/п., явля-

ются полными и выполнены следующие условия: 
для всех X е X отображение Фi{•,x) : Xi Vi, i = I7n, уоговно 

a-i-накрывающее и имеет Aiecmo включение уг 6 ^i{Xi,x)-, 
при любых i,j = 1,п, Ui eXuXieXi,..., xj-i € Xj^i, Xj+i € Xj+i, 

..., x„e X„ отображение ... x^+i,... ,a;„) : Xj Y^ 
является ßij -липшицевым; 

^°Аваков E.P., Арутюнов A.B., Жуковский E.G. Накрывающие отображения и их приложения к 
дифференщ(альным уравнениям, не разрешенным относительно производной / / Дифференциаль-
ные уравнения. 2009. Т. 45. № 5. С. 613-634. 



для любой сходящейся последовательности {и^} С X, и, та-
кой что ФДгх̂ -', и) \/г = 1, п, имеет место равенство ФДиг, и) = Уг 
Уг = Т7п. 

Тогда если д{С) < 1, т о система уравнений (4) разрешима и, кроме 
того, для любого £ > О можно так определить норму | • | в простран-
стве М", что при задании метрики в X равенством (5) для произ-
вольного и" = {и1,и°2,... ,и1) е X существует решение х = ^ е X 
системы (4), удовлетворяющее оценке 

г, о, 1 ^ \ [ Р у - Л У У Ы ^ > " ) ) \ (6) 

Далее рассмотрены частные случаи теоремы 1 при п = 1,2 и приведен 
пример, из которого следует, что в оценке (6) нельзя принять £ = О. 

В § 1.2 исследован вопрос о корректности системы (4) в следующей 
постановке. Пусть задана последовательность {ут = {Ут)г=ий С К и 
определены отображения Фг,„ : Х^ х X — г = 1,п, т = 1 , 2 , — 
Рассмотрим при каждом ш = 1 ,2 , . . . систему операторных.уравнений 

Фг7д(а;г:, XI,Х2,..., х„) = Ут, г = 1,п, (7) 

относительно неизвестного х = {х1,х2,-• • ,Хп) е X. Предпололсим, что 
для некоторого элемента и" = {иЧ,и°2, •. • € X при т оо имеет 
место сходимость 

р у , { Ф и ^ У г , « 2 . • • •, «п)> Угт) О, г = ( 8 ) 

Нас интересуют условия, обесиечиваюпще разрепшмость при любом т 
системы (7) и сходимость к м" последовательности решений. 

Сформулируем основной результат этого параграфа. 
Теорема 2. Пусть пространства Х^, j = 1,п, являются полными, 

для каокдых г,j = ТТп существуют такие числа а , > О, ^ О, что 
для спектрального радиуса мат.рицы С = {af'^Pjj)nxn имеет место 
оценка д{С) < 1 и выполнены следующие условия: 

для всех X е X отображение Фгт{-,х) : Х^, У],, i = 1,п, т = 
1,2,. . . , условно а,-накрывающее и у^т 6 Ф1т{Х{,ж); 

при любых 1,3 = 1,п, ш = 1 ,2 , . . . , и произвольных гц € Х», 
XI е Хи ••• , е е Х^+х, . . . , Хп е Х„ отображение 
Фгигч,Х1,..., . . . , Х п ) : Х^ Yi -липшицево; 

для любой сходящейся последовате.аьности {и^} С X, и' и, та-
кой что при к оо имеет место сходимость ргХ^1т{и^,и),Угт) -> О, 



m = 1 ,2 , . . . , выполнено равенство ^im{ui,u) = j/,;^, 
V i = l , n , m = 1 ,2 , 

Тогда если и.иеет место соотношение (8), то при каждом т суще-
ствует такое решение е X системы (7), что 

Далее в § 1.2 рассмотрены частные случаи теоремы 2 — утверждения 
о корректности скалярного уравнения и системы двух уравнений. 

Для применения теорем 1,2 к исследованию систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений неявного вида требуются условия на-
крывания оператора Немыцкого в функциональных пространствах. В 
§ 1.3 сформулировано и доказано утверждение о накрывании оператора 
Немыцкого в пространствах суммируемых с любой степенью функций. 

Обозначим через с1(Ж') совокупность всех непустых замкнутых под-
множеств пространства М'. Пусть задано р € [1,оо] и определено из-
меримое многозначное отображение Q : [а, Ь] cl(E'), для которо-
го функция t е [а,Ь] |-> pKi(0,n(i)) е R суммируема в p-ii степе-
ни при р < оо и существенно ограничена при р = оо. Определим 
следующие полные метрические пространства: Ьр{[а,Ь],П) — простран-
ство функций t € [а, 6] н-)- y{t) € суммируемых в р-й степени, 

если 1 < р < оо, с метрикой р ф ъ У 2 ) = ( / iy i (s ) 

и, в случае р — оо, пространство существенно ограниченных функ-
ций, P,Jyi ,y2) = vraisup,g[„,i]|j/i(s) - 2/2(s)|, vlCp([a,b],Q) - про-
странство таких абсолютно непрерывных функций х : [o,6j R', что 
X е с метрикой = | (р^ДжьХз), xi(a) ~ Х2{а)) . 

Пусть заданы числа 1 ^ pi < рг < оо и определены измеримые много-
значные отображения Q : [о, 6] cl(R'i), 0 : [а, 6] с1(Ж'2) такие, что 

е ¿рД[а,6],М), №2(0,е(-)) € Хр,([а,Ь],М). Пусть, далее, 
задана функция (i е [а,6], х € g(t,x) € e(i) , удовлетворяю-
щая условиям Каратеодори. В случае ^ оо относительно функгщи 
д будем предполагать, что существуют т] е ¿^^([а,^],!) и А € К, для 
которых при почти всех t S [а, Ь] и всех у € fi(t) выполнено неравен-
ство \g{t,y)\ ^ Если pi = 00, то при любом г > О пусть 
существует такая функция гу, € Lp,([a,6],K), что \g{t,y)\ ^ 77,(i) при 
почти всех t G [а, Ь] и любых у е f2(i) таких, что \у\ < г. При выполне-
нии этих условий оператор Немыцкого Ng : bp,([а, 6], П) -i- Ьр.Да, Ь], 9), 
{Ngy){t) = g(t,y{t)), в случае Pi оо является непрерывным и ограни-
ченным, а при Pi = оо — замкнутым и ограниченным. 

Теорема 3. Пусть cyui,ecm.eyem такое ад > О, что при почти всех 
t 6 [a,b] отобраоюеиие g{t,-) : ^(i) 0(i) условно ад-накрывающее. 
Тогда оператор Немыцкого Ng : Lp^ Lp^ будет условно а^-накры-
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вающим, где а^ = (b — PiVtpipa),^,^^ g частности, при pi = рг 
константы накрывания равны: а^ = ад, в случае pi < р2 = со вы-
полнено равенство a^f = [Ь ~ Аналогично, если при почти 
всех t е [а, 6] отображение g{t,-) : Q(t) а^-накрывающее, то 
оператор Немыцкого Ng : Lp^ —Lp^ будет, ctj^ -накрывающим. 

Глава 2 посвящена изучению задачи Кошн, краевой задачи и зада-
чи управления для дифференциальных уравнений неявного вида. Метод 
исследования основан на представлении дифференциальных уравнений, 
начальных и краевых условий, ограничений на управление и динамиче-
скую переменную в виде системы операторных уравнений относительно 
пары векторов {х,х{аУ) или, в случае задач управления, тройки векто-
ров ( i ,x(a) ,u) , где х — вектор, компоненты которого — производные 
искомых функций, х(а) — вектор начальных значений, и — вектор-
функция управления. При этом результаты § 1.3 позволяют найти усло-
вия накрывания отображений по соответствуюпщм переменным, а утвер-
ледения из § 1.1, § 1.2 — исследовать гюлученные системы операторных 
Зфавнений. 

В § 2.1 рассмотрена задача Коши. 
Пусть для всех i = 1,п заданы измеримые многозначные отображения 

: [а, 6] с1(Е), определены удовлетворяющие условиям Каратео-
дори функции fi : [а,6] X Е" X Е -> R, такие что fi{t,x,Qi{t)) С G^i) 
при почти всех t G [а, b] и любых хЕ М", а также функции t е [а, 6] н-)-
yi(t) е &i{t) и числа 7i 6 Е, г = Î7n. Рассмотрим систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений вида 

fi(t ,xi{t) ,x2it) , . . . ,xn(t) ,xii t))=yi{t) , г = Т ; ^ , (9) 

с начальными условиями 

i = l 7 n . (10) 

Пусть заданы числа 1 ^ рц < P2i < оо, г = 1,п. Будем предпола-
гать при всех г = Т^п, что ps.{0,fti{-)) € Lp,,([a,6],R), рк(0,ег(-)) S 
Lp,X[a,b],R), yi е Lp,X[a,b],ei). 

Пусть, далее, для всех тех i = 1,гг, при которых рц ф со, функция 
/г удовлетворяет условию 

J"p) при любом г > О существуют такие г/; 6 Lp^iCi®'®t) " ^ 
что при почти всех t е [а, 6], любых х € Е", таких, что \х\ ^ г, и всех 
Wi G f2i(i) справедливо неравенство \fi{t,x,Wi)\ < XiliVi^^'!^^' +r)i{t). 

Для всех г, при которых рц — со, предполагаем, что выполнено 
Joe) при любом г > О существует такая функция щ е Lp^.{[a,b],Qi), 
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что при почти всех t € [а, 6], любых х е R" и Wi е ^¿(i), таких, что 
+ |z| < г, имеем \fi{t,x,Wi)\ ^ i]i{t). 

Решение задачи Коши (9), (10) будем искать в классе абсолютно непре-
рывных функций X = {xi,X2, ...,Хп} : [а,а + т] -)• К", компоненты 
которых Xi е АСр^Да, а -Ь г], Пг), г = 1, п, г е (0,6 - а]. 

Пусть заданы непрерывная функция ж" : [а, èj -f К" и сг > 0. Поло-
жим D{t) = 

Теорема 4. Предположим, что если рц^ = 1 при некотором ¿о, то 
Pu Ф оо при всех остальных номерах г. Пусть справедливо неравен-
ство |а;°(а) — 7| < а. Пусть при каждом г = l,n для почти всех 
t е [а, 6] и любых Wi е Пг(<), X 6 D{t) отображение fi{t,x,-) : Qi{t) 
0j(i) условно накрывающее; отображение fi{t,-,Wi) : D{t) 9i(i) 
липшицево; имеет место включение yi{t) € fi(t,x,fliit))- Тогда суще-
ствует г S (0,6 — а] и существует опреде^генное на [а, а Н- г] решение 

n"=i-4C'pu([a,a + r ] ,n j ) задачи (9), (10). 
Также в § 2.1 исследована проблема непрерывной зависимости от па-

раметров решений задачи Коши (9), (10). 
Пусть заданы последовательность удовлетворяющих условиям Кара-

теодори функций : [а, 6] х Е" х Е М, таких что fim{t,x,Qi{t)) С 
Oi{t) при почти всех t € [а, Ь] и любых х е К", функции t € [а, Ь] м-
Uimit) S Qi(t) и числа 7,m € M, г = Т ^ , m = 1,2, . . . . Рассмотрим 
ноачедовательность задач Коши 

fim{t,Xi(t),X2{t),...,X„{t),Xi{t)) =yi,„{t), Xi{a) = Jim, i = (11) 

По-прежнему, считаем заданными числа I ^ Ри ^ P2i ^ оо, г = 1,п. 
Предполагаем, что yim € ¿р2;([а,6], G,;) при любом натуральном m; да-
лее, что при значениях ри ф оо, функция удовлетворяет условию 
J^p), а в случае ри = оо — условию -Foo)-

Пусть для некоторой функции х" = . . . ,а;°) :Ja,6] Е", ком-
поненты которой е для всех г = ТТп при m оо 
имеют место соотношения 

Pi,,, Угт{-)) О, Ъгп ^ х%а). (12) 

Пусть задано число сг > 0. Положим D{t) = 
Теорема 5. Предположим, что если piî  = 1 при некотором ¿о, то 

Ри ф оо при всех остальных номерах г. Пусть существуют такие 
ai > О, Pij ^ 0 , i,j = что при каждых i = 1,п, 7П = 1,2, . . . 
отображение (t е [а,6], а; е D{t), Wi € Qi{t)) у^ fim{t,x,Wi) е Qi{t) 
lJдoвлem•вopяem следующиА% условиям: при почти всех t и любых х 
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отображение условно Ог-накрывающее и выполнено включе-
ние € /гm(í,a;,Qг(í)); ПрП ПОЧти всех Ь, любых Юг, произволь-
ного номера ^ = 1 ,п и всех {хх,... ... ,Хп) отобраокение 
fim{t,Xl, • • .. .,Хп,Ш1) рг^ -липшицвво. Тогда если имеет 
место соотношение (12), то, начиная с некоторого номера, при каж-
дом натуральном т существует определенное на всел1 [а,Ь] решение 
Г' е задачи (11) такое, что С' 

В § 2.2 исследована краевая задача. 
Пусть для всех г = Т/п заданы числа Р,, Qi и А,;. Рассмотрим при 

^ £ [а, 6] систему дифференциальных уравнений (9) с краевыми усло-
виями 

РгХ.1(а) -Ь Q M b ) = Ль г = 1, п. (13) 
По-прежнему, считаем, что заданы числа 1 < рц < рг» < оо и вы-

полнены включения у{, 6 Ь], 9«), г = 1,п. Пусть, далее, для тех 
г, при которых ри Ф оо, функция удовлетворяет условию Т^р). Для 
значений i, при которых рц = оо, будем предполагать выполненным 
условие '̂оо)-

Решение краевой задачи (9), (13) будем искать в классе абсолютно 
непрерывных функций х = {Х1,Х2,... ,х„) : [а,Ь] К", компоненты ж» 
которых принадлежат пространству АСр,Д[а, 6], 

Теорема 6. Пусть при каоюдом г = 1,гг выполнены следующие усло-
вия: Рг -Ь Qi Ф 0; существует такое ач > О, чтю при почти всех 
1 е [а, 6] и любых X е Е" отображение /г(í,x, •) : ПД/:) @г{1) услав-
но а1-накрывающее и имеет место включение yi{t) е для 
каждого ] = 1,п существует > О, для которого при почти всех 
1 е [о, Ь] и любых и/'г е (з^х, • • чх^-ь2:^+1,... ,Хп) 6 отобра-
окение ... ... ,x„,Wi) : М -> -липшицево. 
Тогда если 2п х 2п-матрица С = где 

^ _ ПЪ~ . \ ^^^ ^ /(Ь - аУ'Р'^рЛ 

ПХП V ^ 11ХП 

С21 = \р , п \ Г ' ( 0 ) п х „ , 
I, -г Чг] ) пхп 

(14) 
имеет спекгпральный радиус д{С) < 1, то существует решение х € 

краевой задачи (9), (13) и, кроме того, для любого 
£ > О можно так определить норму | • | е пространстве М^", что при 
задании метрики в 

X = Ь], равенством 

Рх{и,х) = . . . , рь^^Хп,йп), |а:1(а) - «1(0)!,..., |х„(а) - и„(а)|) 13 



для произвольного € X существует решение х = ^ € X краевой 
задачи (9), (13), удовлетворяющее оценке 

1-в{С) / V 

(Уп, У°){Ь - |Д1-Д0| |A„-A^J\ 

' \Pi+Qi\'"" \Pn+Qn\)' 
где yUt) = /i(i,x«(i),i9(i)), Д? = Р,х^{а) + QiX^ib), i = М. 

Далее исследован вопрос непрерывной зависимости от параметров ре-
шений краевых задач. 

Пусть при каждом т = 1 ,2 , . . . заданы удовлетворяюш,ие усло-
виям Каратеодори функции : [а,6] X R" х R М, такие что 
fim{t,x,Qi{t)) С Qi{t) при почти всех t € [а, 6] и любых х е R", 
г = 1,п. Пусть, далее, заданы функции t € [а, Ь] «/¿(i) G 9i(i) и 
числа Pi„, Qim, Ai, г = 1,71, m = 1 ,2 , . . . . Рассмотрим при t € [a,6] 
последовательность краевых задач 

fim{t,xxit),... ,Xn{t).,Xi{t)) = yi(t), Pi,nXi{a) + QimXi(b) = Ai, г = ITn. 
_ (15) 

Пусть заданы числа 1 < ри < p2i < со, г = 1,?г, и уг е Lp^,{[a,b},ei). 
Далее предполагается, что если рц^ оо, то функция удовлетворяет 
условию J'p), а в случае ри = оо — условию Jv»). 

Пусть для некоторой функции = : [а, 6] М" с 
компонентами € ЛСр,Д[а, 6], П,;) для всех г = 1,п прн ттг оо имеют 
место соотношения 

PL,,, [ f i m (•, х''(-), Х?(-)), Vi{-)) О, Р.„,хО(а) -f Q™x°(6) ^ Д,;. (16) 

Теорема 7. Пусть при каокдом г = 1,п выполнепы CAedijwuj,ue усло-
вия: существуют такие числа Pi, Qi, что 

\^гт'гЧ!гт\ ]П-г Wi] 
найдется тлкое а^ > О, что для каждого т= 1 ,2 , . . . при почти всех 
t е [а, 6] и любых X 6 К" отображение fi,n(t,x, •) : fii(t} —Oi(t) услов-
но ai-накрывающее и имеет место включение yi{t) S fim{t,x,Qi{t))-, 
для каждого j = 1,п существует такое (3ij ^ О, что при всех 
m = 1 ,2 , . . . , почти всех t & [о,Ь] и любых (x i , . . . , x,-_i,Xj+i,...,х„) е 

Wi е Q.i{t) отображение 

f i m ( t , X i , . . . , X j - u • ,Xj+i,...,X„,iUi) : Е-> 0i(i) 
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ßij -липшицево; для спектрального радиуса матрицы (14) выполнено 
неравенство q{C) < 1. Тогда если имеют место соотношения (16), 
то при каждом m = 1 , 2 , . . . существует, такое решение х = & 
niLiACp,, задачи (15), что 

В § 2.3 исследованы управляемые дифференциальные системы со сме-
шанными ограничениями на управление и дополнительными ограниче-
ниями на производную решения. 

Пусть заданы 7 € К", измеримые многозначные отображения П : 
[а,Ь] cl(R"), и : [а,6] сошр(К''-), F : [а,Ъ] такие, что 
функции t € [а, 6] pRn(0,Q(í)), p^k{0,U{t)), Puh{0,V{t)) G M суще-
ственно ограничены. Пусть определены удовлетворяюпцге условиям Ка-
ратеодори функгщи / : [а, 6] х R" х R" х R '̂ М'', g : [а, Ь] х Е" х -í-
W'̂ , относительно которых, кроме того, предполагаем, что для любого 
г > О существует такое R > О, что при почти всех t S [а, Ь] для всех 
X е М", 2: е n(í), и е U{t), удовлетворяющих условию |х|-|-|2|-(-|и| ^ г, 
имеют место неравенства \f{t,x,z,u)\ ^ R, \g{t,x,u)\ ^ R. 

Рассмотрим управляемую систему 

f{t,x{t),xit),u{t))=0, x{a) = j, 
uit) е Í/(Í), g{t,x{t),u{t)) e V{t), (17) 

x { t ) e Q { t ) , íe[a,í)]. 

Управление м(-) будем предполагать существенно ограниченным, а х(-) 
будем искать в классе абсолютно непрерывных функций, имеющих суще-
ственно ограниченную производную. Соответственно, локальным реше-
нием управляемой системы называем пару [х, и) G АСооЦа, а -Ь г], П) х 
Ьоо{[а,а + т],и), з'довлетворяющую уравнениям и включениям (17) при 
Еючти всех Í G [а, а Ч- г], т G (О, 6 - а]. Управляемую систему называют 
локально разрешилюй, если она имеет локальное решение. 

Пусть заданы непрерывная функция х" : [а, 6] Е" и <7 > 0. По;ю-
жим D(t) = BEn(x"(i),a). 

Теорема 8. Пусть справедливо неравенство |7 — < а и при 
почти всех t Е [а,Ь] и любых х G D{t), z G ü{t), и G U{t) вы-
полнены следующие условия: отображения f{t,x,-,u) : ü{t) —>• Е'', 
g{t,x,-) : U{t) —> Е'^ условно накрывающие; отображения f{t,-,z,u) : 
D{t) E'i, f{t,x,z,-) • U{t) M'S g(t,-,u) : D{t) М'^ липшице-
вы; имеет место включение О G f{t,x,Q{t),u^. Тогда если при почти 
всех t G [а,5] множество ( П í7(í)) ) П пусто, то 

^ xeD{t) ' 
управляемая система (17) локально разрешима. 

В диссертации также получена оценка решения управляемой системы 
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(17), аюдующая из неравенства (6). Эта оценка применяется для иссле-
дования корректности управляемой дифференциальной системы (17). 

Пусть заданы числа 7т е R", m = 1 ,2 , . . . , измеримые многозначные 
отображения П : [а, 6] cl(R"), U : [а,Ь] -> comp(R^), : [а, 6] 
с1(К'̂ ) такие, что t е [а, 6] ркп(0,О(0), №(0 , i / ( i ) ) , ^^(O.Knii)) S 
Ж существенно ограниченные функции при m = 1,2, Пусть, далее, 
при любом m = 1,2, . . . определены удовлетворяющие условиям Кара-
теодори функции fm : \a,b] х R" х R" х Ж̂  R'>, д^ : [a,6]xE"xR'^ 
R'S относительно которых, кроме того, предполагаем, что для любого 
г > О существует такое Вт > О, что при почти всех t S [а, 6] для всех 
X е М", г € Q{t), и € U(t), удовлетворяющих условию |2:| + |z|-f|u| ^ г, 
имеют место неравенства \fmit,x, z,u)\ < Rm, \gm{t,x,n)\ ^ R^. 

Рассмотрим последовательность управляемых систем 

fm{t,x{t),x{t),u{t)) = о, х{а) = 7„, 
m( î )6C / ( î) , gm{t,xit),uit)) ev,„{t), m = 1 , 2 , . . . , (18) 

x{t)en{t), te[a,b]. 
Пусть для некоторой пары (ж*̂ , vP) е ACao{[a, b],Q)x Loo([a, b],U) име-

ют место соотношения 
vrai sup |/,„{i, x°(t), x^{t), u%t)) 1 ^ 0 , ^«(a), 

t e [o, ¡>1 

^rn{t) = ( ^n^^^gmit,X,Uit)))f]Vrnit) Ф 0 , (19) 

vrai sup 0m(9m{t,x°{t),vPit)), H,n{t)) -> 0. 
i€[a,6i / 

Сформулируем условия, обеспечивающие существование при любом на-
туральном m такого решения {xm,Urr,) € ACx{[a,b],Q) х L^{[a,b],U) 
управляемой системы (18), что последовательность {xm,Um) сходится 
к в пространстве ЛСоо([о,Ь],П) х Loo{[a,b],U). 

Теорема 9. Пусть существуют такие положительные числа «х, «2 
и неотрицательные числа Рц, pi2, Р21, что при почти всех t € [а, 6] и 
любых X е D{t), и е U{t), Z е 0(i), m = 1,2, . . . выполнены ус^говия: 
отображения fm{t, x,-,il) : fî(t) —^ R ' ' , : U{t) —> R'̂  явля-
ются условно накрывающими с константами ai, аг, соответствен-
но; отображения fm{t,-,z,u) : D{t) -> /„ ( i ,x ,z , - ) : U{t) R's 
gm{t,-,u) : D{t) R'2 являются, соответственно, Pn, Pn, Р-ц-лип-
шицевьши; UAteem место включение О е fm{t, х, Q(i), и). Тогда если 
справедливы соотношения (19), то для всех достаточно больших зна-
чений m управляемая систаиа (18) разрешима на всем [а, 6], и суще-
ствует такое ее решение (xm, Um) £ ЛСоо([о, 6], Q) х ¿^([а, 6], f/), что 
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в пространстве АСоо([а, Ь], х Loo([a, b], U) имеет место сходимость 
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Плужиикова Е.А. 

ВЕКТОРНЫЕ НАКРЫВАЮЩИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И 
КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ Д Л Я ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ НЕЯВНОГО ВИДА 

Аннотация 

Исследуются системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
неявного вида. Получены условия разрешимости и корректности задачи 
Коши, краевых задач, систем управления со смешанными ограничения-
ми на управление и дополнительными ограничениями на фазовую траек-
торию. Метод исследования основан на теории накрывающих отображе-
ний метрических пространств. В частности, используются полученные в 
диссертации утверждения о существовании и непрерывной зависимости 
от параметров решений систем операторных уравнений с векторными на-
крывающими отображениями и условия накрывания оператора Немыц-
кого в пространствах суммируемых функций. 

Pluzhnikova E.A. 

VECTOR COVERING MAPPINGS AND BOUNDARY VALUE 
PROBLEMS FOR IMPLICIT DIFFERENTIAL EQUATIONS 

Abstract 

Systems of implicit ordinary differential equations are investigated. Condi-
tions of solvability and well-posedness of the Cauchy problem, boundary value 
problems, control systems with mixed restrictions on control and additional 
restrictions on a phase trajectory are derived. The investigation method is 
based on the theory of covering mappings of metric spaces. In particular, 
there are used the statements obtained in the dissertation, i.e., the results on 
the existence and continuous dependence on parameters of solutions for the 
systems of operator equations with vector covering mappings and conditions 
for the Nemytskii operator to be a covering one in the spaces of integrable 
functions. 
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