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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Одной из важных задач современ­

ного естествознания является проблема возникновения сложной неравновесной

системы из набора макромолекул.

В 1971 году Манфред Эйген опубликовал работу, в которой впервые пред­

ложил математическую модель предбиологической эволюции. Основное поло­

жение этой теории заключалось в создании математической модели, позволя­

ющей проследить эволюцию сложной системы, составленной из макромолекул.

Некоторые из построенных таким образом систем удовлетворяют трем основ­

ным постулатам теории эволюции, сформулированным Ч.Дарвиным: наслед­

ственность, изменяемость, естественный отбор.

В работах М.Эйгена и других авторов эта теория получила название "тео­

рия квазивидов".

Модель квазивидов представляет собой систему из 𝑛 различных макромо­

лекул; каждая макромолекула представляется в виде последовательности сим­

волов из конечного алфавита:

𝑀𝑖 = (𝑠𝑖1, ..., 𝑠
𝑖
𝑛)

Заметим, что в случае молекул РНК 𝑠𝑖𝑗 - это одна из букв (U,C,A,G); в слу­

чае двоичных последовательностей 𝑠𝑖𝑗 одна из цифр (0,1); общее количество по­

следовательностей заданной длины 𝑙 соответственно 4𝑙 для молекул РНК и 2𝑙

для двоичных последовательностей (в реальных системах 𝑙 имеет порядок 30).

Предполагается, что молекула вида 𝑖 порождает молекулу вида 𝑗 с некоторой

вероятностью 𝑞𝑖𝑗; вероятность т.н. безошибочной репликации (при которой мо­

лекула вида 𝑖 порождает молекулу вида 𝑖) соответственно равна 𝑞𝑖𝑖 = 1−
∑︀
𝑗 ̸=𝑖
𝑞𝑖𝑗

Средняя приспособленность системы характеризуется вектором 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑘).

Воспроизводство молекул, с учетом различной приспособленности и мутаций в

этом случае, описывается системой обыкновенных нелинейных дифференциаль­
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ных уравнений. Из анализа математической модели квазивидов следует, что

в процессе эволюции побеждает не вид с максимальной приспособленностью,

а целый набор видов, которые могут быть представлены в виде собственного

вектора 𝑤̂, отвечающего максимальному собственному значению матрицы 𝑄𝛼

(𝑄𝛼 = 𝑄 · 𝐴, где 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛼1, ..., 𝛼𝑛), 𝑄 - матрица с элементами 𝑞𝑖𝑗).

Другой моделью, предложенной М.Эйгеном, стала модель гиперцикличе­

ской репликации или гиперцикла. Гиперцикл представляет собой способ объ­

единения элементов (как правило, макромолекул) в самовоспроизводящуюся

цепочку из 𝑛 макромолекул, в которой молекула с номером 1 порождает моле­

кулу с номером 2, молекула с номером 2 порождает молекулу с номером 3 и

так далее, в замкнутом цикле (молекула с номером 𝑛 порождает молекулу с

номером 1).

Математически модель гиперцикла представляет систему из 𝑛 нелиней­

ных обыкновенных дифференциальных уравнений. Исследованию этой моде­

ли посвящены работы М.Эйгена, П.Шустера, К.Зигмунда, Дж.Хофбауера, Х.

Л.Смита, Дж. Малле-Паре, М.Новака, А.С. Братуся, А.С. Новожилова и пр..

Доказано, что гиперцикл обладает свойством перманентности (невырожденно­

сти, экологической устойчивости), т.е. решения системы гиперцикла с ненуле­

выми начальными условиями не обращаются в ноль ни при каком значении

времени. Другим замечательным свойством гиперцикла, полученным в работе

Дж.Хофбауера, Дж. Малле-Паре и Х.Л.Смита, является возникновение устой­

чивого предельного цикла в системе размерности 𝑛 ≥ 5. В работах К.Зигмунда

и Дж. Хофбауера было доказано, что система гиперцикла обладает свойством

изменяемости, т.е. в системе гиперцикла возможно появление новых элементов

(макромолекул), которые встраиваются в систему.

Распределённая модель гиперцикла описывается с помощью системы по­

лулинейных параболических уравнений с частными производными с интеграль­

ным инвариантом. В работах А.С. Братуся, А.С.Новожилова и В.П.Повянского

было доказано, что предельное поведение распределённой системы существен­
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но зависит от коэффицентов диффузии. В частности, при достаточно малых

значениях этих коэффициентов возникают пространственно-неоднородные ре­

шения, которые не имеют аналогов в случае обыкновенных (не распределённых)

систем.

В работе предложена модификация системы гиперцикла М.Эйгена, в ко­

торой элемент с номером 𝑖 порождают элементы с номерами 𝑖− 1, 𝑖− 2. Далее

эту модель гиперцикла будем называть двойным гиперциклом.

При исследовании распределенных систем математической биологии важ­

ным является численное моделирование. В работе разработан комплекс про­

грамм на языке C++, позволяющий находить численное решение уравнений

распределенных математических моделей квазивидов и двойного гиперцикла

произвольной размерности.

Модели математической биологии, как правило, имеют большую размер­

ность (например, в случае модели квазивидов 2𝑙, 4𝑙, где 𝑙 имеет порядок 30),

поэтому важно иметь качественные критерии, позволяющие исследовать устой­

чивость систем. До сих пор качественные и приближенные методы исследова­

ния предельного поведения распределенных систем математической биологии

изучены недостаточно. Важной характеристикой, которая позволяет исследо­

вать устойчивость подобных систем, является асимптотика собственных значе­

ний матрицы Якоби. В связи с этим появляется необходимость в разработке

новых качественных и приближенных методов анализа репликаторных систем

и построении асимптотики собственных значений матрицы Якоби в распреде­

ленных моделях математической биологии, в частности, в распределенной мате­

матической модели Лотки-Вольтерры. На основании изложенной выше научной

проблемы сформулированы следующие цель и задачи диссертационного иссле­

дования.
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Цель диссертационной работы. Развивтие качественных и прибли­

женных методов исследования математических моделей репликаторных систем,

разработка комплекса программ для численного моделирования задач матема­

тичсекой биологии.

Задачи диссертационной работы:

1. Исследование предельного поведения новых математических моделей ре­

пликаторных систем.

2. Изучение предельного поведения математической модели двойного гипер­

цикла.

3. Построение асимптотики собственных значений матрицы Якоби в распре­

делённых математических моделях типа Лотки-Вольтерры.

4. Разработка комплекса программ, позволяющих численно решать систе­

мы, описывающие распределенные математические модели квазивидов и

двойного гиперцикла произвольной размерности.

Научная новизна.

1. Доказана единственность и асимптотическая устойчивость положения рав­

новесия распределённой математической модели квазивидов Эйгена.

2. Доказана невырожденность (перманентность, экологическая устойчивость)

математической модели двойного гиперцикла.

3. Получена асимптотика собственных значений матрицы Якоби систем по­

лулинейных параболических уравнений, описывающих математические

модели типа Лотки-Вольтерры.

4. Разработан комплекс программ, позволяющий численно решать системы,

описывающие распределенные математические модели квазивидов и двой­

ного гиперцикла произвольной размерности.
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Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче­

ский характер. Полученные результаты могут быть использованы при постро­

ении и анализе новых математических моделей теории эволюции, а также при

изучении асимптотики решений полулинейных параболических уравнений.

Методология и методы исследования. В работе использовались мето­

ды качественной теории дифференциальных уравнений, динамических систем,

уравнений математической физики, функционального анализа.

Объект исследования. Асимптотика и предельное поведение в распре­

деленных математических моделях квазивидов и двойного гиперцикла.

Предмет исследования. Предельное поведение распределенных репли­

каторных систем.

Положения, выносимые на защиту:

1. Единственность и асимптотическая устойчивость пространственно одно­

родного положения равновесия распределённой математической модели

квазивидов Эйгена.

2. Предельное поведение математической модели двойного гиперцикла.

3. Асимптотика собственных значений матрицы Якоби в распределённых ма­

тематических моделях типа Лотки-Вольтерры.

Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль­

таты диссертации докладывались на следующих конференциях:

1. Научно-практическая конференция "Наука МИИТа - транспорту"; Москва,

МИИТ, 2010

2. Седьмые Курдюмовские чтения: Синергетика в естественных науках, Тверь,

2011

3. Математика. Компьютер. Образование., Дубна, 2012

4. Математика. Компьютер. Образование., Дубна, 2014
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Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 5 печатных рабо­

тах, из них 3 статьи в рецензируемых журналах, рекомендованных ВАК

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе­

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли­

кованные работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводи­

лась совместно с соавторами, причем вклад диссертанта был определяющим.

Все представленные в диссертации результаты получены лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 3

глав, заключения, библиографии и двух приложений. Общий объем диссерта­

ции 125 страницы, из них 104 страницы основного текста, включая 25 рисунков.

Библиография включает 50 наименований на 5 страницах.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность темы диссертационной работы,

сформулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, пока­

зана практическая значимость полученных результатов, представлены выноси­

мые на защиту научные положения.

В первой главе исследовалось асимптотическое поведение распределён­

ной системы квазивидов.

Модель квазивидов представляет собой систему из 𝑘 видов макромолекул,

в которой молекула вида 𝑖 порождает молекулу вида 𝑗 с вероятностью 𝑞𝑖𝑗; суще­

ствует также вероятность т.н. безошибочной репликации (при которой молекула

вида 𝑖 порождает молекулу вида 𝑖) 𝑞𝑖𝑖 = 1 −
∑︀
𝑗 ̸=𝑖
𝑞𝑖𝑗.

Математическая модель квазивидов:

𝑤̇𝑖 =
𝑘∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗𝑞𝑖𝑗𝑤𝑗 − 𝑤𝑖𝑓
𝑙(𝑡)

𝑤𝑖(0) = 𝑤0
𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑘,

(1)

где 𝑤𝑖(𝑡) - концентрация частицы вида 𝑖 (в момент времени 𝑡) в системе; 𝑓 𝑙(𝑡)
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- средняя приспособенность частиц:

𝑓 𝑙(𝑡) = (𝛼,𝑤(𝑡)) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑤𝑖. (2)

∀𝑗 = 1, 𝑛 ⇒ 𝛼𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝛼𝑗 > 0 -коэффициенты, характеризующие скорость

воспроизводства частиц.

Множество решений системы (1) - 𝑘-мерный симплекс: ∀𝑡 ≥ 0 ⇒
𝑘∑︀
𝑗=1

𝑤𝑗(𝑡) = 1.

Известно, что система (1) содержит единственное положения равновесия.

Распределённая математическая модель квазивидов представляет собой

систему из 𝑘 функционально-дифференциальных уравнений с частными произ­

водными:

𝜕𝑢𝑖(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡 =

𝑘∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗𝑞𝑖𝑗𝑢𝑗(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡)𝑓
𝑠(𝑡) + (𝐷∆𝑢(𝑥, 𝑡))𝑖

𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘, 𝑥 ∈ Ω

(3)

с начальными и граничными условиями

𝑢𝑖(𝑥, 0) = 𝜑𝑖(𝑥)(︁
𝜕𝑢𝑖(𝑥,𝑡)
𝜕𝜈

)︁
𝛾=𝜕Ω

= 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑘.
(4)

В (3) 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) - концентрация частицы вида 𝑖(в момент времени 𝑡 в точке про­

странства 𝑥) в системе; 𝑓 𝑠(𝑡) - средняя приспособленность системы, определяе­

мая соотношением:

𝑓 𝑠(𝑡) =
𝑘∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

∫
Ω

𝑢𝑗(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥, (5)

Ω - замкнутая односвязная область в ℜ𝑘, 𝐷 - матрица диффузии размерности

𝑘 × 𝑘 с неотрицательными элементами (∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑘 ⇒ 𝑑𝑖𝑗 ≥ 0).

Из (3)-(5) следует, что ∀𝑡 ≥ 0 выполняется равенство

𝑘∑︁
𝑗=1

∫
Ω

𝑢𝑗(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 1 (6)

В работе введено обозначение

Ω𝑡 = Ω × [0,+∞)
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Система (4) рассматривалась в пространстве функций 𝐵(Ω𝑡) с нормой

||𝑣||𝐵 = max
𝑡≥0

{︃
||𝑣||𝑊 𝑠

2
+

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑣

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑊 𝑠

2

}︃
Здесь и далее 𝑆𝑛(Ω𝑡) означает множество неотрицательных вектор-функций

𝑢(𝑥, 𝑡), таких, что для любого 𝑖 = 1, 𝑘 выполнено условие 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐵(Ω𝑡), и

удовлеряющих условию (6).

Рассматривалось слабое решение уравнения (3), (4), т.е. решение, которое

удовлетворяет следующему интегральному равенству:
∞∫
0

∫
Ω

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡
𝜂(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∞∫
0

∫
Ω

(𝑄𝛼𝑢(𝑥, 𝑡))𝑖𝜂(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡−
∞∫
0

∫
Ω

(𝐷∇𝑢,∇𝜂)𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡

для любых функций 𝜂(𝑥, 𝑡) на компактном подмножестве (по переменной 𝑡),

которые дифференцируемы по переменной 𝑡 при 𝑡 ∈ [0,+∞) и принадлежат(по

переменной 𝑥) пространству Соболева 𝑊 𝑠
2 (Ω) для любого фиксированного 𝑡 ≥

0, 𝑠 = 1, 2.

Ключевым здесь являлся вопрос о влиянии пространственных членов си­

стемы (3) на поведение решений системы. В связи с этим в первой главе дока­

заны две теоремы, описывающие влияние пространственных членов на асимп­

тотическое поведение решений системы (3):

Теорема 1. Если все собственные значения матрицы диффузии 𝐷 положи­

тельны, то стационарное решение распределённой системы квазивидов (3) в

пространстве Соболева 𝑊 𝑠
2 , 𝑠 = 1, 2, совпадает с положением равновесия 𝑤*

обыкновенной системы квазивидов (1).

Теорема 2. Если все собственные значения матрицы диффузии 𝐷 положи­

тельны, то для любых начальных данных 𝜑𝑖(𝑥) ∈ 𝑆𝑛(Ω) решение распреде­

лённой системы квазивидов (3) сходится при 𝑡 → ∞ в 𝑆𝑛(Ω𝑡) к решению

обыкновенной системы квазивидов (1) с начальными данными

𝜉𝑖 =

∫
Ω

𝜑𝑖(𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 𝑛
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Разработан комплекс программ на языке C++, позволяющих численно решать

систему (3)-(4) произвольной размерности. Решение основано на разложении

неизвестной функции 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) в тригонометрический ряд по cos(𝑘𝜋𝑥):

𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑖 (𝑡) cos(𝑘𝜋𝑥)

Во второй главе исследовалась асимтотика и предельное поведение реше­

ний в математической модели двойного гиперцикла. Двойной гиперцикл пред­

ставляет собой систему из 𝑛 макромолекул, в которой элемент с номером 𝑖

порождает элементы с номерами 𝑖+1, 𝑖+2 в замкнутом цикле (элемент с номе­

ром 𝑛−1 порождает элементы с номерами 𝑛, 1; элемент с номером 𝑛 порождает

элементы с номерами 1, 2).

В двойном гиперцикле скорость воспроизводства частиц удовлетворяет

уравнению

𝑦̇𝑖 = 𝑘𝑖𝑘𝑖−1𝑦𝑖𝑦𝑖−1𝑦𝑖−2

𝑦𝑖(0) = 𝑦0𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛,
(7)

где 𝑦𝑖(𝑡) - количество частиц вида 𝑖 в момент времени 𝑡. Поскольку в теории

квазивидов важным явлется вопрос о качественном поведении системы, то вы­

полним замену

𝑥𝑖 =
𝑦𝑖
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑦𝑗

𝑖 = 1, 𝑛, (8)

и, тем самым, перейдём к относительным концентрациям частиц.

Уравнения, которым удовлетворяют 𝑥𝑖 имеют вид:

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖(𝑘𝑖𝑘𝑖−1𝑥𝑖−1𝑥𝑖−2 − 𝑓), 𝑖 = 1, 𝑛, (9)

где 𝑓 средняя приспособленность системы:

𝑓 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑘𝑗𝑘𝑗−1𝑥𝑗𝑥𝑗−1𝑥𝑗−2

Из (7), (8) следует, что множество решений системы (9) - симплекс:

𝑥 ∈ 𝑆𝑛;𝑆𝑛 = {𝑥|𝑗 = 1, 𝑛⇒ 𝑥𝑗 ≥ 0;
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 = 1}
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В работе использовалось следующее определение:

Определение 1. Динамическая система

𝑥̇ = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆𝑛

невырождена (перманентна, экологически устойчива), если при любых на­

чальных условиях 𝑥0 ∈ 𝑆𝑛
⋂︀
𝐼𝑛𝑡𝑅𝑛

+ существует такое 𝛿 > 0, что lim
𝑡→∞

inf
𝑖
𝑦𝑖(𝑡) >

𝛿, 𝑖 = 1, 𝑛.

Как и в большинстве математических моделей репликаторных систем, важным

здесь является асимптотика и предельное поведение динамической системы

двойного гиперцикла (9). Значительным при этом является вопрос о существо­

вании всех элементов системы для любого фиксированного момента времени.

В связи с этим в работе доказано следующее утверждение:

Теорема 3. Система (9) экологически устойчива.

Система (9) содержит 𝑛 параметров 𝑘𝑖, где 𝑖 = 1, 𝑛, что значительно затрудня­

ет нахождение положения равновесия и исследование зависимости поведения

системы от параметров. В связи с этим в работе доказано следующее утвержде­

ние:

Теорема 4. Динамическая система двойного гиперцикла (9) орбитально -

топологически эквивалентна системе

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖

(︃
𝑥𝑖−1𝑥𝑖−2 −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝑥𝑗−1𝑥𝑗−2

)︃
,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 = 1, 𝑖 = 1, 𝑛. (10)

Для изучения асимптотического поведения системы (10) в работе найдено ее

множество неподвижных точек и исследована их устойчивость.

Теорема 5. Пусть

𝜀 ∈
(︂
−1

4
;
1

4

)︂
,

тогда для системы (10) размерности 𝑛 = 4 множество неподвижных точек

𝑥1 =
1

4
+ 𝜀; 𝑥2 =

1

4
− 𝜀; 𝑥3 =

1

4
+ 𝜀; 𝑥4 =

1

4
− 𝜀.
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вляется асимптотически устойчивым.

Теорема 6. При нечетном 𝑛 ≥ 5 система (10) имеет единственное положе­

ние равновесия: 𝑝𝑖 = 1
𝑛 , 𝑖 = 1, 𝑛, устойчивое при 𝑛 = 5 и неустойчивое при

𝑛 > 5.

При исследовании математических моделей квазивидов важным является изме­

няемость системы (что отвечает одному из постулатов теории эволюции), поэто­

му существенным является вопрос о поведении системы двойного гиперцикла

при появлении нового элемента.

Предположим, что в систему (9) добавляется новый (𝑛 + 1)-й элемент,

взаимодействующий с 𝑛-м и (𝑛− 1)-м элементами:

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖
(︀
𝑘𝑖𝑘𝑖−1𝑥𝑖−1𝑥𝑖−2 − 𝑓

)︀
, 𝑖 = 1, 𝑛+ 1, (11)

где

𝑓 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝑘𝑖−1𝑥𝑖𝑥𝑖−1𝑥𝑖−2 + 𝑘𝑛+1𝑘𝑛𝑥𝑛+1𝑥𝑛𝑥𝑛−1,
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 = 1.

Предполагается, что 𝑘𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛+ 1; 𝑥0 = 𝑥𝑛, 𝑥−1 = 𝑥𝑛−1, 𝑘0 = 𝑘𝑛.

Определение 2. Система (11) называется расширенной системой двойного

гиперцикла.

Относительно асимптотического поведения системы (11) справедливо следую­

щее утверждение.

Теорема 7. Если 𝑘𝑛+1 ≥ 𝑘1, то расширенная система двойного гиперцикла

(11) перманентна; причем, если 𝑘𝑛+1 > 𝑘1, то система (11) содержит устой­

чивое положение равновесия; если 𝑘𝑛+1 = 𝑘1, то справедливо соотношение

𝑥𝑛+1 = 𝑥1
𝑥𝑛+1(0)

𝑥1(0)
.

Если же 𝑘𝑛+1 < 𝑘1, то справедливо следующее равенство:

lim
𝑡→∞

𝑥𝑛+1 = 0
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Во второй главе также рассмотрена распределённая математическая модель

двойного гиперцикла:

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡 = 𝑢𝑖

(︃
𝑘𝑖𝑘𝑖−1𝑢𝑖−1𝑢𝑖−2 −

𝑛∑︀
𝑗=1

1∫
0

𝑘𝑗𝑘𝑗−1𝑢𝑗𝑢𝑗−1𝑢𝑗−2𝑑𝑥

)︃
+ 𝑑𝑖

𝜕2𝑢𝑖(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥2

𝑛∑︀
𝑗=1

1∫
0

𝑢𝑗(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 1; 𝜕𝑢𝑖(0,𝑡)
𝜕𝑥 = 𝜕𝑢𝑖(1,𝑡)

𝜕𝑥 = 0; 𝑢𝑖(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥); 𝜑(𝑥) ≥ 0,

(12)

где 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) - концентрация частиц вида 𝑖 (в момент времени 𝑡 в точке с про­

странственной координатой 𝑥).

Исследована асимптотика системы (12) размерности 𝑛 = 5:

Теорема 8. Пусть

𝑃 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5) ; 𝑝𝑖 > 0(𝑖 = 1, 5) − положение равновесия системы (9).

𝑑𝑖 = 𝜌 · 𝑘𝑖𝑘𝑖−1𝑝𝑖𝑝𝑖−1𝑝𝑖−2; 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝜌 > 0.

Тогда для системы (12) размерности 𝑛 = 5 положение равновесия 𝑃 является

асимптотически устойчивым, если

𝜌 >
2

𝜆1
, (13)

где 𝜆1 - первое ненулевое собственное значение задачи

∆𝜓𝑠(𝑥) + 𝜆𝜓𝑠(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝜕𝜓𝑠(𝑥)
𝜕𝜈 |𝑥∈Γ = 0, 𝑠 = 1, 2, ....∫

Ω

𝜓𝑖(𝑥)𝜓𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑖𝑗,
∫
Ω

1 · 𝜓𝑖(𝑥)𝑑𝑥 = 0, 𝜓𝑠(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (Ω)

(14)

Если же

𝜌 <
2

𝜆1
,

то положение равновесия 𝑃 теряет свою устойчивость.

Разработан комплекс программ на языке C++, позволяющий численно решать

систему (12) произвольной размерности. Решение основано на разложении неиз­

вестной функции 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) в тригонометрический ряд по cos(𝑘𝜋𝑥):

𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑖 (𝑡) cos(𝑘𝜋𝑥)



15

В третьей главе исследуется асимптотика собственных значений матрицы

Якоби распределенных систем типа Лотки-Вольтерры. В общем виде такие си­

стемы выглядят следующим образом:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑓(𝑢) +𝐷∆𝑢, (15)

где 𝑢 = (𝑢1(𝑥, 𝑡), ..., 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)) - вектор-функция 𝑛-переменных. Здесь 𝑡 ≥ 0,

𝑥 = (𝑥1, , ...𝑥𝑛); 𝑥 ∈ Ω, Ω - замкнутая односвязная область в 𝑛-мерном про­

странстве; 𝑓(𝑢) = (𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢), ..., 𝑓𝑛(𝑢)) - гладкая дважды непрерывно диф­

ференцируемая вектор-функция; 𝐷 - матрица с неотрицательными элементами

𝑑𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛; ∆ - 𝑛-мерный оператор Лапласа ∆𝑢 = (∆𝑢1,∆𝑢2, ...,∆𝑢𝑛).

Заданы начальные условия:

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ Ω (16)

На границе 𝜕Ω области Ω выполняется однородное условие Неймана:

𝜕𝑢

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0 (17)

Задача (15) - (17) изучается в полном метрическом пространстве вектор­

функций

𝑈 =
{︀
𝑢1(𝑥, 𝑡), ..., 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) : 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻1(Ω), 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝑥 ∈ Ω

}︀
,

где 𝐻1(Ω) - пространство функций Соболева с нормой

||𝑢||𝐻1 =

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

∫
Ω

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠ 1
2

(18)

Для того, чтобы оценить влияние диффузионных слагаемых на асимптотиче­

ское поведение системы, рассмотрим динамическую систему в ℜ𝑛:

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑢) (19)
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Пусть 𝑢0 = (𝑢01, ..., 𝑢
0
𝑛) - стационарная точка системы (19), т.е. 𝑓(𝑢0) = 0. Непо­

движная точка 𝑢0 системы (19) является также пространственно-однородным

решением системы (15), поскольку выполняется равенство

𝑓(𝑢0) +𝐷∆𝑢0 = 0.

Система (15) будет устойчива в окрестности неподвижной точки 𝑢0, если все

собственные значения краевой задачи

𝐴𝑢+𝐷∆𝑢 = 𝜆𝑢, 𝑥 ∈ Ω, (20)

𝜕𝑢

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0 (21)

отрицательны. В (20) 𝐴 - матрица Якоби системы (15) в точке 𝑢0.

Предположим, что матрица 𝐷 может быть приведена к диагональной фор­

ме с помощью невырожденного преобразования 𝑇 , то есть Λ = 𝑇−1𝐷𝑇 , где Λ

- диагональная матрица, элементы которой - собственные числа матрицы 𝐷.

Положим в равенствах (20), (21)

𝑢(𝑥) = 𝑇𝑣(𝑥), 𝑣(𝑥) = (𝑣1(𝑥), ..., 𝑣𝑛(𝑥)),

тогда имеем

𝐵𝑣 + Λ∆𝑣 = 𝜆𝑣, (22)

𝜕𝑣

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0 (23)

где 𝐵 = 𝑇−1𝐴𝑇 , 𝑥 ∈ Ω.

Рассмотрим решение краевой задачи на собственные значения для функ­

ции 𝑍(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

∆𝑍 = −𝜇𝑍, 𝑥 ∈ Ω, 𝜇 > 0,
𝜕𝑍

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0. (24)

Известно, что эта задача имеет счетное множество решений - собственных зна­

чений

0 = 𝜇0 < 𝜇1 ≤ 𝜇2 ≤ ... ≤ 𝜇𝑘 ≤ ...,

𝜇𝑘 → +∞, 𝑘 → +∞,
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и соответствующее множество собственных функций {𝑍𝑘(𝑥)}∞𝑘=0.

Доказаны три теоремы, соответствующие разным характерам собственных

значений матрицы диффузии 𝐷

Теорема 9. Пусть матрица диффузии 𝐷 в (15) имеет простые и различные

собственные значения и 𝑏𝑖𝑗 - элементы матрицы 𝐵. Тогда собственные зна­

чения задачи (20), (21) могут быть представлены в виде асимптотического

разложения

𝜆𝑖𝑘 = −𝑑𝑖𝜇𝑘 + 𝑏𝑖𝑖 − 𝜇−1
𝑘

∑︀
𝑗 ̸=𝑖

𝑏𝑖𝑗𝑏𝑗𝑖
𝑑𝑖−𝑑𝑗 + 𝑜(𝜇−2

𝑘 ),

𝑖 = 1, ..., 𝑛; 𝑘 = 1, 2, ...,

𝜇𝑘 → +∞, 𝑘 → +∞.

(25)

Теорема 10. Пусть матрица диффузии 𝐷 в (15) имеет собственное значе­

ние 𝑑1 кратности 𝑠. Тогда отвечающие этому собственному значению 𝑠 соб­

ственных значений задачи (20)-(21) представляются в виде асимптотическо­

го разложения:

𝜆𝑝𝑘 = −𝑑1𝜇𝑘 +
(︀
𝜂11
)︀
𝑝
− 𝜇−1

𝑘

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=𝑠+1

(︂
𝑠∑︀
𝑟=1

𝑘𝑝𝑟𝑏𝑟𝑖𝑘
𝑝

𝑗𝑏𝑗𝑖

)︂
(𝑑1 − 𝑑𝑖)

𝑠∑︀
𝑟=1

|𝑘𝑝𝑟 |2
+ 𝑜(𝜇−2

𝑘 ) (26)

Здесь
(︀
𝜂11
)︀
𝑝
- 𝑝-е собственное значение следующей задачи:

(−Λ + 𝑑1) 𝑦
1,1 +

𝑠∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗𝐵𝜔
𝑗 = 𝜂11

𝑠∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗𝜔
𝑗 + 𝜂11𝑦

1,1,

𝑠 (−Λ + 𝑑1) 𝑦
1,2 +𝐵𝑦1,1 = 𝜂12

𝑠∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗𝜔
𝑗 + 𝜂11𝑦

1,1;

𝑘𝑝𝑗 - координаты собственного вектора, отвечающего собственному значению(︀
𝑛11
)︀
𝑝
, 𝑝 = 1, ..., 𝑠; 𝑣(𝑥) = 𝑦𝑍(𝑥). Остальные собственные значения выража­

ются формулой (25) при 𝑠 = 1, ..., 𝑛, где 𝑑𝑗 = 𝑑1 для 𝑗 = 2, ..., 𝑠.
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Теорема 11. Пусть у канонической формы матрицы 𝐷 имеется простой

жорданов блок

𝐽2 =

⎛⎝𝑑1 1

0 𝑑1

⎞⎠
Если 𝑏21 ̸= 0, то асимптотики соответствующих собственных значений за­

дач (20), (21) имеют вид

𝜆1𝑘 = −𝑑1𝜇𝑘 +
√
𝜇𝑘

√
−𝑏21 + 𝑏11+𝑏22

2 + (𝑏11−𝑏22)2+4𝑏12𝑏21
8
√
𝜇𝑘

√
−𝑏21

+ 𝑜(
√
𝜇𝑘)

𝜆2𝑘 = −𝑑1𝜇𝑘 −
√
𝜇𝑘

√
−𝑏21 + 𝑏11+𝑏22

2 + (𝑏11−𝑏22)2+4𝑏12𝑏21
8
√
𝜇𝑘

√
−𝑏21

+ 𝑜(
√
𝜇𝑘)

(27)

Заключение. В работе исследована распределённая модель квазивидов Эйге­

на. Показано, что система содержит единственное пространственно-однородное

положение равновесия, совпадающее с неподвижной точкой обыкновенной си­

стемы квазивидов. Доказано, что в случае, когда матрица диффузии содержит

только положительные собственные значения, положение равновесия является

асимптотически устойчивым.

Построена и исследована математическая модель двойного гиперцикла.

Доказано, что система обладает рядом важных свойств, основным из которых

является свойство перманентности (невырожденности, экологической устойчи­

вости), означающее, что для ненулевых начальных данных решения системы не

обращаются в ноль. Показано, что для системы двойного гиперцикла размерно­

сти 4 имеется множество асимптотически устойчивых неподвижных точек; для

системы нечетной размерности больше 4 имеется единственная неподвижная

точка, являющаяся устойчивой при размерности системы, равной 5, и неустой­

чивой при размерности системы больше 5. Построена распределённая матема­

тическая модель двойного гиперцикла. Показано, что в случае системы размер­

ности 5 при малых значениях коэффициентов диффузии пространственно-одно­

родные положения равновесия теряют свою устойчивость.

Разработан комплекс программ, позволяющий решать распределенные ма­

тематические модели квазивидов и двойного гиперцикла произвольной размер­

ности.
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Построена асимптотика собственных значений матрицы Якоби для распре­

деленных систем типа Лотки-Вольтерры для различных случаев, когда матрица

Якоби имеет как простые, так и кратные собственные значения.
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