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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â òåîðèè îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ïîðîæäåííûõ íà êî-

íå÷íîì îòðåçêå [a, b] äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y) = −y′′ + q(x)y (1)

ñòàíäàðòíûì óñëîâèåì íà ïîòåíöèàë q(·) ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ëîêàëüíîé ñóììèðóåìîñòè
q ∈ L1(α, β) äëÿ ëþáûõ a < α < β < b. Ïðè ýòîì, åñëè q ∈ L1[a, b], ãîâîðÿò î ðåãóëÿðíîì
ñëó÷àå, à åñëè q /∈ L1[a, b], îïåðàòîð ñ÷èòàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî âûðàæå-
íèå (1) (ïîñëå äîáàâëåíèÿ íåîáõîäèìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé) ïîðîæäàåò êîððåêòíî îïðå-
äåëåííûé â L2 îïåðàòîð è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð âòîðîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W 1

2 [a, b] â äóàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî W−1

2 [a, b]. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíî-
çíà÷íóþ ôóíêöèþ q ∈ W−1

2 [a, b], ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ y, ϕ ∈ W 1
2 èìååì (qy, ϕ) = (q, yϕ),

àW 1
2 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà (l(y), ϕ).

Çàäà÷è îá èçó÷åíèè òàêèõ îïåðàòîðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêëè â íà÷àëå 50�õ ãî-
äîâ ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ òàê íàçûâàåìîé ¾ñòèëòüåñîâñêîé ñòðóíû¿ � ñòðó-
íû, íàãðóæåííîé íàáîðîì òî÷å÷íûõ ìàññ. Ìíîãîìåðíûå àíàëîãè âèäà −∆+q(x) âîçíèêëè
âïåðâûå â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Èíòåðåñ ê íèì áûë âûçâàí çàäà÷åé î ðàññåÿíèè ïîòîêà
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íà àòîìíîì ÿäðå, ãäå ïîòåíöèàë òèïà δ�ôóíêöèè ìîäåëèðóåò êîðîò-
êîäåéñòâóþùåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïåðàòîðîâ áûëè ïðåäïðèíÿòû Êðåéíîì1, Ôåëëåðîì2, Êàöåì3, Áåðåçèíûì è Ôàääååâûì4,
Ìèíëîñîì è Ôàääååâûì5.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â òå÷åíèå 30 ëåò áûëè â îñíîâíîì ñâÿçàíû ñ δ�îáðàçíûìè
ïîòåíöèàëàìè6 è ïîòåíöèàëàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ãóíñîíà7, Àòêèí-
ñîíà, Ýâåðèòòà è Çåòòëà8 èçó÷àëèñü êóëîíîâñêèå ïîòåíöèàëû òèïà 1/x íà îòðåçêå [−1, 1]
èëè íà âñåé îñè.

Ðàáîòà9 ïîçâîëèëà âêëþ÷èòü áîëüøîå ÷èñëî îïèñàííûõ âûøå çàäà÷ â îáùóþ òåîðèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè � ðàñïðåäåëåíèÿìè, è âûçâàëà ïîòîê

1Ì. Ã. Êðåéí, �Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1951, Ò. 76, � 1, Ñ. 21�24.
2W. Feller, �Generalized second order di�erential operators and their lateral conditions, Illinois Journal of

Mathematics�, 1957, Ò. 1, � 4, Ñ. 459-504.
3È. Ñ. Êàö, �Î ñóùåñòâîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1956, Ò. 106, � 1, Ñ. 15-18.
4Ô. À. Áåðåçèí, Ë. Ä. Ôàääååâ, �Çàìå÷àíèÿ îá óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì�,

ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1961, Ò. 137, � 7, Ñ. 1011-1014.
5Ð. À. Ìèíëîñ, Ë. Ä. Ôàääåâ, �Î òî÷å÷íîì âçàèìîäåéñòâèè äëÿ ñèñòåì èç òðåõ ÷àñòèö â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1961, Ò. 141, � 6, Ñ. 1335-1338.
6S. Albeverio, F. Gesztesy, R. H�oegh-Krohn, and H. Holden, �Solvable Models in Quantum Mechanics�, 2nd

ed., AMS Chelsea Publishing, Providence, RI, 2005.
7J. Gunson, �Perturbation theory for a Sturm�Liouville problem with an interior singularity�,

Proc.R.Soc.London, A 414, 1987.
8F. Atkinson, W. Everitt, A. Zettl, �Regularization of a Sturm�Liouville problem with an interior singularity

using quasi-derivatives�, Di�. Integr. Eq., V. 1, � 2, 1988, pp. 213�221.
9À. Ì. Ñàâ÷óê, À. À. Øêàëèêîâ, �Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè�, Ìà-

òåì. çàìåòêè, Ò. 66, � 6, 1999, Ñ. 897�912.
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ñòàòåé íà äàííóþ òåìó. Â ðàáîòå10 áûë íàéäåí ñïåêòðàëüíûé ñëåä ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ
îïåðàòîðîâ âèäà (1) ñ ïîòåíöèàëîì q = u′, u ∈ BV0[0, π]. Â ðàáîòàõ Ñàâ÷óêà11 è Øêà-
ëèêîâà12 áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíòíûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ
óêàçàííîãî âèäà, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé, äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
ôóíêöèé. Ãðèíèâ è Ìèêèòþê13 èçó÷èëè îïåðàòîð Õèëëà � îïåðàòîð âèäà (1) íà âñåé îñè
ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì q ∈ W−1

2,loc (â ÷àñòíîñòè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð èìååò
ëàêóíàðíóþ ñòðóêòóðó). Ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû Êîðîòÿåâûì14. Ïîÿâèëèñü
ðàáîòû Ìèõàéëåöà è Ìîëèáîãè15. Çàòåì îïåðàòîð Õèëëà ñ ïîòåíöèàëîì q ∈ W−1

2 âåñüìà
äåòàëüíî áûë èçó÷åí Äæàêîâûì è Ìèòÿãèíûì16. Ýòè èññëåäîâàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîâëåêëè â ðàññìîòðåíèå âîïðîñû áàçèñíîñòè17, à òàêæå ñõîäèìîñòè è ðàâíîñõîäèìîñòè
ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé18. Òî÷íûå ðåçóëüòàòû î ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëî-
æåíèé äëÿ ïàð îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè ïîëó÷èëà
Ñàäîâíè÷àÿ19. Â ðàáîòå Äæàêîâà è Ìèòÿãèíà20 áûëè èçó÷åíû ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è â ïîë-
íîé øêàëå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà q ∈ W θ

2 , θ ≥ −1. Îòìåòèì òàêæå íåäàâíèå ðàáîòû Áàñ-
êàêîâà è Ïîëÿêîâà21, ãäå ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à òàêîãî âèäà èçó÷àëàñü ìåòîäîì ïîäîáíûõ
îïåðàòîðîâ. Â ðàáîòå Ãðèíèâà è Ìèêèòþêà22 íà ñëó÷àé îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ
ïîòåíöèàëàìè � ðàñïðåäåëåíèÿìè áûëà ïåðåíåñåíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî çàïèñàòü äëÿ äàííîãî òèïà îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî23, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü ïîâëåêëî ðàñïðîñòðà-

10À. Ì. Ñàâ÷óê, À. À. Øêàëèêîâ, �Ôîðìóëà ñëåäà äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè
ïîòåíöèàëàìè�, Ìàò. çàìåòêè, Ò. 68, No. 3, 2000, Ñ. 427�442.

11À. Ì. Ñàâ÷óê, �Î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ
ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì�, Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, Ò. 69, � 2, 2001, Ñ. 277-285.

12À. Ì. Ñàâ÷óê, À. À. Øêàëèêîâ, �Îïåðàòîðû Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè � ðàñïðåäåëåíèÿìè�,
Òðóäû Ìîñê. ìàò. îáù., Ò. 64, 2003, Ñ. 159�219.

13R. Hriniv , Ya. Mykytyuk, �1D Schr�odinger operators with singular periodic potentials�, Meth. Funct. Anal.
Topol., V. 7, No. 4, 2001, pp. 31�42.

14E. Korotyaev, �Characterization of the spectrum of Schr�odinger operators with periodic distributions�, Int.
Math. Res. Notices, 2003, no. 37, 2019�2031.

15V. A. Mikhailets and V. M. Molyboga, �Spectral gaps of the one-dimensional Schr�odinger operators with
singular periodic potentials�, Meth. Funct. Anal. Topology, V. 15, no. 1, 2009, pp. 31�40.

16P. Djakov, B. S. Mityagin, �Instability zones of periodic 1-dimensional Schr�odinger and Dirac operators�,
Russian Mathematical Surveys, V. 61, � 4, 2006, P. 663.

17P. Djakov, B. Mityagin, �Bari-Markus property for Riesz projections of Hill operators with singular
potentials�, Contemporary Mathematics, V. 481, 2009, P. 59-80.

18P. Djakov, B. Mityagin, �Equiconvergence of spectral decompositions of Hill�Schr�odinger operators�, Journal
of Di�erential Equations, V. 255, � 10, 2013, P. 3233-3283.

19È. Â. Ñàäîâíè÷àÿ, �Î ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðîâ
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè�, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, Ò. 201, � 9, 2010, Ñ.
61-76.

20P. Djakov, B. Mityagin, �Riesz basis property of Hill operators with potentials in weighted spaces�,
Transactions of the Moscow Mathematical Society, V. 75, 2014, P. 151-172.

21A. G. Baskakov, D. M. Polyakov, �Spectral properties of the Hill operator�, Mathematical Notes, V. 99, �
3-4, 2016, P. 598-602.

22R. O. Hryniv, Ya. V. Mykytyuk, �Inverse spectral problems for Sturm-Liouville operators with singular
potentials, II. Reconstruction by two spectra�, North-Holland Mathematics Studies, North-Holland, V. 197,
2004, P. 97-114.

23R. O. Hryniv, Ya. V. Mykytyuk, �Inverse spectral problems for Sturm�Liouville operators with singular
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íåíèå íà îïåðàòîðû ñ ïîòåíöèàëàìè � ðàñïðåäåëåíèÿìè äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ
òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.

Â äèññåðòàöèè èçó÷åíèþ ïðÿìûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ âèäà (1) ñ ïîòåíöèàëîì q = u′, u ∈ L2[0, π], ïîñâÿùåíà ãëàâà III.

Îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ òðåáóåò òåìàòèêà îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Ýòà òåìà
âåñüìà îáøèðíà è âêëþ÷àåò ñàìûå ðàçíîîáðàçííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷. Èñòîðè÷åñêè îä-
íîé èç ïåðâûõ ïîñòàíîâîê áûëà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà îïåðàòîðà Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå ïî ñïåêòðàì äâóõ êðàåâûõ çàäà÷24 (çàäà÷à Áîðãà). Äðóãóþ
ïîñòàíîâêó ïðåäëîæèëè Ãåëüôàíä è Ëåâèòàí25 � âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàë ïî ñïåêòðàëü-
íîé ôóíêöèè îïåðàòîðà. Â ñëó÷àå îïåðàòîðà íà êîíå÷íîì îòðåçêå ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íîðìèðîâî÷íûõ ÷èñåë
îïåðàòîðà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è Ìàð÷åíêî26 èñïîëüçîâàë òåîðèþ îïåðàòîðîâ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ. Äîâîëüíî áûñòðî âûÿñíèëîñü, ÷òî äâå ýòè ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ýêèâàëåíòíû
äðóã äðóãó. Â òî æå âðåìÿ ïîÿâèëàñü ðàáîòû Êîäàèðû27 è Òèõîíîâà28, ãäå äëÿ ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Âåéëÿ�Òèò÷ìàðøà.
Ýòîò ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óäà÷íûì, ïîñêîëüêó ïîçâîëèë ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû è äëÿ
îáðàòíîé çàäà÷è Áîðãà, è äëÿ çàäà÷è Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà. Êðîìå òîãî, è ýòî î÷åíü âàæíî,
âìåñòî òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëà ïî ôóíêöèè Âåéëÿ
òðåáóåò ëèøü êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Âïåðâûå ýòó òåõíèêó, íàçûâàåìóþ òåïåðü ìå-
òîäîì ñïåêòðàëüíûõ ìîäåëåé, ïðèìåíèë Ëåâèíñîí29. Äðóãîé ìåòîä ïðåäëîæèë Êðåéí30.
Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà òåñíîé ñâÿçè ñïåêòðàëüíîé (èëè ñòàöèîíàðíîé) îáðàòíîé çàäà÷è ñ
äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè utt = c2(z)uzz, z > 0, ïî ãðàíè÷-
íîé ôóíêöèè u(0, t). È òà, è äðóãàÿ çàäà÷à ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
òèïà Âîëüòåððà31. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà óðàâíåíèÿ òèïà Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà áûëè
îáîáùåíû íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé Áåëèøåâûì32.

Èíòåðåñ ê òåìå îáðàòíûõ çàäà÷ ìíîãîêðàòíî óñèëèëñÿ ïîñëå ðàáîò Ëàêñà33, Ôàääåå-

potentials. IV. Potentials in the Sobolev space scale�, Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, V.
49, � 2, 2006, P. 309-329.

24Borg G. �Eine Umkehrung der Sturm�Liouvillishen Eigenwertaufgabe�, Acta Math., V. 78, 1946, pp. 1�96.
25È. Ì. Ãåëüôàíä, Á. Ì. Ëåâèòàí, �Îá îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî åãî ñïåêòðàëüíîé

ôóíêöèè�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. Ìàòåìàòèêà, Ò. 15, 1951, 309-350.
26Â.À. Ìàð÷åíêî, �Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà, I, Òðóäû Ìîñê. ìàòåì. îáùåñòâà, Ò. 1, 1952, Ñ. 327-420.
27K. Kodaira, �The eigenvalue problem for ordinary di�erential equations of the second order and Heisenberg's

theory of S-matrices�, Amer. J. Math., V. 71, 1949, pp. 921�945.
28À. Í. Òèõîíîâ, �Î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ýëåêòðîðàçâåäêè�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, Ò. 69, � 6, 1949,

Ñ. 797�800.
29N. Levinson, �The inverse Sturm�Liouville problem�, Math. Tidsskr., V. 13, 1949, P. 25�30.
30Ì. Ã. Êðåéí, �Îá îäíîì ìåòîäå ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, Ò. 94, � 6,

1954, Ñ. 987�990.
31À. Ñ. Áëàãîâåùåíñêèé, �Î ëîêàëüíîì ìåòîäå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ íåîäíî-

ðîäíîé ñòðóíû�, Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ, Ò. 115, 1971, Ñ. 28�38.
32Ì. È. Áåëèøåâ, �Óðàâíåíèÿ òèïà Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà â ìíîãîìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ�, Çàï. íàó÷í. ñåì. ËÎÌÈ, Ò. 165, 1987, Ñ. 15�20.
33Ï. Ëàêñ, �Èíòåãðàëû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéýâîëþöèè è óåäèíåííûå âîëíû�, Ìàòåìàòèêà, Ò. 13, � 5,

1969, Ñ. 128�150.
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âà34 è ìíîãèõ ïîñëåäîâàòåëåé, ãäå áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíûõ çàäà÷. Îçíàêîìèòñÿ ñ ñà-
ìûìè ðàçíûìè àñïåêòàìè êëàññè÷åñêîé ñòàöèîíàðíîé îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî, íàïðèìåð,
â ìîíîãðàôèè Þðêî35. Îáîçíà÷èì íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé (ìû îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì
ñëó÷àåì), êîòîðûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàçðàáàòûâàþòñÿ íàèáîëåå àêòèâíî. Áîëüøîé èí-
òåðåñ â ïîñëåäíåå âðåìÿ âûçâàëè îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà
ãðàôàõ36. Ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ðàçëè÷íîãî âè-
äà37. ×òî êàñàåòñÿ äèíàìè÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà÷, òî çäåñü ñëåäóåò ðàçëè÷àòü óðàâíåíèÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî38 è ïàðàáîëè÷åñêîãî39 òèïà.

Áèáëèîãðàôèÿ ïî òåìàòèêå îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèà-
ëàìè � ðàñïðåäåëåíèÿìè òàêæå âåñüìà îáøèðíà. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè îïåðàòî-
ðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçðàáîòàí â óæå óïîìÿíóòûõ ñòàòüÿõ Ãðèíèâà è Ìèêèòþêà. Âîïðîñû
îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Õèëëà � â ðàáîòàõ Äæàêîâà è Ìèòÿãèíà40, Êîðîòÿåâà41

è äðóãèõ àâòîðîâ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèàëàìè � ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè42. Îáçîð ýòèõ è äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå
äîïîëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â íåäàâíåé ñòàòüå Ýêõàðäà, Ãåøòåçè, Íèêîëñà
è Òåøëÿ43.

Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî ýòîé òåìå, ñîñòàâèâøèå ãëàâó IV äàííîé ðàáîòû, ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè íå òîëüêî äëÿ ñèíãóëÿðíûõ, íî è äëÿ êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âèäà (1) ñ ïîòåíöèàëîì
q ∈ L2[0, π]. Ïðè ýòîì ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò êîíñòðóêòèâíî ñòðîèòü èñêîìûé
ïîòåíöèàë. Íàèáîëåå âàæíî ïðè ýòîì òî, ÷òî ìåòîä ïîçâîëÿåò äàâàòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè
ïðè ïîñòðîåíèè ïîòåíöèàëà, êîòîðûå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû îöåêàì òèïà Áåðíøòåéíà�
Äæåêñîíà â òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.44 Ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû îá óñòîé÷è-
âîñòè îáðàòîé çàäà÷è ïîëó÷åíû45 äëÿ âñåé øêàëû ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ q ∈ W θ

2 [0, π],

34Ë. Ä. Ôàääååâ, �Î ñâÿçè S�ìàòðèöû è ïîòåíöèàëà äëÿ îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà�, ÄÀÍ
ÑÑÑÐ, Ò. 121, � 1, 1958, Ñ. 63�66.

35Â. À. Þðêî, Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007.
36Â. À. Þðêî, �Îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ ñåòÿõ�, ÓÌÍ, Ò. 71, � 3(429), 2016, 149�196.
37A. M. Akhtyamov, V. A. Sadovnichy, Ya. T. Sultanaev, �Generalizations of Borg's uniqueness theorem to

the case of nonseparated boundary conditions�, Eurasian Math. J., V. 3, No. 4, 2012, 10�22
38Ì. È. Áåëèøåâ, Ñ. À. Ñèìîíîâ, �Âîëíîâàÿ ìîäåëü îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà ïîëóîñè�, Àëãåáðà

è àíàëèç, Ò. 29, � 2, 2017, 3�33.
39Ñ. Ã. Ïÿòêîâ, Å. È. Ñàôîíîâ, �Î íåêîòîðûõ êëàññàõ îáðàòíûõ çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè ôóíêöèè èñòî÷-

íèêîâ�, Ìàòåì. òð., Ò. 19, � 1, 2016, 178�198.
40P. Djakov, B. Mityagin, �Fourier method for one-dimensional Schr�odinger operators with singular periodic

potentials�, Topics in operator theory. Birkh�auser Basel, 2010, P. 195-236.
41E. Korotyaev, Characterization of the spectrum of Schr�odinger operators with periodic distributions, Int.

Math. Res. Notices 2003, no. 37, 2019�2031.
42C. Frayer, R. O. Hryniv, Ya. V. Mykytyuk, and P. A. Perry, Inverse scattering for Schr�odinger operators

with Miura potentials: I. Unique Riccati representatives and ZSAKNS system, Inverse Probl. 25, 115007, 2009,
25pp.

43J. Eckhardt, F. Gesztesy, R. Nichols and G. Teschl, �Weyl�Titchmarsh theory for Sturm�Liouville operators
with distributional potentials�, Journal of the London Mathematical Society, V. 88, No. 3, 2013, pp. 801-828.

44À. Ì. Ñàâ÷óê, �Âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëà îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé è íîðìèðîâî÷íûõ ÷èñåë�, Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, Ò. 99, �. 5, 2016, Ñ. 715-731.

45À. Ì. Ñàâ÷óê, À. À. Øêàëèêîâ, �Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè
èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., Ò. 44, � 4, 2010, Ñ.

4



θ ≥ −1. Ïðè ýòîì ðàáîòà ñ äðîáíûìè èíäåêñàìè ãëàäêîñòè ïîòðåáîâàëà äîêàçàòåëüñòâà
íîâûõ òåîðåì â îáëàñòè èíòåðïîëÿöèè íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.46

Îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà Äèðàêà

By′ + P (x)y, B =

(
−i 0
0 i

)
, P (x) =

(
p1(x) p2(x)
p3(x) p4(x)

)
, (2)

îáû÷íî èçó÷àåòñÿ â ïàðå ñ îïåðàòîðîì (1). Ïðè ýòîì àíàëîãîì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà q ∈ W θ
2

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé P ∈ W θ+1
2 . Âñå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåí-

öèàëîì q = u′, u ∈ L2, èìåþò ñâîè àíàëîãè äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà ñ ïîòåíöèàëîì P ∈ L2.
Áîëåå òîãî, äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû îáû÷íî çâó÷àò ïðîùå. Îäíàêî
îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì � ðàñïðåäåëåíèåì êëàññà W θ

p ïðè p < 2 èëè
θ < −1, íå äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, ñèñòåìà (2) êîððåêòíî
îïðåäåëåíà íå òîëüêî ïðè P ∈ L2, íî è ïðè P ∈ L1. Ñëó÷àé ñóììèðóåìîãî êîìïëåêñíîãî
ïîòåíöèàëà â ñèñòåìå Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé,
íî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå ñëîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Ñèñòåìà (2) áûëà âïåðâûå ââåäåíà Äèðàêîì â 1928 ãîäó äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñ ó÷åòîì ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ. Îïåðàòîð,
ïîðîæäàåìûé âûðàæåíèåì (2) ïîñëå äîáàâëåíèÿ ïîäõîäÿùèõ êðàåâûõ óñëîâèé, èçó÷àë-
ñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íî, âïëîòü äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè, ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèé pj. Èçó÷åíèå ñëó÷àÿ P ∈ L1 íà÷àëîñü ñ ðàáîòû Òðóøèíà è ßìàìîòî47, ãäå, â
÷àñòíîñòè, áûëà óñòàíîâëåíà áàçèñíîñòü Ðèññà â ñëó÷àå P ∈ L2 è ðàçäåëåííûõ êðàåâûõ
óñëîâèé. Àëüáåâåðèî, Ãðèíèâ è Ìèêèòþê48 ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ âåùåñòâåííîãî âíåäèàãî-
íàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïî äâóì ñïåêòðàì. Äæàêîâ è Ìèòÿãèí49 ïðîâåëè äåòàëüíîå èçó÷åíèå
ïåðèîäè÷åñêîé è àíòèïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è, à çàòåì50 è ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷è,
íî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ P ∈ L2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèè ñèëüíîé ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ
óñëîâèé áûëà äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíê-
öèé. Â ñëó÷àå ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè áûëà äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà ñèñòåìû êîðíåâûõ
äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïåðåíåñåíû àâòîðîì51 íà ñëó÷àé ñóì-
ìèðóåìîãî ïîòåíöèàëà, ÷òî ïîòðåáîâàëî ïðèìåíåíèÿ êà÷åñòâåííî èíûõ èäåé è ìåòîäîâ.
Íåçàâèñèìî (íà äðóãîì ïóòè) òå æå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Ëóíåâûì è Ìàëàìóäîì52.

34�53.
46À. Ì. Ñàâ÷óê, À. À. Øêàëèêîâ, �Îá èíòåðïîëÿöèè àíàëèòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé�, Ìàòåìàòè÷åñêèå

çàìåòêè, Ò. 94, �. 4, 2013, Ñ. 578-581.
47Trooshin I., Yamamoto M., �Riesz basis of root vectors of a nonsymmetric system of �rst-order ordinary

di�erential operators and application to inverse eigenvalue problems,� Appl. Anal, 80, 2001, p. 19�51.
48S. Albeverio, R. O. Hryniv, and Ya.Mikytyuk, �Inverse spectral problems for Dirac operators with summable

potentials,� Russian J.Math. Phys. 12 (4), 406�423 (2005).
49P. Djakov, B. Mityagin, �Bari�Markus property for Riesz projections of 1D periodic Dirac operators�, Mat.

Nachr., V. 283, no. 3, 2010, Ñ. 443�462.
50P. Djakov, B. Mityagin, �Unconditional convergence of spectral decompositions of 1D Dirac operators with

regular boundary conditions�, Indiana Univ. Math. J., V. 61, no. 1, 2012, p. 359�398.
51A. M. Savchuk, A. A. Shkalikov, �The Dirac Operator with Complex�Valued Summable Potential�,

Math.Notes, V. 96, � 5, 2014, P. 3�36.
52Lunyov A. A., Malamud M. M., �On the Riesz basis property of root vectors system for 2 × 2 Dirac type

operators�, Journal of Mathematical Analysis and Applications, V. 441, � 1, 2016, pp. 57-103.
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Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ïðèìåíèëè ê èçó÷åíèþ ñèñòåìû (2) Áàñêàêîâ, Äåðáóøåâ è
Ùåðáàêîâ53.

Èçó÷åíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû Äèðàêà (2) ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòà-
öèè. Ïîìèìî ðåçóëüòàòîâ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè è áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñîáñòâåí-
íûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé, ñþäà âîøëè òåîðåìû î áàçèñíîñòè ñèñòåìû êîðíåâûõ
äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (â ñëó÷àå ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè îïåðàòîðà)54, óñëîâíîé è áåç-
óñëîâíîé áàçèñíîñòè â øêàëàõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà è Áåñîâà55, ðàâíîìåðíûå îöåíêè
êîíñòàíòû Ðèññà äëÿ áàçèñà56.

Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþòñÿ è ïðèâîäÿò ê èçó÷åíèþ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé âèäà

−y′ + λρ(x)By + A(x)y + C(x, λ)y. (3)

Çäåñü y = (y1, . . . , yn), B � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, A(x) � ìàòðèöà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
ïåðåìåííîé x ∈ [0, 1], à C(x, λ) � ìàòðèöà, çàâèñÿùàÿ è îò x è îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà λ ∈ C. Òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò è ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è Ly = λy äëÿ îïåðàòîðà
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, è ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è Ly = λy äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû Äèðàêà. Ê
òàêèì ñèñòåìàì ñâîäÿòñÿ è çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà, è äëÿ îïåðàòîðîâ ñ
ïîëèíîìèàëüíûì âõîæäåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà (îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ).

Çàäà÷à î ïîâåäåíèè ìàòðèöû ðåøåíèé ñèñòåì âèäà (3) èìååò äîëãóþ èñòîðèþ, âîñõî-
äÿùóþ ê ðàáîòàì Áèðêãîôà57, Ïåððîíà58, Òàìàðêèíà59. Ïîçæå èäåè è ìåòîäû ýòèõ ðàáîò
áûëè ðàçâèòû â ñòàòüÿõ Òàìàðêèíà60, Áèðêãîôà è Ëàíãåðà61. Ýòè ðàáîòû îïðåäåëèëè
êðóã ïîíÿòèé è ìåòîäîâ, êîòîðûå àêòèâíî è ïîñòîÿííî èñïîëüçóþòñÿ: ðàçäåëåíèå ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðà λ íà ñåêòîðà, ïîèñê ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé îòäåëüíî â êàæäîì
ñåêòîðå è ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Êîýôôèöèåíòû, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàëèñü äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè. Çàòåì ýòè
ïðåäïîëîæåíèÿ ìíîãîêðàòíî îñëàáëÿëèñü. Òàê, â ìîíîãðàôèè Ðàïîïîðòà62 áûëè èçó÷åíû
àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû âèäà

u′ = λV(x)u + A0(x)u + C0(x, λ)u (4)

53A. G. Baskakov, A. V. Derbushev, and A. O. Shcherbakov, �The method of similar operators in the spectral
analysis of non-self-adjoint Dirac operators with non-smooth potentials�, Izv. RAN Ser. Mat. 75 (3), 2011, 3�28.

54À. Ì. Ñàâ÷óê, È. Â. Ñàäîâíè÷àÿ, �Áàçèñíîñòü Ðèññà ñî ñêîáêàìè äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà ñ ñóììèðóåìûì
ïîòåíöèàëîì�, Ñîâð. ìàòåìàòèêà. Ôóíä. íàïðàâëåíèÿ, Ò. 58, 2015, Ñ. 128�152.

55À. Ì. Ñàâ÷óê, �Î áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà
Äèðàêà�, Èçâåñòèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ, Ò. 82, � � 2, 2018, Ñ. 113-139.

56À. Ì. Ñàâ÷óê, �Ñèñòåìà Äèðàêà ñ ïîòåíöèàëîì èç ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà�, Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ, Ò. 52, � 4, 2016, Ñ. 454-469.

57G. D. Birkho�, �Boundary value and expansion problems of ordinary linear di�erential equations�, Trans.
Amer. Math. Soc., V. 9, No. 2, 4, 1908, 219�231, 373-395.

58O. Perron, � �Uber lineare di�erenzengleichungen�, Acta Mathematica, V. 34, � 1, 1911, pp. 109-137.
59J. D. Tamarkine, �Application de la m�ethode des fonctions fondamentales a l'�etude de l'�equation di��erentielle

des verges vibrantes �elastiques Ñîîáù. Õàðüêîâ. ìàòåì. îáù. Âòîðàÿ ñåð., 12, 1911, 19�46, 65�69.
60Y. D. Tamarkin, �Some general problems of the theory of linear di�erential equations and expansions of an

arbitrary functions in series of fundamental functions�, Math. Zeitschrift, V. 27, no. 1, 1928, 1-54.
61G. D. Birkho�, R. E. Langer, �The boundary problems and developments associated with a system of

ordinary di�erential equations of the �rst order�, Proc. Am. Acad. Arts Sci., V. 58, 1923, 49-128.
62È. Ì. Ðàïîïîðò, �Î íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�,

Èçä-âî Àêàä. Íàóê Óêð. ÑÑÐ, Êèåâ, 1954.
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ñ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì λ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû V(x) ëåæàò â ïðî-
ñòðàíñòâåW 2

1 [0, 1], ýëåìåíòû ìàòðèöû A0(x) � â ïðîñòðàíñòâå AC[0, 1], à C0(x, λ) = O(λ−1).
Â áîëåå ïîçäíåé ðàáîòå Âàãàáîâà63 óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû (4) óæå áîëåå ñëàáûå:
V(x) ∈ C1[0, 1], A0(x) ∈ C[0, 1]. Â öåëîì, äëÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñòàíäàðòíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ïðè àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè
ìàòðèöû V . Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé áûë ðàçîáðàí Ðûõëîâûì64, ãäå ýëåìåí-
òû ìàòðèöû V ïðåäïîëàãàþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè, à ýëåìåíòû ìàòðèö A0 è C0 �
ñóììèðóåìûìè ïî Ëåáåãó.

Ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåû â ãëàâå I ðàáîòû. Îíè
îáðàçóþò ñâîåãî ðîäà òåõíè÷åñêèé ôóíäàìåíò. Êëþ÷îì ê èñïîëüçîâàíèþ ýòèõ ìåòîäîâ è
ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà ê ñè-
ñòåìàì. Ýòîò ïåðåõîä îñíîâàí íà ïîíÿòèè êâàçèïðîèçâîäíûõ (âåñüìà ïîäðîáíîå èçëîæå-
íèå òåîðèè êâàçèïðîèçâîäíûõ, â òîì ÷èñëå, âûñîêèõ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ ìîæíî
íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ Âàéäìàíà65, Ýâåðèòòà è Ìàðêóñà66, Çåòòëà67). Ïðè ýòîì îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ íå ñàìà ôîðìà ãëàâíîãî è âòîðîãî àñèìïòîòè÷åñêèõ
ñëàãàåìûõ, à ðàâíîìåðíàÿ ïî x ∈ [0, 1] îöåíêà îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, çàâèñÿùàÿ îòêëàññà
ãëàäêîñòè è ñóììèðóåìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû.68

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà íîâûõ ñîâðåìåí-
íûõ çàäà÷ è ïîëó÷åíèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè è òåîðèè îáðàòíûõ ñïåê-
òðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè � ðàñïðåäåëåíèÿìè,
îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ Äèðàêà ñ ñóììèðóåìûìè ïîòåíöèàëàìè è áîëåå îáùèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì âûñîêîãî ïîðÿäêà, à òàêæå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêèõ òåîðåì â ýòîé
îáëàñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ
ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (1) ðåøåíà ïðîáëåìà Ìàð÷åíêî î ðàâíîìåðíîé
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïî
ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè è ïî äâóì ñïåêòðàì.

2. Äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (1) ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëà
ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åíû êâàëèôèöèðîâàííûå îöåíêè
ïîãðåøíîñòè òèïà Áåðíøòåéíà�Äæåêñîíà.

3. Äëÿ ñèñòåìû Äèðàêà (2) ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äîêàçàíû ðåçóëüòàòû îá

63À. È. Âàãàáîâ, �Îá óòî÷íåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðåìû Òàìàðêèíà�, Äèôôåðåíö. óðàâí., Ò. 29, � 1,
1993, 41�49.

64V. S. Rykhlov, �Asymptotical formulas for solutions of linear di�erential systems of the �rst order�, Result.
Math., V. 36, 1999, 342�353.

65J. Weidmann, �Spectral Theory of Ordinary Di�erential Operators�, Lecture Notes in Math., Vol. 1258,
Springer, Berlin, 1987.

66W. N. Everitt and L. Markus, �Boundary Value Problems and Symplectic Algebra for Ordinary Di�erential
and Quasi-Di�erential Operators�, Math. Surv. and Monographs, Vol. 61, Amer. Math. Soc., RI, 1999.

67A. Zettl, �Sturm�Liouville Theory�, Math. Surv. and Mon., V. 121, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2005.
68À. Ì. Ñàâ÷óê, �Îïåðàòîð òèïà Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà è åãî ñâÿçü ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìè äëÿ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ�, Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëå-
íèÿ, Ò. 63, � 4, 2017, Ñ. 689-702.
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óñëîâíîé è áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè (áàçèñíîñòè ñî ñêîáêàìè) ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è
ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ äàíû ðàâíîìåðíûå îöåíêè êîíñòàíòû Ðèññà.

4. Äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (1) ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íàéäåíû
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, äâóìåð-
íûõ ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, ðåçîëüâåíòû ñ êâàëèôèöèðîâàííîé îöåíêîé îñòàòêîâ
â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè ïîòåíöèàëà q(·).

5. Äëÿ ñèñòåì âèäà (3) ïðè óñëîâèè ρ(x) ∈ AC[0, 1], A(x), C(x, λ) ∈ L1[0, 1],
‖C(·, λ)‖L1 → 0 ïðè λ → ∞ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé ñ êâàëèôèöèðîâàííîé îöåíêîé îñòàòêîâ â çàâèñèìîñòè îò
ãëàäêîñòè ôóíêöèé ρ(x) è A(x) è îò ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ‖C(·, λ)‖.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå è ñîâðåìåííûå ìåòîäû
ôóíêöèîíàëüíîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, â òîì ÷èñëå, ìåòîäû àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå è ãàðìîíè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, îáùåé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ (ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, Áåñîâà, Õàðäè
è ò.ä.), òåîðèè èíòåðïîëÿöèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ñ
ïîìîùüþ ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ñèñòåì, â òåîðèè ïîëóãðóïï, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðà-
áîòû ìîãóò áûòü èíòåðåñíû ñïåöèàëèñòàì, ðàáîòàþùèì â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,
Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èìåíè Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ, ÑÏáÃÓ è äðóãèõ âûñøèõ ó÷åáíûõ
çàâåäåíèÿõ è íàó÷íûõ öåíòðàõ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò ñîñòàâèòü ñîäåðæàíèå ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ ìàãèñòðîâ è àñïèðàíòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ: ¾Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ¿ (ðóêîâîäèòåëü � ïðî-
ôåññîð À. Ã. Êîñòþ÷åíêî); ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ¿ (ðó-
êîâîäèòåëü � àêàäåìèê ÐÀÍ Â. À. Ñàäîâíè÷èé); íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî
òåîðèè ôóíêöèé (ðóêîâîäèòåëü � àêàäåìèê ÐÀÍ Á. Ñ. Êàøèí); ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (ðóêîâîäèòåëü � ïðîôåññîð Ì.È.Âèøèê); ¾Îïåðàòîðíûå
ìîäåëè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå¿ (ðóêîâîäèòåëü � ïðîôåññîð À. À. Øêàëèêîâ); íàó÷íî�
èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì (ðóêîâîäèòåëè � ïðîôåññîð
À. Ì. Ñåäëåöêèé è ïðîôåññîð Â. Â. Âëàñîâ); íà ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ ¾Ñïåê-
òðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è àêòóàëüíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè¿ (ðóêîâîäèòåëè � àêàäåìèê ÐÀÍ Å. È. Ìîèñååâ è ïðîôåññîð È. Ñ. Ëîìîâà); íà
ñåìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è åå ïðèëîæåíèÿì ê
çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà (ðóêî-
âîäèòåëü � ÷ëåí�êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ Î. Â. Áåñîâ); íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è
ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ôàêóëüòåòà ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ è
åñòåñòâåííûõ íàóê ÐÓÄÍ (ðóêîâîäèòåëü � ïðîôåññîð À. Ë. Ñêóáà÷åâñêèé) è íà ñåìèíà-
ðå ¾Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ ÍÈÂÖ ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëè � ïðîôåññîð
À. Ã. ßãîëà, ïðîôåññîð À. Á. Áàêóøèíñêèé, ïðîôåññîð À. Â. Òèõîíðàâîâ.),
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à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ: 11-ÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Ñàðàòîâ, 2002;
Research Seminar ¾Spectral analysis of di�erential and di�erence operators¿, Warsaw,
Poland, 2002; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, Ìîñêâà, 2002; 12-ÿ Êðûìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
øêîëà ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì, Ëàñïè, Êðûì, 2002; Âîðîíåæñêàÿ âå-
ñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ - XV¿, Âîðîíåæ, 2004; Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííàÿ
103-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ È. Ã. Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà, 2004; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé, íåëèíåéíûé àíàëèç¿, ïî-
ñâÿùåííàÿ ñòîëåòèþ Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî, Ìîñêâà, 2005; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, Ìîñêâà, 2005; 15-
ÿ Êðûìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì,
Ëàñïè, Êðûì, 2005; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è
äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Ñóçäàëü, 2006; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííàÿ 106-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ È. Ã. Ïåò-
ðîâñêîãî, Ìîñêâà, 2007; 14-ÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà, Ñàðàòîâ, 2008;
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïå-
ðàòîðû. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 85-
ëåòèþ Ë. Ä. Êóäðÿâöåâà, Ìîñêâà, 2008; Âîðîíåæñêàÿ âåñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà
¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ-XIX¿, Âîðîíåæ, 2008; Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾Ðÿäû Ôóðüå
è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Ðîñòîâ-íà Äîíó, 2008; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë. Ñ. Ïîíòðÿ-
ãèíà, Ìîñêâà, 2008; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è
äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Ñóçäàëü, 2008; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöè-
àëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, Ìîñêâà, 2008; 8th Workshop
on Operator Theory in Krein Spaces, Berlin, Germany, 2008; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé¿, ïîñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ
Â. À. Ñàäîâíè÷åãî, Ìîñêâà, 2009; International Conference ¾In�nite-Dimensional Analysis
and Topology¿, Yaremche, Ukraine, 2009; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Ñóçäàëü, 2010; International Workshop on
Operator Theory and Applications, Berlin, Germany, 2010; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿, ïîñâÿùåííàÿ 110-îé ãîäîâùèíå
È. Ã. Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà, 2011; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, Ìîñêâà, 2011; Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 300-ëåòèþ Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2011; Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì,
Ñóçäàëü, 2012; Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ¿, Ìîñêâà, 2013; Ìåæäóíàðîä-
íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Îá-
ùàÿ òîïîëîãèÿ. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ¿, Ìîñêâà, 2013; Íàó÷íàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ ¾Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ¿, Ìîñêâà, 2014; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Ñóçäàëü, 2014; Ìåæäóíàðîäíàÿ
êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì,
Ìîñêâà, 2014; Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ðîññèÿ, 2014;
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Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Spectral Theory and Di�erential Equations¿, ïîñâÿùåííàÿ
100-ëåòèþ Á. Ì. Ëåâèòàíà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 2014; International Workshop
¾Probability, Analysis and Geometry¿, Moscow State University, Moscow, Russia, 2014; Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèé¿, ïîñâÿùåííàÿ 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî, Ìîñêâà, 2015; 3rd
Workshop on Analysis, Geometry and Probability (Ulm, Germany), Ulm, Ãåðìàíèÿ, 2015;
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñè-
ñòåìàì, Ñóçäàëü, Ðîññèÿ, 2016; 4-th International Workshop on Analysis, Probability and
Geometry, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2016; Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè¿, ïîñâÿùåííàÿ 110-
ëåòèþ àêàäåìèêà À.Í. Òèõîíîâà, Ìîñêâà, 2016; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðî-
íåæñêàÿ âåñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XXVIII¿., Âîðîíåæ,
Ðîññèÿ, 2017; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ôóíêöèé, ïîñâÿù¼ííàÿ 100-ëåòèþ
À.Ô. Ëåîíòüåâà, Óôà, Ðîññèÿ, 2017; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ è
ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà 2017 (ÂÏÌ'17)¿, Íîâîñèáèðñê, Àêàäåìãîðîäîê, Ðîññèÿ, 2017; Äå-
âÿòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷¿, ïîñâÿùåííàÿ 85-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ àêàäåìèêà Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà , Àêàäåìãîðîäîê, Íîâîñèáèðñê, Àêàäåìãîðîäîê, Íî-
âîñèáèðñê, Ðîññèÿ, 2017; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾The 8th International Conference
on Di�erential and Functional Di�erential Equations (Moscow, Russia, August 17�19, 2017)¿,
Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2017; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàå-
âûõ çàäà÷. Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ - XXIX¿, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ Â.À.Èëüèíà, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ, 2018; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿,
ã. Óôà, Ðîññèÿ, 2018; 7th International Conference on Mathematical Modeling in Physical
Sciences, Moscow, Ðîññèÿ, 2018; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Ñóçäàëü, Ðîññèÿ, 2018.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 14 ðàáîòàõ àâòîðà
[1]�[14] â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ. Èç íèõ 7 ðàáîò âûïîëíåíû áåç ñîàâòîðîâ. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíûõ ðàáîò, âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷à-
þùåãî 201 íàèìåíîâàíèé. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 334ñòðàíèöû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îá-
çîð ïî òåìàòèêå ðàáîòû, îáîñíîâàíû àêòóàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèÿ, åãî
òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü, èçëîæåíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, äàíû ñâåäåíèÿ
îá àïðîáàöèè ðàáîòû, èçëîæåíî åå îñíîâíîå ñîäåðæàíèå.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà n ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà

y′ = λρ(x)By + A(x)y + C(x, λ)y (5)

íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì λ. Çäåñü

y = y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , yn(x))t

� âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà [0, 1] ôóíêöèé yj(x).
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü âèäà
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{λ ∈ C : |λ| > λ0}. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì.
(i) Ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé è ïîñòîÿííîé: B = diag{b1, . . . , bn}, à ÷èñëà bj �
êîìïëåêñíûìè è íåíóëåâûìè.
(ii) Âñå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû � ôóíêöèè ρ(x), ajk(x) è cjk(x, λ) ïåðåìåííîé x (ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì λ) ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñóììèðóåìûìè ïî Ëåáåãó íà îòðåçêå [0, 1].
(iii) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x) âåùåñòâåííà è ïîëîæèòåëüíà ïî÷òè âñþäó. Ïåð-
âîîáðàçíóþ ôóíêöèè ρ(x) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ω(x) :=

∫ x
0
ρ(t) dt.

(iv) Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè |λ| → ∞ ôóíêöèè cjk(x, λ) = o(1), à èìåííî, ÷òî∫ 1

0
|cjk(x, λ)| dx→ 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ j, k ≤ n.

Ìàòðèöåé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé (ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè) ìû íàçûâàåì
ìàòðèöó Y(x, λ) ðàíãà n, îïðåäåëåííóþ ïðè x ∈ [0, 1], λ ∈ C, |λ| > λ0, êàæäûé ñòîëáåö êî-
òîðîé Yk(x, λ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5). Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Y óäîâëåòâîðÿåò
ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Y′(x, λ) = (λρ(x)B + A(x) + C(x, λ)) Y(x, λ)

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì λ. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îïðåäåëèì ñåìåé-
ñòâî ñåêòîðîâ Γκ = {λ : arg λ ∈ (ακ−1, ακ)}, κ = 1, . . . , J . Åñëè âñå ÷èñëà bj ñîâïàäàþò,
òî íàøå ñåìåéñòâî áóäåò ñîñòîÿòü ðîâíî èç îäíîãî ñåêòîðà Γ1 = C. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
çàôèêñèðóåì äâà ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñà 1 ≤ k < l ≤ n òàêèõ, ÷òî bk 6= bl, è ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

Re(bkλ) = Re(blλ) ⇐⇒ Re((bk − bl)λ) = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Îáùåå ÷èñëî óðàâíåíèé òàêîãî âèäà ðàâíî n(n − 1)/2, òàê ÷òî
â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà 1 ≤ J ≤ (n2 − n) ñåêòîðîâ.
Ìû îïðåäåëèì ñåêòîð Γrκ êàê ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñåêòîðà Γκ âäîëü åãî
áèññåêòðèñû (èëè âäîëü ïðîäîëæåíèÿ ýòîé áèññåêòðèñû çà ïðåäåëû Γκ):

Γrκ := {λ ∈ C : λ+ re
i
2

(ακ−1+ακ) ∈ Γκ},

ãäå r ∈ R ôèêñèðîâàíî. Â ñëó÷àå, êîãäà J = 1 è Γ1 = C ïîëîæèì Γr1 = C.
Òåîðåìà 1.1 Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (4), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì (i) � (iv). Ïóñòü Γrκ � îäèí èç ñåêòîðîâ, îïðåäåëåííûõ âûøå. Òîãäà â îáëàñòè
D = {λ ∈ Γrκ : |λ| > λ0} îïðåäåëåíà ìàòðèöà Y(x, λ) ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøå-
íèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ

Y(x, λ) = Y0(x, λ) + A(x, λ)E(x, λ), ãäå

A(x, λ) = (αjk(x, λ))nj, k=1, max
j, k, x
|αjk(x, λ)| ≤ C(Υ(λ) + R(λ)).

Çäåñü

Υ(λ) = max
j, k, l, s, x

|υjkl(s, x, λ)|, R(λ) = max
j, k, l, s, x

|%jkl(s, x, λ)|,

υjkl(s, x, λ) = (±)jk(±)lk

∫
qjl(t)e

(bl−bk)λ(ω(t)−ω(s))+(bj−bk)λ(ω(x)−ω(t)) dt,

%jkl(s, x, λ) = (±)jk(±)lk

∫
rjl(t, λ)e(bl−bk)λ(ω(t)−ω(s))+(bj−bk)λ(ω(x)−ω(t)) dt,
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ãäå qjl è rjl � ýëåìåíòû ìàòðèö

Q(x) = M−1(x)(A(x)−D(x))M(x), R(x, λ) = M−1(x)C(x, λ)M(x).

Ìàòðèöà M(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûäåëèì äèàãîíàëüíóþ ÷àñòü ìàòðèöû
A(x): ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A(x) â âèäå

A(x) = D(x) + (A(x)−D(x)), ãäå D(x) =

{
ajk(x), åñëè bj = bk,

0, èíà÷å.

Òåïåðü ïîëîæèì

Y0(x, λ) = E(x, λ) ·M(x), E(x, λ) = diag{eb1λω(x), . . . , ebnλω(x)},

ãäå ω(x) =
∫ x

0
ρ(t) dt, ìàòðèöû Mj(x), 1 ≤ j ≤ ν, èìåþò ðàçìåð nj × nj êàæäàÿ, à

M(x) =


M1(x) O O . . . . . O

O M2(x) O . . . . . O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O . . . . . . . . . O O Mν(x)

 .

Êàæäàÿ èç ìàòðèö Mj(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ M′j(x) = Dj(x)Mj(x) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì Mj(0) = I, ãäå Dj(x) � áëîê�äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû D(x).

Òåîðåìà 1.1 ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ l(y) = λn%(x)y ïîðÿäêà n = 2m âèäà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â
ïðàâîé ÷àñòè. Ôóíêöèþ %(x) áóäåì ïðåäïîëàãàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è ïîëîæèòåëü-
íîé íà [0, 1]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå l(y) ïðèâåäåíî ê âèäó

l(y) =
m∑
k=0

(−1)m−k(τk(x)y(m−k)(x))(m−k)+

+ i

m−1∑
k=0

(−1)m−k−1
[
(σk(x)y(m−k−1))(m−k) + (σk(x)y(m−k))(m−k−1)

]
,

ãäå ôóíêöèÿ τ0(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà, à τ
(−k)
k , σ

(−k)
k ∈ L2[0, 1]. Ïðè

n = 2 ðàçîáüåì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà äâà ñåêòîðà � âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü; ïðè n > 2 ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà 2n ñåêòîðîâ âèäà

Γk =

{
λ :

π(k − 1)

n
≤ arg λ ≤ πk

n

}
, k = 1, . . . , 2n.

Òåîðåìà 1.2 Â ëþáîì ñåêòîðå Γrk óðàâíåíèå l(y) = λn%(x)y èìååò ñèñòåìó ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ðåøåíèé yk(x, λ), k = 1, . . . , n, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

yk(x) = eωk−1λω(x)

[
%

1−n
2n (x)τ

− 1
2n

0 (x) exp

{
2i

n

∫ x

0

σ0(t)

τ0(t)
dt

}
+ ζ1 k(x, λ)

]
.
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Ïðè ýòîì äëÿ êâàçèïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà j = 1, . . . , m− 1 ýòèõ ôóíêöèé òàêæå ñïðàâåä-
ëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ

y
[j]
k (x) = λjeωk−1λω(x)

[
(ωk−1)j%

2j−n+1
2n (x)τ

− 1+2j
2n

0 (x) exp

{
2i

n

∫ x

0

σ0(t)

τ0(t)
dt

}
+ ζj k(x, λ)

]
,

à äëÿ êâàçèïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà j = m, . . . , n− 1 � ïðåäñòàâëåíèÿ

y
[j]
k (x) = λjeωk−1λω(x)

[
(ωk−1)j%

2j−n+1
2n (x)τ

1− 1+2j
2n

0 (x) exp

{
2i

n

∫ x

0

σ0(t)

τ0(t)
dt

}
+ ζj k(x, λ)

]
.

Îñòàòêè â ýòèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ äîïóñêàþò ïðè Γrκ 3 λ→∞ îöåíêó

max
j, k
‖ζj, k(x, λ)‖L∞ ≤ C(Υ(λ) + |λ|−1),

ãäå ÷åðåç ωk, 0 ≤ k ≤ n − 1, îáîçíà÷àåì êîðíè ñòåïåíè n èç (−1)m, çàíóìåðîâàííûå â
ïîðÿäêå

ωk =

{
ε
2k+1

2
l , åñëè ÷èñëî m íå÷åòíî,

εkl , åñëè m ÷åòíî,
εl = e

iπl
m ,

à ρ(x) = %
1
n (x)τ

− 1
n

0 (x).

Äàëåå ìû ïîëó÷àåì îöåíêè íà ôóíêöèþ Υ(λ) â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ãëàäêîñòè è ñóììè-
ðóåìîñòè ôóíêöèé qjl(x). Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ìåðó µ ñ íîñèòåëåì â Γrκ äîïóñòèìîé, åñëè
îíà ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Êàðëåñîíà â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè {z : Re((βk − βl)z) > −h}, k < l.

Òåîðåìà 1.3 Ïóñòü âñå ôóíêöèè qjl ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1] äëÿ íåêîòîðîãî
p ∈ [1, 2]. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ äîïóñòèìóþ ìåðó µ â ñåêòîðå Γrκ ñ íîñèòåëåì â îá-
ëàñòè Domκ,λ0 = {λ ∈ Γrκ : |λ| > λ0}. Òîãäà ôóíêöèÿ Υ(λ) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Lp′(µ), 1/p+ 1/p′ = 1. Ïðè ýòîì

‖Υ(λ)‖Lp′ (µ) ≤ C max
j,l
‖qjl‖Lp[0,1],

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè ρ, ìåðû µ, ÷èñåë r è λ0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lθ∞(Γrκ), θ ∈ [0, 1], ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ íà Γrκ ôóíêöèé
f(z), äëÿ êîòîðûõ íîðìà

‖f‖Lθ∞ = sup
z∈Γrκ

|f(z)|(1 + |z|)θ

êîíå÷íà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî, êàê ëåãêî âèäåòü, ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(z) = O(|z|−θ) ïðè
z →∞. Ïîäïðîñòðàíñòâî â Lθ∞, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f(z) = o(|z|−θ) ïðè z →∞, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Lθ∞,0(Γrκ).

Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü ôóíêöèÿ ρ(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, 1] è infx∈[0,1] ρ(x) > 0.
Åñëè âñå ôóíêöèè qjl ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå Bθ

1,∞[0, 1], θ ∈ (0, 1), òî Υ(λ) ∈ Lθ∞(Γrκ),
ïðè÷åì

‖Υ(λ)‖Lθ∞ ≤ C max
j,l
‖qjl‖Bθ1,∞ ,

ãäå âåëè÷èíà C çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè ρ è âûáîðà r. Åñëè âñå ôóíêöèè qjl àáñîëþòíî
íåïðåðûâíû, òî Υ(λ) ∈ L1

∞(Cr), ïðè÷åì

‖Υ(λ)‖L1
∞ ≤ C max

j,l
‖qjl‖W 1

1
.
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Ïðè çàìåíå ïðîñòðàíñòâà Bθ
1,∞ íà Bθ

1,∞,0 ïîëó÷èì Υ(λ) ∈ Lθ∞,0 ñ ñîõðàíåíèåì îöåíêè íà
íîðìó.

Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü âñå ôóíêöèè qjl ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà Bθ
p,p′ [0, 1] äëÿ íåêî-

òîðîãî p ∈ (1, 2] è θ ∈ (0, 1/p). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íåñãóùàþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {λn} â ñåêòîðå Γrκ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Υ(λn)} ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó lθp′, 1/p+ 1/p′ = 1. Ïðè ýòîì

‖{Υ(λn)}‖lθ
p′
≤ C max

j,l
‖qjl‖Bθ

p,p′ [0,1],

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè ρ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λn} è ÷èñëà r.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû Äèðàêà (2).
Ôóíêöèè pj, j = 1, 2, 3, 4, ïðåäïîëàãàþòñÿ ñóììèðóåìûìè íà îòðåçêå [0, π] è êîìïëåêñíî-
çíà÷íûìè. Ìû ââîäèì îïåðàòîð LP,U , ïîðîæäåííûé `P íà îáëàñòè

D(LP,U) = {y ∈ D(LP,M) : U(y) = 0} , ãäå

U(y) = Cy(0) +Dy(π) =

(
u11 u12

u21 u22

)(
y1(0)
y2(0)

)
+

(
u13 u14

u23 u24

)(
y1(π)
y2(π)

)
ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè U . À èìåííî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî J14 · J23 6= 0, ãäå
÷åðåç Jαβ îáîçíà÷àåì îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç α-ãî è β-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû U .
Îïåðàòîð Äèðàêà LP,U íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì, åñëè îí ðåãóëÿðåí è ê òîìó æå
(J12 + J34)2 + 4J14J23 6= 0. Ðåãóëÿðíûé, íî íå ñèëüíî ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð íàçûâàåì ñëàáî
ðåãóëÿðíûì.

Ïåðâûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà LP,U .
Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü ïîòåíöèàë P èìååò âíåäèàãîíàëüíûé âèä

P (x) =

(
0 p2(x)

p3(x) 0

)
, p2(x), p3(x) ∈ L1[0, π],

è LP,U � ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð Äèðàêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ0
n ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïå-

ðàòîðà L0,U è ÷åðåç λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà LP,U ñ ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêîé
êðàòíîñòè. Òîãäà ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λn}n∈Z (è òàêàÿ íó-
ìåðàöèÿ âîçìîæíà)

λn = λ0
n + sn sn → 0 ïðè |n| → ∞.

Åñëè P ∈ Lp, p ∈ (1, 2], òî

{sn}n∈Z ∈ lp′ ,
1

p
+

1

p′
= 1, è

(∑
n∈Z

|sn|p
′

)1/p′

≤ C‖P‖Lp .

Åñëè P ∈ Bθ
1,∞ (ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà), θ ∈ (0, 1), òî

{nθsn}n∈Z ∈ l∞ è sup
n∈Z

nθ|sn| ≤ C‖P‖Bθ1,∞ ,
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ïðè÷åì ýòî óòâåðæäåíèå ïðè θ = 1 ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîòåíöèàëîâ P ∈ W 1
1 .

Åñëè P ∈ Bθ
1,∞,0, θ ∈ (0, 1), òî

nθsn → 0 ïðè |n| → ∞ è sup
n∈Z

nθ|sn| ≤ C‖P‖Bθ1,∞,0 .

Åñëè P ∈ Bθ
p,p′, p ∈ (1, 2], θ ∈ (0, 1/p), òî

{nθsn}n∈Z ∈ lp′ ,
1

p
+

1

p′
= 1, è

(∑
n∈Z

np
′θ|sn|p

′

)1/p′

≤ C‖P‖Bθ
p,p′
.

Åñëè ïîòåíöèàë P âíåäèàãîíàëåí, à îïåðàòîð LP,U ñëàáî ðåãóëÿðåí, òî âñå îöåíêè ñîõðà-
íÿþòñÿ ñ çàìåíîé sn íà |sn|2.
Åñëè ìàòðèöà P èìååò îáùèé âèä, òî âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñîõðàíÿþòñÿ ñ òîé
ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ÷èñëà λ0

n ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà LP,Ũ , ãäå
ìàòðèöà êðàåâûõ óñëîâèé Ũ èìååò âèä

Ũ = (C̃, D̃), ãäå C̃ = C, à D̃ = exp

(
i

2

∫ π

0

(p1(t)− p4(t))dt

)
D.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà LP,U .
Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü ïîòåíöèàë P (x) âíåäèàãîíàëåí, à îïåðàòîð LP,U ñèëüíî ðåãóëÿ-
ðåí. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà |n| > N âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {yn(x)}|n|>N íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòîãî îïåðàòîðà, îò-
âå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {λn}, à ÷åðåç {y0

n(x)} � íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îïåðàòîðà L0,U , îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {λ0

n}. Òîãäà

yn(x) = y0
n(x) + rn(x), ãäå ‖rn‖C → 0.

Åñëè P ∈ Lp, p ∈ (1, 2], òî

{‖rn‖C}n∈Z ∈ lp′ ,
1

p
+

1

p′
= 1, è

(∑
n∈Z

‖rn‖p
′

C

)1/p′

≤ C‖P‖Lp .

Åñëè P ∈ Bθ
1,∞ (ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà), θ ∈ (0, 1), òî

{nθ‖rn‖C}n∈Z ∈ l∞ è sup
n∈Z

nθ‖rn‖C ≤ C‖P‖Bθ1,∞ ,

ïðè÷åì ýòî óòâåðæäåíèå ïðè θ = 1 ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîòåíöèàëîâ P ∈ W 1
1 .

Åñëè P ∈ Bθ
1,∞,0, θ ∈ (0, 1), òî

nθ‖rn‖C → 0 ïðè |n| → ∞ è sup
n∈Z

nθ‖rn‖C ≤ C‖P‖Bθ1,∞,0 .

Åñëè P ∈ Bθ
p,p′, p ∈ (1, 2], θ ∈ (0, 1/p), òî

{nθ‖rn‖C}n∈Z ∈ lp′ ,
1

p
+

1

p′
= 1, è

(∑
n∈Z

np
′θ‖rn‖p

′

C

)1/p′

≤ C‖P‖Bθ
p,p′
.
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Â ñëàáî ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà LP,U àñèìïòîòè÷åñêè äâó-
êðàòíû. Âûáåðåì ÷èñëî N0 òàê, ÷òî äëÿ âñåõ n, |n| > N0 âûïîëíåíî |λ2n − λ0

2n| < 1/8 è
|λ2n+1 − λ0

2n| < 1/8. Îáîçíà÷èì

Pn :=
1

2πi

∫
|λ−λ02n|=1/4

R(λ)dλ, n = ±N0, ±(N0 + 1), . . . ,

ãäå R(λ) = (LP,U −λI)−1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Pn ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïðîåêòîðîì íà
êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ2n è λ2n+1, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì Hn. Îïðåäåëèì òàêæå îïåðàòîðû

P0
n :=

1

2πi

∫
|λ−λ02n|=1/4

R0(λ)dλ, n = ±N0, ±(N0 + 1), . . .

� ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà L0,U , îòâå÷àþùèå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ0

2n = λ0
2n+1.

Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü LP,U � ñëàáî ðåãóëÿðíûé. Ïîëîæèì

pn = ‖Pn − P0
n‖L1→C .

Åñëè P ∈ L1, òî pn → 0 ïðè |n| → ∞.
Åñëè P ∈ Lp, p ∈ (1, 2], òî

{pn}n∈Z ∈ lp′ ,
1

p
+

1

p′
= 1, è

(∑
n∈Z

pp
′

n

)1/p′

≤ C‖P‖Lp .

Åñëè P ∈ Bθ
1,∞, θ ∈ (0, 1), òî

{nθpn}n∈Z ∈ l∞ è sup
n∈Z

nθpn ≤ C‖P‖Bθ1,∞ ,

ïðè÷åì ýòî óòâåðæäåíèå ïðè θ = 1 ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîòåíöèàëîâ P ∈ W 1
1 .

Åñëè P ∈ Bθ
1,∞,0, θ ∈ (0, 1), òî

nθpn → 0 ïðè |n| → ∞ è sup
n∈Z

nθpn ≤ C‖P‖Bθ1,∞,0 .

Åñëè P ∈ Bθ
p,p′, p ∈ (1, 2], θ ∈ (0, 1/p), òî

{nθpn}n∈Z ∈ lp′ ,
1

p
+

1

p′
= 1, è

(∑
n∈Z

np
′θpp

′

n

)1/p′

≤ C‖P‖Bθ
p,p′
.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü L0,U ðåãóëÿðåí è P ∈ L1. Òîãäà íàéäåòñÿ α > 1, òàêîå, ÷òî ïðè
|Imλ| > α ðåçîëüâåíòà R(λ) = (LP,U − λ)−1 ñóùåñòâóåò êàê îïåðàòîð èç Lp â Lq äëÿ
ëþáûõ 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖R(λ)‖Lp→Lq ≤ C|Imλ|−1+1/p−1/q
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ñ ïîñòîÿííîé C, çàâèñÿùåé îò α, íî íå çàâèñÿùåé îò λ âíå ïîëîñû Πα = {|Imz| < α}.
Äàëåå ìû ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ áàçèñíîñòè Ðèññà è Øàóäåðà ñèñòåìû ñîá-
ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé ñèñòåìû Äèðàêà. Ñàìó ñèñòåìó ìû ââîäèì êëàññè-
÷åñêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè êàíîíè÷åñêèõ ïî Êåëäûøó öåïî÷åê.

Òåîðåìà 2.5 Äëÿ ëþáîãî ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà LP,U ñ ïîòåíöèàëîì P ∈ L1[0, π]
ñèñòåìà {yn}n∈Z ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðî-
ñòðàíñòâå H = (L2[0, 1])2.

Ïóñòü îïåðàòîð LP,U ñëàáî ðåãóëÿðåí. Ïóñòü Hn = RnPn, |n| > N0, � êîðíåâûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ýòîãî îïåðàòîðà. Îïðåäåëèì äîïîëíèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâî H0 = RnSN0 , ãäå
SN0 := 1/(2πi)

∫
γ
R(λ) dλ, à çàìêíóòûé êóñî÷íî�ãëàäêèé æîðäàíîâ êîíòóð γ îõâàòûâàåò

âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïåðàòîðà LP,U ñ íîìåðàìè n : |n| < 2N0, è òîëüêî èõ.

Òåîðåìà 2.6 Ñèñòåìà {H0, Hn}|n|>N0 îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðî-
ñòðàíñòâå H.
Òåîðåìà 2.7 Ïóñòü LP,U � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð Äèðàêà ñ ïîòåíöèàëîì P ∈ X
âíåäèàãîíàëüíîãî âèäà, ãäå X � êîìïàêò â L1[0, π]. Ïóñòü

EN = Lin{en}|n|>N , E0 = Lin{en}|n|≤N ,

ãäå {en}n∈Z � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,

HN = Lin{yn}|n|>N , H0 = Lin{yn}|n|≤N .

Òîãäà íàéäåòñÿ íîìåð N = N(X , U) ∈ N è ïîñòîÿííàÿ C = C(X , U) > 0 òàêèå, ÷òî

‖TN‖ · ‖T−1
N ‖ ≤ C,

ãäå îïåðàòîð TN îïðåäåëåí êàê ñóæåíèå îïåðàòîðà T : en → yn íà ïîäïðîñòðàíñòâî EN .

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë ïðîáåãàåò íåêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â L1, îïðåäåëåíèå îïåðà-
òîðà TN óñëîæíÿåòñÿ. Â �7 âòîðîé ãëàâû ðàçîáðàí ñëó÷àé ‖P‖Lκ ≤ R, ãäå κ > 1. Ñðåäè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λn}n∈Z ìû âûäåëÿåì èððåãóëÿðíûå (èõ ÷èñëî êîíå÷íî è çàâèñèò
òîëüêî îò êðàåâûõ óñëîâèé è ÷èñëà R) è ðåãóëÿðíûå (âñå îñòàëüíûå). Òîãäà îïåðàòîð TN
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóæåíèå îïåðàòîðà T íà ïîäïðîñòðàíñòâî EN = Lin{en}λn ðåãóëÿðíî.

Òåîðåìà 2.8 Ïóñòü LP,U � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð Äèðàêà ñ âíåäèàãîíàëüíûì
ïîòåíöèàëîì P ∈ Lκ[0, π], κ ∈ (1, 2], ‖P‖Lκ ≤ R. Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ U ôèêñèðîâà-
íû. Òîãäà äëÿ êàæäîãî P , ‖P‖Lκ ≤ R, îïåðàòîð T ñìåíû áàçèñà, ïîñòðîåíííûé âûøå,
äîïóñêàåò îöåíêó ‖T‖ · ‖T−1‖ ≤ C, ãäå âåëè÷èíû C çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà øàðà R è
êðàåâûõ óñëîâèé U .

Äàëåå ìû èññëåäóåì ñâîéñòâà óñëîâíîé è áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè ñèñòåìû {yn} â ðàç-
ëè÷íûõ øêàëàõ ïðîñòðàíñòâ (îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ, ó÷èòûâàþùèõ êðàåâûå óñëîâèÿ,
âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå B).

Òåîðåìà 2.9 Ïóñòü îïåðàòîð LP,U ñ ïîòåíöèàëîì P ∈ Lκ, κ ∈ [1, 2), ñèëüíî ðåãóëÿðåí.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, 3/2−1/κ) ñèñòåìà {(n2 + 1)−θ/2yn}n∈Z ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â
ïðîñòðàíñòâå Hθ

U . Ïðè κ ≥ 2 èìååò ìåñòî áàçèñíîñòü Ðèññà â Hθ
U äëÿ ëþáîãî θ ∈ [0, 1]. Â

ñëó÷àå ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè îïåðàòîðà áàçèñîì Ðèññà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå
Hθ
U ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Hn = Lin{y2n,y2n+1}.
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Òåîðåìà 2.10 Ïóñòü îïåðàòîð LP,U ñ ïîòåíöèàëîì P ∈ Lκ, κ ∈ (1,∞), ñèëüíî ðåãó-
ëÿðåí. Òîãäà ñèñòåìà {yn}n∈Z îáðàçóåò áàçèñ Øàóäåðà â ïðîñòðàíñòâàõ Lµ ïðè ëþáîì
µ ∈ (1,∞), â ïðîñòðàíñòâàõ W 1

µ,U ïðè ëþáîì µ ∈ (1,κ] è â ïðîñòðàíñòâàõ Bθ
µ, q, U , ãäå

ëèáî µ ∈ (1,κ], q ∈ (1,∞), θ ∈ (0, 1), ëèáî µ ∈ (κ,∞), q ∈ (1,∞), θ ∈ (0, 1 + 1/µ − 1/κ),
ëèáî µ ∈ (κ,∞), q = µ, θ = 1 + 1/µ−1/κ. Åñëè îïåðàòîð LP,U ñëàáî ðåãóëÿðåí, òî ñèñòå-
ìà {Hn}n∈Z îáðàçóåò â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ Øàóäåðà èç äâóìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû èçó÷àåì îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì q(x) ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uj(y) = aj1y(0) + aj2y
[1](0) + bj1y(π) + bj2y

[1](π), j = 1, 2,

ãäå q(x) = u′(x), à y[1](x) := y′(x)−u(x)y(x) � ïåðâàÿ êâàçèïðîèçâîäíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Jαβ îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç α-ãî è β-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû(

a11 a12 b11 b12

a21 a22 b21 b22

)
.

Òîãäà îïåðàòîð L íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì (ïî Áèðêãîôó), åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäó-
þùèõ óñëîâèé:

1. J42 6= 0,
2. J42 = 0, J14 + J32 6= 0,
3. J42 = J14 = J32 = 0, J12 + J34 = 0, J13 6= 0.

Ïðè ýòîì â ñëó÷àÿõ 1) è 3), à òàêæå â ñëó÷àå 2) ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
J14 + J32 6= ±(J12 + J34) îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
áóäåì íàçûâàòü åãî ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

Ìû ïðåäëàãàåì ÷åòûðå ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L. Ïåðâûé çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå
äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ −y′′ + q(x)y íà ðåãóëÿðèçîâàííîå âûðàæåíèå

−
(
y[1](x)

)′ − u(x)y[1](x)− u2(x)y(x).

Äåéñòâóÿ ýòèì ìåòîäîì, ìû ÿâíî ïðåäúÿâëÿåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L. Ìîæíî
äåéñòâîâàòü ïî�äðóãîìó: âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé un → u â ïðîñòðàí-
ñòâå L2[0, π] è çàôèêñèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ (êâàçèïðîèçâîäíóþ â íèõ îïðåäåëÿåì ïî
ôóíêöèÿì un). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðûØòóðìà�Ëèóâèëëÿ Ln ñîéäóòñÿ
ê îïåðàòîðó L â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè. Òðåòèé ìåòîä çàêëþ÷à-
åòñÿ â çàìûêàíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

L(y, y) = 〈y[1], y[1]〉 − 〈u2(x)y, y〉+ (Ay∧, y∧) ,

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ y∧ =

(
y(0)
y(π)

)
, y∨ =

(
y[1](0)
−y[1](π)

)
. ×åòâåðòûé ìåòîä ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü îïåðàòîð L : W 1
2 → W−1

2 êàê ñóììó îïåðàòîðà âòîðîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ q (ìóëüòèïëèêàòîð èç W 1

2 â W−1
2 ). Ñóæåíèå ýòîãî
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îïåðàòîðà íà ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé y, ÷òî Ly ∈ L2[0, π] âîçâðàùàåò íàñ ê íåîãðàíè-
÷åííîìó îïåðàòîðó L â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π]. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñå ýòè ÷åòûðå ñïîñîáà
ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå îïåðàòîðó.

Çàòåì ìû èçó÷àåì ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà L.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü u(x) ∈ W θ
2 ïðè íåêîòîðîì 0 ≤ θ < 1/2, à q(x) = u′(x) â ñìûñëå òåî-

ðèè ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü L � îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
−y′′ + q(x)y è ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λn}∞n=1 ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, à ÷åðåç {λ0

n}∞n=1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0. Äëÿ îáîèõ
îïåðàòîðîâ íóìåðàöèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðîâîäèì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëåé
è ñ ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Òîãäà√

λn =
√
λ0
n + sn, n = 1, 2, . . . .

Â ñëó÷àå ñèëüíîé ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé {sn}∞n=1 ∈ lθ2, à â ñëó÷àå ñëàáîé ðåãóëÿð-
íîñòè {|sn|2}∞n=1 ∈ lθ2. Ïðè θ ∈ (0, 1/2) â äîïîëíåíèå ê ýòèì àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîòíî-
øåíèÿì âûïîëíåíû îöåíêè

‖{sn}‖lθ2 ≤ C(‖u‖θ, U)

â ñëó÷àå ñèëüíîé ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé è

‖{|sn|2}‖lθ2 ≤ C(‖u‖θ, U)

â ñëó÷àå ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ è ñîõðàíåíû îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû 3.1, ïðè÷åì
êðàåâûå óñëîâèÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {yn(x)}∞n=1 è {y0

n(x)}∞n=1 íîðìèðî-
âàííûå â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L è L0, îòâå÷àþùèå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {λn}∞n=1 è {λ0

n}∞n=1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

yn(x) = y0
n(x) + rn(x), y[1]

n (x) = (y0
n(x))′ + nr1

n(x),

ãäå
∞∑
n=1

nθ
(
‖rn(x)‖2

C[0,π] + ‖r1
n(x)‖2

C[0,π]

)
≤ C.

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü q(·) ∈ W−1
2 , à îïåðàòîð L îïðåäåëåí âûøå. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå

êðàåâûå óñëîâèÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíû, òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðà L îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π].

Ìû äîêàçûâàåì äàëåå, ÷òî ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ íåïðå-
ðûâíûì ÿäðîì G(t, x, z), z =

√
λ.

Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì
q = u′, u ∈ L2[0, π] è ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè U . Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë α è δ íàéäåòñÿ òàêîå R > 0, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ Ωα,δ,R è âñåõ t, x ∈ [0, π] âûïîëíåíî

|G(t, x, z)−G0(t, x, z)| < CΥ(z), C = C(u, U), λ = z2.

Â ñëàáî ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0 àñèìïòîòè÷åñêè
äâóêðàòíû, à èìåííî z0

2n = z0
2n+1 + o(1), n ∈ N (íàïîìíèì, ÷òî z =

√
λ). Ïîñêîëüêó
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zn = z0
n + o(1), òî |z2n − z2n+1| → 0 ïðè n → ∞. Âûáåðåì ÷èñëî N0 òàê, ÷òî äëÿ âñåõ n,

n > N0 âûïîëíåíî |z2n − z0
2n| < 1/8 è |z2n+1 − z0

2n| < 1/8. Îáîçíà÷èì

Pn :=
1

2πi

∫
∣∣∣√λ−√λ02n

∣∣∣=1/4

R(λ)dλ, n = N0, N0 + 1, . . . ,

ãäå R(λ) = (L−λI)−1. Òàêèì îáðàçîì, Pn ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïðîåêòîðîì íà êîðíåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ2n è λ2n+1, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì
Hn. Îïðåäåëèì òàêæå îïåðàòîðû

P0
n :=

1

2πi

∫
∣∣∣√λ−√λ02n

∣∣∣=1/4

R0(λ)dλ, n = N0, N0 + 1, . . .

� ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà L0, îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ0

2n = λ0
2n+1.

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü îïåðàòîð L ñëàáî ðåãóëÿðåí. Ïîëîæèì pn = ‖Pn − P0
n‖L2. Åñëè

u ∈ L2, òî {pn}n∈N ∈ l2. Åñëè u ∈ W θ
2 , θ ∈ (0, 1/2), òî {nθpn}n∈N ∈ l2.

Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåí óòî÷íåíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L. Âíà÷àëå, îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ ïåðâîé ãëàâû,
ìû íàõîäèì âòîðûå ñëàãàåìûå â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìû ðåøåíèé. Çàòåì ïîëó÷àåì âèä âòîðûõ ñëàãàåìûõ â àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Ïîñêîëüêó ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå ôîðìóëèðîâêè, ïðèâåäåì
òîëüêî òåîðåìó äëÿ îïåðàòîðà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ L ñ
ïîòåíöèàëîì q = u′, u ∈ L2[0, π], è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λ1/2
n = n− 1

π

∫ π

0

u(t) sin(2nt)dt+
1

2πn

∫ π

0

u2(t) cos(2nt)dt−

− 2

π

∫ π

0

∫ t

0

u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns)dsdt− 1

2πn

∫ π

0

u2(t)dt+ ζn,

|ζn| ≤ C(Υ(u(x); ξn) + Υ(xu(x); ξn) + |ξn|−1)2

äëÿ íåêîòîðîé C è íåêîòîðîé íåñãóùàþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
u(x) ∈ W θ

2 [0, π] ïðè íåêîòîðîì 0 ≤ θ < 1/2, òî {ζn}∞n=1 ∈ l2θ1 . Ïðè θ > 0 äîïîëíèòåëüíî
èìååì îöåíêó

‖{ζn}∞1 ‖l2θ1 ≤ C(‖u‖θ).

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷åòâåðòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ
îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè q ∈ W θ

2 [0, π], θ ∈ (−1,+∞). Ìû ðàññìàò-
ðèâàåì òðè îáðàòíûå çàäà÷è: âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè u(x) ïî ñïåêòðàì çàäà÷ Äèðèõëå
è Äèðèõëå�Íåéìàíà (çàäà÷à Áîðãà); âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè q(x) ïî ñïåêòðó è íîðìèðî-
âî÷íûì ÷èñëàì çàäà÷è Äèðèõëå (çàäà÷à Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà); âîññòàíîâëåíèå íå÷åòíîé
îòíîñèòåëüíî π/2 ôóíêöèè u(x) ïî ñïåêòðó çàäà÷è Äèðèõëå.

20



Äëÿ ïåðâîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ìû ðåãóëÿðèçóåì ñïåêòðàëüíûå äàííûå ê âèäó

s2n = λn−n2

2n
, s2n−1 = µn−(n−1/2)2

2n−1
, n ∈ N. Çäåñü {λn}∞1 è {µn}∞1 � ñïåêòðû çàäà÷ Äèðè-

õëå è Äèðèõëå�Íåéìàíà ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð s = (sn) ìû ïîìåùàåì â ïðîñòðàíñòâî
l̂θ2. Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ôèêñèðóåì θ > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç lθ2
ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x = {x1, x2, . . . } òàêèõ, ÷òî

∞∑
k=1

|xk|2k2θ <∞.

Ââåäåì ñïåöèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

e2s−1 = {k−(2s−1)}∞k=1, e2s = {(−1)kk−(2s−1)}∞k=1, s = 1, 2, . . . .

Ïðè çàäàííîì θ > 0 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òàêîå, ÷òî
2m − 3/2 6 θ < 2m + 1/2 (ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, m = [ θ+3/2

2
]). Äëÿ ýòîãî ÷èñëà θ îïðåäå-

ëèì ïðîñòðàíñòâî l̂θ2 êàê êîíå÷íîìåðíîå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà l
θ
2, à èìåííî,

l̂θ2 = lθ2 ⊕ span{es}2m
1 .

Òåïåðü ââåäåì îòîáðàæåíèå F̂ , ñîïîñòàâëÿþùåå ôóíêöèè u ∈ W θ
2 [0, π] âåêòîð ðåãóëÿðèçî-

âàííûõ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ.

Òåîðåìà 4.1 Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}∞1 è {µk}∞1 ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàìè çàäà÷è Äè-
ðèõëå è çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà ñ âåùåñòâåííûì ïîòåíöèàëîì q = u′, ãäå u ∈ W θ

2 [0, π]
äëÿ íåêîòîðîãî θ > 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ïåðåìåæàåìîñòè

µ1 < λ1 < µ2 < λ2 < . . .

è óñëîâèå îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè{
λk = k2 + 2ks2k, k ≥ 1,

µk =
(
k − 1

2

)2
+ (2k − 1)s2k−1, k ≥ 1,

s = (s1, s2, . . . ) ∈ l̂θ2.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u åäèíñòâåííà.

Ïàðàëëåëüíî âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå F̂ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé u ïðîñòðàíñòâà W θ

2 . Äèôôåðåíöèàë ýòîãî îòîáðà-
æåíèÿ è îáðàòíûé ê íåìó îïåðàòîð ìû ïðåäúÿâëÿåì ÿâíî. Êðîìå òîãî, ìû äîêàçûâàåì,
÷òî F̂ ñëàáî íåëèíåéíî.

Òåîðåìà 4.2 Ïðè ëþáîì θ > 0 îòîáðàæåíèå F̂ äåéñòâóåò èç W θ
2 â l̂θ2, îãðàíè÷åíî íà

êàæäîì øàðå è äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â êàæäîé âåùåñòâåííîé òî÷êå u. Ïðè u = 0

F̂ ′(0)h = {bk}∞1 , bk =
2

π

∫ π

0

h(x) sin kxdx.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð F ′(0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ W θ
2 [0, π] è l̂θ2. Íåëèíåé-

íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè F̂ � îòîáðàæåíèå Φ̂(u) = F̂ (u) − F̂ ′(0)u ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç

21



W θ
2 â l̂τ2 , ãäå τ =

{
2θ, ïðè θ ∈ (0, 1],

θ + 1, ïðè θ ≥ 1
. Îòîáðàæåíèå Φ̂ : W θ

2 → l̂τ2 òàêæå äèôôåðåí-

öèðóåìî â êàæäîé âåùåñòâåííîé òî÷êå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γθr,h ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s èç øàðà ‖s‖θ ≤ r

ïðîñòðàíñòâà l̂θ2, äëÿ êîòîðûõ

µ1 + h < λ1, λ1 + h < µ2, µ2 + h < λ2, . . . .

×åðåç Ωθ
R îáîçíà÷èì îòêðûòûé øàð ‖u‖θ ≤ R âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà W θ

2 [0, π].

Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü θ > 0 ôèêñèðîâàíî. Äëÿ ëþáîãî R > 0 íàéäóòñÿ òàêèå r > 0 è
h > 0, ÷òî îáðàç F̂ (Ωθ

R) ëåæèò â Γθr,h. Äëÿ ëþáîé ïàðû r > 0 è h > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

÷èñëî R > 0, ÷òî îáðàç F̂−1(Γθr,h) ëåæèò â Ωθ
R.

Òåîðåìà 4.4 Ôèêñèðóåì θ > 0. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s0, s1 ðåãóëÿðèçîâàííûõ
ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ëåæàò â Γθr,h. Òîãäà ïðîîáðàçû u0 = F̂−1s0 è u1 = F̂−1s1 ëåæàò â

Ωθ
R, è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

C1‖s0 − s1‖l̂θ2 ≤ ‖u0 − u1‖W θ
2
≤ C2‖s0 − s1‖l̂θ2 ,

ãäå ÷èñëî R è ïîñòîÿííûå C1 , C2 çàâèñÿò òîëüêî îò r è h. Îáðàòíî, åñëè u0 è u1 ëåæàò
â Ωθ

R, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s0 = F̂ (u0) è s1 = F̂ (u1) ëåæàò â Γθr,h, è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

C1‖u0 − u1‖W θ
2
≤ ‖s0 − s1‖l̂θ2 ≤ C2‖u0 − u1‖W θ

2
.

Çäåñü ÷èñëà r > 0, h > 0 è ïîñòîÿííûå C1 è C2 çàâèñÿò òîëüêî îò R.

Â �6 ìû ïðåäëàãàåì àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ñïåêòðàëü-
íûõ äàííûõ sN = (s1, . . . , s2N , 0, 0 . . . ) äëÿ çàäà÷è Áîðãà. Ôóíêöèþ, âîññòàíîâëåííóþ ïî
âåêòîðó sN ìû îáîçíà÷àåì uN è íàçûâàåì 2N�àïïðîêñèìàöèåé ïîòåíöèàëà u. Êðîìå òîãî,
ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîîðäèíàòû sk íàéäåíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ε, íî âçàìåí
ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì îäíî èç óñëîâèé: ëèáî u ∈ ΩR äëÿ íåêîòîðîãî R, ëèáî s ∈ Γr,h äëÿ
íåêîòîðûõ r è h.

Òåîðåìà 4.5 Ïóñòü u ∈ Ωθ
R äëÿ íåêîòîðîãî θ > 0, à uN � åå 2N�àïïðîêñèìàöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ âûøå, ïðè÷åì ‖uN‖θ ≤ R (âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî τ ∈ [0, θ) âûïîëíåíû îöåíêè

‖u− uN‖τ ≤ C−1
1 ‖s− sN‖τ ≤ C(R)N τ−θ + εC(R)


N τ−1/2 åñëè τ > 1/2,

(lnN)1/2 åñëè τ = 1/2,

1, åñëè τ < 1/2.

(5)

Â ÷àñòíîñòè,

‖u(x)− uN(x)‖τ 6 C(R)


εγ, γ =

2(θ − τ)

2θ − 1
, åñëè τ > 1/2, N = ε−2/(2θ−1),

ε| ln ε|1/2, åñëè τ = 1/2, N = ε−1/(θ−τ),

ε, åñëè τ < 1/2, N > ε−1/(θ−τ).

(6)
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Êîíñòàíòû â ýòèõ îöåíêàõ çàâèñÿò òîëüêî îò R, θ è τ .

Òåîðåìà 4.6 Ïóñòü îáà âåêòîðà ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ s è sN ëåæàò
â Ωθ(r, h) äëÿ íåêîòîðûõ θ > 0, r > 0 è h ∈ (0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0, θ) âûïîëíåíû
îöåíêè (5) è (6) ñ çàìåíîé âñåõ êîíñòàíò C(R) íà âåëè÷èíû C(r, h), çàâèñÿùèå òîëüêî
îò θ, τ , r è h.

Ðåçóëüòàòû �4 ãëàâû IV î çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè u ïî ñïåêòðó çàäà÷è
Äèðèõëå àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì äëÿ çàäà÷è Áîðãà.

Äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè ìû ðåãóëÿðèçóåì ñïåêòðàëüíûå äàííûå
ê âèäó s−k = λk−k2

2k
, sk = αk − π/2, k ∈ N. Çäåñü λk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à

αk =

∫ π

0

yk(x)2 dx, l(yk) = λkyk, yk(0) = 0, y
[1]
k (0) =

√
λk.

� ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâî÷íûå ÷èñëà îïåðàòîðà LD. Ôèêñèðóåì θ > 0 è îáîçíà÷èì
÷åðåç l θ2 (Z0) ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ
÷èñåë x = {. . . , x−2, x−1, x1, x2, . . . } òàêèõ, ÷òî∑

k∈Z0

|xk|2|k|2θ <∞

(çäåñü Z0 = Z \ {0} � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë áåç íóëÿ). Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

e2s−1 = {|2k|−(2s−1)}k∈Z−
⋃
{0}k∈Z+ , e2s = {0}k∈Z−

⋃
{(2k)−2s}k∈Z+ ,

s = 1, 2, . . . . Ïðè çàäàííîì θ > 0 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òàêîå, ÷òî
m− 1/2 6 θ < m+ 1/2. Äëÿ ýòîãî ÷èñëà θ îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ľ θ2 êàê êîíå÷íîìåðíîå
ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà l θ2 (Z0), à èìåííî,

ľ θ2 = l θ2 (Z0)⊕ span{ek}m1 .

Îáîçíà÷èì Γ̌θ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ľθ2, êîîðäèíàòû êîòîðûõ âåùåñòâåííû è

2(k + 1)s−k−1 + 2k + 1 > 2ks−k, sk > −π/2, k ∈ N.

Ïåðâîå óñëîâèå âîçíèêàåò èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}∞1 . Âòî-
ðîå óñëîâèå � ïîëîæèòåëüíîñòü íîðìèðîâî÷íûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F̌ èç
W θ

2 [0, π] â ľθ2 ðàâåíñòâîì F̌ (u) = s, ãäå êîîðäèíàòû âåêòîðà s îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

s−k = λk−k2
2k

, sk = αk − π/2, k ∈ N.
Òåîðåìà 4.7 Ïðè ëþáîì θ > 0 îòîáðàæåíèå F̌ äåéñòâóåò èç W θ

2 â ľθ2, îãðàíè÷åíî íà
êàæäîì øàðå è äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â êàæäîé âåùåñòâåííîé òî÷êå u. Ïðè u = 0

F ′(0) = S, (Su)k = −
∫ π

0

(π − t)u(t) cos(2kt) dt, (Su)−k = − 1

π

∫ π

0

u(t) sin(2kt)dt, k ≥ 1.

Ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ W θ
2 [0, π] è ľθ2. Íåëèíåéíàÿ ÷àñòü

ôóíêöèè F̌ � îòîáðàæåíèå Φ̌(u) = F̌ (u)− Su òàêæå äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé âåùå-

ñòâåííîé òî÷êå è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç W θ
2 â ľτ2 , ãäå τ =

{
2θ, ïðè θ ∈ (0, 1],

θ + 1, ïðè θ ≥ 1.
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Òåîðåìà 4.8 Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}∞1 è {αk}∞1 ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðîì è íîðìèðî-
âî÷íûìè ÷èñëàìè çàäà÷è Äèðèõëå ñ ïîòåíöèàëîì q = u′, ãäå u ∈ W θ

2,R[0, π] äëÿ íåêîòîðî-
ãî θ > 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè λ1 < λ2 < . . . ,
íåîòðèöàòåëüíîñòè αk > 0 è óñëîâèå îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè{

λk = k2 + 2ks−k, k ≥ 1,

αk = π
2

+ sk, k ≥ 1,
s ∈ ľθ2.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u åäèíñòâåííà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̌θr,h ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé s èç øàðà ‖s‖θ ≤ r

ïðîñòðàíñòâà ľθ2, äëÿ êîòîðûõ

λ1 + h < λ2, λ2 + h < λ3, λ3 + h < λ4, . . . .

×åðåç Ωθ
R îáîçíà÷èì îòêðûòûé øàð ‖u‖θ ≤ R âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà W θ

2 [0, π].

Òåîðåìà 4.9 Ïóñòü θ > 0 ôèêñèðîâàíî. Äëÿ ëþáîãî R > 0 íàéäóòñÿ òàêèå r > 0 è
h > 0, ÷òî îáðàç F̌ (Ωθ

R) ëåæèò â Γ̌θr,h. Äëÿ ëþáîé ïàðû r > 0 è h > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

÷èñëî R > 0, ÷òî îáðàç F̌−1(Γ̌θr,h) ëåæèò â Ωθ
R.

Òåîðåìà 4.10 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s0, s1 ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñïåêòðàëüíûõ äàí-
íûõ ëåæàò â Γ̌θr,h. Òîãäà ïðîîáðàçû u0 = F̌−1s0 è u1 = F̌−1s1 ëåæàò â Ωθ

R è ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

C1‖s0 − s1‖ľθ2 ≤ ‖u0 − u1‖W θ
2
≤ C2‖s0 − s1‖ľθ2 ,

ãäå ÷èñëî R è ïîñòîÿííûå C1 , C2 çàâèñÿò òîëüêî îò r è h. Îáðàòíî, åñëè u0 è u1 ëåæàò
â Ωθ

R, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s0 = F̌ (u0) è s1 = F̌ (u1) ëåæàò â Γ̌θr,h è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

C1‖u0 − u1‖W θ
2
≤ ‖s0 − s1‖ľθ2 ≤ C2‖u0 − u1‖W θ

2
.

Çäåñü ÷èñëà r > 0, h > 0 è ïîñòîÿííûå C1 è C2 çàâèñÿò òîëüêî îò R.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ÷åòâåðòîé ãëàâû ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû î âîññòàíîâëåíèè ïî-
òåíöèàëà ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ � ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è íîðìè-
ðîâî÷íûõ ÷èñåë îïåðàòîðà LD. À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ ïîãðåøíîñòüþ ε èçìåðåíû
êîîðäèíàòû sk, 0 < |k| ≤ N , âåêòîðà s. Äîïîëíèì ýòè äàííûå íóëÿìè è îáîçíà÷èì ïîñòðî-
åííûé âåêòîð s̃. Ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì ìû íàéäåì 2N�àïïðîêñèìàöèþ ïîòåíöèàëà �
ôóíêöèþ uN (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ε äîñòàòî÷íî ìàëî, à N íàñòîëüêî âåëèêî, òàê, ÷òî s ∈ Γ̌θ).

Òåîðåìà 4.11 Ïóñòü u ∈ Ωθ
R äëÿ íåêîòîðîãî θ > 0, à ũN � åå 2N�àïïðîêñèìàöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ âûøå, ïðè÷åì ‖ũN‖θ ≤ R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0, θ) âûïîëíåíû îöåíêè

‖u− ũN‖τ ≤ C−1
1 ‖s− s̃‖τ ≤ C(R)N τ−θ + εC(R)


N τ−1/2 åñëè τ > 1/2,

(lnN)1/2 åñëè τ = 1/2,

1, åñëè τ < 1/2.

Â ÷àñòíîñòè,

‖u(x)− ũN(x)‖τ 6 C(R)


εγ, γ =

2(θ − τ)

2θ − 1
, åñëè τ > 1/2, N = ε−2/(2θ−1),

ε| ln ε|1/2, åñëè τ = 1/2, N = ε−1/(θ−τ),

ε, åñëè τ < 1/2, N > ε−1/(θ−τ).
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Êîíñòàíòû â ýòèõ îöåíêàõ çàâèñÿò òîëüêî îò R, θ è τ .

Òåîðåìà 4.12 Ïóñòü îáà âåêòîðà ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ s è s̃ ëåæàò
â Γ̌θr,h äëÿ íåêîòîðûõ θ > 0, r > 0 è h ∈ (0, 1). Ïóñòü ũN � 2N�àïïðîêñèìàöèÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ âûøå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0, θ) âûïîëíåíû îöåíêè òåîðåìû 4.11 ñ çàìåíîé âñåõ
êîíñòàíò C(R) íà âåëè÷èíû C(r, h), çàâèñÿùèå òîëüêî îò θ, τ , r è h.

Â çàêëþ÷åíèè èçëàãàþòñÿ èòîãè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ, äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè
ïî èñïîëüçîâàíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, îòìå÷àþòñÿ äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû ðàçðà-
áîòêè äàííîé òåìû.

Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó äîêòîðó ôèçèêî�ìàòåìàòè-
÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Àíäðåþ Àíäðååâè÷ó Øêàëèêîâó çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó.
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Ïðÿìûå è îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è

äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è ñèñòåìû Äèðàêà

À. Ì. Ñàâ÷óê

Àííîòàöèÿ

Â äèññåðòàöèè èçëîæåíû ïîëó÷åííûå àâòîðîì íîâûå ðåçóëüòàòû â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, îäíîìåðíîé ñèñòåìû Äèðàêà è îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Äàíû îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè � ðàñïðåäåëåíèÿìè îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòè è îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàí-
ñòâå âåêòîð�ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ îïðåäå-
ëåí êëàññ ðåãóëÿðíûõ ïî Áèðêãîôó êðàåâûõ óñëîâèé. Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïî ñïåê-
òðàëüíîìó ïàðàìåòðû ïîâåäåíèå ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Â ñëó÷àå îïåðàòî-
ðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è ñèñòåìû Äèðàêà ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâå-
äåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ðåçîëüâåíòû. Äîêàçàíû ðåçóëüòàòû
îá óñëîâíîé è áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé
â ðàçëè÷íûõ øêàëàõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì �
ðàñïðåäåëåíèåì èçó÷åíû íåñêîëüêî îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. Äîêàçàíà ðàâíîìåð-
íàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷, äîêàçàíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè è îïðåäåëåí ïî-
ðÿäîê ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïðè âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà ïî êîíå÷íîìó íàáîðó
ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ.

Spectral and inverse spectral problems

for Sturm�Liouville operator and Dirac system
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Abstract

In his doctoral thesis the author presents new results in spectral theory of Sturm-Liouville
operator, 1D Dirac system and ordinary di�erential operators of high order. The work gives
de�nitions of operators with coe�cients � distributions of cerrain order of singularity and
di�erential operators in space of vector�functions with summable coe�cients. For such operators
the author de�nes Birkho� regular boundary conditions. The author also succesfully investigates
high�energy asymptotic behavior of fundamental matrix. For Sturm�Liouville and Dirac
operator are obtained asymptotic formulae for eigenvalues, eigenfunctions and for resolvent
operator. The results of Riesz and Shauder basicity in di�erent functional spaces for the system
of eigen and associated functions are prooved. For Sturm�Liouville operator with potential �
distribution the author investigates several inverse spectral problems. The results of uniform
stability for these inverse problems are obtained and the errors and rate of convergence of
approximations in the problem of reconstructing the potential by �nite sets of spectral data
are estimated.


