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Введение
Актуальность темы. Диссертация посвящена изучению следов

G-операторов на подмногообразии в терминах действия группы. А
именно следов операторов вида:

B = B0 +

∫
G

BgTgdg : Hs(M)→ Hs−b(M), (∗)

где G — компактная группа Ли, действующая на многообразии M ,
B0 — псевдодифференциальный оператор порядка b, Bg — семейство
псевдодифференциальных операторов порядка b, гладко зависящее
от g ∈ G, Tg — оператор сдвига, индуцированный действием группы
G:

Tgu(x) = u(g−1x).

Более точно, дается определение символа для следов таких опе-
раторов, устанавливается теорема конечности и находится форму-
ла индекса, т.е. выражение для индекса эллиптического оператора в
терминах топологических инвариантов символа оператора и много-
образия, на котором он задан. Кроме того, полученные результаты о
следах G-операторов применяются к задачам Соболева, ассоцииро-
ванным с действием группы Ли. Также даются условия эллиптично-
сти и формула индекса задач Соболева в этой ситуации.
1. Задача о построении и анализе новых классов операторов на мно-
гообразиях является безусловно актуальной. В этой связи метод сле-
дов, который рассматривается в данной работе, позволяет построить
относительную теорию эллиптических операторов, ассоциированных
с действием группы Ли, и поэтому также является актуальным и ин-
тересным. Отметим, что операторы, ассоциированные с действиями
групп Ли, представляют интерес с точки зрения эллиптической тео-
рии нелокальных задач, так как они содержат операторы сдвига, т.е.
являются существенно нелокальными. Также эти задачи интересны с
точки зрения некоммутативной геометрии Алана Конна: символы G-
операторов являются элементами фундаментальных для некоммута-
тивной геометрии алгебр — скрещенных произведений, отвечающих
действию группы Ли на многообразии.

2. Впервые следы появились в работах С. П. Новикова и Б. Ю. Стер-
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нина1,2 и применялись для изучения задач Соболева3,4,5,6 (т.е. псев-
додифференциальных задач с условиями, задаваемыми на подмного-
образии произвольной размерности). Также была изучена не только
связь с задачами Соболева, но и некоторые самостоятельные свой-
ства новой конструкции. Далее были изучены эффекты, которые
эта конструкция доставляет для случая, когда основное многообра-
зие имеет особенности7,8,9. По-видимому, наиболее интересным на-
блюдением, которое обнаруживается при изучении следов, является
тот факт, что след может доставлять новые классы операторов, а
именно, оказывается, что если дан некоторый оператор, то его след
может представлять оператор совершенно новой природы, отличной
от первоначального оператора. Это обстоятельство представляет со-
бой основной интерес данной работы. Мы возьмем на многообразии
т.н. G-оператор (оператор, ассоциированный с действием компакт-
ной группы Ли на многообразии10), т.е., по сути, оператор, отвечаю-
щей некоторой дополнительной структуре, и увидим, что след этого
оператора будет представлять собой некоторый новый класс опера-
торов, не встречавшийся в литературе ранее. Такие операторы мы
назовем операторами Фурье–Меллина и получим для них условия
фредгольмовости и формулу индекса.

1Новиков С. П., Стернин Б. Ю. Следы эллиптических операторов на подмно-
гообразиях и K-теория. Докл. АН СССР, 170(6), 1966, 1265-1268

2Новиков С. П., Стернин Б. Ю. Эллиптические операторы и подмногообразия.
Докл. АН СССР , 171(3), 1966, 525-528

3Стернин Б. Ю. Эллиптические и параболические задачи на многообразиях
с границей, состоящей из компонент различной размерности.Труды Моск. Мат.
общ-ва, 1966, 15:346–382

4Стернин Б. Ю. Относительная эллиптическая теория и проблема С. Л. Со-
болева. Докл. АН СССР , 230(2), 1976, 287–290

5Стернин Б. Ю. и Шаталов В. Е. Относительная эллиптическая теория и
задача Соболева. Матем. сборник , 187(11), 1996, 115–144

6V.E. Nazaikinskii, B.Yu. Sternin. Relative elliptic theory. Aspects of boundary
problems in analysis and geometry, Operator Theory: Advances and Applications,
151, eds. Gil, Juan (ed.) et al., Birkhauser, Basel, 2004, 495–560

7Савин А.Ю. и Стернин Б. Ю. Эллиптические трансляторы на многообразиях
с точечными особенностями. Дифф. уравн., № 12, 2012, 1612–1620

8Савин А.Ю. и Стернин Б.Ю. Эллиптические трансляторы на многообразиях
с многомерными особенностями. Дифф. уравн., №4, 2013, 513–527

9Савин А.Ю. и Стернин Б.Ю. Индекс задач Соболева на многообразиях с
многомерными особенностями.Дифф. уравн., № 2, 2014, 229–241

10B.Yu. Sternin. On a class of nonlocal elliptic operators for compact Lie groups.
Uniformization and finiteness theorem. Cent. Eur. J. Math, 9:4 (2011), 814-832
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Цель работы. Целью работы является изучение следующих вза-
имосвязанных вопросов:

1. Исследование природы следов G-операторов на подмногообра-
зиях.

2. Проведение локализации следов (указание множеств в подмно-
гообразии, на которых эти операторы сосредоточены).

3. Предъявление условий фредгольмовости таких операторов и
формулы индекса.

4. Установление теоремы конечности и формулы индекса в отно-
сительной эллиптической теории, ассоциированной с действием груп-
пы Ли на многообразии.

Методы исследования. Основным методом исследования явля-
ется метод следов для эллиптических уравнений, ассоциированных
с группой Ли. Это метод построения принципиально новых классов
операторов в теории псевдодифференциальных уравнений, который,
в частности, содержит в себе все классические операторы: диффе-
ренциальные, псевдодифференциальные и др. А именно, пусть M —
замкнутое многообразие, X — подмногообразие в M . Тогда для лю-
бого оператора на M определен его след — некоторый оператор на
подмногообразии X. Мы применяем указанную конструкцию в ситу-
ации, когда на основном многообразииM действует группа ЛиG и на
M рассматриваются операторы, ассоциированные с действием груп-
пы. Более точно, рассматриваются операторы, порожденные псевдо-
дифференциальными операторами и операторами сдвига вдоль ор-
бит действия группы. Такие операторы называются G-операторами.
Оказывается, что следы таких G-операторов на подмногообразиях
являются операторами совершенно новой природы. Например, эти
следы (в отличие от псевдодифференциальных операторов) могут
быть сосредоточены на некотором подмножестве (например, в точ-
ке) подмногообразия X.

Основные результаты. Научная новизна. Результаты дис-
сертации являются новыми и состоят в следующем.

1. Изучены следы G-операторов на подмногообразии X. Оказы-
вается, они являются операторами Фурье-Меллина.

2. Установлена теорема фредгольмовости, т. е. предъявлены усло-
вия, называемые условиями эллиптичности, при выполнении
которых рассматриваемые операторы — операторы Фурье-Меллина,
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являются фредгольмовыми в подходящих функциональных про-
странствах.

3. Получена теорема об индексе оператора Фурье-Меллина. Здесь
дано определение символа таких операторов, который зависит
от порядка пространств Соболева, в которых действует данный
оператор.

4. Рассмотрена задача Соболева, ассоциированная с действием ком-
пактной группы Ли. Также предъявлены ее свойства фредголь-
мовости и формула индекса.

Теоретическая значимость. Работа носит теоретический ха-
рактер. Полученные результаты могут быть использованы в иссле-
дованиях по теории уравнений с частными производными, алгебраи-
ческой топологии и некоммутативной геометрии. Результаты диссер-
тации могут быть использованы в специальных курсах для студентов
и аспирантов, обучающихся по специальности "математика".

Содержание работы
Глава 1. След G-оператора. Общая конструкция

Глава посвящена изучению следаG-оператора, который представ-
ляется в виде композиции псевдодифференциального оператора и
некоторого сосредоточенного оператора, который называется опера-
тором Фурье-Меллина.

В параграфе 1.1 говорится о следе оператора на подмногообразии
X. Более точно, если i : X ↪→ M — вложение подмногообразия X в
многообразие M и B — оператор на многообразии M , то его след на
подмногообразии X — это оператор вида

i!(B) = i∗Bi∗, (1)

где i∗ и i∗ — операторы ограничения и коограничения, индуцирован-
ные вложением i. Наиболее интересным наблюдением, которое обна-
руживается при изучении следов, является тот факт, что след мо-
жет доставлять новые классы операторов, а именно, оказывается,
что если дан некоторый оператор, то его след может представлять
оператор совершенно новой природы, отличной от первоначального
оператора. Это обстоятельство представляет собой основной интерес
данной работы.
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В параграфе 1.2 даются определения граничного оператора, ко-
граничного оператора, а также следа.

В параграфе 1.3 в качестве примера рассматривается след псев-
додифференциального оператора.

Теорема 1. (Б.Ю. Стернин) Пусть

D : Hs(M)→ Hs−m(M)

— псевдодифференциальный оператор на многообразииM . Тогда при
s+ ν/2 < 0 и s−m− ν/2 > 0 оператор

i!(D) : Hs+ ν
2 (X) −→ Hs−m− ν

2 (X)

корректно определен и является псевдодифференциальным операто-
ром на подмногообразии X .

В параграфе 1.4 рассматриваются G-операторы вида [см.(*)], т.е.:

B = B0 +

∫
G

BgTgdg : Hs(M)→ Hs−b(M) (2)

На действия группыG накладываются специальные условия транс-
версальности по отношению к подмногообразию X. Именно, множе-
ство неподвижных точек на X

XG = {x ∈ X | gx = x,∀g ∈ G}

и множество элементов группы G, которые оставляют внутри X дру-
гие точки, кроме неподвижных

GX = {g ∈ G | ∃x ∈ X \XG : gx ∈ X}

состоят из конечного числа элементов, а орбита Gx любой точки x ∈
X \XG трансверсальна подмногообразию X.

Параграф 1.5 является центральным в настоящей главе. В этом
параграфе подробным образом изучается след G-оператора. Пока-
зывается, что, если группа G удовлетворяет условию допустимости,
то след G-оператора, обладает особыми локальными свойствами, а
именно является оператором сосредоточенным в неподвижных точ-
ках действия группы G.
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Предложение 2. Пусть B — G-оператор вида (2), действие груп-
пы G удовлетворяет условиям допустимости и оператор i!(B0) яв-
ляется эллиптическим как псевдодифференциальный оператор. То-
гда след оператора B с точностью до компактных операторов пред-
ставим в виде

i!(B) = D(1 + A) : Hs+ ν
2 (X)→ Hs−b− ν

2 (X), (3)

где D — эллиптический псевдодифференциальный оператор, A —
оператор, сосредоточенный на множестве XG неподвижных точек
подмногообразия X.

Далее, оператор 1 + A исследуется в произвольно малой окрест-
ности выделенной точки с помощью метода замораживания коэффи-
циентов. Оператор 1 + A с замороженными коэффициентами имеет
вид

(1 + A)u(x) =

= u(x)+F−1ξ→x

D−1(ξ)∫
Rn/2η

dη

∫
G

Bg(ξ, η)T̃g Fx→ξ[u(x)](x, y, ξ, η)dg

 , (4)

где D−1(ξ), Bg(ξ, η) — символы операторов D−1, Bg в точке x0, T̃g —
оператор на функциях в координатах Фурье, индуцированный опе-
ратором сдвига Tg, Fx→ξ, F−1ξ→x — прямое и обратное преобразования
Фурье.

Далее показывается, что при переходе сначала к координатам Фу-
рье и затем к сферическим координатам (ω, rξ), где ξ = rξω, оператор
(4) можно представить как свертку Меллина с функцией, которая по-
лучается из внутреннего интеграла (поG) в формуле (4). Таким обра-
зом, наш оператор представляется в виде оператора Фурье–Меллина,
т.е. оператора 1 +A, который равен:

1 +A = 1 + ϕ(x)F−1ξ→xψ(ξ)M−1
p→rξK̂(p)Mrξ→pψ(ξ)Fx→ξϕ(x), (5)

где ϕ(x) — срезающая функция, равная 0 вне окрестности особой точ-
ки и равная 1 внутри меньшей окрестности, ψ(ξ) — гладкая функция,
равная 1 на бесконечности и 0 в окрестности нуля,Mrξ→p иM−1

p→rξ —
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прямое и обратное преобразования Меллина по радиальной перемен-
ной,

K̂(p) =

∫
R+

tpK(t)
dt

t
(6)

—функция комплексной переменной p со значениями в интегральных
операторах на сфере.

Предложение 3. Операторы 1 + A и 1 + A отличаются на ком-
пактный оператор.

Итак, оператор (4) сводится к умножению на операторно-значную
функцию 1 + K̂(p).

Предложение 4. Пусть b+ n/2 < 1 ≤ dimG. Тогда функция

K̂(p) =

∫
R+

tpK(t)
dt

t
(7)

— преобразование Меллина функции K(t) — корректно определена и
обладает следующими свойствами:

1) она является аналитической в вертикальной полосе

b+ n/2 < Re(p) < n/2; (8)

2) для любого фиксированного p из указанной полосы оператор
K̂(p) является компактным;

3) имеем
∥∥∥K̂(p)

∥∥∥→ 0 при |p| → ∞ внутри полосы (8).

Глава 2. Операторы Фурье - Меллина.
Глава посвящена построению эллиптической теории для операто-

ров Фурье-Меллина.
В параграфе 2.1 приводятся основные мотивировки изучения опе-

раторов Фурье-Меллина.
В параграфе 2.2 определяются (общие) операторы Фурье-Меллина:

1 +A = 1 + ϕ(x)F−1ξ→xψ(ξ)M−1
p→rξK(p)Mrξ→pψ(ξ)Fx→ξϕ(x), (9)

где ψ(ξ) и ϕ(x) — такие же как в (5), K(p) — операторно-значная
функция комплексной переменной p, принимающая значения в инте-
гральных операторах на сфере и удовлетворяющая условиям:
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1) K(p) аналитична на прямой

Γγ = {p ∈ C | Re(p) = γ}, (10)

где γ — некоторое число.

2) для любого фиксированного p на прямой Γγ оператор K(p) яв-
ляется компактным;

3) ‖K(p)‖ → 0 при |p| → ∞ для всех p на прямой Γγ.

Прямая Γγ называется весовой прямой. Также отметим, что опреде-
ление (9) легко модифицируется, когда особых точек несколько (ко-
нечное число). В этом случае оператор Фурье–Меллина можно пред-
ставить как сумму выражений вида (9), параметризованную всеми
особыми точками.

В параграфе 2.3 показывается, что операторы Фурье–Меллина
действуют непрерывно в пространствах Соболева Hs(X) → Hs(X)
при надлежащих условиях на область аналитичности функции K(p).

Предложение 5. Пусть 1+A — оператор Фурье–Меллина на мно-
гообразии X, действующий по формуле (9) и пусть функция K(p)
обладает свойствами, перечисленными выше, для прямой

Γs+dimX
2

= {p ∈ C | Re(p) = s+
dimX

2
}. (11)

Тогда оператор 1 +A является непрерывным в пространствах Со-
болева

1 +A : Hs(X)→ Hs(X),

Параграфы 2.4 и 2.5 являются центральными в данной главе.
Здесь дается определение символа оператора Фурье-Меллина. Это
есть операторно-значная функция 1 + K(p), которая обозначается
как σ(1 +A):

σ(1 +A)(p) = 1 +K(p).

Также определяется эллиптичность оператора Фурье-Меллина. Опе-
ратор Фурье- Меллина эллиптичен, если его символ σ(1+A) обратим
на прямой Re(p) = s+ (dimX)/2.

Теорема 6. Пусть оператор Фурье-Меллина 1+A эллиптичен. То-
гда он фредгольмов.
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Приводится также формула индекса оператора Фурье-Меллина.
Как уже известно, символ этого оператора есть функция, определен-
ная на весовой прямой, а весовая прямая, в свою очередь, зависит от
порядка пространств Соболева, в которых действует данный опера-
тор. Индекс оператора Фурье–Меллина, вообще говоря, зависит от
порядка пространств Соболева, в которых действует оператор.

Теорема 7. Индекс оператора 1+A, действующего в пространстве
Соболева Hs(X), равен числу вращения функции σ(1 + A)(p) на ве-
совой прямой Re(p) = s+ dimX/2:

inds(1 +A) = ws+dimX/2[σ(1 +A)]. (12)

Глава 3. Задача Соболева, ассоциированная с действием
группы Ли.

Глава посвящена изучению задачи Соболева, ассоциированной с
действием группы Ли, установлению теоремы конечности и формулы
индекса для такой задачи. Также здесь рассматривается наглядный
пример.

В параграфе 3.1 рассказывается о классической задаче Соболева,
которая подробно изучалась в работах Б. Ю. Стернина. Такая задача
ставится следующим образом:{

Du ≡ f (mod X), u ∈ Hs(M), f ∈ Hs−m(M)

i∗Bu = ϕ, ϕ ∈ Hs−b− ν
2 (X),

(13)

где D, B — псевдодифференциальные операторы на M порядков m
и b соответственно, i∗ : Hs−b(M) → Hs−b− ν

2 (X) — оператор ограни-
чения, индуцированный вложением i : X ↪→ M , а сравнение Du ≡ f
(mod X) понимается в том смысле, чтоDu совпадает с функцией f на
множествеM \X, т.е. вне подмногообразия X. Уравнением i∗Bu = ϕ
на функцию u накладывается граничное условие на подмногообразии
X. Общая схема решения сводится к следующему.

Обратным образом, соответствующим задаче (13), называется опе-
ратор

i∗BD−1i∗ : Hs−m+ ν
2 (X)→ Hs−b− ν

2 (X), (14)

т.е. след оператора BD−1. Поскольку для классической задачи Собо-
лева (13) (в которой операторы D и B — псевдодифференциальные)
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обратный образ i∗BD−1i∗ является псевдодифференциальным опера-
тором на многообразии X, то фредгольмовость классической зада-
чи Соболева эквивалента эллиптичности псевдодифференциальных
операторов D и i∗BD−1i∗, а ее индекс — есть сумма индексов этих
операторов.

В параграфе 3.2 дается постановка задачи Соболева, ассоцииро-
ванной с действием компактной группы Ли на M . Отметим, что за-
дача Соболева для дискретной группы рассматривалась в работах А.
Ю. Савина и Б. Ю. Стернина11 и Л. Л. Нгуена12.

Здесь задача Соболева ставится следующим образом:{
Du ≡ f (mod X), u ∈ Hs(M), f ∈ Hs−m(M)

i∗Bu = ϕ, ϕ ∈ Hs−b− ν
2 (X),

(15)

где оператор D — псевдодифференциальный, а оператор B — это G-
оператор порядка b, ассоциированный с действием группы G, т.е. B
имеет вид:

B = B0 +

∫
G

BgTgdg, (16)

где B0 — псевдодифференциальный оператор порядка b, Bg — семей-
ство псевдодифференциальных операторов порядка b, гладко завися-
щее от g. Требуется выяснить условия фредгольмовости задачи (15)
и получить ее формулу индекса.

В параграфах 3.3 и 3.4 рассматривается обратный образ задачи
(15) i∗BD−1i∗. Оказывается, этот оператор представляет собой след
G - оператора, т.е. является оператором Фурье-Меллина, который
отвечает за его фредгольмовость и индекс и равен

i∗BD−1i∗ = i!(BD−1) = D(1 + A), (17)

гдеD = i!(B0D
−1) — псевдодифференциальный оператор, а A— неко-

торый оператор, сосредоточенный в точке x0. Очевидно, оператор
i∗BD−1i∗ фредгольмов, когда фредгольмов псевдодифференциаль-
ный оператор D и фредгольмов оператор 1 + A, а индекс его равен

11Савин А. Ю., Стернин Б. Ю. О нелокальных задачах Соболева. Доклады
академии наук, 451(3): 2013, 259-263

12Нгуен Л. Л. Задачи Соболева для действий конечных групп. Труды МФТИ,
Т.4, №4, 2012, 125-133
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сумме индексов операторов D и 1+A. Так же, как это делалось в гла-
ве 1, при помощи метода замораживания коэффициентов оператору
1 + A ставится в соответствие оператор Фурье–Меллина 1 +A:

1 +A = 1 + ϕ(x)F−1ξ→xψ(ξ)M−1
p→rξK̂(p)Mrξ→pψ(ξ)Fx→ξϕ(x), (18)

символ которого представлен функцией σ(1 +A) = 1 + K̂(p).
Функция K̂(p) корректно определена и обладает свойствами:

1. Она является аналитической в вертикальной полосе

n/2−m+ b < Re(p) < n/2; (19)

2. Для любого фиксированного p из указанной полосы оператор
K̂(p) является компактным;

3. Имеем
∥∥∥K̂(p)

∥∥∥→ 0 при |p| → ∞ внутри полосы (19).

В параграфе 3.5 сформулированы условия фредгольмовости и
формула индекса для задачи Соболева (15).

Следствие 8. Задача Соболева (15), ассоциированная с действи-
ем группы G, удовлетворяющим условию допустимости, фредголь-
мова, когда эллиптичны псевдодифференциальные операторы D и
i∗B0D

−1i∗, а также эллиптичен оператор Фурье-Меллина (18).

Следствие 9. Индекс задачи Соболева (15) S, ассоциированной с
действием группы G, удовлетворяющим условию допустимости,
равен

indS = inds−m+n/4(1 +A) + indD + indD,

где индекс оператора Фурье–Меллина inds−m+n/4(1+A) вычисляется
по теореме 7, а индексы псевдодифференциальных операторов D и D
вычисляются по формуле Атьи–Зингера.

В параграфе 3.6 рассматривается пример, где в качестве M бе-
рется двумерная сфера S2, подмногообразие X = S1 — это меридиан.

Изучается следующая задача Соболева:
∆u ≡ f (mod X), u ∈ Hs(S2), 1

2
< s < 3

2
,

i∗
(

1 + α
2π∫
0

Tϕdϕ

)
u = h, h ∈ Hs−1/2(S1),

(20)
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где α — константа, а оператор Tϕ действует на функцию u на M по
формуле:

Tϕu(x) = u(R−1ϕ x).

Здесь Rϕ — поворот сферы на угол ϕ вокруг полюсов. Изучается
обратный образ этой задачи, который можно представить в виде

D

1 +D−1i∗
α 2π∫

0

Tϕ∆−1dϕ

 i∗

 . (21)

Поскольку оператор D — эллиптический, интерес представляет опе-
ратор, записанный в формуле(21) в квадратных скобках.

Мы обозначим этот оператор как 1 + A:

1 + A = 1 +D−1i∗
α 2π∫

0

Tϕ∆−1dϕ

 . (22)

Далее, изучается оператор 1+A в окрестности одного из полюсов
сферы.

Для этого оператора вычисляется символ, и он имеет вид:

σs−3/2(1 + A)(p) =

 1 + 4α
tg
(
πp
2

)
p

0

0 1

 , Re(p) = s− 1. (23)

Основным результатом этого параграфа является предъявление
условий фредгольмовости данной задачи и ее индекс.

Предложение 10. Задача (20) фредгольмова при всех s и α, удо-
влетворяющих условиям:

1.
1

2
< s <

3

2
, s 6= 1

2.
α 6= α0(s) = − s− 1

4 tg
(
π
2
(s− 1)

) ,
а также при s = 1, если α > α0(1) = −1/(2π).
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Предложение 11. Индекс задачи (20) S равен

indS =


0, α > α0(s), 1/2 < s < 3/2,

−2, α < α0(s), 1/2 < s < 1,

2, α < α0(s), 1 < s < 3/2.
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Лощенова Д.А.
Следы операторов, ассоциированных с

компактными группами Ли и их приложения к
задаче Соболева

Аннотация

Диссертация посвящена изучению следов G - операторов на под-
многообразиях в терминах действия группы. Получены условия, на-
зываемые условиями эллиптичности, при выполнении которых рас-
сматриваемые операторы называются операторами Фурье-Меллина,
являются фредгольмовыми в подходящих функциональных простран-
ствах. Получена теорема об индексе для операторов Фурье-Меллина.
Рассмотрена задача Соболева, ассоциированная с действием компакт-
ной группы Ли. Также предъявлены ее свойства фредгольмовости и
формула индекса.

Loshhenova D.A.
Traces of operators, associated with compact Lie
groups and their application to Sobolev problem

Abstract

The thesis is devoted to the study of the traces of G - operators on the
submanifolds in terms of group actions. We obtain conditions, called the
ellipticity conditions, under which considered the operators - operators of
Fourier-Mellin, are Fredholm in appropriate function spaces. We obtain
an index theorem for operators of Fourier - Mellin. We study the Sobolev
problem, associated with compact Lie group. Besides, obtain Fredholm
properties and index formula in this situation.
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