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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ãëàä-
êîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëü-
íî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåð-
æàùèå, êðîìå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïåðàòîðû ñäâèãà. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

−(R2Qu)′′(x) + (R1Qu)′(x) +R0Qu(x) = f(x) (x ∈ (0, d)). (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(x)
∣∣∣
x=0

= 0, u(x)
∣∣∣
x=d

= 0, (2)

(−(R2Qu)′(x) + σ1u(x))
∣∣∣
x=0

= 0, ((R2Qu)′(x) + σ2u(x))
∣∣∣
x=d

= 0, (3)

ãäå σ1, σ2 > 0. Çäåñü ÷åðåç RiQ îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå îïåðàòîðû RiQ : L2(0, d)→ L2(0, d)
äåéñòâóþùèå ïî ôîðìóëå RiQ = PQRiIQ (i = 0, 1, 2), ãäå IQ : L2(0, d)→ L2(R) � îïåðà-
òîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé íóëåì âíå èíòåðâàëà (0, d); îïåðàòîð PQ : L2(R) → L2(0, d)
� îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé íà èíòåðâàë (0, d); îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû
Ri : L2(R)→ L2(R) (i = 0, 1, 2) îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì

Riu(x) =
m∑

j=−m

bij(x)u(x+ j) (i = 0, 1, 2),

ãäå m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, bij ∈ C∞(R)�êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.
Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

−
n∑

i,j=1

(RijQuxj)xi = f(x) (x ∈ Q ⊂ Rn) (4)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(x)
∣∣∣
∂Q

= 0, (5)

n∑
i,j=1

RijQuxj cos(ν, xi) + σ(x)u = 0 (x ∈ ∂Q), (6)

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Q, σ ∈ Ck(∂Q)�íåîòðèöàòåëüíàÿ
âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ; îïåðàòîðû RijQ = PQRijIQ (i, j − 1, . . . , n); îïåðàòîð
IQ : L2(Q) → L2(Rn) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè èç L2(Q) íóëåì â
Rn \Q; îïåðàòîð PQ : L2(Rn) → L2(Q)� îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèè èç L2(Rn) íà Q;
Rij �ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå

Riju(x) =
∑
h∈M

aijh(x)u(x+ h) (i, j = 1, . . . , n). (7)

Çäåñü M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ h èç Rn ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè,
êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ aijh ∈ C∞(Rn).
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Ïîäîáíûå çàäà÷è ïðèíàäëåæàò ê êëàññó íåëîêàëüíûõ çàäà÷, èçó÷åíèå êîòîðûõ áûëî
íà÷àòî â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ì. Ïèêîíå1, ß.Ä. Òàìàðêèíà2, Ò. Êàðëåìàíà3.

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà÷àëàñü ñ ðà-
áîò À.Ä. Ìûøêèñà.4 Ðàçâèòèåì ýòîé òåîðèè çàíèìàëèñü òàêæå òàêèå ìàòåìàòèêè, êàê
Ë.Ý. Ýëüñãîëüö5, Í.Í. Êðàñîâñêèé6, Þ.Ñ. Îñèïîâ7, Ã.À. Êàìåíñêèé,8 Ð. Áåëëìàí è
Ê. Êóê9, Äæ. Õåéë10 è äð. Â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ, ïîìèìî èçëîæåíèÿ êà÷åñòâåí-
íîé òåîðèè, ðàññìàòðèâàëèñü ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ê
èññëåäîâàíèþ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ è çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ïî-
ñëåäåéñòâèåì.

Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíî-äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò îáëàäàòü ðÿäîì íîâûõ ñâîéñòâ. Îäíèì èç íèõ ÿâ-
ëÿåòñÿ íàðóøåíèå ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé äàæå äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòè11, ïðè ýòîì ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ íà
íåêîòîðûõ ïîäûíòåðâàëàõ. Â ðàáîòàõ12,13 áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïðà-
âûå ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáîáùåííîå ðåøåíèå
áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå. Îäíàêî âîïðîñ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ïðè ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå
ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â
ðàáîòàõ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ: Ô. Õàðòìàíà è Ã. Ñòàìïàêüÿ14, À.Á. Àíòîíåâè÷à15, Â.Ñ.
Ðàáèíîâè÷à16 è äð. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî
ñäâèãàìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ðàññìàòðèâà-

1Picone M. I teoremi d'esistenza per gl'integrale di una equazione di�erenziale lineare ordinaria soddisfacenti ad una nuova
classe di condizioni, Rend. Accad. Lincei., 1908.� 17.� P. 340�347.

2Òàìàðêèí ß. Ä. Î íåêîòîðûõ îáùèõ çàäà÷àõ òåîðèè îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è î

ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé â ðÿäû, Ïåòðîãðàä, 1917.
3Carleman T. Sur la theorie des equations integrales et ses applications Verhandlungen des Internat. Math. Kongr., Zurich,

1932.�No1.� P. 138�151.
4Ìûøêèñ À.Ä. Îáùàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, ÓÌÍ, 1949.� 4, No5

(33).� C. 99�141.
5Çâåðêèí À Ì., Êàìåíñêèé Ã.À., Íîðêèí Ñ.Á., Ýëüñãîëüö Ë.Ý. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ

àðãóìåíòîì, Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 1962� 17, No2.� Ñ. 77�164.
6Êðàñîâñêèé Í.Í. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. �Ì.:Íàóêà,1968.
7Osipov Yu. S,. Stabilization of control systems with delays, Di�erentsial'nye Uravneniya, 1965.� 1.� P. 605�618.
8Êàìåíñêèé Ã.À., Õâèëîí Å.À., Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãó-

ìåíòîì íåéòðàëüíîãî òèïà, Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, 1969.�No3.� Ñ. 20�32.
9Áåëëìàí Ð., Êóê Ê. Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, Ìèð, Ì., 1967.

10Õåéë Äæ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìèð, Ì., 1984.
11Êàìåíñêèé Ã.À., Ìûøêèñ À.Ä. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ

àðãóìåíòàìè â ñòàðøèõ ÷ëåíàõ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 1974.� 10.� Ñ. 409�418.
12Êàìåíñêèé Ã.À., Ìûøêèñ À.Ä., Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Î ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà, Óêð. ìàòåì. æ-ë, 1985.� 37, No5.� C. 581-585.
13Skubachevskii A. L. Elliptic functional di�erential equations and applications, Birkhauser, Basel�Boston�Berlin, 1997.
14Hartman F., Stampacchia G. On some nonlinear elliptic di�erential-functional equations, Acta Math., 1966.� 115.� P. 271�

310.
15Àíòîíåâè÷ À.Á. Îá èíäåêñå è íîðìàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îáùåé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è ñ êîíå÷íîé ãðóïïîé

ñäâèãîâ íà ãðàíèöå, Äèôô. óðàâí., 1972. � 8, No2. � Ñ. 309�317.
16Ðàáèíîâè÷ Â.Ñ. Î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà Rn è â ïîëóïðîñòðàíñòâå, Äîêë. ÀÍ

ÑÑÑÐ, 1978.� 243, No5.� Ñ. 1134�1137.
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ëèñü À. Ë. Ñêóáà÷åâñêèì13,17,18,19,20,21,22,23,24,25 è äð. Èì áûëè ñîçäàíû îñíîâû òåîðèè
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: â ÷àñòíîñòè, áû-
ëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà Ãîðäèíãà,
èññëåäîâàíû âîïðîñû îäíîçíà÷íîé è ôðåäãîëüìîâîé ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà, ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ñäâèãîâ àðãóìåíòîâ â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, îòîáðà-
æàþùèõ òî÷êè ãðàíèöû âíóòðü îáëàñòè, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðåøåíèé, ãëàäêîñòü
êîòîðûõ ìîæåò íàðóøàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè, à òàêæå ðÿäó äðóãèõ ïðèíöèïèàëüíî íî-
âûõ ñâîéñòâ. Â äàëüíåéøåì ðàçâèòèå òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðîäîëæèëîñü â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ26,27,28,29,30, èçó÷àâøèõ
ñïåêòðàëüíóþ àñèìïòîòèêó ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ îïå-
ðàòîðîâ, äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåíèåì, âòîðóþ è òðåòüþ
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé,
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ
íåñîèçìåðèìûìè ñäâèãàìè è ïð.

Èçó÷àåìûå çàäà÷è èìåþò òàêæå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè31, ñâÿçûâàþùèìè çíà÷åíèÿ èñêîìîé
ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ ãðàíèöû ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ
òî÷êàõ îáëàñòè, â òåîðèè óïðóãîñòè 32, 33, òåîðèè ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåñ-
ñîâ34, â ñîâðåìåííîé íåëèíåéíîé îïòèêå ïðè ïîñòðîåíèè îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âðàùåíèåì
ïîëÿ â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè 21, 35.

17Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Î ñïåêòðå íåêîòîðûõ íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷�,Ìàòåì. ñá., 1982.� 117, No4.�
Ñ. 548�558.

18Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Î íåêîòîðûõ íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷àõ, Äèôô. óðàâí., 1982.� 18, No9.�
Ñ. 1590�1599.

19Skubachevskii A. L. The �rst boundary value problem for strongly elliptic di�erential-di�erence equations, J. Di�erential
Equations, 1986.� 63, No3.� P. 332�361.

20Êóê Ê., Ðîññîâñêèé Ë.Å., Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííûì àðãóìåíòîì, Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 1995. � 31,No8.� C. 1348�1352.

21Skubachevskii A. L. Bifurcation of periodic solutions for nonlinear parabolic functional di�erential equations arising in
optoelectronics, Nonlinear Analysis-Theory Methods & Applications, 1998.� 32, No2.� P. 261�278.

22Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Ýëëèïòè÷åñêèå äèôôðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåíèåì, Òðóäû ÌÌÎ, 1998.�
59.� Ñ. 240�285.

23Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë., Öâåòêîâ Å.Ë. Îáùèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíîðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé, Òð. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã. ìàò. îá-âà.,1998. � 5. � Ñ. 223�288

24Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëî-
æåíèÿ, Óñï. ìàò. íàóê, 2016.� 71, No5.� Ñ. 3�112.

25Skubachevskii A. L. Elliptic di�erential-di�erence opera-tors with degeneration and the Kato square root problem, J.
Mathematische Nachrichten., 2018. � 291.�P. 2660�2692.

26Öâåòêîâ Å.Ë. Î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ,Óêð. ìàò. æ., 1993.� 45, No8.� Ñ. 1140�1150.

27Ïîäúÿïîëüñêèé Â.Â., Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, Äèôô. óðàâí., 1999. � 35.� Ñ. 793�800.

28Ïîïîâ Â.À., Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñ
âûðîæäåíèåì, Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 2010.� 36.� Ñ. 125�142.

29Ïîïîâ Â.À., Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé ñ âûðîæäåíèåì, Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 2011.� 39.� C. 130�140.

30Èâàíîâà Å.Ï. O ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåñîèçìåðèìûìè ñäâèãàìè àðãóìåí-
òîâ Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 2019. � 105, No1.� Ñ. 145�148.

31Áèöàäçå À.Â., Ñàìàðñêèé À.À. Î íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ îáîáùåíèÿõ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, Äîêë.
ÀÍ ÑÑÑÐ, 1969. � 185, No4. � Ñ. 739-740.

32Îíàíîâ Ã. Ã., Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãóìåíòàìè â ñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷àõ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òåëà, Ïðèêë. ìåõ., 1979.� 15, No5.� C. 39�47.

33Onanov G.G., Cvetkov E. L. On the minimum of the energy functional with respect to functions with deviating argument
in a stationary problem of elasticity theory, Russian J. Math. Phys., 1996.� 3, No4.� P. 491�500.

34Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ,Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 1989.�
307, No2.� C. 287�291

35Âàðôîëîìååâ Å.Ì. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíîé îïòèêå, Ñîâðåì. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâë., 2007. � 21. � Ñ. 5�36
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Â äèññåðòàöèè îñíîâíîå ìåñòî óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ãëàäêîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â øêàëàõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâ Ãåëüäåðà.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøå-
íèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ íà
èíòåðâàëå è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ è ïðèíöèïèàëüíûõ
ìîìåíòîâ, îòëè÷àþùèõ óïîìÿíóòûå ïîñòàíîâêè, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íåãëàäêèõ ðåøåíèé.
Òèïè÷íî íàðóøåíèå ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé âäîëü ñäâèãîâ ãðàíèöû âíóòðü îá-
ëàñòè, à òàêæå ïîÿâëåíèå ìíîæåñòâà ¾îñîáûõ¿ òî÷åê K (êàê íà ãðàíèöå, òàê è âíóòðè
îáëàñòè), âáëèçè êîòîðîãî îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü ñòåïåííûå ñèíãóëÿðíîñòè.
Â òî æå âðåìÿ, â íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòÿõ îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ïî-ïðåæíåìó îáëàäàþò
åñòåñòâåííîé äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ãëàäêîñòüþ. Ïðåäìåò äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ
ñîñòàâëÿåò ïîëó÷åíèå óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, ãàðàíòèðóþ-
ùèõ ãëàäêîñòü ðåøåíèé íà âñåì èíòåðâàëå (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå) èëè â íåêîòîðûõ
ïîäîáëàñòÿõ, à òàêæå íà ãðàíèöå ýòèõ ïîäîáëàñòåé (â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè
ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷ Äèðèõëå, Íåéìàíà, à
òàêæå òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå Ãåëüäåðà ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé âíóòðè íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòåé
è íà ãðàíèöå ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé. Ïîäîáëàñòè çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñâÿçíûå êîì-
ïîíåíòû ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî èç Q âûáðàñûâàíèåì âñåâîçìîæíûõ ñäâèãîâ ãðàíèöû
∂Q íà âåêòîðû íåêîòîðîé ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ñäâèãàìè, âõîäÿùèìè â ðàçíîñòíûå
îïåðàòîðû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è îêàçû-
âàåò âëèÿíèå íà ðàçâèòèå îáùåé òåîðèè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, à åå ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèé
ïîäîáíûõ çàäà÷ è íàéòè ïðîäîëæåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, èçëàãàëèñü â
Ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû íàðîäîâ íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíê-
öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî; íà
ñåìèíàðå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ¾Ôóíêöè-
îíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.Â. Âëàñîâà è äîöåí-
òà Í.À. Ðàóòèàí; íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ¾Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è àêòóàëüíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Å.È. Ìîèñååâà è È.Ñ. Ëîìîâà; íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è
êîìïüþòåðíûõ íàóê ÑÏáÃÓ ¾Èíäóñòðèàëüíàÿ ìàòåìàòèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ.Á. Òè-
õîìèðîâà; â Ñâîáîäíîì óíèâåðñèòåòå Áåðëèíà íà ñåìèíàðå ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå
ïîä ðóêîâîäñòâîì Á. Ôèäëåðà; íà XXI Êðûìñêîé Îñåííåé Ìàòåìàòè÷åñêîé Øêîëå-
ñèìïîçèóìå ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñåâàñòîïîëü, 2010); íà XLVI
Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ïðîáëåìàì ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè, ôèçèêè è õèìèè
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(Ìîñêâà, 2010); íà XXII Êðûìñêîé Îñåííåé Ìàòåìàòè÷åñêîé Øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî
ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñåâàñòîïîëü, 2011); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííîé 110 ãî-
äîâùèíå È.Ã. Ïåòðîâñêîãî (XXIII ñîâìåñòíîå Çàñåäàíèå ÌÌÎ è ñåìèíàðà èì. È.Ã. Ïåò-
ðîâñêîãî) (Ìîñêâà, 2011); íà Øåñòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëü-
íûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Ìîñêâà, 2011); íà Ìåæäóíà-
ðîäíîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Science and progress¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2011); íà
Âîðîíåæñêîé çèìíåé øêîëå Ñ.Ã. Êðåéíà (Âîðîíåæ, 2012); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ¾Days on Di�raction¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012); íà XXIII Êðûìñêîé Îñåííåé
Ìàòåìàòè÷åñêîé Øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñå-
âàñòîïîëü, 2012); íà ×åòâåðòîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ
ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ïðèëîæåíèÿì, ïîñâÿùåííîé ß.Á. Ëîïàòèíñêîìó
(Äîíåöê, 2012); íà Ìåæäóíàðîäíîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Science and progress¿
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012); íà ×åòâåðòîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, àêàäåìèêà Åâðîïåéñêîé àêàäåìèè
íàóê Ë. Ä. Êóäðÿâöåâà (Ìîñêâà, 2013); íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôå-
ðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé, íåëèíåéíûé àíàëèç è îïòè-
ìèçàöèÿ¿ (Ìîñêâà, 2013); íà Ìåæäóíàðîäíîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Science and
progress¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2013); íà Ñåäüìîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèô-
ôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Ìîñêâà, 2014); íà
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ñòîõàñòèêà, ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå: íîâûå çàäà÷è è ìåòîäû¿(Ìîñêâà, 2014); íà XXVI Êðûìñêîé Îñåííåé
Ìàòåìàòè÷åñêîé Øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñå-
âàñòîïîëü, 2015); íà XXXI Êðûìñêîé Îñåííåé Ìàòåìàòè÷åñêîé Øêîëå-ñèìïîçèóìå ïî
ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì (Ñåâàñòîïîëü, 2020); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ¾Frontier in mathematics and computer science¿ (Òàøêåíò, 2020).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 14 ïå÷àòíûõ èç-
äàíèÿõ, 7 èç êîòîðûõ èçäàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ [1�7], 7 � â òåçèñàõ
äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèé [8�14].

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ñîäåðæàùèåñÿ â ñîâìåñòíûõ
ðàáîòàõ, ïðèíàäëåæàò ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3 ãëàâ è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 137 ñòðàíèö ñ 6 ðèñóíêàìè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 80 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ôóíêöèî-
íàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå â äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç 3 ðàçäåëîâ è ïîñâÿùåíà òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Â ïàðàãðàôå 1.1 îïèñàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êëàññèôèêàöèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
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äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ââîäÿòñÿ èñïîëüçóåìûå ôóíêöèî-
íàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì
äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè è èññëåäîâàíèÿ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ
ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû â ïàðàãðàôàõ 1.2 è 1.3
� ýòî Òåîðåìà 1.5, Òåîðåìà 1.6, Òåîðåìà 1.9�Òåîðåìà 1.12.

Çàäà÷åé Äèðèõëå (èëè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åé) áóäåì íàçûâàòü êðàåâóþ çàäà÷ó (1),
(2). Êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (3) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé Íåéìàíà (èëè âòîðîé êðàåâîé
çàäà÷åé) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè σ1 = σ2 = 0, è òðåòüåé
êðàåâîé çàäà÷åé, åñëè σ1 6= 0 èëè σ2 6= 0.

Çàäà÷è (1), (2) è (1), (3) ðàññìàòðèâàþòñÿ íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (0, d). Ïóñòü
d = N + θ, ãäå 0 < θ 6 1, N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ñëó÷àå íåöåëîé äëèíû èíòåðâàëà
d = N + θ, ò.å. 0 < θ < 1, îáîçíà÷èì Q1l = (l − 1, l − 1 + θ) (l = 1, . . . , N + 1) è
Q2l = (l− 1 + θ, l) (l = 1, . . . , N). Åñëè θ = 1, îáîçíà÷èì Q1l = (l− 1, l) (l = 1, . . . , N + 1).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì äâà êëàññà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ {Q1l} è {Q2l} â
ñëó÷àå 0 < θ < 1, è îäèí êëàññ {Q1l}, åñëè θ = 1. Î÷åâèäíî, ëþáûå äâà èíòåðâàëà èç
îäíîãî êëàññà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ñäâèãîì íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè ðàçíîñòíîãî îïå-
ðàòîðà m = N . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m < N , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bij(x) ≡ 0 ïðè |j| > m.
Â ñëó÷àå, åñëè m > N , îïåðàòîð RiQ ñ êðàåâûì óñëîâèåì (2) íå çàâèñèò îò êîýôôèöè-
åíòîâ bij(x) ïðè |j| > N .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ri1 = Ri1(x) (x ∈ R) ìàòðèöû ïîðÿäêà (N+1)×(N+1) ñ ýëåìåíòàìè

rijl(x) = bi,l−j(x+ j − 1) (i = 0, 1, 2; j, l = 1, . . . , N + 1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ri2 = Ri2(x) (x ∈ R) ìàòðèöû ïîðÿäêà N × N , ïîëó÷åííûå èç Ri1

âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàò-
ðèöû Ri1(x) ïðè x ∈ [0, θ], à ìàòðèöû Ri2(x) ïðè x ∈ [θ, 1], åñëè θ < 1. Â ñëó÷àå öåëîé
äëèíû èíòåðâàëà ïðè θ = 1 ìàòðèöû Ri1(x) è Ri2(x) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè x ∈ [0, 1].

×åðåç W k
2 (0, d) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñî-

ñòîÿùåå èç ôóíêöèé, êîòîðûå àáñîëþòíî íåïðåðûâíû âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèç-
âîäíûìè âïëîòü äî (k − 1)-ãî ïîðÿäêà è èìåþò k-óþ ïðîèçâîäíóþ èç L2(0, d). Â ïðî-
ñòðàíñòâå W k

2 (0, d) ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(u, v)Wk
2 (0,d) =

k∑
j=0

d∫
0

u(j)(x)v̄(j)(x)dx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W̊ k
2 (0, d) çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà Ċ∞(0, d) ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå W k
2 (0, d). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óðàâíå-

íèè (1) ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè f ∈ L2(0, d).

Ôóíêöèÿ u ∈ W̊ 1
2 (0, d) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ L2(0, d), åñëè äëÿ âñåõ

w ∈ W̊ 1
2 (0, d) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

d∫
0

{(R2Qu)′(x)w̄′(x) + (R1Qu)′(x)w̄(x) + (R0Qu)(x)w̄(x)}dx =

d∫
0

f(x)w̄(x)dx.
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Ôóíêöèþ u ∈ {v ∈ W 1
2 (0, d) : R2Qv ∈ W 2

2 (0, d), (−(R2Qv)′ + σ1v)
∣∣
x=0

=

= ((R2Qv)′ + σ2v)
∣∣
x=d

= 0} íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (3) ñ ïðàâîé

÷àñòüþ f ∈ L2(0, d), åñëè äëÿ âñåõ w ∈ W 1
2 (0, d) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

âèäà

d∫
0

(R2Qu)′(x)w̄′(x)dx+

d∫
0

((R1Qu
′)(x) + (R0Qu)(x)) w̄(x)dx =

=

d∫
0

f(x)w̄(x)dx− σ1(uw̄)(0)− σ2(uw̄)(d).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C[a, b] ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] ñ íîð-
ìîé

‖f(x)‖C[a,b] = sup
a6x6b

|f(x)|,

à ÷åðåç C̊[a, b] � ïîäïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b], îáðàùàþ-
ùèõñÿ â íóëü íà êîíöàõ îòðåçêà.

Ââåäåì òàêæå ïðîñòðàíñòâî Ck[a, b], êàê ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ è k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] ñ íîðìîé

‖f(x)‖Ck[a,b] = max
06q6k

sup
x∈[a,b]

|f (q)(x)|.

Ôóíêöèþ u ∈ C2[0, d] ∩ C̊[0, d] íàçîâåì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ïåðâîé êðàåâîé çà-
äà÷è (1), (2), åñëè R2Qu ∈ C2[0, d], R1Qu ∈ C1[0, d] è ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (1) äëÿ âñåõ x ∈ (0, d).

Ôóíêöèþ u ∈ C2[0, d] íàçîâåì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1), (3) ñ ïðà-
âîé ÷àñòüþ f ∈ C[0, d], åñëè R2Qu ∈ C2[0, d], R1Qu ∈ C1[0, d] è ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (1) äëÿ âñåõ x ∈ (0, d) è êðàåâûì óñëîâèÿì (3) íà ãðàíèöå.

Ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ìîæåò íàðóøàòüñÿ äàæå äëÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Îäíàêî, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ãëàäêîñòü
ñîõðàíÿåòñÿ íà ïîäûíòåðâàëàõ Qsl.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü detR2s(x) 6= 0 äëÿ x ∈ Qs1 (s = 1, 2, åñëè θ < 1; s = 1, åñëè θ = 1).
Ïóñòü f ∈ C[0, d], à u(x)� îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) èëè (1), (3).
Òîãäà u ∈ C2(Qsl) (l = 1, . . . , N(s); s = 1, 2, åñëè θ < 1; s = 1, åñëè θ = 1).

Â ïàðàãðàôå 1.2 èññëåäîâàí âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1), (2) áóäåò èìåòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
ïðè ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè äëÿ öåëîé è íåöåëîé äëèíû èíòåðâàëà
(0, d).

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü θ < 1. Ïóñòü detR2s(x) 6= 0 x ∈ Qs1 (s = 1, 2). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
ëþáîé f ∈ C[0, d] êàæäîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi,−l(l) = 0, bi,N+1−l(l − 1 + θ) = 0,
b′2,−l(l) = 0, b′2,N+1−l(l − 1 + θ) = 0 (i = 1, 2; l = 1, . . . , N).
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Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü θ = 1. Ïóñòü detR21(x) 6= 0 äëÿ x ∈ [0, 1], detR22(1) 6= 0.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé f ∈ C[0, d] êàæäîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ÿâ-
ëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi,−l(l) = 0,
bi,N+1−l(l) = 0, b′2,−l(l) = 0, b′2,N+1−l(l) = 0 (i = 1, 2; l = 1, . . . , N).

Ïàðàãðàô 1.2.1 ïîñâÿùåí ïîñòàíîâêå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è â äèâåðãåíòíîì âè-
äå, ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è,
óêàçàíà âçàèìîñâÿçü ñ ïîñòàíîâêîé â íåäèâåðãåíòíîì âèäå.
Ïàðàãðàô 1.3 ñîäåðæèò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ïðåäïî-

ëîæåíèè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ âòîðàÿ (òðåòüÿ) êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå ïðè íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè. Êðî-
ìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, íåîáõîäèìîå óñëîâèå (Òåî-
ðåìà 1.10 äëÿ öåëîé äëèíû èíòåðâàëà è Òåîðåìà 1.12 äëÿ íåöåëîé äëèíû èíòåðâàëà)
ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå ñîâïàäàåò ñ äîñòàòî÷íûì (Òåîðåìà 1.9 è
Òåîðåìà 1.11 äëÿ öåëîé è íåöåëîé äëèíû èíòåðâàëà, ñîîòâåòñòâåííî). Îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåíû ñëó÷àè öåëîé è íåöåëîé äëèíû èíòåðâàëà (ñì. ïàðàãðàô 1.3.1 è ïàðàãðàô
1.3.2).

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü θ = 1. Ïóñòü detR21(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] è detR22(1) 6= 0.
Ïóñòü u(x) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3) è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

b
(i)
2,−l(l) = 0, b

(i)
2,N+1−l(l) = 0, b

(k)
1,−l(l) = 0, b

(k)
1,N+1−l(l) = 0, b0,−l(l) = 0, b0,N+1−l(l) = 0

(i = 0, 1, 2; k = 0, 1; l = 1, . . . , N). Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ C[0, d] ôóíêöèÿ u(x) � êëàññè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3).

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü θ = 1. Ïóñòü detR21(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] è detR22(1) 6= 0.
Ïóñòü îäíî èç óñëîâèé b2,−l(l) = 0, b2,N+1−l(l) = 0, b′2,−l(l) = 0, b′2,N+1−l(l) = 0 (l =
1, . . . , N) íå âûïîëíåíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü f ∈ C[0, d], ÷òî ìîæíî
íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x) êðàåâîé çàäà÷è (1), (3), êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè-
÷åñêèì.

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü θ < 1. Ïóñòü detR2s(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ Qs1 (s = 1, 2). Ïóñòü

u(x) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3) è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ b
(i)
2,−l(l) = 0,

b
(i)
2,N+1−l(l−1+θ) = 0, b

(k)
1,−l(l) = 0, b

(k)
1,N+1−l(l−1+θ) = 0, b0,−l(l) = 0, b0,N+1−l(l − 1 + θ) = 0

(i = 0, 1, 2; k = 0, 1; l = 1, . . . , N). Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ C[0, d] ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (3).

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü θ < 1. Ïóñòü detR2s(x) 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ Qs1 (s = 1, 2). Ïóñòü

îäíî èç óñëîâèé b
(i)
2,−l(l) = 0, b

(i)
2,N+1−l(l − 1 + θ) = 0 (i = 0, 1; l = 1, . . . , N) íå âûïîëíåíî.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü f ∈ C[0, d], ÷òî ìîæíî íàéòè îáîáùåííîå
ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1), (3), êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïåðâîé êðàåâîé
çàäà÷è (4), (5) äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà. Ãëàâà ñîñòîèò èç 4 ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâîäÿòñÿ
íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, äàåòñÿ ñïîñîá ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà ïîäîáëà-
ñòè Qsl, à òàêæå ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî K ¾îñîáûõ¿ òî÷åê, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîé-
ñòâà ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå L2(Q) â òåðìèíàõ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàòðèö,
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ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ è íóëè. Ââîäÿò-
ñÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, îáîá-
ùåííîãî è êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèé, ïðèâåäåíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõ-
ëå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû â ïàðàãðàôàõ 2.2

è 2.3 � ýòî Òåîðåìà 2.5 è Òåîðåìà 2.7.
Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ îáëàñòè Q, â êîòîðîé ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ çàäà÷à (4), (5), âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 2.1. Ïóñòü Q ⊂ Rn� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂Q =

⋃
i

X i (i = 1, . . . , N1), ãäå Xi� îòêðûòûå ñâÿçíûå â òîïîëîãèè ∂Q (n − 1)-

ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà C∞, n > 2. Ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè
x0 ∈ K = ∂Q\

⋃
i

Xi îáëàñòü Q äèôôåîìîðôíà n-ìåðíîìó äâóãðàííîìó óãëó, åñëè n > 3,

èëè ïëîñêîìó óãëó, åñëè n = 2.

Ïóñòü M ⊂ Rn �ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ h c öåëî÷èñ-
ëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM àääèòèâíóþ àáåëåâó ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ
ìíîæåñòâîìM, à ÷åðåç Qr � îòêðûòûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Q\

⋃
h∈M

(∂Q+h).

Ìíîæåñòâà Qr ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäîáëàñòÿìè, à ñîâîêóïíîñòü R âñåâîçìîæíûõ
ïîäîáëàñòåé Qr (r = 1, 2, . . .) íàçîâåì ðàçáèåíèåì îáëàñòè Q.

Ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ Rij, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (7), òåñíî ñâÿçàíû ñ
ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàçáèåíèÿ R.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî R íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî.

Ëåììà 2.1.
⋃
r

∂Qr =

( ⋃
h∈M

(∂Q+ h)

)⋂
Q.

Ëåììà 2.2.

1.
⋃
r

Qr = Q.

2. Äëÿ ëþáûõ Qr1 è h ∈ M ëèáî íàéäåòñÿ òàêîå Qr2 , ÷òî Qr2 = Qr1 + h, ëèáî
Qr1 + h ⊂ Rn \Q.

Ðàçáèåíèå R åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà êëàññû. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîäîáëàñòè Qr1 , Qr2 ∈ R ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð
h ∈M, äëÿ êîòîðîãî Qr2 = Qr1 + h. Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäîáëàñòè Qr ÷åðåç Qsl, ãäå s�
íîìåð êëàññà (s = 1, 2, . . .), à l�ïîðÿäêîâûé íîìåð äàííîé ïîäîáëàñòè â s-ì êëàññå.
Î÷åâèäíî, êàæäûé êëàññ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N = N(s) ïîäîáëàñòåé Qsl è
N(s) 6 ([diam Q] + 1)n.

Ââåäåì ìíîæåñòâî K:

K =
⋃

h1,h2∈M

{
Q ∩ (∂Q+ h1) ∩ [(∂Q+ h2) \ (∂Q+ h1)]

}
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî

Óñëîâèå 2.2.

µn−1(K ∩ ∂Q) = 0, K ⊂ K.
ãäå µn−1(·)�ìåðà Ëåáåãà íà (n− 1)-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè ∂Q.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç W k
2 (Q) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ

ôóíêöèé, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ L2(Q) è èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå
ïðîèçâîäíûå äî k-ãî ïîðÿäêà èç L2(Q). Â ïðîñòðàíñòâåW k

2 (Q) ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(u, v)Wk
2 (Q) =

∑
|α|6k

∫
Q

Dαu(x)Dαvdx,

ãäå α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + . . .+ αn, D
α = Dα1

1 . . . Dαn
n , Dj =

∂

∂xj
.

Îáîçíà÷èì W̊ k
2 (Q) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ

â Q ôóíêöèé C∞0 (Q) â ïðîñòðàíñòâåW k
2 (Q). Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ Óñëîâèÿ 2.1 W̊ 1

2 (Q) =
{u ∈ W 1

2 (Q) : u|∂Q\K = 0}, ãäå K = ∂Q \
⋃
i

Xi.

Îáîçíà÷èì W k
2,loc(Q) (k > 0) ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùåå

èç ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ L2(Q
′) è èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå äî k-

ãî ïîðÿäêà èç L2(Q
′), ãäå Q′ �ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè Q, ò. å.

Q′ b Q.
Ïóñòü α = k + σ, ãäå k > 0 öåëîå, 0 < σ < 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cα(Q) ïðîñòðàíñòâî

Ãåëüäåðà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â Q, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â Q âïëîòü
äî k-ãî ïîðÿäêà, ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖u‖Cα(Q) = ‖u‖Ck(Q) + max
|γ|=k

sup
x 6=y
|x− y|−σ|Dγu(x)−Dγu(y)|.

Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (4) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì â Q,
åñëè äëÿ ëþáîé u ∈ Ċ∞(Q)

Re

(
−

n∑
i,j=1

(RijQuxj)xi , u

)
L2(Q)

> c1‖u‖2W 1
2 (Q) − c2‖u‖

2
L2(Q), (8)

ãäå c1 > 0, c2 > 0 íå çàâèñÿò îò u.
Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (4) ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì. Êðàåâóþ çàäà÷ó (4), (5) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé Äèðèõëå
èëè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ. Êðàåâóþ çàäà÷ó (4),(6) áóäåì íàçûâàòü âòîðîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q), è
òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷åé, åñëè σ(x) 6≡ 0 (x ∈ ∂Q).

Ôóíêöèÿ u ∈ W̊ 1
2 (Q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4), (5), åñëè äëÿ

âñåõ v ∈ W̊ 1
2 (Q) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

n∑
i,j=1

(RijQuxj , vxi)L2(Q) = (f, v)L2(Q).

Â ïàðàãðàôå 2.2 ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé êðàåâîé çàäà÷è (4), (5), êîãäà äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà è ñèëüíî
ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà

LRQu = f(x) (x ∈ Q), (9)
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ãäå L = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
bij(x)

∂

∂xj
� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, bij = bji ∈ C∞(Rn) �

êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè (i, j = 1, . . . , n), bij(x) = bij(x + h) äëÿ ëþáûõ x ∈ Rn è
h ∈M , à ðàçíîñòíûé îïåðàòîð èìååò âèä Ru(x) =

∑
h∈M

ahu(x+ h), ah ∈ C.

Äëÿ çàäà÷è (9), (5) â ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëäåðà äîêàçàíà òåîðåìà î ãëàäêîñòè ðåøåíèé
â ïîäîáëàñòÿõ çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè òî÷åê K.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü óðàâíåíèå (9) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíê-
öèÿ ïðàâîé ÷àñòè f ∈ Cσ(Q), à u(x) � îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (9), (5).
Òîãäà u ∈ C2+σ(Qsl \ Kε) äëÿ ëþáîãî ε > 0 (s = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , N(s)).

Â ïàðàãðàôå 2.3 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè îáîá-
ùåííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà ãðàíèöå
ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå Ãåëüäåðà.

Ââåäåì ìàòðèöû Rijs ïîðÿäêà N(s)×N(s) ñ ýëåìåíòàìè

rijskl (x) =

{
aijh(x+ hsk), åñëè h = hsl − hsk ∈M,

0, åñëè h = hsl − hsk /∈M.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíòîâ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ∂Q \ K, ïî-
ïàâøèõ âíóòðü îáëàñòè Q ïîä äåéñòâèåì ñäâèãîâ h. Ââåäåì ìàòðèöû ïîðÿäêà J0 × J0,
ïîëó÷åííûå èç ìàòðèö Rijs(x) (s = p, q) âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ N(s) − J0 ñòðîê è
ñòîëáöîâ ðàâíû. Îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ïîðÿäêà J0×J0 ÷åðåç A′ijp, à ÷åðåç A′′ijs îáîçíà-
÷èì ìàòðèöû ïîðÿäêà J0× (N(s)−J0), ïîëó÷åííûå èç ìàòðèöû Rijs(x) âû÷åðêèâàíèåì
ïåðâûõ J0 ñòîëáöîâ è ïîñëåäíèõ N(s)− J0 ñòðîê (s = p, q).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Apl(x) ìàòðèöó ïîðÿäêà J0 × (J0 − 1), ïîëó÷åííóþ èç A′nnp(x) âû-
÷åðêèâàíèåì l-ãî ñòîëáöà è ââåäåì ìàòðèöû Sjs (j = 0, ..., n) ïî ôîðìóëàì

S0s(x) =
n−1∑
i=1

(−1)µ(s)[(A′inp)xi(A
′
nnp)

−1A′′nns − (A′′ins)xi ]+

+
n∑
i=1

(−1)µ(s)[A′nip((A
′
nnp)

−1A′′nns)xi + A′inp((A
′
nnp)

−1A′′nns)xi ],

Sjs(x) = (−1)µ(s)[A′njp(A
′
nnp)

−1A′′nns + A′jnp(A
′
nnp)

−1A′′nns−
− A′′njs − A′′jns] (j = 1, . . . , n− 1),

Sns(x) = (−1)µ(s)+1A′′nns,

ãäå µ(p) = 2, µ(q) = 1.

Óñëîâèå 2.3. Ïóñòü f ∈ Cσ(Q), è ïóñòü u ∈ W̊ 1
2 (Q) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (4), (5). Òîãäà u ∈ C2+σ(Qsl \ Kε) äëÿ ëþáîãî ε > 0 (s = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , N(s)).

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü Q ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ Óñëîâèþ 2.1.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (4) ñèëüíî ýëëèï-
òè÷åñêîå, è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ Óñëîâèÿ 2.2 è 2.3.
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Òîãäà äëÿ çàäàííîãî l (1 6 l 6 J0) îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x) êðàåâîé çàäà÷è (4), (5)

ïðèíàäëåæèò C2+σ(Ba(yl)) äëÿ ëþáîãî f ∈ Cσ(Q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
êàæäîãî x ∈ γ ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèö Sjs(x) (s = p, q; j = 0, . . . , n) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû Apl(x).

Â êîíöå ïàðàãðàôà 2.3 äàåòñÿ ïðèìåð óðàâíåíèÿ, èëëþñòðèðóþùèé ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû.
Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâÿùåí ÷àñòíîìó ñëó÷àþ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíå-

íèÿ, äëÿ êîòîðîãî óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå â ïðîñòðàíñòâå Ãåëüäåðà.

Ãëàâà 3 ñîñòîèò èç 3 ïàðàãðàôîâ. Â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ
ðåøåíèé âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëü-
íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ïàðàãðàôå 3.1 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà
çàäà÷è, ðàññìîòðåíû îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ãëàäêîñòè. Ðåøåíèå çàäà÷è ââîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåí-
íîé íà ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (Q) ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû. Îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû îïå-
ðàòîðà äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå êîýðöèòèâíîñòü ýòîé ôîðìû.

Ââåäåì ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó aR[u, v] â L2(Q) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(aR) =
W 1

2 (Q) ïî ôîðìóëå

aR[u, v] =
n∑

i,j=1

(RijQuxj , vxi)L2(Q) + (σu, v)L2(∂Q).

Ôóíêöèþ u(x) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (4),(6), åñëè
u ∈ W 1

2 (Q) è äëÿ âñåõ v ∈ W 1
2 (Q) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

aR[u, v] = (f, v)L2(Q).

Äëÿ âòîðîé (òðåòüåé) êðàåâîé çàäà÷è â ïàðàãðàôå 3.2 äîêàçàíà ïðèíàäëåæíîñòü
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâàìW k+2

2 (Qsl\Kε) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ f ∈ W k

2 (Q) (k > 0). Èñïîëüçóÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèíàä-
ëåæíîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4),(6) ïðîñòðàíñòâó Ãåëüäåðà ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïîêàçàòåëåì ãëàäêîñòè.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü óðàâíåíèÿ (4) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå. Ïóñòü u(x)� îáîáùåííîå
ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4),(6), σ ∈ Ck+1(∂Q) è f ∈ W k

2 (Q) (k > 0). Òîãäà îáîáùåííîå
ðåøåíèå u ∈ W k+2

2 (Qsl \ Kε) äëÿ êàæäîãî ε > 0 (s = 1, 2 . . . ; l = 1, . . . , N(s)).

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïîêàçàíî, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ìî-
æåò èìåòü ðàçðûâû íà ãðàíèöå ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé, ââèäó ÷åãî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ãëàä-
êîñòè ðåøåíèÿ òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ îïå-
ðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëàäêîñòè ðåøåíèé
íà ãðàíèöå ïîäîáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå Ãåëüäåðà â òåðìèíàõ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäå-
ëèòåëåé íåêîòðûõ ìàòðèö, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ
îïåðàòîðîâ è íóëè. Èñïîëüçóåìûå ìàòðèöû èìåþò äîâîëüíî ãðîìîçäêèé âèä. Ïîäðîá-
íûé âûâîä ïðèâåäåí â äèññåðòàöèè: ñîîòíîøåíèÿ (3.36)�(3.60).

Óñëîâèå 3.2. Ïóñòü f ∈ Cα(Q). Ïóñòü u(x) ∈ W 1
2 (Q) � îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé

çàäà÷è (4),(6). Òîãäà u ∈ C2+α(Qsl \ Kε) äëÿ ëþáîãî ε > 0 (s = 1, 2, ...; l = 1, ..., N(s)).
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Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü óðàâíåíèå (4) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå è âûïîëíåíî Óñëîâèå 3.2.
Òîãäà äëÿ çàäàííîãî l (1 6 l 6 J0) îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x) êðàåâîé çàäà÷è (4), (6)
ïðèíàäëåæèò C2+α(Bδ(y

l)) äëÿ ëþáîé f ∈ Cα(Q) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

det Λj
lk = 0 (j = 1, ..., n; k = 1, ...,m(j)), (10)

detRlk = 0 (k = 1, ..., N(p) +N(q)− 2J0), (11)

detαijlk = 0 (i = 1, ..., n− 1; j = 1, ..., n; k = 1, ...,m(j)), (12)

det βilk = 0 (i = 1, ..., n− 1; k = 1, ..., N(p) +N(q)− 2J0), (13)

detψlk = 0 (k = 1, ..., N(q)), (14)

det θilk = 0 (i = 1, ..., n− 1; k = J0 + 1, ..., N(p)), (15)

ãäå m(n) = J0, m(j) = N(p) +N(q)− J0 (j = 1, ..., n− 1).

Â êîíöå ïàðàãðàôà 3.3 ïðèâåäåíû ïðèìåðû, â îäíîì èç êîòîðûõ óñëîâèÿ ãëàäêîñòè
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Ãåëüäå-
ðà âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ðåøåíèå ñîõðàíÿåò ãëàäêîñòü íà ýòîé ãðàíèöå â ïðîñòðàíñòâå
Ñîáîëåâà. Â äðóãîì ïðèìåðå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé, ãàðàíòè-
ðóþùèõ ãëàäêîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, íåäîñòàòî÷íî äëÿ ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ â C2+α(Bδ(y

l)).
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Ä. À. Íåâåðîâà

Ãëàäêîñòü ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Àííîòàöèÿ

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèå, êðîìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïåðàòîðû ñäâèãà. Îñíîâíîå ìåñòî óäåëÿåòñÿ èçó÷å-
íèþ ãëàäêîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
â øêàëàõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è ïðîñòðàíñòâ Ãåëü-
äåðà. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé, èññëåäîâàí
âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à Äèðèõëå, çàäà÷à Íåéìàíà èëè òðåòüÿ êðà-
åâàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé. Êðîìå òîãî, èçó÷åíà ãëàäêîñòü îáîá-
ùåííûõ ðåøåíèé ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà. Ïîëó÷åíû óñëî-
âèÿ íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, ãàðàíòèðóþùèå ãëàäêîñòü ðåøåíèé â
íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòÿõ, à òàêæå íà ãðàíèöå ýòèõ ïîäîáëàñòåé.

D. A. Neverova

Smoothness of solutions to boundary value problem of functional-di�erential

equations

Abstract

In this thesis di�erential-di�erence equations of the second order are studied. The main focus
is on the studying of smoothness of solutions to boundary-value problems for di�erential-
di�erence equations in the spaces of continuously di�erentiable functions and Hölder spaces.
In the one-dimensional case, conditions, for which the Dirichlet problem, the Neumann
problem, or the third boundary value-problem for a di�erential-di�erence equation will
have a classical solution for any continuous right-hand side, were obtained. Moreover, the
smoothness of generalized solutions of the �rst, second, and third boundary value problems
for strongly elliptic di�erential-di�erence equations in Hölder spaces is studied. Conditions
on the coef�cients of di�erence operators that guarantee the smoothness of solutions in some
subdomains, as well as on the boundary of these subdomains were obtained.
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