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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

ut + uxxx + uxyy + uux = f(t, x, y) (1)

(u = u(t, x, y)). Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ ìíîãîìåðíîãî îáîáùåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

ut + uxxx + uux = f(t, x),

îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå îäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ âîëí â ñðåäàõ ñ äèñïåðñèåé.

Âïåðâûå óðàâíåíèå (1) áûëî âûâåäåíî â ðàáîòå Çàõàðîâà Â.Å. è Êóçíåöîâà Å.À. 1 äëÿ îïè-

ñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåéíûõ èîííî-çâóêîâûõ âîëí â ïëàçìå, ïîìåùåííîé â ìàãíèòíîå

ïîëå, è â äàëüíåéøåì ïîëó÷èëî íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà. Ýòî óðàâíåíèå ÿâ-

ëÿåòñÿ ìîäåëüíûì äëÿ îïèñàíèÿ âîëí, äâèãàþùèõñÿ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè è èñïûòûâàþ-

ùèõ ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè.

Èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà íà÷àëîñü ñ 60-õ

ãîäîâ XX âåêà. Çà ïðîøåäøåå âðåìÿ â òðóäàõ òàêèõ ìàòåìàòèêîâ, êàê R. Temam, J.-C. Saut,

T. Kato, J. Bona, Ñ.Í. Êðóæêîâ, À.Â. Ôàìèíñêèé, J. Ginibre, Y. Tsutsumi, C. Kenig, G. Ponce,

L. Vega, J. Bourgain, T. Tao, J. Colliander è ìíîãèõ äðóãèõ áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ ðàçðåøèìîñòè

è êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà ðàçðàáîòàíà çíà÷èòåëüíî ìåíü-

øå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû íà÷èíàÿ ñ 90-õ ãîäîâ XX âåêà â òðóäàõ òàêèõ ìàòå-

ìàòèêîâ, êàê J.C. Saut 2, À.Â. Ôàìèíñêèé, F. Linares, A. Pastor 3, R. Temam 4, Í.À. Ëàðüêèí,

1 Çàõàðîâ Â.Å., Êóçíåöîâ Å.À., Î òðåõìåðíûõ ñîëèòîíàõ // Æóðí. ýêñïåð. òåîðåò. ôèç., 1974. �
66, � 2. � Ñ. 594�597.

2Saut J.-C. Sur quelques g�en�eralizations de l'equation de Korteweg�de Vries// J. Math. Pures Appl.,
1979. � V. 221, � 1. � P.21�61.

3Linares F., Pastor A. Well-posedness for the 2D modi�ed Zakharov�Kuznetsov equation // SIAM J.
Math. Anal., 2009. � V. 41. � 4. � P. 1323-1339.

4Saut J.-C., Temam R. An initial boundary-value problem for the Zakharov�Kuznetsov equation//
Adv. Di�erential Equ., 2010. � 15, � 11�12. � Ñ. 1001�1031.
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Ã.Ã. Äîðîíèí 5 è äðóãèõ, íî ýòà òåîðèÿ äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ. Îñíîâíûå òðóäíîñòè ïî ñðàâíå-

íèþ ñ óðàâíåíèåì Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà, ðàçóìååòñÿ, ëåæàò â ïåðåõîäå ñ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòü.

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà â ðàáîòàõ Ñ.Í. Êðóæêî-

âà 6, À.Â. Ôàìèíñêîãî 7 è T. Kato 8 áûëî îáíàðóæåíî ñâîéñòâî ïîâûøåíèÿ èõ âíóòðåííåé

ðåãóëÿðíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íà÷àëüíîé ôóíêöèè,

êîòîðàÿ ñàìà ìîæåò îñòàâàòüñÿ íåðåãóëÿðíîé. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ Ñ.Í. Êðóæêîâà è

À.Â. Ôàìèíñêîãî äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà áûëî äîêàçàíî, ÷òî

åñëè u0 ∈ L2(R) è xαu0 ∈ L2(R+) äëÿ íåêîòîðîãî α > 0 (ôóíêöèÿ f òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íåêî-

òîðûì óñëîâèÿì), òî ðåøåíèå u(t, x) îáëàäàåò îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ∂nxu äî ïîðÿäêà

n 6 2α + 1 ïðè t > 0. Äëÿ n < 2α − 1/2 ýòè ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, ïðè÷�åì

äëÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè â íîðìàõ Ã�åëüäåðà. Åñëè äîïîëíèòåëüíî

òåì æå ñâîéñòâîì, ÷òî è ñàìà íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò åå ïðîèçâîäíàÿ u′0, òî ïîðÿäîê

âñåõ óïîìÿíóòûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæåò áûòü óâåëè÷åí íà åäèíèöó. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â

ñëó÷àå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è íà ïîëóîñè R+ áûëè óñòàíîâëåíû â ðàáîòå À.Â. Ôàìèíñêîãî

9.

Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ Ñ.Í. Êðóæêîâà è À.Â. Ôàìèíñêîãî äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�

äå Ôðèçà è èõ îöåíêàõ â íîðìàõ Ã�åëüäåðà ïðèìåíÿåòñÿ èäåÿ îáðàùåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà ∂t + ∂3
xxx. Ýòî

ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õîðîøî èçó÷åííóþ ôóíêöèþ Ýéðè.

Â îòëè÷èå îò îïåðàòîðà ∂t + ∂3
xxx ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà ∂t +

∂3
xxx + ∂3

xyy (ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà) èññëåäî-

âàíû ãîðàçäî ìåíüøå, â ÷àñòíîñòè, åãî ïîâåäåíèå ïðè |x| → +∞ ðàíåå èçó÷åíî íå áûëî.

5Doronin G.G., Larkin N.A. Stabilization of regular solutions for the Zakharov�Kuznetsov equation
posed on bounded rectangles and on a strip// Proc. Edinburgh Math. Soc., 2015. � DOI:
10.1017/S0013091514000248. � P. 1�22.

6Êðóæêîâ Ñ.Í., Ôàìèíñêèé À.Â. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�
äå Ôðèçà // Ìàòåì. ñá., 1983. � Ò. 120(162). � 3. � Ñ. 396-425.

7Ôàìèíñêèé À.Â. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà è åãî îáîáùåíèé // Òðóäû
ñåì. èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî., 1988. � Âûï. 13. � Ñ. 56-105.

8Kato T. On the Cauchy problem for the (generalized) Korteweg�de Vries equation// Stud. Appl.
Math., Adv. Math. Suppl. Stud., 1983. � V. 8. � P. 93�128.

9Ôàìèíñêèé À.Â. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à â ïîëóïîëîñå äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà è åãî
îáîáùåíèé// Òðóäû ÌÌÎ., 1988. � 51. � Ñ. 54�94.
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Ïåðâûé ðåçóëüòàò î âíóòðåííåé ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�

Êóçíåöîâà áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå J.L. Levandosky10. Â íåé ðåçóëüòàò î ïîâûøåíèè ãëàäîñòè

áûë ïîëó÷åí äëÿ ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ àïðèîðè îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì äî øåñòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ïðèíàäëåæàùèìè ïðîñòðàíñòâó

L2 ñ íåêîòîðûì ñòåïåííûì âåñîì ïðè x → +∞. Ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíûõ ðåøåíèé áûëî

äîêàçàíî òîëüêî ëîêàëüíî ïî âðåìåíè ïðè íà÷àëüíîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H6 ñ ñî-

îòâåòñòâóþùèì âåñîì. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ è èõ îöåíêàõ â

íîðìàõ Ã�åëüäåðà íå ðàññìàòðèâàëèñü.

Öåëè èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ âíóòðåííåé ðåãóëÿðíîñòè ñëàáûõ ðå-

øåíèé çàäà÷è Êîøè â ñëîå ΠT = {(t, x, y) : 0 < t < T, (x, y) ∈ R2} ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u
∣∣
t=0

= u0(x, y) (2)

ïðè x ∈ R2 è íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè Π+
T = {(t, x, y) : 0 < t < T, x > 0, y ∈ R} ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2) ïðè x ≥ 0, y ∈ R è êðàåâûì óñëîâèåì

u
∣∣
x=0

= u1(t, y), 0 ≤ t ≤ T, y ∈ R (3)

(âåçäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî) äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�

Êóçíåöîâà (1)â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íåðåãóëÿðíîé íà÷àëüíîé

ôóíêöèè è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Â ðàáîòå òàêæå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà ∂t + ∂3
xxx +

∂3
xyy è ãëîáàëüíàÿ êîððåêòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþùèõ íà áåñ-

êîí÷íîñòè ôóíêöèé.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ

Èññëåäîâàíèå íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíî îñíîâàíî íà ñî÷åòàíèè íåëèíåéíûõ èí-

òåãðàëüíûõ îöåíîê ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, îáðàùåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è

10Levandosky J.L. Smoothing properties of nonlinear dispersive equations in two spatial dimensions//
J. Di�erential Equ., 2001. � 175, � 2. � Ñ. 275�301.
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èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà. Â ïîñëåäíåì ñëó-

÷àå ïðè èçó÷åíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðâ ∂t +∂3
xxx +∂3

xyy

ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1) Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà, ïîðÿäîê êîòîðûõ çàâèñèò îò

ñêîðîñòè óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íåðåãóëÿðíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè è ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-

íåíèÿ. Â ñëó÷àå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîñòðîåíû âïëîòü äî

ïðîñòðàíñòâåííîé ãðàíèöû, âñå îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå � ñòðîãî âíóòðè ðàññìàòðèâàåìûõ

îáëàñòåé.

2) Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñòðîãî âíóòðè ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé íåïðåðûâíûõ ïðî-

èçâîäíûõ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�

Êóçíåöîâà. Ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ è èõ îöåíêè â íîðìàõ Ã�åëüäåðà çàâèñÿò îò ñêîðîñòè óáû-

âàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íåðåãóëÿðíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

3) Îöåíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∂t + ∂3
xxx + ∂3

xyy.

4) Ãëîáàëüíàÿ êîððåêòíîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà â

ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1) Ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñëàáûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà íå èìåþò àíàëîãîâ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ

çàäà÷è Êîøè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óñèëèâàþò è óòî÷íÿþò èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû.

2) Ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà è îöåíêè ýòèõ ïðîèçâîäíûõ â

íîðìàõ Ã�åëüäåðà ïîëó÷åíû âïåðâûå.

3) Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

∂t + ∂3
xxx + ∂3

xyy ïðîâåäåíî âïåðâûå. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè êëàññè÷åñêèõ

îöåíîê ôóíêöèè Ýéðè.

4) Òåîðåìà î ãëîáàëüíîé êîððåêòíîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�

Êóçíåöîâà â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè
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ôóíêöèé ðàíåå íå áûëà èçâåñòíà. Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò óæå áûë

óñòàíîâëåí.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàçâèòûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû èçó÷åíèÿ ñâîéñòâà ïîâûøåíèÿ âíóòðåííåé ãëàäêîñòè ñëà-

áûõ ðåøåíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ êëàññîâ êâàçèëèíåéíûõ ýâî-

ëþöèîííûõ óðàâíåíèé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ èìåþò ðåçóëüòàòû î

ñâîéñòâàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∂t + ∂3
xxx + ∂3

xyy, êîòî-

ðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èçó÷åíèè øèðîêîãî êðóãà âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ óðàâíåíèåì

Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà è åãî îáîáùåíèÿìè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþøèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

• ñåìèíàð êàôåäðû íåëèíåéíîãî àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ÐÓÄÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññî-

ðà À.Â. Àðóòþíîâà;

• ñåìèíàð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÐÓÄÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ë. Ñêó-

áà÷åñêîãî;

• ñêìèíàð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ

Â.Â. Æèêîâà, Å.Â. Ðàäêåâè÷à, À.Ñ. Øàìàåâà, Ò.À. Øàïîøíèêîâîé;

• Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ, Òåî-

ðèÿ ôóíöèé, Íåëèíåéíûé àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ�, ÐÓÄÍ, Ìîñêâà, 2013;

• The Seventh International Conference on Di�erential and Functional Di�erential Equations,

ÐÓÄÍ, Ìîñêâà, 2014;

•Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Quasilinear Equations, Inverse Problems and Their Applications�,

ÌÔÒÈ, Äîëãîïðóäíûé, 2015.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáîòàõ, èç íèõ 4 ñòàòüè â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ,

âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ, è 2 òåçèñîâ äîêëàäîâ íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 38

íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 105 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
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Âî ââåäåíèè äàåòñÿ èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè è ôîðìóëèðóþòñÿ

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Òàì æå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïîëîæèì R2
+ = {(x, y) : x > 0}, R2

− = {(x, y) : x < 0}, BT = (0, T ) × R, L2 = L2(R2),

L2,+ = L2(R2
+), W k

2 = W k
2 (R2), W k

2,+ = W k
2 (R2

+), Hk = Hk(R2), Hk
+ = Hk(R2

+). Ïóñòü

|Dkφ| =
(∑
|ν|=k

(∂νφ)2
)1/2

, |Dφ| = |D1φ|.

Äëÿ ëþáîãî α ∈ R ïîëîæèì

Lα2 = {φ(x, y) ∈ Lloc2 (R2) : φ ∈ L2(R2
−), (1 + x)αφ ∈ L2,+},

Lα2,+ = {φ(x, y) ∈ Lloc2 (R2
+) : (1 + x)αφ ∈ L2,+},

H1,α = W 1,α
2 = {φ(x, y) ∈ Lα2 ∩W

1,loc
2 (R2) : φx, φy ∈ Lα2},

H1,α
+ = W 1,α

2,+ = {φ(x, y) ∈ Lα2,+ ∩W
1,loc
2 (R2

+) : φx, φy ∈ Lα2,+}.

è ââåäåì íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ åñòåñòâåííûå íîðìû. Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ êðàåâûõ óñëîâèé

áóäåì èñïîëüçîâàòü àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà äðîáíîãî ïîðÿäêà: äëÿ s1, s2 ≥ 0

ïîëîæèì

Hs1,s2(R2) = {µ(t, y) : (1 + |ξ1|s1 + |ξ2|s2)µ̂(ξ1, ξ2) ∈ L2(R2)},

ãäå ñèìâîëîì µ̂ îáîçíà÷åíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè µ. Äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ R2 ÷åðåç

Hs1,s2(Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñóæåíèé íà Ω ôóíêöèé èç Hs1,s2(R2) ñ åñòåñòâåííîé íîð-

ìîé.

Äëÿ δ ∈ [0, T ), x0 ∈ R ïîëîæèì Πδ,x0
T = (δ, T )× (x0,+∞)× R (â ÷àñòíîñòè, Π+

T = Π0,0
T ),

Lα2,x0 = {φ(x, y) : (1 + x− x0)αφ ∈ L2

(
(x0,+∞)× R

)
}
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(â ÷àñòíîñòè, Lα2,+ = Lα2,0),

λ(f ;T ) = sup
x1∈R

∫ T

0

∫ x1+1

x1

∫
R
f 2 dydxdt

λ(f ;T, δ, x0) = sup
x1>x0

∫ T

δ

∫ x1+1

x1

∫
R
f 2 dydxdt.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Xα(ΠT ) ïðè α > 0, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f(t, x, y) òàêèõ,

÷òî

f ∈ Cw([0, T ];Lα2 ), λ(|Df |;T ) <∞,

à åñëè α > 0, òî äîïîëíèòåëüíî

|Df | ∈ L2(0, T ;L
α−1/2
2,+ )

(ñèìâîë Cw îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ñëàáî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé).

×åðåç Xα(Πδ,x0
T ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f(t, x, y) òàêèõ, ÷òî

f ∈ Cw([δ, T ];Lα2,x0), λ(|Df |;T, δ, x0) <∞,

à åñëè α > 0, òî äîïîëíèòåëüíî

|Df | ∈ L2(δ, T ;L
α−1/2
2,x0

)

(â ÷àñòíîñòè, Xα(Π+
T ) = Xα(Π0,0

T )).

Ââåäåì òàêæå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé

K1(ΠT ) = {u ∈ C([0, T ];H1) ∩ L3(0, T ;C1
b ) ∩ L2(Rx;Cb(BT )),

∂jxu ∈ Cb(Rx;H(2−j)/3,2−j(BT )), 0 ≤ j ≤ 2}.
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è

K1(Π+
T ) = {u ∈ C([0, T ];H1

+) ∩ L2(0, T ;C1
b,+) ∩ L2(R+;Cb(BT )),

∂jxu ∈ Cb(R
x

+;H(2−j)/3,2−j(BT )), 0 ≤ j ≤ 2}.

Ñèìâîëîì Ck
b (Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ âñåìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè â Ω. Ïîëîæèì

Ck
b = Ck

b (R2), Ck
b,+ = Ck

b (R2

+), Cb(Ω) = C0
b (Ω).

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷åíî ïîâåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà

∂t + ∂3
xxx + ∂3

xyy íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðèâåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà îá îáðàùåíèè ëèíåéíîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà, à òàêæå óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ ëèíåàðèçèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà â êëàññå áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ

ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà ∂t + ∂3
xxx + ∂3

xyy çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

G(t, x, y) = θ(t)F−1
[
eit(ξ

3
1+ξ1ξ22)

]
≡ θ(t)

t2/3
S
( x

t1/3
,
y

t1/3

)
,

ãäå S(x, y) ≡ F−1
[
ei(ξ

3
1+ξ1ξ22)

]
, θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Íà÷àëî èññëåäîâàíèþ ôóíêöèè S áûëî

ïîëîæåíî â ñòàòüå 11, ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà è îãðà-

íè÷åíà íà R2. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè S.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ S(x, y) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà R2, â êàæäîé òî÷êå óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèÿì

3Sxx + Syy − xS = 0, Sxy − yS = 0

è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

S(x, y) = F−1
y

[
A(x+ ξ2

2)
]
(y) =

1

2π

∫
R
eiξ2yA(x+ ξ2

2) dξ2,

ãäå A(x) ≡ F−1
[
eiξ

3]
(x) � ôóíêöèÿ Ýéðè. Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáûõ x ∈ R è öåëîì k > 0 ôóíê-

11Ôàìèíñêèé À.Â. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà // Äèôô. óðàâí., 1995. � 31,
� 6. � Ñ. 1070�1081.
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öèÿ ∂kxS(x, y) ïî ïåðåìåííîé y ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà S(R). Áîëåå òîãî, ñó-

ùåñòâóåò êîíñòàíòà c0 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0 ∈ R, öåëîãî m > 0 è ìóëüòèèíäåêñà

ν

(1 + |y|)m|∂νS(x, y)| 6 c(m, |ν|, x0)e−c0(x−x0)3/2 ∀x > x0, ∀y ∈ R.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòî÷íÿåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè S ïðè x→ −∞.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî r ∈ [0, 2/3] è öåëîãî n ∈ [0, 2]

|∂nxS(x, y)|, |∂nyS(x, y)| 6 c(r)(1 + |y|)−r(1 + |x|)r+n/2−1/4 ∀x 6 0, ∀y ∈ R.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà òåîðåìàì î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ ïðîèçâîä-

íûõ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà-

Êóçíåöîâà.

Ðàíåå â ðàáîòå 12 áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) èç ïðî-

ñòðàíñòâà Xα(ΠT ) ïðè α > 0, u0 ∈ Lα2 , f ∈ L1(0, T ;Lα2 ) (åäèíñòâåííîñòü òàêèõ ðåøåíèé ïîêà

îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u0 ∈ Lα2 , f ∈ L1(0, T ;Lα2 ) äëÿ íåêîòîðîãî α > 1/2 è äîïîëíèòåëüíî

ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ∈ [1, 2α] òàêîå, ÷òî ∂νf ∈ L1(δ0, T ;L
α−|ν|/2
2 ) ïðè 1 6

|ν| 6 m äëÿ íåêîòîðîãî δ0 ∈ [0, T ), ïðè÷åì åñëè m = 2, òî α > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîå

ðåøåíèå u(t, x, y) çàäà÷è (1), (2) èç ïðîñòðàíñòâà Xα(ΠT ), êîòîðîå ïðè t > δ0 îáëàäàåò

îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu äî ïîðÿäêà |ν| 6 m + 1. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è

x0 ∈ R

∂νu ∈ Xα−|ν|/2(Πδ,x0
T

)
, 1 6 |ν| 6 m. (4)

Ãëîáàëüíàÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1), (2) â êëàññå K1(ΠT ) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå 11 ïðè

u0 ∈ H1, f ∈ L1(0, T ;H1). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé èç

äàííîãî êëàññà.

12Ôàìèíñêèé À.Â. Çàäà÷à Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà //Ìàòåì. ñá.
1989. � Ò. 180. � 9. � Ñ. 1183-1210.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü u0 ∈ H1,α, f ∈ L1(0, T ;H1,α) äëÿ íåêîòîðîãî α > 0. Òîãäà åñëè u(t, x, y) ∈

K1(ΠT ) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), òî ïðè |ν| ≤ 1

∂νu ∈ Xα
(
ΠT

)
. (5)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü óñëîâèÿ Òåîðåìû 2 âûïîëíåíû äëÿ α > 1/2 è äîïîëíèòåëüíî ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ∈ [2, 2α + 1] òàêîå, ÷òî ∂νf ∈ L1(δ0, T ;L
α−|ν|/2+1/2
2 ) ïðè 2 6 |ν| 6 m

äëÿ íåêîòîðîãî δ0 ∈ [0, T ). Òîãäà ñëàáîå ðåøåíèå u(t, x, y) çàäà÷è (1), (2) èç ïðîñòðàíñòâà

K1(ΠT ) îáëàäàåò ïðè t > δ0 îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu ïîðÿäêà |ν| 6 m+ 1. Ïðè ýòîì

äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è x0 ∈ R

∂νu ∈ Xα−|ν|/2+1/2
(
Πδ,x0
T

)
, 2 6 |ν| 6 m. (6)

Íèæåñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç ñîîòâåòñòâóþùåãî óáûâàíèÿ íà÷àëüíîé ôóíê-

öèè ïðè x→ +∞ äàæå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ãëàäêîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè ðåøåíèå çàäà÷è Êî-

øè ìîæåò ñòàòü ðàçðûâíûì çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ïðè f ≡ 0, ïóñòü

íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0 ∈ H1 èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü è ðàçðûâíà. Òîãäà â ñèëó Òåîðåìû 3

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è u ∈ K1(ΠT ) áåñêîíå÷íî äèôôôåðåíöè-

ðóåìîå ïðè t > 0. Ïîëîæèì v(t, x, y) = u(T − t,−x, y) ∈ K1(ΠT ). Òîãäà ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ (1) (f ≡ 0) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé

u(T,−x, y) ∈ H1 ∩C∞(R2). Îäíàêî ïðè t = T ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíûì. Àíàëîãè÷íûé

ïðèìåð ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè u0 ∈ L2 ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà îñíîâå

Òåîðåìû 1.

Ñëàáûå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) èçó÷àëèñü â ðàáîòå 13, â êîòîðîé áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ïðè u0 ∈ Lα2,+, u1 ∈ Hs/3,s(BT ), f ∈ L1(0, T ;Lα2,+) äëÿ íåêîòîðûõ α > 0 è s > 3/2

ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) èç ïðîñòðàíñòâà Xα(Π+
T ). Ïðè ýòîì, åñëè α > 1, òî

ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà ýòèõ ðåøåíèé, ïåðâîå èç êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ðåøåíèé

âïëîòü äî ãðàíèöû x = 0, à âòîðîå � ê ñòðîãî âíóòðåííåé ãëàäêîñòè.

13Faminskii A.V.Weak solutions to initial-boundary-value problems for quasilinear equations of an odd
order// Adv. Di�erential Equ., 2012. � 17, � 5�6. � Ñ. 421�470.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü u0 ∈ Lα2,+, u1 ∈ H2/3,2(BT ), f ∈ L2(0, T ;Lα2,+), ∂νf ∈ L2(δ0, T ;L
α−1/2
2,+ ) ïðè

|ν| = 1 äëÿ íåêîòîðûõ α > 1/2 è δ0 ∈ [0, T ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�

(3) u ∈ Xα(Π+
T ), îáëàäàþùåå ïðè t > δ0 îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu äî ïîðÿäêà |ν| ≤ 2,

ïðè÷åì ∂νu ∈ Xα−1/2(Πδ,0
T ) ïðè |ν| = 1 äëÿ ëþáîãî δ ∈ (δ0, T ).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 4 ïðè α > 1 è ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ñóùå-

ñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ∈ [2, 2α] òàêîå, ÷òî ∂νf ∈ L1(δ0, T ;L
α−|ν|/2
2,a ) äëÿ 2 ≤ |ν| ≤ m

è íåêîòîðîãî a > 0. Òîãäà åñëè u ∈ Xα(Π+
T ) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), òî îíî îá-

ëàäàåò ïðè t > δ0, x > a îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu äî ïîðÿäêà |ν| ≤ m + 1, ïðè÷åì

∂νu ∈ Xα−m/2(Πδ,x0
T ) ïðè 2 ≤ |ν| ≤ m äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è x0 > a.

Òåîðåìû 4 è 5 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè Òåîðåìû 1 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è. Ðàçäåëåíèå íà äâå òåîðåìû âûçâàíî âî-ïåðâûõ òåì, ÷òî â Òåîðåìå 4 âíóòðåííÿÿ

ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíà âïëîòü äî ãðàíèöû x = 0, â òî âðåìÿ êàê â Òåîðåìå 5 îíà

óñòàíîâëåíà ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè Π+
T , à âî-âòîðûõ òåì, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 5 ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì èç ñòàòüè 13 î åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

Xα(Π+
T ) ïðè α ≥ 1. Îòìåòèì, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ Òåîðåìîé 1 â Òåîðåìå 5 óäàëîñü ñíÿòü

äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå α > 1 ïðè m = 2.

Â ðàáîòå 14 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè u0 ∈ H1
+, u1 ∈ H2/3,2(BT ), f ∈ L2(0, T ;H1

+),

u1(0, y) ≡ u0(0, y), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) èç ïðîñòðàíñòâà

K1(Π+
T ). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ýòèõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü u0 ∈ H1,α
+ , u1 ∈ H2/3,2(BT ), f ∈ L2(0, T ;H1,α

+ ) äëÿ íåêîòîðîãî α > 0,

u1(0, y) ≡ u0(0, y). Òîãäà åñëè u ∈ K1(Π+
T ) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), òî ∂νu ∈ Xα(Π+

T )

ïðè |ν| ≤ 1.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 6 ïðè α > 1/2 è ïóñòü äîïîëíèòåëüíî

ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ∈ [2, 2α + 1] òàêîå, ÷òî ∂νf ∈ L1(δ0, T ;L
α−|ν|/2+1/2
2,a ) ïðè

2 ≤ |ν| ≤ m äëÿ íåêîòîðûõ δ0 ∈ [0, T ) è a > 0. Òîãäà åñëè u ∈ K1(Π+
T ) � ñëàáîå ðåøåíèå

çàäà÷è (1)�(3), òî îíî îáëàäàåò ïðè t > δ0, x > a îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu äî ïîðÿäêà

|ν| ≤ m+ 1, ïðè÷åì ∂νu ∈ Xα−|ν|/2+1/2(Πδ,x0
T ) ïðè 2 ≤ |ν| ≤ m äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è x0 > a.

14 Faminskii A.V. Nonlocal well-posedness of the mixed problem for the Zakharov�Kuznetsov equation//
J. Math. Sci., 2007. � 147,� 1. � Ñ. 6524�6537.
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Òåîðåìû 6 è 7 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè Òåîðåì 2 è 3 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è.

Â ïðèâåäåííûõ Òåîðåìàõ 1�7 ñëàáûå åøåíèÿ ñòðîÿòñÿ êàê ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ãëàäêèõ áûñòðî óáûâàþùèõ ïðè x → ∞ ðåøåíèé íà îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùèõ àïðèîðíûõ

îöåíîê. Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ óïî-

ìÿíóòûõ âûøå ðàáîò À.Â. Ôàìèíñêîãî 12 è J.L. Levandosky 10 . Â ñëó÷àå íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è ïîäîáíûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â íàñòîÿùåé ðàáîòå (ãëàäêèå ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå

â ðàáîòå 15 íå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïðè x→ +∞).

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî n ïóñòü ñèìâîë Kn(Π+
T ) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u(t, x, y) òàêèõ, ÷òî

∂mt u ∈ C
(
[0, T ];Hn−3m

+

)
, m 6 [n/3],

∂lxu ∈ Cb
(
R+;H(n−l+1)/3,n−l+1(BT )

)
, l 6 n+ 1,

∂mt ∂
l
x∂

j
yu ∈ L2

(
0, T ;Cb,+)

)
, 3m+ l + j 6 n,

∂mt ∂
l
x∂

j
yu ∈ L2

(
R+;Cb(BT )

)
, 3m+ l + j 6 n− 1.

Îïðåäåëèì òàêæå ñïåöèàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ôóíêöèé. Äëÿ

ëþáîãî β > 0 ïîëîæèì

Yβ(Π+
T ) = {u(t, x, y) : ueβx ∈ C([0, T ];L2,+), |Du|eβx ∈ L2(Π+

T )}

è ïóñòü äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n

Yβ,n(Π+
T ) = {u(t, x, y) : ∂mt ∂

νu ∈ Yβ(Π+
T ), 3m+ |ν| ≤ n}.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ äàííûõ íà ïðÿìîé (t, x) = (0, 0)

ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè: ïóñòü Φ0(x, y) ≡ u0(x, y), à äëÿ m > 1

15Faminskii A.V. Well posed initial-boundary value problems for the Zakharov�Kuznetsov equation//
Electronic J. Di�erential Equ., 2008. � � 1. � Ñ. 1�20.
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ïîëîæèì

Φm(x, y) ≡ ∂m−1
t f(0, x, y)− (∂3

x + ∂x∂
2
y)Φm−1(x, y)−

m−1∑
l=0

(
m− 1

l

)
Φl(x, y)∂xΦm−l−1(x, y)

)
x
.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)�(3) â ïðîñòðàíñòâàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé

áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü u0e
βx ∈ Hn

+ äëÿ íåêîòîðîãî β > 0, n = 3k è íàòóðàëüíîãî k, u1 ∈

Hk,n(BT ), f ∈ Zβ,n(Π+
T ), ïðè÷åì Φm(0, y) ≡ ∂mt u1(0, y) äëÿ ëþáîãî m < k. Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t, x, y) çàäà÷è (1)�(3) èç ïðîñòðàíñòâà Kn(Π+
T ) ∩ Yβ,n(Π+

T ).

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ

âèäà

ut + uxxx + uxyy + uux + (g(t, x, y)u)x = f(t, x, y).

Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå â Òåîðåìàõ 4 è 6 íà ôóíêöèþ u1 ìîæíî ñ÷èòàòü åñòåñòâåííûìè,

òàê êàê îíè èíäóöèðîâàíû ñâîéñòâàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∂t+∂
3
x+∂x∂

2
y â ñëåäóþ-

ùåì ñìûñëå. Ïóñòü v(t, x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè èç ïðîñòðàíñòâà Cb(Rt;H1(R2))

äëÿ óðàâíåíèÿ

vt + vxxx + vxyy = 0

ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé v0 ∈ H1(R2). Òîãäà ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû 11 äëÿ ëþáîãî x ∈ R

‖v(·, x, ·)‖Ḣ2/3,2(R2) = ‖(|ξ1|2/3 + |ξ2|2)v̂(ξ1, x, ξ2)‖
L
ξ1,ξ2
2 (R2)

∼ ‖∇v0‖L2(R2).

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíû ðåçóëüòàòû î íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ

ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà-Êóçíåöîâà.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü u0 ∈ Lα2 , f ∈ L∞ (0, T ;Lα2 ) äëÿ íåêîòîðîãî α > 3/4 òàêîãî, ÷òî ÷èñëî

(2α − 1/2) � íåöåëîå, ∂νf ∈ L∞(δ0, T ;L
α−|ν|/2
2 ) äëÿ 1 6 |ν| 6 2α è íåêîòîðîãî δ0 ∈ [0, T ),

m = [2α − 1/2], ν0 = [2α] ïðè α 6= 1, ν0 = 1 ïðè α = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå

çàäà÷è (1), (2) u(t, x, y) ∈ Xα(ΠT ), îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì (4) ïðè 1 6 |ν| 6 ν0, êîòîðîå

ïðè t > δ0 íåïðåðûâíî è îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu äî ïîðÿäêà |ν| 6 m− 1,
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ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ), x0 ∈ R

sup
(t,x,y)∈Π

δ,x0
T

|∂νu(t, x, y)| <∞, 0 6 |ν| 6 m− 1. (7)

Áîëåå òîãî, åñëè |ν| = m − 1, ε = 2α − m − 1/2, òî äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ), x0 ∈ R ïðè

x1, x2 > x0, y1, y2 ∈ R è t ∈ [δ, T ]

|∂νu(t, x1, y1)− ∂νu(t, x2, y2)| 6 c(|x1 − x2|ε−σ + |y1 − y2|ε−σ)

∀σ ∈ (0, ε); (8)

à åñëè |ν| = m− 1− j, j = 0, 1, 2, ε = 2α−m− 1/2 + j, òî äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ), x0 ∈ R ïðè

x > x0, y ∈ R è t, τ ∈ [δ, T ]

|∂νu(t, x, y)− ∂νu(τ, x, y)| 6 c|t− τ |
ε−σ
3 ∀σ ∈ (0, ε), (9)

ãäå êîíñòàíòû çàâèñÿò îò x0, δ0, σ, α.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü u0 ∈ H1,α, f ∈ L∞ (0, T ;H1,α) äëÿ íåêîòîðîãî α > 3/4 òàêîãî, ÷òî

÷èñëî (2α + 1/2) � íåöåëîå, ∂νf ∈ L∞(δ0, T ;L
α−|ν|/2+1/2
2 ) äëÿ 2 6 |ν| 6 2α + 1 è íåêîòîðîãî

δ0 ∈ [0, T ), m = [2α + 1/2]. Òîãäà ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) u(t, x, y) ∈ K1(ΠT ) ïðè

t > δ0 íåïðåðûâíî è îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu ïîðÿäêà |ν| 6 m− 1, ïðè÷åì

äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ), x0 ∈ R ñïðàâåäëèâà îöåíêà (7). Áîëåå òîãî, åñëè |ν| = m − 1, ε =

2α − m + 1/2, òî äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ), x0 ∈ R ïðè x1, x2 > x0, y1, y2 ∈ R è t ∈ [δ, T ]

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (8), à åñëè |ν| = m− 1− j, j = 0, 1, 2, ε = 2α−m+ 1/2 + j, òî äëÿ

ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è x0 ∈ R ïðè x > x0, y ∈ R è t, τ ∈ [δ, T ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (9), ãäå

êîíñòàíòû çàâèñÿò îò x0, δ0, σ, α.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà îáðàùåíèè ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è èñïîëüçîâà-

íèè ðàíåå óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà ∂t + ∂3
xxx + ∂3

xyy, ÷òî

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâîéñòâà (7) è (8). Îöåíêà (9) ñëåäóåò èç ýòèõ ñâîéñòâ íà îñíîâå îáùèõ

ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè 16 îá îöåíêå ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè ÷åðåç èçâåñòíûé

16Êðóæêîâ Ñ.Í., Ôàìèíñêèé À.Â Î ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé íåêîòîðûõ êëàññîâ íåñòà-
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ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äè-

âåðãåíòíîãî âèäà 1-ãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè.

Â äàííîé ãëàâå òàêæå óñòàíàâëèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ ïðîèç-

âîäíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîéíà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè Π+
T . Ýòè

ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ çàäà÷è Êîøè.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü u0 ∈ Lα2,+, u1 ∈ H2/3,2(BT ), f ∈ L∞(0, T ;Lα2,+) äëÿ íåêîòîðîãî α > 3/4

òàêîãî, ÷òî ÷èñëî (2α − 1/2) � íåöåëîå, ∂νf ∈ L∞(δ0, T ;L
α−|ν|/2
2,+ ) ïðè 1 6 |ν| 6 2α äëÿ

íåêîòîðîãî δ0 ∈ [0, T ), m = [2α − 1/2]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå u(t, x, y) çàäà÷è

(1)�(3) èç ïðîñòðàíñòâà Xα(Π+
T ), òàêîå ÷òî ux, uy ∈ Xα−1/2

(
Πδ,0
T

)
äëÿ ëþáîãî δ ∈ (δ0, T ).

Ïðè t > δ0 è x > 0 ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî è îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂νu

äî ïîðÿäêà |ν| 6 m − 1, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è x0 > 0 äëÿ 0 6 |ν| 6 m − 1

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (7). Áîëåå òîãî, åñëè |ν| = m− 1, ε = 2α−m− 1/2, òî äëÿ ëþáûõ

δ ∈ (δ0, T ), x0 > 0 ïðè x1, x2 > x0, y1, y2 ∈ R è t ∈ [δ, T ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (8), à åñëè

|ν| = m − 1 − j, j = 0, 1, 2, ε = 2α −m − 1/2 + j, òî äëÿ ëþáûõ x > x0, y ∈ R è t, τ ∈ [δ, T ]

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (9).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü u0 ∈ H1,α
+ , u1 ∈ H2/3,2(BT ), u0(0, y) ≡ u1(0, y), f ∈ L∞(0, T ;H1,α

+ ) äëÿ

íåêîòîðîãî α > 3/4 òàêîãî, ÷òî ÷èñëî (2α+1/2) � íåöåëîå, ∂νf ∈ L∞(δ0, T ;L
α−|ν|/2+1/2
2,+ ) äëÿ

2 6 |ν| 6 2α+1 è íåêîòîðîãî δ0 ∈ [0, T ), m = [2α+1/2]. Òîãäà ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)

u(t, x, y) ∈ K1(Π+
T ) ïðè t > δ0 è x > 0 íåïðåðûâíî è îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè

∂νu äî ïîðÿäêà |ν| 6 m − 1, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è x0 > 0 äëÿ 0 6 |ν| 6 m − 1

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (7). Áîëåå òîãî, åñëè |ν| = m− 1, ε = 2α−m+ 1/2, òî äëÿ ëþáûõ

δ ∈ (δ0, T ) è x0 > 0 ïðè x1, x2 > x0, y1, y2 ∈ R è t ∈ [δ, T ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (8), à åñëè

|ν| = m−1− j, j = 0, 1, 2, ε = 2α−m+ 1/2 + j, òî äëÿ ëþáûõ δ ∈ (δ0, T ) è x0 > 0 ïðè x > x0,

y ∈ R è t, τ ∈ [δ, T ] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (9).

Åñëè α > 1, òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé â êëàññå Xα(Π+
T ) ïîñòðîåííîå â Òåîðåìå 11

ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îáëàäàåò òàêæå ñâîéñòâàìè ðåøåíèÿ èç Òåîðåìû 5 äëÿ

a = 0. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèå èç Òåîðåìû 12 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðåøåíèé èç Òåîðåì 6 è 7

äëÿ a = 0.

öèîíàðíûõ óðàâíåíèé// Âåñòíèê Ìîñê. óí-òà, ñåð. 1, Ìàòåìàòèêà, Ìåõàíèêà., 1983. � 3. � Ñ. 29�34.
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Àíòîíîâà À.Ï.

Ñâîéñòâà ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà-Êóçíåöîâà

Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïîâûøåíèè âíóòðåííåé ãëàäêîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè

è íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà-Êóçíåöîâà. Áûëè äîêàçàíû òåîðåìû î

ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé è èõ íåïðåðûâíîñòè.

Antonova A.P.

Properties of solutions of boundary value problems for the equation of Zakharov-Kuznetsov

Abstract

The paper considers the issue of enhancing the internal smoothness of solutions of the Cauchy

problem and initial-boundary value problem for the equation of Zakharov-Kuznetsov. Were proved

theorems on the existence of generalized derivatives of solutions and their continuity.
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