
Математика
УДК 515.142.5, 515.143

Рациональный гомотопический тип обратных систем в
категории T2

В. В. Марченко
Кафедра математического анализа и теории функций

Российский университет дружбы народов
ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, 117198, Россия

Преимуществом подхода Квиллена к построению теории рационального гомотопиче-
ского типа для категории T2 односвязных топологических пространств и установлению
ее связи с алгебраическими структурами является функториальность. Это позволяет
обобщить теорию на случай обратных систем.

В настоящей статье определяется понятие рационального гомотопического типа об-
ратных систем односвязных топологических пространств. Доказывается его эквивалент-
ность рациональным гомотопическим теориям обратных систем некоторых алгебраиче-
ских категорий.
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1. Введение
В 60–70-х годах XX века была построена теория рационального гомотопиче-

ского типа, авторами которой считаются Д.Квиллен [1] и Д. Сулливан [2], хотя
вклад в её создание внесли многие видные топологи мира.

Рациональная гомотопическая теория есть изучение топологических прост-
ранств по модулю кручения. Это означает, что топологическое пространство 𝑋
заменяется другим, более простым — так называемым Q-пространством 𝑋0, гомо-
топические группы 𝜋*(𝑋0) которого являются векторными пространствами над Q
и изоморфны группам 𝜋*(𝑋)⊗Q. При этом для некоммутативной группы 𝜋1(𝑋)
группа 𝜋1(𝑋)⊗Q понимается как пополнение по Мальцеву.

Важный результат работы Сулливана — установление эквивалентности между
Q-пространствами и так называемыми минимальными Q-алгебрами, преимуще-
ство которых состоит в простоте вычислений. Эти алгебры полностью определя-
ют рациональный гомотопический тип нильпотентных пространств. Недостаток
построения состоит в том, что эта связь не является функториальной1.

Квилленом рассмотрены следующие категории, на которых он вводит струк-
туру замкнутой модельной категории2:
1) T2 — категория односвязных топологиеских пространств с отмеченной точкой

и непрерывных отображений, сохраняющих отмеченную точку;
2) S2 — категория 2-редуцированных симплициальных множеств (полная подка-

тегория категории симплициальных множеств, состоящая из таких 𝐾, что 𝐾𝑞

содержит лишь вырожденный симплекс для 𝑞 = 0, 1);
3) (𝑆𝐺𝑃 )1 — категория редуцированных симплициальных групп (полная подка-

тегория категории сиплициальных групп, состоящая из таких 𝐺, что 𝐺0 =
{𝑒0});

4) (𝑆𝐶𝐻𝐴)1 — категория редуцированных симплициальных полных алгебр Хопфа
над Q;

5) (𝑆𝐿𝐴)1 — категория редуцированных симплициальных алгебр Ли над Q;

Статья поступила в редакцию 25 мая 2011 г.
1Функториальной она становится лишь на уровне гомотопических категорий.
2Будет описана ниже.
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6) (𝐷𝐺𝐿)1 — категория редуцированных дифференциальных градуированных
алгебр Ли над Q;

7) (𝐷𝐺𝐶)2 — категория 2-редуцированных дифференциальных градуированных
(кокоммутативных, коассоциативных) коалгебр над Q.

Для каждой из этих категорий 𝐾 Квиллен строит локализацию 𝐻𝑜Q𝐾 =
𝑆−1𝐾, где 𝑆 — семейство рациональных гомотопических эквивалентностей, т. е.
таких отображений 𝑓 , что 𝜋*𝑓 ⊗Z Q есть изоморфизм.

Квилленом построена цепочка сопряженных функторов

T2

𝐸2𝑆𝑖𝑛𝑔
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←−−−
||
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𝑁*

−→←−
𝑁
(𝐷𝐺𝐿)1

ℒ
−→←−
𝒞
(𝐷𝐺𝐶)2,

которые индуцируют сопряженные эквивалентности

𝐻𝑜QT2

𝐸2𝑆𝑖𝑛𝑔
−−−→
←−−−̃︀|| 𝐻𝑜QS2

̃︀𝐺
−→←−̃︁𝑊 𝐻𝑜Q(𝑆𝐺𝑃 )1

̃︀̂︀𝑄
−→←−̃︀𝒢 𝐻𝑜Q(𝑆𝐶𝐻𝐴)1

̃︀̂︀𝑈
−→←−̃︀𝒫

−→
←−𝐻𝑜Q(𝑆𝐿𝐴)1

̃︁𝑁*
−→←−̃︀𝑁 𝐻𝑜Q(𝐷𝐺𝐿)1

̃︀ℒ
−→←−̃︀𝒞 𝐻𝑜Q(𝐷𝐺𝐶)2.

Теория Сулливана оказалась проще, поэтому работа Квиллена не привлекла
к себе должного интереса. В частности, не ставилась проблема распространения
теории Квиллена на нильпотентные пространства. Аналогичная проблема для
теории Сулливана решена в работе [3] для случая нильпотентных симплициаль-
ных множеств конечного ранга, а в работе [4] теория Сулливана распространяет-
ся на случай локально нильпотентных симплициальных множеств произвольного
ранга.

Целью настоящей работы является построение рационального гомотопическо-
го типа для обратных систем односвязных пространств и распространение на этот
слуай результата Квиллена. В дальнейшем будет построена теория рационально-
го шейпового типа односвязного топологического пространства.

2. Категория обратных систем

2.1. Категория 𝑖𝑛𝑣-C

Определение 1. Пусть C — произвольная категория. Обратная система 𝑋 =
(𝑋𝜆, 𝑝𝜆𝜆′ ,Λ) в категории C состоит из направленного множества индексов Λ, объ-
ектов 𝑋𝜆 из C, 𝜆 ∈ Λ, и морфизмов 𝑝𝜆𝜆′ : 𝑋𝜆′ → 𝑋𝜆 из C для 𝜆 6 𝜆′. Более того,
должны быть выполнены следующие условия:

1. 𝑝𝜆𝜆 = 1𝑋𝜆
: 𝑋𝜆 → 𝑋𝜆 — тождественный морфизм (часто его кратко обозна-

чают 1𝜆);
2. 𝑝𝜆𝜆′𝑝𝜆′𝜆′′ = 𝑝𝜆𝜆′′ всякий раз, когда 𝜆 6 𝜆′ 6 𝜆′′.

Морфизмы 𝑝𝜆𝜆′ : 𝑋𝜆′ → 𝑋𝜆 будем называть граничными морфизмами.

Определение 2. Морфизм обратных систем (𝑓𝜇, 𝜙) : 𝑋 → 𝑌 = (𝑌𝜇, 𝑞𝜇𝜇′ ,𝑀)
состоит из функции 𝜙 : 𝑀 → Λ и набора морфизмов 𝑓𝜇 : 𝑋𝜙(𝜇) → 𝑌𝜇 в C (для
каждого 𝜇 — единственный морфизм 𝑓𝜇), причем для каждой пары индексов
𝜇 6 𝜇′ ∈ 𝑀 существует такой индекс 𝜆 ∈ Λ, что 𝜆 > 𝜙(𝜇), 𝜙(𝜇′) и 𝑓𝜇𝑝𝜙(𝜇)𝜆 =
𝑞𝜇𝜇′𝑓𝜇′𝑝𝜙(𝜇′)𝜆, т. е. следующая диаграмма (1) коммутативна.
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Если 𝑍 = (𝑍𝜈 , 𝑟𝜈𝜈′ , 𝑁) — обратная система в C и (𝑔𝜈 , 𝜓) : 𝑌 → 𝑍 — ещë один
морфизм обратных систем, композицию (𝑔𝜈 , 𝜓)(𝑓𝜇, 𝜙) = (ℎ𝜈 , 𝜒) : 𝑋 → 𝑍 опреде-
лим следующим образом: 𝜒 = 𝜙𝜓 : 𝑁 → Λ и ℎ𝜈 = 𝑔𝜈𝑓𝜓(𝜈) : 𝑋𝜒(𝜈) → 𝑍𝜈 . Можно
проверить, что определённый таким образом морфизм действительно удовлетво-
ряет всем условиям определения 2 (см. [5]).

Тождественный морфизм систем 𝑋 → 𝑋 состоит из тождественной функции
1Λ : Λ → Λ и набора тождественных морфизмов 1𝜆 : 𝑋𝜆 → 𝑋𝜆. Так как 𝑝𝜆𝜆 = 1𝜆,
то диаграмма (1) в этом случае действительно коммутативна.

Заметим, что (𝑓𝜇, 𝜙)(1𝜆,1Λ) = (𝑓𝜇, 𝜙) и (1𝜇,1𝑀 )(𝑓𝜇, 𝜙) = (𝑓𝜇, 𝜙).
Таким образом, построена категория 𝑖𝑛𝑣-C, объектами которой являются все

обратные системы в C, а морфизмами — морфизмы обратных систем, описанные
выше.

2.2. Категория 𝑝𝑟𝑜-C

Определение 3. Говорят, что два морфизма (𝑓𝜇, 𝜙), (𝑓
′
𝜇, 𝜙

′) : 𝑋 → 𝑌 обрат-
ных систем эквивалентны, и пишут (𝑓𝜇, 𝜙) ∼ (𝑓 ′𝜇, 𝜙

′), если для всякого индекса
𝜇 ∈ 𝑀 существует такой индекс 𝜆 ∈ Λ, что 𝜆 > 𝜙(𝜇), 𝜙′(𝜇) и диаграмма (2) ком-
мутативна

𝑋𝜆

|| ##
𝑋𝜙(𝜇)

𝑓𝜇 ""

𝑋𝜙′(𝜇)

𝑓 ′
𝜇||

𝑌𝜇

(2)

Введённое отношение действительно удовлетворяет всем аксиомам отношения
эквивалентности (см. [5]).

Далее, если (𝑓𝜇, 𝜙) ∼ (𝑓 ′𝜇, 𝜙
′), (𝑔𝜈 , 𝜓) ∼ (𝑔′𝜈 , 𝜓

′), то (𝑔𝜈 , 𝜓)(𝑓𝜇, 𝜙) ∼ (𝑔′𝜈 , 𝜓
′)(𝑓 ′𝜇, 𝜙

′).
Таким образом, может быть корректно определена композиция классов f : 𝑋 → 𝑌
и g : 𝑌 → 𝑍 эквивалентных морфизмов обратных систем как класс, содержащий
композицию (𝑔𝜈 , 𝜓)(𝑓𝜇, 𝜙).

Определим 1𝑋 : 𝑋 → 𝑋 как класс, содержащий морфизм (1𝜆,1Λ). Тогда, по
определению композиции, будем иметь 1𝑌 𝑓 = 𝑓 , 𝑓1𝑋 = 𝑓 для любого класса
f : 𝑋 → 𝑌 эквивалентных морфизмов.

Таким образом, может быть дано

Определение 4. Категорией 𝑝𝑟𝑜-C для категории C называется категория,
объектами которой являются обратные системы в C, а морфизмами — классы
эквивалентных морфизмов обратных систем.
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2.3. Кофинитные системы индексов и уровневые морфизмы

Морфизм (𝑓𝜆, 𝜙) : 𝑋 = (𝑋𝜆, 𝑝𝜆𝜆′ ,Λ) → 𝑌 = (𝑌𝜆, 𝑞𝜆𝜆′ ,Λ) двух обратных систем
с одним и тем же множеством индексов будем называть уровневым, если

1. 𝜙 = 1Λ;
2. для 𝜆 6 𝜆′ диаграмма (3) коммутативна.

𝑋𝜆

𝑓𝜆
��

𝑋𝜆′oo

𝑓𝜆′

��
𝑌𝜆 𝑌𝜆′oo

(3)

Определение 5. Упорядоченное множество (Λ,6) называется кофинитным,
если для всякого 𝜆 ∈ Λ множество {𝜆′ ∈ Λ|𝜆′ 6 𝜆} всех его предшественников
конечно.

Теорема 1. Для всякой обратной системы 𝑋 = (𝑋𝜆, 𝑝𝜆𝜆′ ,Λ) ∈ 𝑝𝑟𝑜-C суще-
ствует изоморфная ей в 𝑝𝑟𝑜-C обратная система 𝑌 = (𝑌𝜇, 𝑞𝜇𝜇′ ,𝑀) с кофинит-
ным множеством индексов 𝑀 .

Теорема 2. Пусть (𝑓𝜇, 𝜙) : 𝑋 → 𝑌 = (𝑌𝜇, 𝑞𝜇𝜇′ ,𝑀) ∈ 𝑝𝑟𝑜-C — морфизм обрат-
ных систем. Тогда существует морфизм систем (𝑔𝜇, 𝜓) : 𝑋 → 𝑌 , такой, что
функция 𝜓 является возрастащей и морфизмы (𝑔𝜇, 𝜓) и (𝑓𝜇, 𝜙) равны в 𝑝𝑟𝑜-C.

Теорема 3. Пусть f : 𝑋 → 𝑌 — морфизм в 𝑝𝑟𝑜-C. Тогда существуют об-
ратные системы 𝑋 ′, 𝑌 ′ с одним и тем же кофинитным направленным множе-
ством индексов. Более того, существуют изоморфизмы i : 𝑋 → 𝑋 ′ и j : 𝑌 → 𝑌 ′,
а также морфизм f ′ : 𝑋 ′ → 𝑌 ′ в 𝑝𝑟𝑜-C, такие, что диаграмма (4) коммутатив-
на.

𝑋

f

��

i // 𝑋 ′

f ′

��
𝑌

j
// 𝑌 ′

(4)

При этом в классе 𝑓 ′ существует представитель, являющийся уровневым мор-
физмом.

3. Замкнутые модельные категории и гомотопические
теории

Определение 6. Категория 𝒞 называется замкнутой модельной категорией
(в смысле Квиллена), если в ней выделены три класса морфизмов, называемых
расслоениями, корасслоениями и слабыми эквивалентностями, так, что выполне-
ны условия:

– категория 𝒞 замкнута относительно конечных прямых и обратных пределов;
– если в последовательности 𝑊

𝑓→ 𝑋
𝑔→ 𝑌 ∈ 𝒞 любые два из отображений

𝑓, 𝑔, 𝑔𝑓 являются слабыми эквивалентностями, то слабой эквивалентностью
является и третье отображение;

– если отображение 𝑓 является ретрактом отображения 𝑔, т. е. если существует
коммутативная диаграмма

𝑉

𝑓

��

𝑢 // 𝑋

𝑔

��

𝑣 // 𝑉

𝑓

��
𝑊

𝑢̃ // 𝑌
𝑣 //𝑊
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такая, что 𝑣 ∘ 𝑢 = id𝑉 , 𝑣 ∘ 𝑢̃ = id𝑊 , и 𝑔 — слабая эквивалентность, расслое-
ние или корасслоение, — то и 𝑓 — слабая эквивалентность, расслоение или
корасслоение соответственно;

– в любой коммутативной диаграмме

𝐴

𝑖
��

𝑢 // 𝐸

𝑝

��
𝑋

𝑣 // 𝐵

где 𝑖 — корасслоение, 𝑝 — расслоение, существует отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝐸
такое, что диаграмма

𝐴

𝑖
��

𝑢 // 𝐸

𝑝

��
𝑋

𝑓
>>

𝑣 // 𝐵

коммутативна (в этом случае еще говорят, что 𝑖 обладает свойством левого
поднятия относительно 𝑝 или что 𝑝 обладает свойством правого поднятия
относительно 𝑖) в каждом из следующих случаев:

𝑖 — слабая эквивалентность;
𝑝 — слабая эквивалентность;

– любое отображение 𝑓 из 𝒞 может быть двумя способами разложено в компо-
зицию:

𝑓 = 𝑝𝑖, где 𝑖 — корасслоение и слабая эквивалентность, 𝑝 — расслоение;
𝑓 = 𝑞𝑗, где 𝑗 — корасслоение, 𝑞 — расслоение и слабая эквивалентность.

Структура замкнутой модельной категории 𝒞 может быть обобщена на об-
ратные системы 𝑝𝑟𝑜-𝒞 (см. [6, §3.3]), если частично упорядоченное направленное
множество индексов Λ является кофинитным.

В частности, отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , которое есть набор послойных отоб-
ражений 𝑓𝜆 : 𝑋𝜆 → 𝑌𝜆, есть слабая эквивалентность, если для каждого 𝜆 ∈ Λ
отображение 𝑓𝜆 является слабой эквивалентностью.

Для всякой замкнутой модельной категории 𝒞 Квиллен построил гомотопиче-
скую категорию Ho(𝒞). Ее объектами являются объекты из 𝒞, а морфизмы по-
лучены путем формального обращения слабых эквивалентностей. Им показано,
что 𝐻𝑜(𝒞) эквивалентна другой гомотопической категории ℎ𝑜(𝒞), в которой объ-
ектами являются фибрантно-кофибрантные объекты из 𝒞, а отображениями —
гомотопические классы отображений.

4. Локализация односвязного пространства и
рациональный гомотопический тип

Определение 7. Локализацией односвязного3 пространства 𝑋 называется
такое Q-пространство 𝑋0 вместе с отображением 𝑓0 : 𝑋 → 𝑋0, такие, что для
любого Q-пространства 𝑌 и любого отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 существует един-
ственное с точностью до гомотопии отображение 𝑔 : 𝑋0 → 𝑌 , такое, что диаграм-
ма

𝑌

𝑋

𝑓
??

𝑓0 // 𝑋0

𝑔
``

гомотопически коммутативна.

3В общем случае — нильпотентного.
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В [7] построен функтор Q-пополнения Q∞ : S* → S* для категории S* сим-
плициальных множеств, обладающий следующими свойствами:

1. Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 индуцирует изоморфизм 𝐻̃*(𝑋,Q) ∼= 𝐻̃*(𝑌,Q) то-
гда и только тогда, когда оно индуцирует гомотопическую эквивалентность
Q∞𝑋 ∼= Q∞𝑌 .

2. Пространство 𝑋 либо «Q-хорошее», т. е. отображение 𝜙 : 𝑋 → Q∞𝑋 индуци-
рует изоморфизм 𝐻̃*(𝑋,Q) ∼= 𝐻̃*(Q∞𝑋,Q) и, значит, отображения 𝜙 : Q𝑘∞𝑋 →
Q𝑘+1
∞ 𝑋 есть гомотопические эквивалентности ∀𝑘 > 1, либо оно «Q-(очень)

плохое», т. е. индуцированное отображение 𝜙* : 𝐻̃*(𝑋,Q) → 𝐻̃*(Q∞𝑋,Q) не
является изоморфизмом и отображение 𝜙 : Q𝑘∞𝑋 → Q𝑘+1

∞ 𝑋 не является го-
мотопической эквивалентностью ни для какого 𝑘 > 1.

3. Для нильпотентного4 пространства 𝑋 ∈ S* с отмеченной точкой
– пространство Q∞𝑋 и группа 𝜋*(Q∞𝑋) являются Q-нильпотентными

(см. [7, гл. 3, §5; гл. 5, §3]);
– отображение 𝜙 : 𝑋 → Q∞𝑋 индуцирует изоморфизм

𝐻̃*(𝑋,Q) ∼= 𝐻̃*(Q∞𝑋,Q),

т. е. пространство 𝑋 является Q-хорошим ( [7, гл. 5, §3]);
– группы 𝜋*(𝑋) ⊗ Q и 𝜋*(Q∞𝑋), а также 𝐻̃*(𝑋,Z) ⊗ Q и 𝐻̃*(Q∞𝑋,Z)

изоморфны.

(Для цепного комплекса 𝐶 𝐻𝑛(𝐶) ∼=

{︃
𝐻̃𝑛(𝐶), 𝑛 ̸= 0,

𝐻̃0(𝐶)⊕ Z, 𝑛 = 0
( [8, гл. 4, §3.1])).

Гомотопическая теория симплициальных множеств эквивалентна гомотопиче-
ской теории топологических пространств ( [7, гл. 8, § 3]) и понятие локализации
эквивалентно понятию Q-пополнению Бусфилда — Кана ( [7, гл. 5, § 4]). Причём
сопряженные функторы 𝑆𝑖𝑛 : T−→←−S : || индуцируют эквивалентности гомотопи-
ческих категорий5 𝑆𝑖𝑛 : 𝐻𝑜T−→←−𝐻𝑜S : ||.

5. Изоморфизм pro-категорий как замкнутых модельных
категорий

Теорема 4. Пусть A, B — эамкнутые модельные категории, а 𝒜 : A−→←−B : ℬ
есть пара сопряженных функторов, индуцирующих сопряженные эквивалент-
ности 𝐻𝑜𝒜 : 𝐻𝑜A−→←−𝐻𝑜B : 𝐻𝑜ℬ. Тогда можно построить пару сопряженных
функторов 𝒜 : 𝑝𝑟𝑜-A−→←−𝑝𝑟𝑜-B : ℬ, которые при ограничениях на гомотопические
категории дадут сопряженные эквивалентности 𝐻𝑜𝒜 : 𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-A)−→←−𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-B) :
𝐻𝑜ℬ.

Доказательство. Для каждого объекта 𝑋 = (𝑋𝜆, 𝑝𝜆𝜆′ ,Λ) ∈ 𝑝𝑟𝑜-A опреде-
лим 𝒜𝑋 ∈ 𝑝𝑟𝑜-B как обратную систему (𝒜𝑋𝜆,𝒜𝑝𝜆𝜆′ ,Λ). Тот факт, то функторы
𝒜 : A−→←−B : ℬ сопряжены, а функторы 𝐻𝑜𝒜 : 𝐻𝑜A−→←−𝐻𝑜B : 𝐻𝑜ℬ эквивалентны,
означает, что:

1. Существуют функторные морфизмы 𝜙 : 1A → ℬ𝒜 и 𝜓 : 1B → 𝒜ℬ, т. е. для
каждого 𝜆 ∈ Λ существует отображение 𝜙𝜆 : 𝑋𝜆 → ℬ𝒜𝑋𝜆, такое, что для
𝜆′ > 𝜆 диаграмма

𝑋𝜆′
𝜙𝜆′ //

𝑝𝜆𝜆′

��

ℬ𝒜𝑋𝜆′

ℬ𝒜𝑝𝜆𝜆′

��
𝑋𝜆

𝜙𝜆 // ℬ𝒜𝑋𝜆

(5)

4В частности, для односвязного.
5Как замкнутых модельных категорий.
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коммутативна. Аналогично, для 𝜇′ > 𝜇 ∈ 𝑀 коммутативной является диа-
грамма

𝑌𝜇′
𝜓𝜇′
//

𝑞𝜇𝜇′

��

𝒜ℬ𝑌𝜇′

𝒜ℬ𝑞𝜇𝜇′

��
𝑌𝜇

𝜓𝜇 // 𝒜ℬ𝑋𝜇

(6)

2. 𝒜𝜙 = 𝜓𝒜, ℬ𝜓 = 𝜙ℬ в гомотопических категориях 𝐻𝑜A и 𝐻𝑜B соответствен-
но, т. е. для каждого 𝑋 ∈ A и 𝑌 ∈ B отображение 𝒜𝜙(𝑋) слабо эквивалентно
отображению 𝜓𝒜(𝑋), а ℬ𝜓(𝑌 ) слабо эквивалентно 𝜙ℬ(𝑌 ).

Определим функторные морфизмы 𝜙 : 𝑖𝑑𝑝𝑟𝑜-A → ℬ𝒜 и 𝜓 : 𝑖𝑑𝑝𝑟𝑜-B → 𝒜ℬ сле-
дующим образом. Каждому объекту 𝑋 = (𝑋𝜆, 𝑝𝜆𝜆′ ,Λ) ∈ 𝑝𝑟𝑜-A поставим в со-
ответствие объект 𝜙𝑋 = (𝜙𝑋𝜆,ℬ𝒜𝑝𝜆𝜆′ ,Λ) ∈ 𝑝𝑟𝑜-A. Аналогично, для каждого
𝑌 = (𝑌𝜇, 𝑞𝜇𝜇′ ,𝑀) ∈ 𝑝𝑟𝑜-B положим 𝜓𝑌 = (𝜓𝑌𝜇,𝒜ℬ𝑞𝜇𝜇′ ,𝑀) ∈ 𝑝𝑟𝑜-B.

Пусть (𝑓𝜆, 𝑓) : 𝑋̃ → 𝑋 ∈ 𝑝𝑟𝑜-C — отображение обратных систем. Диаграмма

𝑋𝜆
𝜙𝜆 // ℬ𝒜𝑋𝜆

𝑋̃𝑓(𝜆)

𝑓𝜆

OO

𝜙𝜆′ // ℬ𝒜𝑋̃𝑓(𝜆)

ℬ𝒜𝑓𝜆

OO

коммутативна в силу сопряженности функторов 𝒜 и ℬ.

Пусть теперь (𝑓 ′𝜆, 𝑓
′) : 𝑋̃ → 𝑋 ∈ 𝑝𝑟𝑜-C — морфизм обратных систем, равный

морфизму (𝑓𝜆, 𝑓), т. е. для всякого 𝜆 ∈ Λ найдется 𝜆′ > 𝑓(𝜆), 𝑓 ′(𝜆), такой, что
диаграмма

𝑋𝜆′

{{ ""
𝑋̃𝑓 ′(𝜆)

𝑓 ′
𝜆 ##

𝑋̃𝑓(𝜆)

𝑓𝜆||
𝑋𝜆

коммутативна. Так как функтор сохраняет композицию, то диаграмма

ℬ𝒜𝑋𝜆′

xx &&
ℬ𝒜𝑋̃ℬ𝒜𝑓 ′(𝜆)

ℬ𝒜𝑓 ′
𝜆 &&

ℬ𝒜𝑋̃ℬ𝒜𝑓(𝜆)

ℬ𝒜𝑓𝜆xx
ℬ𝒜𝑋𝜆
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также коммутативна, т. е.морфизмы (ℬ𝒜𝑓𝜆, 𝑓) и (ℬ𝒜𝑓 ′𝜆, 𝑓) равны в 𝑝𝑟𝑜-C. Таким
образом, диаграмма

𝑋
𝜙 // ℬ𝒜𝑋

𝑋̃

𝑓

OO

𝜙 // ℬ𝒜𝑋̃

ℬ𝒜𝑓

OO

коммутативна. Аналогичным образом коммутативна диаграмма

𝑌
𝜓 // 𝒜ℬ𝑌

𝑌

𝑔

OO

𝜓 // 𝒜ℬ𝑌

𝒜ℬ𝑔

OO

Таким образом, функторы

𝒜 : 𝑝𝑟𝑜-A−→←−𝑝𝑟𝑜-B : ℬ,

сопряжены.
Далее,

𝒜𝜙𝑋 = (𝒜𝜙𝑋𝜆,𝒜(ℬ𝒜𝑝𝜆𝜆′),Λ) ,

𝜓𝒜𝑋 = (𝜓𝒜𝑋𝜆,𝒜ℬ(𝒜𝑝𝜆𝜆′),Λ) .

Так как 𝒜𝜙𝑋𝜆 и 𝜓𝒜𝑋𝜆 слабо эквивалентны в замкнутой модельной категории
A (изоморфны в 𝐻𝑜A), т. е. существуют слабые эквивалентности 𝑎𝜆 : 𝒜𝜙𝑋𝜆 →
𝜓𝒜𝑋𝜆 и 𝑏𝜆 : 𝜓𝒜𝑋𝜆 → 𝒜𝜙𝑋𝜆, то существуют послойные слабые эквивалентности
𝑎 = (𝑎𝜆) : 𝒜𝜙𝑋 → 𝜓𝒜𝑋 и 𝑏 = (𝑏𝜆) : 𝜓𝒜𝑋 → 𝒜𝜙𝑋, т. е. 𝒜𝜙𝑋 и 𝜓𝒜𝑋 изоморфны
в 𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-A), если только 𝑋 ∈ 𝑝𝑟𝑜-A. Аналогично, ℬ𝜓𝑌 изоморфно 𝜙ℬ𝑌 для
𝑌 ∈ 𝑝𝑟𝑜-B. �

Следствие 1. Существуют сопряженные функторы

𝑝𝑟𝑜-T2

𝑝𝑟𝑜-𝐸2𝑆𝑖𝑛𝑔
−−−→
←−−−
𝑝𝑟𝑜-||

𝑝𝑟𝑜-S2

𝑝𝑟𝑜-𝐺
−→←−
-𝑊

𝑝𝑟𝑜-(𝑆𝐺𝑃 )1
𝑝𝑟𝑜- ̂︀𝑄
−→←−
𝑝𝑟𝑜-𝒢

𝑝𝑟𝑜-(𝑆𝐶𝐻𝐴)1
𝑝𝑟𝑜-̂︀𝑈
−→←−
𝑝𝑟𝑜-𝒫

−→
←−𝑝𝑟𝑜-(𝑆𝐿𝐴)1

𝑝𝑟𝑜-𝑁*

−→←−
𝑝𝑟𝑜-𝑁

𝑝𝑟𝑜-(𝐷𝐺𝐿)1
𝑝𝑟𝑜-ℒ
−→←−
𝑝𝑟𝑜-𝒞

𝑝𝑟𝑜-(𝐷𝐺𝐶)2,

которые индуцируют сопряженные эквивалентности

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-T2)
𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝐸2𝑆𝑖𝑛𝑔)

−−−→
←−−−

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-||)
𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-S2)

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝐺)
−→←−

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝑊 )
𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-(𝑆𝐺𝑃 )1)

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜- ̂︀𝑄)
−→←−

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝒢)

−→
←−𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-(𝑆𝐶𝐻𝐴)1)

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-̂︀𝑈)
−→←−

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝒫)
𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-(𝑆𝐿𝐴)1)

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝑁*)
−→←−

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝑁)

−→
←−𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-(𝐷𝐺𝐿)1)

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-ℒ)
−→←−

𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-𝒞)
𝐻𝑜(𝑝𝑟𝑜-(𝐷𝐺𝐶)2).

Естественно дать следующее

Определение 8. Рациональным гомотопическим типом обратной системы
𝑋 = (𝑋𝜆, 𝑝𝜆𝜆′ ,Λ) ∈ 𝑝𝑟𝑜-C, где C — любая из описанных во введении категорий,
назовем класс объектов, изоморфных обратной системе 𝑋 в гомотопической ка-
тегории 𝐻𝑜Q(𝑝𝑟𝑜-C).
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В качестве важного следствия доказанной выше общей теоремы сформулиру-
ем следующую теорему.

Теорема 5. Рациональная гомотопическая теория обратных систем одно-
связных топологических пространств эквивалентна рациональной гомотопиче-
ской теории обратных систем следующих пространств:

– 2-редуцированных симплициальных множеств;
– редуцированных симплициальных групп;
– редуцированных симплициальных полных алгебр Хопфа над Q;
– редуцированных симплициальных алгебр Ли над Q;
– редуцированных дифференциальных градуированных алгебр Ли над Q;
– 2-редуцированных дифференциальных градуированных коалгебр над Q.
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A connection between Rational homotopy theory of T2 category of 1-connected spaces and
homotopy theory of certain algebraic categories is established. Quillen’s approach is mainly
based upon functoriality. This enables one to extend the theory to the category of inverse
systems.

In the present paper a notion of Rational homotopy type of inverse systems of 1-connected
spaces is introduced. Its equivalence to Rational homotopy theories of certain algebraic cat-
egories is proved.
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