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Р.К. Люнеберг предложил модель трёхмерного распространения электромагнитного
излучения. В. Гийемин и С. Стернберг показали, что базовые уравнения Люнеберга,
являющиеся уравнениями Лагранжа, соответствуют уравнениям Гамильтона на кока-
сательном расслоении над трёхмерным конфигурационным пространством. Описанная
модель является «близким родственником» модели адиабатических волноводных мод,
предложенной авторами. В ней аналогичным образом двумерные уравнения лучей в
интегрально-оптическом волноводе соответствуют уравнениям Гамильтона на четырёх-
мерном фазовом пространстве.

В указанной модели при построении квазиклассического решения фазовая функция
находится из уравнения Гамильтона–Якоби; по начальной фазовой функции строится
начальное лагранжево многообразие, которое преобразуется при помощи гамильтонова
потока. До тех пор, пока возникающее при этом процессе лагранжево многообразие
однозначно проектируется на конфигурационное пространство, мы находим фазовую
функцию, вычисляя действие вдоль траектории.
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1. Введение
Р.К. Люнеберг в своей знаменитой работе [1] предложил модель трёхмерного

распространения электромагнитного излучения. Предложенная модель является
«близким родственником» модели адиабатических волноводных мод, предложен-
ной в работах [2–12]. В. Гийемин и С. Стернберг в работе [13] показали, что
базовые уравнения Люнеберга, являющиеся уравнениями Лагранжа (геодезиче-
скими) на трёхмерном многообразии с метрикой 𝑛 (𝑟⃗), соответствуют уравнениям
Гамильтона на кокасательном расслоении над трёхмерным конфигурационным
пространством. Аналогичным образом, двумерные уравнения лучей в интеграль-
но-оптическом волноводе соответствуют уравнениям Гамильтона на четырёхмер-
ном фазовом пространстве.

Адиабатические волноводные моды распространяются вдоль двумерных лу-
чей, а значит вдоль гамильтоновых кривых в фазовом пространстве. И лагран-
жевы лучи, и гамильтоновы лучи (кривые) диффеоморфны оси распространения
излучения 𝑂𝑧, что позволяет перейти от естественного параметра эволюции к па-
раметру 𝑧. В новом представлении конфигурационное пространство координат
становится одномерным, а фазовое пространство становится двумерным. Одно-
мерный фронт начальных координат (начальных точек семейства лучей) являет-
ся лагранжевым подмногообразием в гамильтоновом (симплектическом) много-
образии начальных положений-скоростей семейства гамильтоновых кривых, ко-
торое эволюционирует в трёхмерном расширенном фазовом пространстве. При
этом, проходя через тонкоплёночную обобщённую волноводную линзу Люнебер-
га, осуществляющую «идеальное» амплитудно-фазовое преобразование в модели
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геометрической оптики, лагранжевы лучи фокусируются в точке фокуса на оси
𝑂𝑧. Соответствующие гамильтоновы лучи, сформировавшие своими начальны-
ми значениями одномерный фронт, лагранжево подмногообразие, расположен-
ное в конфигурационном пространстве, преобразуются в ходе распространения,
оставаясь при этом одномерным лагранжевым подмногообразием (хотя и искрив-
лённым) в любой момент времени (при любом значении параметра эволюции 𝑧),
при достижении фокального значения параметра эволюции формирует одномер-
ное лагранжево подмногообразие, расположенное в «импульсном слое» фазового
пространства.

Электромагнитное поле адиабатической волноводной моды задаётся решени-
ем (по вертикальной координате 𝑥) системы двух обыкновенных дифференци-
альных уравнений в каждой точке семейства лучей, заданных начальными ко-
ординатами 𝑦 (𝑧0) ∈ (−𝑅,𝑅) и скоростями (d𝑦/d𝑧) (𝑧0) = 0 и проходящих через
тонкоплёночную обобщённую волноводную линзу Люнеберга радиуса 𝑅. Реше-
ния этих уравнений, в совокупности с решениями двумерных уравнений лучей,
полностью задают эволюцию электромагнитного поля адиабатической волновод-
ной моды при распространении через тонкоплёночную обобщённую волноводную
линзу Люнеберга. Конечное распределение (заданных вдоль вертикальной коор-
динаты) шести компонент электромагнитного поля, вдоль «импульсной» коорди-
наты при фокусном значении параметра эволюции по отношению к начальному
распределению тех же величин вдоль «координатной» переменной при начальном
значении параметра эволюции задаёт «обобщённое амплитудно-фазовое преобра-
зование Фурье». Оно задаётся гамильтоновыми уравнениями «бихарактеристи-
ческой системы уравнений» для системы уравнений Максвелла, редуцированных
с помощью метода адиабатических волноводных мод к системе уравнений с ча-
стично разделёнными переменными [3, 5, 7, 12]. При этом эволюция начальных
(координатных) положений лучей в конечные (импульсные) положения лучей (с
промежуточной деформацией лагранжева подмногообразия текущих положений
гамильтоновых лучей) на фокусном расстоянии тонкоплёночной обобщённой вол-
новодной линзы Люнеберга является поворотом на 90𝑜.

2. Распространение поляризованного электромагнитного
излучения в трёхмерной изотропной среде

В своей работе [1] Р. К. Люнеберг рассматривает задачу распространения элек-
тромагнитного излучения, удовлетворяющего уравнениям Максвелла

rot𝐻 =
𝜀

𝑐

𝜕𝐸

𝜕𝑡
, rot𝐸 = −𝜇

𝑐

𝜕𝐻

𝜕𝑡
. (1)

При рассмотрении связи дифференциальной формы записи (1) уравнений
Максвелла и соответствующей интегральной формы записи уравнений Максвел-
ла автор изучает трёхмерные гиперповерхности 𝜙 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0, образованные
семействами волновых фронтов 𝜙 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑐𝑡 = 0 для различных
последовательных значений времени 𝑡 > 𝑡0.

Волновые фронты формируются при распространении электромагнитных сиг-
налов, характеризуемых скачками напряжённостей электрического [𝐸] = 𝐸2−𝐸1

и магнитного [𝐻] = 𝐻2 − 𝐻1 полей. Если 𝐸 и 𝐻 испытывают разрывы на мно-
жестве волновых фронтов 𝜓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑐𝑡 = 0, то 𝜓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) является решением
уравнения в частных производных

𝜓2
𝑥 + 𝜓2

𝑦 + 𝜓2
𝑧 = 𝜀𝜇 = 𝑛2. (2)

Причём 𝜀 (𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝜇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) непрерывны на поверхностях волновых фронтов.
Уравнение (2) поверхностей волновых фронтов в текстах по геометрической
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оптике обычно называется уравнением эйконала. Векторы [𝐸] и [𝐻] являются
касательными к волновым фронтам и ортогональны между собой [1].

Основной результат этого рассмотрения заключается в утверждении, что про-
блема интегрирования уравнений в частных производных первого порядка может
быть редуцирована к проблеме интегрирования системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, называемой характеристической системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

d
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Здесь d𝑙2 = d𝑥2 + d𝑦2 + d𝑧2, 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑇 , ∇ =
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Поскольку (2) является характеристическим уравнением системы уравнений
Максвелла, указанная система обыкновенных дифференциальных уравнений (3)
называется бихарактеристической системой уравнений Максвелла.

3. Объёмные и интегрально-оптические линзы Люнеберга

Р.К. Люнеберг предложил [1] рассматривать в качестве идеального оптиче-
ского прибора линзу (названную впоследствии линзой Люнеберга), состоящую из
метаматериала в шаровом объёме 𝑟2 6 𝑅2 с переменным по радиусу 𝑟 ∈ [0, 𝑅]

показателем преломления 𝑛 (𝑟) =
√︁

2− (𝑟/𝑅)
2. Вне указанного шара показатель

преломления равен единице: 𝑛 (𝑟) = 1 при 𝑟2 > 𝑅2. Все лучи, выпущенные из лю-
бой точки поверхности 𝑟2 = 𝑅2 линзы Люнеберга, уходят с поверхности парал-
лельным пучком. Напротив, все лучи, падающие параллельным пучком на линзу
Люнеберга, фокусируются в точке поверхности на противоположном краю.

Обобщённой линзой Люнеберга с нормированным фокусным расстоянием 𝑠 >
1 называется шар радиуса 𝑅 с распределением показателя преломления 𝑛̃ (𝑟),
обеспечивающим фокусировку всех лучей падающего параллельного пучка на
оси (с противоположной стороны) на фокусном расстоянии 𝐹 = 𝑠𝑅 от центра
линзы. Распределение 𝑛̃ (𝑟), обеспечивающее такое свойство, удовлетворяет [14]
соотношениям

𝑛̃(𝑟) = exp [𝜔(𝜌, 𝑠)] , где 𝜌 = 𝑟𝑛̃(𝑟) и 𝜔(𝜌, 𝑠) =
1

𝜋

1∫︁
𝜌

arcsin(𝑥/𝑠)

(𝑥2 − 𝜌2)1/2
d𝑥. (4)

В природе не наблюдается образований с указанным распределением. Сфор-
мировать 𝑛̃ (𝑟), удовлетворяющее (4), искусственным образом удаётся в микро-
волновой области (см., например, [15]). В оптическом диапазоне такая задача
не эффективна (см. [15]), однако её интегрально-оптические аналоги (тонкоплё-
ночные линзы Люнеберга, геодезические линзы Люнеберга и др.) значительно
более просты в изготовлении. Вместо распределения показателя преломления со-
отношениям (4) в них удовлетворяет распределение эффективного показателя
преломления 𝑛eff (𝑟), изменение которого формируется изменением толщины вол-
новодного слоя в тонкоплёночной линзе Люнеберга, длиной оптического пути в
геодезической линзе Люнеберга и т.п., что достигается значительно меньшими
усилиями.

Рассмотрим задачу о функционировании тонкоплёночной обобщённой волно-
водной линзы Люнеберга [2–4] с радиусом 𝑅 и фокусным расстоянием 𝐹 = 𝑠𝑅,
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𝑠 > 1 на основе тонкоплёночного регулярного (планарного) трёхслойного волно-
вода с параметрами 𝑛𝑠, 𝑛𝑓 , 𝑛𝑐, 𝑑. Дополнительный волноводный слой характе-
ризуется параметрами 𝑛𝑙, а также ℎ (𝑦, 𝑧) > 0 при (𝑦 − 𝑦0)

2
+ (𝑧 − 𝑧0)

2 6 𝑅2 и
ℎ (𝑦, 𝑧) = 0 при (𝑦 − 𝑦0)

2
+ (𝑧 − 𝑧0)

2
> 𝑅2.

Регулярный волновод допускает две серии эффективных показателей прелом-
ления 𝑛eff: 𝛽𝑇𝐸

0 , 𝛽𝑇𝐸
1 , 𝛽𝑇𝐸

2 , . . . и 𝛽𝑇𝑀
0 , 𝛽𝑇𝑀

1 , 𝛽𝑇𝑀
2 , . . ., называемых также коэф-

фициентами фазового замедления волноводных мод 𝑇𝐸0, 𝑇𝐸1, 𝑇𝐸2, . . . и 𝑇𝑀0,
𝑇𝑀1, 𝑇𝑀2, . . . соответственно. Каждому из них соответствует [9] распределение
эффективного показателя преломления 𝑛eff (𝑟) = 𝛽 (𝑟) /𝛽, удовлетворяющее соот-
ношениям (4).

4. Распространение поляризованного электромагнитного
излучения в плавно нерегулярном интегрально оптическом

волноводе
Распространение поляризованного электромагнитного монохроматического из-

лучения в плавно нерегулярном интегрально оптическом волноводе описывается
(методом адиабатических волноводных мод) [2–12] решениями уравнений Макс-
велла вида

𝐸⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝐻⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

}︃
=

{︃ ˜⃗
𝐸 (𝑥; 𝑦, 𝑧)
˜⃗
𝐻 (𝑥; 𝑦, 𝑧)

}︃
exp {𝑖𝜔𝑡− 𝑖𝜙 (𝑦, 𝑧)}√︀

𝛽 (𝑦, 𝑧)
, (5)

где 𝛽𝑦 (𝑦, 𝑧) =
1
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𝛽2
𝑦 (𝑦, 𝑧) + 𝛽2

𝑧 (𝑦, 𝑧),

𝜙 (𝑦, 𝑧) = 𝑘0

𝑦,𝑧∫︁
𝑦0,𝑧0

(𝛽𝑦 (𝑦, 𝑧) d𝑦 + 𝛽𝑧 (𝑦, 𝑧) d𝑧) .

Подстановка (5) в уравнения Максвелла (1) приводит к обыкновенным диф-
ференциальным уравнениям для двух (ведущих) компонент электромагнитного
поля
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𝑝𝑧𝑝𝑦 +

𝜕𝑝𝑦
𝜕𝑧

)︂
𝐸𝑧

]︂
+

[︂
𝜕 (ln𝜇)

𝜕𝑥

d𝐻𝑧

d𝑥
+
𝜕 (ln𝜇)

𝜕𝑦
𝑝𝑦𝐻𝑧

]︂
. (7)

Остальные четыре компоненты электромагнитного поля волноводных мод вы-

ражаются через 𝐸𝑧, 𝐻𝑧 и
d𝐸𝑧

d𝑥
,
d𝐻𝑧

d𝑥
следующим образом

𝐸𝑥 =
1

𝜒2
𝑧

[︂
𝑝𝑧

d𝐸𝑧

d𝑥
− 𝑖𝑘0𝜇𝑝𝑦𝐻𝑧

]︂
, 𝐻𝑥 =

1

𝜒2
𝑧

[︂
𝑝𝑧

d𝐻𝑧

d𝑥
+ 𝑖𝑘0𝜀𝑝𝑦𝐸𝑧

]︂
, (8)
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𝐸𝑦 =
1

𝜒2
𝑧

[︂(︂
𝑝𝑧𝑝𝑦 +

𝜕𝑝𝑦
𝜕𝑧

)︂
𝐸𝑧 + 𝑖𝑘0𝜇

d𝐻𝑧

d𝑥

]︂
,

𝐻𝑦 =
1

𝜒2
𝑧

[︂(︂
𝑝𝑧𝑝𝑦 +

𝜕𝑝𝑦
𝜕𝑧

)︂
𝐻𝑧 − 𝑖𝑘0𝜀

d𝐸𝑧

d𝑥

]︂
.

(9)

Здесь (для упрощения записи) использованы обозначения:

𝑝𝑦 = −𝑖𝑘0𝛽𝑦 −
𝜕𝛽

𝜕𝑦

1

2𝛽
, 𝑝𝑧 = −𝑖𝑘0𝛽𝑧 −

𝜕𝛽

𝜕𝑧

1

2𝛽
, 𝜒2

𝑧 =

(︂
𝜀𝜇𝑘20 + 𝑝2𝑧 +

𝜕𝑝𝑧
𝜕𝑧

)︂
,

𝜒2 = 𝜒2
𝑧 + 𝑝2𝑦 +

𝜕𝑝𝑦
𝜕𝑦

≡
(︂
𝜀𝜇𝑘20 + 𝑝2𝑧 +

𝜕𝑝𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑝2𝑦 +
𝜕𝑝𝑦
𝜕𝑦

)︂
.

Модель адиабатических волноводных мод (5) предоставляет нам описание рас-
пространения электромагнитного излучения в плавно нерегулярном интегрально
оптическом волноводе, формально эквивалентное описанию трёхмерного распро-
странения, обоснованного в работах [1,13,16,17]. Опишем подробнее «двумерный
аналог» модели гамильтоновой оптики (рис. 1), предложенной в [1, 13,17].

Рис. 1. Семейство Лагранжевых лучей, прошедших через ТОВЛ
Люнеберга радиуса 𝑅 = 1.0 см с фокусным расстоянием 𝐹 = 1.5𝑅

Двумерные волновые фронты описываются соотношениями 𝜔𝑡 − 𝜙 (𝑦, 𝑧) =
const. Иными словами, функция 𝜓 (𝑦, 𝑧) = 𝜙 (𝑦, 𝑧) /𝑘0, описывающая поверхно-
сти 𝜓 (𝑦, 𝑧) − 𝑐𝑡 = const, удовлетворяет «двумерному характеристическому урав-
нению» (︂

𝜕𝜓

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑧

)︂2

= 𝛽2 (𝑦, 𝑧) ≡ 𝜀𝜇− 𝜒2

𝑘20
. (10)

Семейство «двумерных лучей», ортогональных двумерным волновым фрон-
там, описывается бихарактеристическим уравнением

d

d𝑠

(︃
𝛽 (𝑦, 𝑧)

d (𝑦, 𝑧)
𝑇

d𝑠

)︃
=

(︂
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧

)︂𝑇

𝛽 (𝑦, 𝑧) (11)
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где d𝑠2 = d𝑦2 + d𝑧2 задаёт двумерную элементарную длину двумерного вектора
(d𝑦,d𝑧)

𝑇 .
Обозначим через 𝑝𝑦, 𝑝𝑧 координаты, дуальные к 𝑦, 𝑧, так что (𝑦, 𝑧, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧) —

координаты в 𝑇 *R2. Тогда «двумерное уравнение эйконала» (10) можно [13] пе-
реписать в виде

𝐻 (d𝜓) = 1/2, где 𝐻 =
1

2𝛽2

(︀
𝑝2𝑦 + 𝑝2𝑧

)︀
(12)

Двумерное бихарактеристическое векторное поле имеет вид

𝜉𝐻 =
1

𝛽2

(︂
𝑝𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑝𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
+

(︀
𝑝2𝑦 + 𝑝2𝑧

)︀
𝛽3

(︂
𝜕𝛽

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑝𝑦
+
𝜕𝛽

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑝𝑧

)︂
(13)

«Двумерная функция Гамильтона𝐻» (12) отвечает «двумерной функции Лагран-
жа 𝐿», имеющей вид [11]

𝐿 =
1

2
𝛽2 (𝑦, 𝑧)

(︃(︂
d𝑦

d𝑡

)︂2

+

(︂
d𝑧

d𝑡

)︂2
)︃
, (14)

который представляет собой кинетическую энергию, соответствующую «двумер-
ной римановой метрике»

𝛽 (𝑦, 𝑧) d𝑠. (15)

5. Двумерная Гамильтонова оптика тонкоплёночной
обобщённой волноводной линзой Люнеберга

Рассмотрим ситуацию (рис. 2), когда свет уходит с некоторой линии в плос-
кости 𝑦𝑂𝑧, проходит через тонкоплёночную обобщённую волноводную линзу Лю-
неберга и попадает на другую линию (в фокусе линзы).

Рис. 2. Семейство Гамильтоновых лучей, прошедших через ТОВЛ
Люнеберга радиуса 𝑅 = 1.0 см с фокусным расстоянием 𝐹 = 1.5𝑅
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Рассматриваем лучи, исходящие параллельно оси 𝑂𝑧 с отрезка оси 𝑂𝑦 разме-
ром [−𝑅,𝑅], где 𝑅 — радиус линзы, и не покидающие цилиндра [−𝑅,𝑅]×R. При
этом все световые лучи диффеоморфно [13] проектируются на ось 𝑂𝑧, а значит
их можно описывать функциями 𝑦 (𝑧). Начальная и конечная линии задаются
значениями 𝑧 = 𝑧0 и 𝑧 = 𝑧1 в точках их пересечения с осью 𝑂𝑧.

Пространство начальных положений и направлений двумерно, оно парамет-
ризуется переменными 𝑦0, 𝑦̇0. Пространство конечных положений и направлений,
параметризованное переменными 𝑦1, 𝑦̇1, также двумерно. Мы получили преобра-
зование начальных условий в конечные, задаваемое двумерными лучами — гео-
дезическими в метрике 𝛽 (𝑦, 𝑧) d𝑠. Это преобразование 𝐹𝑧0𝑧1 зависит от 𝑧0 и 𝑧1.
После применения преобразования Лежандра, формирующего симплектическую
структуру, преобразование 𝐹𝑧0𝑧1 становится Гамильтоновым (каноническим) пре-
образованием, сохраняющим симплектическую структуру.

Всякая кривая 𝑦 (𝑧) имеет «одномерную оптическую длину»

𝐿 [𝑦 (𝑧)] =

𝑧1∫︁
𝑧0

𝛽 (𝑦, 𝑧)

√︁
1 + (d𝑦/d𝑧)

2
d𝑧 ≡

𝑧1∫︁
𝑧0

Ld𝑧,

так что L (𝑦, 𝑦̇, 𝑧) = 𝛽 (𝑦, 𝑧)

√︁
1 + (d𝑦/d𝑧)

2. Соответствующий скорости 𝑦̇ (𝑧) ≡
d𝑦/d𝑧 импульс 𝑝 получаем с помощью преобразования Лежандра

𝑝 =
𝜕L

𝜕𝑦̇
=

𝑦̇𝛽 (𝑦, 𝑧)√︁
1 + (𝑦̇)

2
.

В новых «фазовых координатах» (𝑝, 𝑦) «одномерная функция Гамильтона» H
имеет вид

H =𝑝𝑦̇ − L =
(𝑦̇)

2
𝛽√︁

1 + (𝑦̇)
2
− 𝛽

√︁
1 + (𝑦̇)

2
=

−𝛽√︁
1 + (𝑦̇)

2
= −

√︀
𝛽2 − 𝑝2,

так как 𝛽2 − 𝑝2 = 𝛽2 − (𝑦̇)
2
𝛽2√︁

1 + (𝑦̇)
2
=

𝛽2

1 + (𝑦̇)
2 .

Лучи в фазовом пространстве удовлетворяют «одномерным уравнениям Га-
мильтона»:

d𝑦

d𝑧
=
𝜕H

𝜕𝑝
,

d𝑝

d𝑧
= −𝜕H

𝜕𝑦
. (16)

Вычислим выражения в правых частях уравнений (16):

𝜕H

𝜕𝑝
= −1

2

−2𝑝√︀
𝛽2 − 𝑝2

=
𝑝√︀

𝛽2 − 𝑝2
,

𝜕H

𝜕𝑦
= −1

2

2𝛽𝜕𝛽/𝜕𝑦√︀
𝛽2 − 𝑝2

=
−𝛽√︀
𝛽2 − 𝑝2

𝜕𝛽

𝜕𝑦
.

После этого уравнения Гамильтона для «одномерных лучей» принимают вид:

d𝑦

d𝑧
=

𝑝√︀
𝛽2 (𝑦, 𝑧)− 𝑝2

,
d𝑝

d𝑧
=

𝛽 (𝑦, 𝑧)√︀
𝛽2 (𝑦, 𝑧)− 𝑝2

𝜕𝛽

𝜕𝑦
(𝑦, 𝑧) . (17)
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Причём

𝑝 =
d𝑦

d𝑧

𝛽 (𝑦, 𝑧)√︁
1 + (d𝑦/d𝑧)

2
.

6. Одномерное амплитудно-фазовое преобразование
электромагнитного поля тонкоплёночной обобщённой

волноводной линзой Люнеберга

Симплектическое диффеоморфное (каноническое) отображение 𝐹𝑧0𝑧1 :

𝑇 *R𝑧0 → 𝑇 *R𝑧1 «порождает» такое же отображение 𝐹𝑧0𝑧 : 𝑇 *R𝑧0 → 𝑇 *R𝑧 для
∀𝑧 ∈ (𝑧0, 𝑧1). Выбор начального лагранжева подмногообразия Λ0 = [−𝑅,𝑅]×{0} =
{𝑦0 × (𝑝0 = 0)} в симплектическом пространстве 𝑇 *R𝑧0 задаёт в каждом симплек-
тическом пространстве 𝑇 *R𝑧 его образ Λ𝑧 при отображении 𝐹𝑧0𝑧:Λ𝑧 = 𝐹𝑧0𝑧 (Λ0).
Это семейство отображений задаёт эволюцию одномерного лагранжева подмного-
образия в трёхмерном «расширенном фазовом пространстве»

⋃︀
𝑧∈[𝑧0,𝑧1]

𝐹𝑧0𝑧 (𝑇
*R𝑧0) ∼=

R2 × R. В проекции на «изображающее фазовое пространство R2» это семей-
ство отображений задаёт эволюцию одномерного лагранжева подмногообразия
Λ𝑧. Причём Λ𝑧0 совпадает с отрезком [−𝑅,𝑅] на оси 𝑂𝑦 в плоскости 𝑦𝑂𝑝, а Λ𝑧𝑓 (в
точке 𝑧𝑓 фокальная линия пересекает ось 𝑂𝑧) совпадает с отрезком [−𝑃, 𝑃 ], где
𝑃 зависит от нормированного фокусного расстояния 𝑠 ТОВЛ Люнеберга. Таким
образом, отображение 𝐹𝑧0𝑧1 задаёт «поворот на 90𝑜 = (𝜋/2) рад в плоскости R2».

В начальном положении волнового фронта (при 𝑧 = 𝑧0) электромагнитное
поле волноводной моды (5) имеет вид

𝑓𝑧0 (𝑥) =

⎧⎨⎩
˜⃗
𝐸
(︀
𝑥; 𝑦𝑗 (𝑧0) , 𝑧0

)︀
˜⃗
𝐻
(︀
𝑥; 𝑦𝑗 (𝑧0) , 𝑧0

)︀
⎫⎬⎭ exp

{︀
𝑖𝜔𝑡0 − 𝑖𝜙

(︀
𝑦𝑗 (𝑧0) , 𝑧0

)︀}︀√︀
𝛽 (𝑦𝑗 (𝑧0) , 𝑧0)

(18)

при различных 𝑦𝑗 (𝑧0) ∈ [−𝑅,𝑅]. Таким образом, в каждой точке 𝑦𝑗 (𝑧0) лагранже-
ва многообразия Λ𝑧0 задана шестикомпонентная функция 𝑓𝑧0 (𝑥) (18) из 𝐿6

2 (R𝑧0)
(квадратично-интегрируемая по 𝑥 в случае любой направляемой моды). Канони-
ческое преобразование 𝐹𝑧0𝑧 индуцирует преобразование F𝑧0𝑧 : 𝐿6

2 (R𝑧0) × Λ𝑧0 →
𝐿6
2 (R𝑧) × Λ𝑧, которое отображает функцию 𝑓𝑧0 (𝑥) × 𝑦𝑗 (𝑧0) в функцию 𝑓𝑧 (𝑥) ×

𝑦𝑗 (𝑧), где

𝑓𝑧 (𝑥) =

⎧⎨⎩
˜⃗
𝐸
(︀
𝑥; 𝑦𝑗 (𝑧) , 𝑧

)︀
˜⃗
𝐻
(︀
𝑥; 𝑦𝑗 (𝑧) , 𝑧

)︀
⎫⎬⎭ exp

{︀
𝑖𝜔𝑡− 𝑖𝜙

(︀
𝑦𝑗 (𝑧) , 𝑧

)︀}︀√︀
𝛽 (𝑦𝑗 (𝑧) , 𝑧)

(19)

задаётся методом адиабатических волноводных мод (6)–(9).

Замечание. Любое линейное отображение Pr𝑧 векторной функции (19) в ска-
лярную величину (в том числе значение некоторой линейной числовой функции
на R6 при некотором значении 𝑥* аргумента 𝑥) задаёт функцию на Λ𝑧 =

{︀
𝑦𝑗 (𝑧)

}︀
.

Отображение F𝑧0𝑧𝑓 в методе адиабатических волноводных мод для тонкоплё-
ночной обобщённой волноводной линзы Люнеберга задаёт преобразование, обоб-
щающее преобразование Фурье (рис. 3). Если ограничить его на область значе-
ний проектора Pr𝑧𝑓 в пространстве 𝐿6

2 (R𝑧𝑓 ) × Λ𝑧𝑓 , то получившееся «индуциро-
ванное» ограничение будет «преобразованием Фурье с ограниченной апертурой»,
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совершаемым (производимым) тонкоплёночной обобщённой волноводной линзой
Люнеберга.

Рис. 3. Обобщённое амплитудно-фазовое преобразование Фурье ТОВЛ
Люнебергарадиуса 𝑅 = 1.0 см с фокусным расстоянием 𝐹 = 1.5𝑅

7. Заключение

В работе рассмотрена модель построения квазиклассического решения урав-
нений Максвелла. В данной модели при построении квазиклассического решения
фазовая функция находится из уравнения Гамильтона–Якоби; по начальной фа-
зовой функции строится начальное лагранжево многообразие, которое преобразу-
ется при помощи гамильтонова потока. До тех пор, пока возникающее при этом
процессе лагранжево многообразие однозначно проектируется на конфигураци-
онное пространство, мы находим фазовую функцию, вычисляя действие вдоль
траектории.

Изложенная конструкция в применении к бесконечно тонкой классической
линзе (с неограниченной или с ограниченной апертурой) в модели скалярной вол-
новой оптики приводит к общепринятому преобразованию Фурье. Таким образом,
поворот на 90𝑜 = (𝜋/2) рад в фазовом пространстве начальных (конечных) коор-
динат-импульсов индуцирует преобразование Фурье в классе числовых функций
на лагранжевых многообразиях и «обобщённое амплитудно-фазовое преобразо-
вание Фурье» в классе векторных (или тензорных, или спинорных) функций на
лагранжевых многообразиях.
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Modeling in the Adiabatic Waveguide Modes Model of

Amplitude-Phase Transformation of the Electromagnetic Field
by a Thin-Film Generalized Waveguide Luneburg Lens
A. L. Sevastyanov, D. S. Kulyabov, L.A. Sevastyanov

Telecommunication System Department
Peoples’ Friendship University of Russia

Miklukho-Maklaya str., 6, Moscow, Russia, 117198

R.K. Luneburg proposed a model of the three-dimensional propagation of electromagnetic
radiation. V. Guillemin and S. Sternberg showed that the basic equations of Luneburg,
which are the Lagrange equations, correspond to Hamilton’s equations on the cotangent
bundle over a three-dimensional configuration space. The model described is a “close relative”
of the adiabatic guided modes model, proposed by the authors. In this model similary,
two-dimensional ray equations for integrated optical waveguide correspond to Hamilton’s
equations on four-dimensional phase space.

In this model, the construction of quasi-classical solutions is the phase function of the
Hamilton–Jacobi, for the initial phase function the initial Lagrangian manifold is constructed,
which is transformed by means of the Hamiltonian flow. As long as the Lagrangian manifold
occurred in this process is uniquely projected on the configuration space, we find the phase
function by calculating the action along the path.

Key words and phrases: Maxwell’s equations, equations of Lagrange, equations of
Hamilton, integrated-optical waveguides, method of adiabatic waveguide modes, amplitude-
phase transformation, Fourier transform.




