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1. Введение

Пусть 0 < 𝑝, 𝑞 6 +∞. В работе рассматривается задача о нахождении необ-
ходимых и достаточных условий выполнения дискретных неравенств типа Харди
вида(︃

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃ ∑︁
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

для всех 𝑓(𝑛) > 0, (1)

где 𝑣(𝑛), 𝑤(𝑛) — положительные числа и 𝑏(𝑛) возрастающая последовательность
натуральных чисел.

Константу 𝐶 > 0 в неравенстве (1) считаем выбранной наименьшей из воз-
можных.

Случай 𝑏(𝑛) = 𝑛 в неравенстве (1) имеет длинную историю, восходящую к
классической монографии [1] и к настоящему времени полностью изучен. Исто-
рию вопроса и необходимую информацию можно найти в монографии [2], а также
в работах Г. Беннетта [3–5], М.Ш. Бравермана и В.Д. Степанова [6], М.Л. Гольд-
мана [7], С.А. Окпоти [8] и других авторов.

Целью работы является обобщение результатов [5–7] на случай дискретных
операторов с двумя переменными пределами. Аналогичная задача для непрерыв-
ных операторов изучена в серии работ [9–11]. В настоящей статье рассмотрен
случай одного переменного предела, а более общий случай будет изучен в следу-
ющей статье.

Случаи 𝑝 = 1,∞ и 1 < 𝑞 < ∞ или 𝑞 = 1,∞ и 1 < 𝑝 < ∞ характеризуются
общей теоремой функционального анализа [12, гл. 11, теорема 4], поэтому здесь
они опущены.

Используем ряд стандартных обозначений. Соотношения 𝐴 ≪ 𝐵 и 𝐵 ≫ 𝐴
означают 𝐴 6 𝑐𝐵 или 𝐵 > 𝑐𝐴 с константой 𝑐, зависящей только от 𝑝 и 𝑞, 𝐴 ≈ 𝐵
равносильно 𝐴 ≪ 𝐵 ≪ 𝐴 или 𝐴 = 𝑐𝐵. Символ N обозначает множество всех на-
туральных чисел, 𝜒𝐸 суть характеристическая функция (индикатор) множества
𝐸 ⊂ N. Сопряжённый показатель 𝑝′ определяется из уравнений

1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1, при

𝑝 ̸= 1, 𝑝 ̸= ∞, 𝑝′ = 1 при 𝑝 = ∞ и 𝑝′ = ∞ при 𝑝 = 1, а также полагаем 𝑟 =
𝑞𝑝

𝑝− 𝑞
при 0 < 𝑞 < 𝑝 <∞. Знаки := и =: используются для определения новых величин,
а также символ � для отметки конца доказательства.
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2. Случай 0 < 𝑝 6 𝑞 < ∞
В дальнейшем нам потребуются следующие формулы, вытекающие, напри-

мер, из [13, леммы 1 и 2]. Пусть 𝛾 > 0 и 1 6 𝑛 < 𝑁 6 ∞. Тогда для любой
последовательности ℎ(𝑘) > 0(︃

𝑁∑︁
𝑘=𝑛

ℎ(𝑘)

)︃𝛾
≈

𝑁∑︁
𝑘=𝑛

(︃
𝑘∑︁
𝑖=𝑛

ℎ(𝑖)

)︃𝛾−1

ℎ(𝑘), (2)

(︃
𝑁∑︁
𝑘=𝑛

ℎ(𝑘)

)︃𝛾
≈

𝑁∑︁
𝑘=𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑖=𝑘

ℎ(𝑖)

)︃𝛾−1

ℎ(𝑘). (3)

При 0 < 𝑝 6 𝑞 <∞ разобьём наше рассуждение на два случая: 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞
и 0 < 𝑝 6 𝑞 <∞, 0 < 𝑝 6 1.

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 < +∞. Тогда неравенство (1) выполнено тогда
и только тогда, когда

𝐴 := sup
𝑛

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞
(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐴.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (1). Пола-
гая 𝑁 ∈ N, определим тестовую последовательность

𝑓𝑁 (𝑘) =

{︃
𝑤(𝑘)1−𝑝

′
, 𝑘 6 𝑏(𝑁),

0, 𝑘 > 𝑏(𝑁).

Подставляя эту последовательность в (1) для любого 𝑁 ∈ N, находим

𝐶

(︃
𝑏(𝑁)∑︁
𝑛=1

𝑤1−𝑝′(𝑛)

)︃ 1
𝑝

>

⎛⎝∑︁
𝑛>𝑁

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑁)∑︁
𝑘=1

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

=

=

(︃∑︁
𝑛>𝑁

𝑣(𝑛)

)︃ 1
𝑞
(︃
𝑏(𝑁)∑︁
𝑘=1

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃
.

Отсюда следует 𝐶 > 𝐴.
Достаточность. Пусть 𝐴 < +∞. Оценим левую часть неравенства (1). При-

меняя (2), находим

𝐽 :=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ ≈
∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

⎛⎝𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑓(𝑘)

⎞⎠ =

=
∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑓(𝑘)
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛) =

=
∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑓(𝑘)𝑤
1
𝑝 (𝑘)𝑤− 1

𝑝 (𝑘)
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛).



Айман Альхалил Дискретные неравенства типа Харди с переменными . . . 57

Применяя неравенство Гельдера с показателями 𝑝 и 𝑝′, получим

𝐽 6

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)𝑝𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃(𝑞−1)𝑝′

𝑤1−𝑝′(𝑘)

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛)

)︃𝑝′⎞⎠
1
𝑝′

.

Далее,

𝐽0 :=
∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃(𝑞−1)𝑝′

𝑤1−𝑝′(𝑘)

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛)

)︃𝑝′
≈

≈
∞∑︁
𝑠=1

𝑘∑︁
𝑖=1

(︃
𝑠∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃(𝑞−1)𝑝′−1

𝑓(𝑠)𝑤1−𝑝′(𝑘)

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛)

)︃𝑝′
≈

≈
∞∑︁
𝑠=1

(︃
𝑠∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃(𝑞−1)𝑝′−1

𝑓(𝑠)
∞∑︁
𝑘=𝑠

𝑤1−𝑝′(𝑘)

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛)

)︃𝑝′
.

𝐼0 :=
∞∑︁
𝑘=𝑠

𝑤1−𝑝′(𝑘)

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛)

)︃𝑝′
=

=
∞∑︁
𝑘=1

𝜒[𝑠,∞)(𝑘)𝑤
1−𝑝′(𝑘)

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑣(𝑛)

)︃𝑝′
.

Применяя обобщённое неравенство Минковского, получим

𝐼0 6

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
∞∑︁
𝑘=1

𝜒[𝑠,∞)(𝑘)𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑤
1−𝑝′(𝑘)

)︃ 1
𝑝′
⎞⎠𝑝′

6

6

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
∞∑︁
𝑘=1

𝜒[1,𝑏(𝑛))(𝑠)𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑘)𝑤
1−𝑝′(𝑘)

)︃ 1
𝑝′
⎞⎠𝑝′

6

6

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛))(𝑠)𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 1
𝑝′
⎞⎟⎠
𝑝′

6

6

⎛⎝𝐴 ∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑠)𝑣(𝑛)

(︃
∞∑︁
𝑖=𝑛

𝑣(𝑖)

)︃− 1
𝑞

⎞⎠𝑝′

6

(︃
𝐴

∞∑︁
𝑛=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑠)𝑣(𝑛)

)︃ 𝑝′
𝑞′

.

Снова применяя обобщённое неравенство Минковского, найдём

𝐽0 6 𝐴
𝑝′

⎛⎜⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

⎛⎝ ∞∑︁
𝑠=1

𝜒[1,𝑏(𝑛)](𝑠)

(︃
𝑠∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃(𝑞−1)𝑝′−1

𝑓(𝑠)

⎞⎠
𝑞′
𝑝′

⎞⎟⎟⎠
𝑝′
𝑞′

=
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= 𝐴𝑝
′

⎛⎜⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

⎛⎝(︃𝑏(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃(𝑞−1)𝑝′
⎞⎠

𝑞′
𝑝′
⎞⎟⎟⎠

𝑝′
𝑞′

= 𝐴𝑝
′

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑞⎞⎠
𝑝′
𝑞′

.

Таким образом

𝐽 6

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)𝑝𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

⎛⎜⎜⎝𝐴𝑝′
⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑞⎞⎠
𝑝′
𝑞′

⎞⎟⎟⎠
1
𝑝′

.

Отсюда следует, что 𝐽
1
𝑞 6 𝐴

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

. �

Нам потребуется следующее

Определение. Пусть 𝑏(𝑛) строго возрастающая последовательность нату-
ральных чисел. Для 𝑛 : 𝑏(𝑛) > 𝑠 > 1 положим 𝑏−1(𝑠) := inf{𝑛 : 𝑏(𝑛) > 𝑠}.

Из этого определения следует, что 𝑏−1(𝑏(𝑛)) = 𝑛 и 𝑏(𝑏−1(𝑠)) > 𝑠.

Теорема 2. Пусть 0 < 𝑝 6 𝑞 < ∞ и 0 < 𝑝 6 1. Тогда неравенство (1)
выполнено тогда и только тогда, когда

̃︀𝐴 := sup
𝑛

(︃∑︁
𝑘>𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑘∈[1,𝑏(𝑛)]

𝑤− 1
𝑝 (𝑘) <∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ ̃︀𝐴.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (1). Пусть
𝑁 ∈ N и 𝑘𝑛 ∈ [1, 𝑏(𝑛)] такое число, что 0 ̸= 𝑤(𝑘𝑛) = inf𝑘∈[1,𝑏(𝑛)]𝑤(𝑘). Положим
𝑓(𝑘) = 0 при 𝑘 ̸= 𝑘𝑛 и 𝑓(𝑘) = 1, когда 𝑘 = 𝑘𝑛. Тогда из (1)

𝑤
1
𝑝 (𝑘𝑛) >

⎛⎝ ∞∑︁
𝑙=1

𝑣(𝑙)

(︃
𝑏(𝑙)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

>

⎛⎝ ∞∑︁
𝑙=𝑛

𝑣(𝑙)

(︃
𝑏(𝑙)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

=

(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 1
𝑞

,

𝐶 >

(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 1
𝑞

𝑤− 1
𝑝 (𝑘𝑛) =

(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 1
𝑞

sup
𝑘∈[1,𝑏(𝑛)]

𝑤− 1
𝑝 (𝑘).

Отсюда следует, что 𝐶 > ̃︀𝐴.
Достаточность. Пусть ̃︀𝐴 < +∞. По неравенству Йенсена при 0 < 𝑝 6 1

𝑏(𝑛)∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛) 6

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑛)

)︃ 1
𝑝

.

Оценим левую часть неравенства (1) и, применяя неравенство Минковского, по-
лучаем
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𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

6

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓𝑝(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝
⎞⎠

1
𝑞

=

=

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓𝑝(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝
⎞⎠

𝑝
𝑞
⎤⎥⎦

1
𝑝

6

⎛⎝ ∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑝(𝑘)

(︃ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)>𝑘

𝑣(𝑛)

)︃ 𝑝
𝑞

⎞⎠ 1
𝑝

Требуется показать, что

(︃ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)>𝑘

𝑣(𝑛)

)︃ 1
𝑞

6 ̃︀𝐴𝑤 1
𝑝 (𝑘).

Имеем

(︃ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)>𝑘

𝑣(𝑛)

)︃ 1
𝑞

=

⎛⎝ ∑︁
𝑛=𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑞

6 ̃︀𝐴[︃ sup
[16𝑛6𝑏(𝑏−1(𝑘))]

𝑤− 1
𝑝 (𝑛)

]︃−1

=

= ̃︀𝐴 inf
16𝑛6𝑏(𝑏−1(𝑘))

𝑤− 1
𝑝 (𝑛).

Так как 𝑏(𝑏−1(𝑘)) > 𝑘, то

(︃ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)>𝑘

𝑣(𝑛)

)︃ 1
𝑞

6 ̃︀𝐴 inf16𝑛6𝑘 𝑤
− 1

𝑝 (𝑘) 6 ̃︀𝐴𝑤− 1
𝑝 (𝑘). От-

сюда следует, что⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

6 ̃︀𝐴(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)𝑝𝑤(𝑘)

)︃ 1
𝑝

.

3. Случай 0 < 𝑞 < 𝑝 < ∞.

При 0 < 𝑞 < 𝑝 <∞ разобьём наше рассуждение на три случая: 1 < 𝑞 < 𝑝 <∞,
0 < 𝑞 < 𝑝 6 1 и 0 < 𝑞 < 𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, которым посвящены теоремы 3, 4 и 5,
соответственно.

Теорема 3. Пусть 1 < 𝑞 < 𝑝 < +∞,
1

𝑟
=

1

𝑞
− 1

𝑝
. Тогда неравенство (1)

выполнено тогда и только тогда, когда

𝐵 :=

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑘=1

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∑︁
𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′

⎤⎥⎦
𝑟

𝑤1−𝑝
′

(𝑘)

⎞⎟⎠
1
𝑟

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐵.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (1). Возь-
мём тестовую последовательность

𝑓0(𝑘) =

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∑︁
𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′

⎤⎥⎦
𝑟
𝑝

𝑤1−𝑝′(𝑘),
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тогда

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝0 (𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

=

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=1

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∑︁
𝑗>𝑏−1(𝑛)

𝑣(𝑗)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′

⎤⎥⎦
𝑟

𝑤1−𝑝′(𝑛)

⎞⎟⎠
1
𝑝

= 𝐵
𝑟
𝑝 .

Отсюда следует

𝐶𝐵
𝑟
𝑝 = 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝0 (𝑛)𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

>

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓0(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

≈

≈

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

⎛⎝𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓0(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑓0(𝑘)

⎞⎠⎞⎠ 1
𝑞

≈

≈

⎛⎝ ∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓0(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑓0(𝑘)
∑︁

𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑞

. (4)

Имеем

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓0(𝑖) =
𝑘∑︁
𝑖=1

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∑︁
𝑗>𝑏−1(𝑖)

𝑣(𝑗)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃

𝑖∑︁
𝑙=1

𝑤(𝑙)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′

⎤⎥⎦
𝑟
𝑝

𝑤1−𝑝′(𝑖) >

>

⎛⎝ ∑︁
𝑗>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑗)

⎞⎠ 𝑟
𝑝𝑞

𝑘∑︁
𝑖=1

⎡⎣(︃ 𝑖∑︁
𝑙=1

𝑤(𝑙)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′
⎤⎦

𝑟
𝑝

𝑤1−𝑝′(𝑖) ≈

≈

⎛⎝ ∑︁
𝑗>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑗)

⎞⎠ 𝑟
𝑝𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝𝑞′ +1

.

Отсюда
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓0(𝑖) >

⎛⎝ ∑︁
𝑗>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑗)

⎞⎠ 𝑟
𝑝𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝𝑞′ +1

. (5)

Подставляя оценку (5) и значения последовательности 𝑓0(𝑛) в (4), получим

𝐶𝐵
𝑟
𝑝 ≫ 𝐵

𝑟
𝑞 .

Отсюда следует, что 𝐶 ≫ 𝐵.

Достаточность. Пусть 𝐵 < +∞.

𝐽𝑞 :=
∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞
≈

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

⎛⎝𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑓(𝑘)

⎞⎠ ≈
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≈
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑓(𝑘)
∑︁

𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛) =

=
∞∑︁
𝑘=1

{︁
𝑓(𝑘)𝑤

1
𝑝 (𝑘)

}︁⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃
𝑤1−𝑝′(𝑘)(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑤1−𝑝′(𝑖)

)︃
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
𝑞−1

×

×

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤1−𝑝′(𝑖)

)︃𝑞−1

𝑤
(1−𝑝′)𝑞

𝑟 (𝑘)

⎫⎬⎭ .

Применяя неравенство Гельдера с показателями 𝑝, 𝑝/(𝑞 − 1), 𝑟/𝑞, получим

𝐽𝑞 6 𝐵𝑞𝐽
𝑞−1
𝑝

1

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 1
𝑝

, где 𝐽1 :=
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑝
𝑤1−𝑝′(𝑘)(︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤1−𝑝′(𝑖)

)︃𝑝 .

Требуется показать, что⎛⎜⎜⎜⎝
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃𝑝
𝑤1−𝑝′(𝑘)(︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤1−𝑝′(𝑖)

)︃𝑝

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑝

6 𝐶(𝑝)

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 1
𝑝

. (6)

Имеем

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑤(𝑘)1−𝑝′(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝′

)︃𝑝 =
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

∞∫︁
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝′

𝑝𝑠−𝑝−1d𝑠 =

= 𝑝

∞∫︁
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝′

𝑠−𝑝−1d𝑠
∑︁

𝑛:𝑘>𝑛;

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝′<𝑠

𝑤(𝑘)1−𝑝
′
6

6 𝑝

∞∫︁
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝′

𝑠−𝑝d𝑠 =
𝑝

𝑝− 1

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃−𝑝+1

.

Неравенство (6) выполнено в силу теорема 1, поскольку

⎛⎜⎜⎜⎝
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑤1−𝑝′(𝑘)(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑤1−𝑝′(𝑖)

)︃𝑝

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑝 (︃

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 1
𝑝′

≪
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≪

⎛⎝(︃ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤1−𝑝′(𝑖)

)︃1−𝑝
⎞⎠ 1

𝑝 (︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 1
𝑝′

≪ 1.

Отсюда

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

≪ 𝐵

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 1
𝑝

. �

Следствие 1. Альтернативным критерием выполнения неравенства (1) при
1 < 𝑞 < 𝑝 <∞ является также условие ̃︀𝐵 <∞, где

̃︀𝐵 :=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

(︃∑︁
𝑘>𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝
(︃ ∑︁
𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝′

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑟

<∞.

Доказательство. Достаточно показать, что 𝐵 ≈ ̃︀𝐵. Имеем

̃︀𝐵𝑟 = ∞∑︁
𝑛=1

(︃∑︁
𝑘>𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝
(︃ ∑︁
𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝′

𝑣(𝑛) ≈

≈
∞∑︁
𝑛=1

(︃∑︁
𝑘>𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛)

𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑤(𝑗)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝′ −1

𝑤(𝑘)1−𝑝
′
=

=
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑤(𝑗)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑞′

𝑤(𝑘)1−𝑝
′ ∑︁
𝑛>𝑏−1(𝑘)

(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛) =

=
∞∑︁
𝑘=1

⎛⎝ ∑︁
𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 𝑟
𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑞′

𝑤1−𝑝′(𝑘) = 𝐵𝑟.

В дальнейшем существенную роль будет играть следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть 0 < 𝑞 <∞,
∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑘) = 1. Тогда

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

[︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
≈

∞∑︁
𝜈=0

[︃
1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
,

где 𝐼𝜈 := [𝑚𝜈 ,𝑚𝜈+1 − 1], 𝑚𝜈 := min

⎧⎨⎩𝑏(𝑛) :
(︃

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

6
1

2𝜈

⎫⎬⎭ .

Доказательство. Имеем

𝐽𝜈 :=
∑︁

𝑛:𝑏(𝑛)∈𝐼𝜈

𝑣(𝑛)

[︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
6

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈𝐼𝜈

𝑣(𝑛)

[︃
𝑚𝜈+1−1∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
=

=
∑︁

𝑛:𝑏(𝑛)∈𝐼𝜈

𝑣(𝑛)

[︃
𝜈∑︁
𝜇=0

∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
6

1

2𝑞𝜈

[︃
𝜈∑︁
𝜇=0

∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
.



Айман Альхалил Дискретные неравенства типа Харди с переменными . . . 63

Если 𝑞 > 1, то по неравенству Гельдера

𝐽𝜈 6
1

2𝑞𝜈

[︃
𝜈∑︁
𝜇=0

2𝜇

2𝜈
· 2

𝜈

2𝜇

∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
6

1

2𝑞𝜈

(︃
𝜈∑︁
𝜇=0

2𝜇

2𝜈

)︃ 𝑞
𝑞′
(︃

𝜈∑︁
𝜇=0

2𝜇

2𝜈

(︃
2𝜈

2𝜇

∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃
≪

≪ 1

2𝑞𝜈

(︃
𝜈∑︁
𝜇=0

2𝜈(𝑞−1)

2𝜇(𝑞−1)

(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃
.

Отсюда

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

[︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
=

∞∑︁
𝜈=0

𝐽𝜈 ≪
∞∑︁
𝜈=0

1

2𝑞𝜈

(︃
𝜈∑︁
𝜇=0

2𝜈(𝑞−1)

2𝜇(𝑞−1)

(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃
=

=
∞∑︁
𝜇=0

(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

)︃𝑞 (︃∑︁
𝜈>𝜇

1

2𝜈

)︃
2𝜇

2𝑞𝜇
≪

∞∑︁
𝜇=0

[︃
1

2𝜇

∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
.

При 0 < 𝑞 6 1

[︃
𝜈∑︁
𝜇=0

∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
6

𝜈∑︁
𝜇=0

[︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
. Поэтому

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

[︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
6

∞∑︁
𝜈=0

1

2𝑞𝜈

𝜈∑︁
𝜇=0

[︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
≈

∞∑︁
𝜇=0

(︃
1

2𝜇

∑︁
𝑘∈𝐼𝜇

𝑓(𝑘)

)︃𝑞
.

Обратно, из определения 𝑚𝜈 следует, что
1

2(𝜈+1)𝑞
<

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)>𝑚𝜈

𝑣(𝑛) 6
1

2𝜈𝑞
. Тогда

1

2𝜈𝑞
≈ 1

2(𝜈+2)𝑞
− 1

2(𝜈+3)𝑞
<

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)>𝑚𝜈+1

𝑣(𝑛)−
∑︁

𝑛:𝑏(𝑛)>𝑚𝜈+2

𝑣(𝑛) =
∑︁

𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2]

𝑣(𝑛)

(7)
Отсюда(︃

1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓(𝑘)

)︃𝑞
≪

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2]

𝑣(𝑛)

(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓(𝑘)

)︃𝑞
6

6
∑︁

𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2]

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞
.

Далее,

∞∑︁
𝜈=0

(︃
1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓(𝑘)

)︃𝑞

≪
∞∑︁

𝜈=0

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2]

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞

≪
∞∑︁

𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

)︃𝑞

.

Лемма доказана. �
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Теорема 4. Пусть 0 < 𝑞 < 𝑝 6 1,
1

𝑟
=

1

𝑞
− 1

𝑝
. Тогда неравенство (1) выпол-

нено тогда и только тогда, когда

𝐷 :=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃∑︁
𝑘>𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝

sup
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘)

⎞⎠ 1
𝑟

<∞.

Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐷.

Доказательство. Сначала покажем оценку сверху. По неравенству Йенсена
при 0 < 𝑝 6 1 ∑︁

𝑘∈𝐼𝜈

𝑤(𝑘)𝑓(𝑘) 6 sup
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤(𝑘)

(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓𝑝(𝑘)

)︃ 1
𝑝

.

Отсюда, применяя лемму и неравенство Гельдера, получаем

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

[︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
≈

∞∑︁
𝜈=0

[︃
1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
=

=
∞∑︁
𝜈=0

[︃
1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤− 1
𝑝 (𝑘)𝑤

1
𝑝 (𝑘)𝑓(𝑘)

]︃𝑞
6

∞∑︁
𝜈=0

(︂
1

2𝜈
sup
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤− 1
𝑝 (𝑘)

)︂𝑞 (︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝

6

6

(︃
∞∑︁
𝜈=0

1

2𝑟𝜈
sup
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘)

)︃ 𝑞
𝑟
(︃

∞∑︁
𝜈=0

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝

=: 𝐽
𝑞
𝑟

(︃
∞∑︁
𝑘=0

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝

.

Из (7) следует, что

𝐽 6
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎝ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 𝑟
𝑞

sup
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) =

=
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎝ 𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑛=𝑏−1(𝑚𝜈+1)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 𝑟
𝑞

sup
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) ≈

≈
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎜⎝ 𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑛=𝑏−1(𝑚𝜈+1)

⎛⎝𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛)

⎞⎟⎠ sup
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) =

=
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

⎛⎝𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛)

⎞⎟⎠ sup
𝑘∈[𝑚𝜈 ,𝑚𝜈+1)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘).

При 𝑏(𝑛) > 𝑚𝜈+1 > 𝑘 следует sup𝑘∈[𝑚𝜈 ,𝑚𝜈+1)𝑤
− 𝑟

𝑝 (𝑘) 6 sup16𝑘6𝑏(𝑛)𝑤
− 𝑟

𝑝 (𝑘). Отсю-
да

𝐽 ≪
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

𝑣(𝑛)

⎛⎝𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝

sup
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘)

⎞⎟⎠ 6
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6
∞∑︁
𝜈=0

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

𝑣(𝑛)

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝

sup
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) 6

6
∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝

sup
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) = 𝐷𝑟.

Для оценки снизу по лемме 1 запишем(︃
∞∑︁
𝜈=0

(︃
1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓(𝑘)

)︃𝑞)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)𝑝𝑤(𝑛)

)︃ 1
𝑝

.

Пусть 𝑓(𝑘) = 0 при 𝑘 ̸= 𝑘𝜈 и 𝑓(𝑘) = 𝑤− 1
𝑝 (𝑘𝜈)𝑋𝑘𝜈 , где 𝑤− 𝑟

𝑝 (𝑘𝜈) := sup𝑘∈𝐼𝜈 𝑤
− 𝑟

𝑝 (𝑘).
Тогда (︃

∞∑︁
𝜈=0

𝑤
− 𝑞

𝑝 (𝑘𝜈)

2𝑞𝜈
𝑋𝑞
𝑘𝜈

)︃ 1
𝑞

6 𝐶

(︃
∞∑︁
𝜈=0

𝑋𝑝
𝑘𝜈

)︃ 1
𝑝

.

Отсюда (︃
∞∑︁
𝜈=0

1

2𝑟𝜈
𝑤− 𝑟

𝑝 (𝑘𝜈)

)︃ 1
𝑟

6 𝐶. (8)

Пусть 𝑠𝑛 :=

(︃∑︁
𝑘>𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑞

, тогда

𝐷𝑟 ≈
∞∑︁
𝑛=1

(𝑠𝑟𝑛 − 𝑠𝑟𝑛+1) sup
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) =

∞∑︁
𝜈=0

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈𝐼𝜈

(𝑠𝑟𝑛 − 𝑠𝑟𝑛+1) sup
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘).

Имеем∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈𝐼𝜈

(𝑠𝑟𝑛 − 𝑠𝑟𝑛+1) sup
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) >

1

2𝑟𝜈
sup

16𝑘6𝑚𝜈+1−1
𝑤− 𝑟

𝑝 (𝑘) =

=
1

2𝑟𝜈
sup
𝜇6𝜈

sup
𝑘∈𝐼𝜇

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘) =

1

2𝑟𝜈
sup
𝜇6𝜈

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘𝜇) 6

1

2𝑟𝜈

𝜈∑︁
𝜇=0

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘𝜇).

Отсюда и (8)

𝐷𝑟 ≪
∞∑︁
𝜈=0

1

2𝑟𝜈

𝜈∑︁
𝜇=0

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘𝜇) =

∞∑︁
𝜇=0

𝑤− 𝑟
𝑝 (𝑘𝜇)

∑︁
𝜈>𝜇

1

2𝑟𝜈
≈

∞∑︁
𝜇=0

1

2𝑟𝜇
𝑤− 𝑟

𝑝 (𝑘𝜇) ≪ 𝐶𝑟.

Следовательно, 𝐶 ≫ 𝐷. �

Теорема 5. Пусть 0 < 𝑞 < 𝑝, 1 < 𝑝 < +∞ и
1

𝑟
=

1

𝑞
− 1

𝑝
. Тогда неравенство

(1) выполнено тогда и только тогда, когда

𝐿 :=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣(︃∑︁
𝑘>𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 1
𝑝
(︃ ∑︁
𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑝′
⎤⎦𝑟 𝑣(𝑛)

⎞⎠
1
𝑟

<∞.
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Более того, справедливо соотношение 𝐶 ≈ 𝐿.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (1). Возь-
мём тестовую последовательность

𝑓0(𝑘) =

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∑︁
𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′

⎤⎥⎦
𝑟
𝑝

𝑤1−𝑝′(𝑘),

тогда

(︃
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑝0 (𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 1
𝑝

=

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑘=1

⎡⎢⎣
⎛⎝ ∑︁
𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑤(𝑗)1−𝑝
′

)︃ 1
𝑞′

⎤⎥⎦
𝑟

𝑤1−𝑝′(𝑘)

⎞⎟⎠
1
𝑝

≈

≈

⎛⎝ ∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑤(𝑗)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑞′

𝑤1−𝑝
′

(𝑘)
∑︁

𝑛>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑛)

(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 𝑟
𝑝

⎞⎠ 1
𝑝

=

=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

⎛⎝𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑤(𝑗)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑞′

𝑤1−𝑝′(𝑘)

⎞⎠(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑝

=

=

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

(︃ ∑︁
𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤(𝑘)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝′
(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 1
𝑝

= 𝐿
𝑟
𝑝 .

Отсюда следует

𝐶𝐿
𝑟
𝑝 ≫

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓0(𝑘)

)︃𝑞⎞⎠ 1
𝑞

=

=

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

⎛⎜⎝𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

⎛⎝ ∑︁
𝑙>𝑏−1(𝑘)

𝑣(𝑙)

⎞⎠ 𝑟
𝑝𝑞 (︃

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝𝑞′

𝑤1−𝑝′(𝑘)

⎞⎟⎠
𝑞⎞⎟⎠

1
𝑞

>

>

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

⎛⎜⎝
⎛⎝ ∑︁
𝑙>𝑏−1(𝑏(𝑛))

𝑣(𝑙)

⎞⎠ 𝑟
𝑝𝑞 𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝𝑞′

𝑤1−𝑝′(𝑘)

⎞⎟⎠
𝑞⎞⎟⎠

1
𝑞

>

так как 𝑏−1(𝑏(𝑛)) = 𝑛, то

>

⎛⎝ ∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃∑︁
𝑙>𝑛

𝑣(𝑙)

)︃ 𝑟
𝑝

⎛⎝𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

(︃
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)1−𝑝
′

)︃ 𝑟
𝑝𝑞′

𝑤1−𝑝′(𝑘)

⎞⎠𝑞⎞⎠
1
𝑞

≈ 𝐿
𝑟
𝑞 .

Отсюда следует, что 𝐶 > 𝐿.
Достаточность. Пусть 𝐿 < +∞. Применяя лемму 1 и неравенство Гельдера

получаем



Айман Альхалил Дискретные неравенства типа Харди с переменными . . . 67

∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

[︃
𝑏(𝑛)∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
≈

∞∑︁
𝜈=0

[︃
1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓(𝑘)

]︃𝑞
=

∞∑︁
𝜈=0

[︃
1

2𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤− 1
𝑝 (𝑘)𝑤

1
𝑝 (𝑘)𝑓(𝑘)

]︃𝑞
6

6
∞∑︁
𝜈=0

⎡⎣ 1

2𝜈

(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝′
(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝

⎤⎦ .
Снова, применяя неравенство Гельдера с показателями

𝑟

𝑞
и
𝑝

𝑞
, получим

(︃
∞∑︁
𝜈=0

1

2𝑟𝜈

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑟
(︃

∞∑︁
𝜈=0

∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝

=: 𝐽
𝑞
𝑟

(︃
∞∑︁
𝑘=0

𝑓𝑝(𝑘)𝑤(𝑘)

)︃ 𝑞
𝑝

.

Из (7) следует, что

𝐽 6
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎝ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 𝑟
𝑞 (︃∑︁

𝑘∈𝐼𝜈

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝′

=

=
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎝ 𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑛=𝑏−1(𝑚𝜈+1)

𝑣(𝑛)

⎞⎠ 𝑟
𝑞 (︃∑︁

𝑘∈𝐼𝜈

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝′

≈

≈
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎜⎝ 𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑛=𝑏−1(𝑚𝜈+1)

⎛⎝𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛)

⎞⎟⎠(︃∑︁
𝑘∈𝐼𝜈

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝′

=

=
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

⎛⎝𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝

𝑣(𝑛)

⎞⎟⎠
⎛⎝ ∑︁
𝑘∈[𝑚𝜈 ,𝑚𝜈+1)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝′

.

При 𝑏(𝑛) > 𝑚𝜈+1 > 𝑘 следует⎛⎝ ∑︁
𝑘∈[𝑚𝜈 ,𝑚𝜈+1)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝′

6

(︃ ∑︁
16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝′

.

Отсюда

𝐽 ≪
∞∑︁
𝜈=0

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

𝑣(𝑛)

⎛⎝𝑏−1(𝑚𝜈+2)∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

⎞⎠ 𝑟
𝑝 (︃ ∑︁

16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝′

⎞⎟⎠ 6
6

∞∑︁
𝜈=0

∑︁
𝑛:𝑏(𝑛)∈[𝑚𝜈+1,𝑚𝜈+2)

𝑣(𝑛)

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝
(︃ ∑︁

16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝′

6

6
∞∑︁
𝑛=1

𝑣(𝑛)

(︃
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑣(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝
(︃ ∑︁

16𝑘6𝑏(𝑛)

𝑤1−𝑝′(𝑘)

)︃ 𝑟
𝑝′

= 𝐿𝑟.
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Discrete Inequalities of Hardy Type with Variable Limits of

Summation. I

Alkhliel Aiman
Mathematical Analysis and Functiona Theory Department
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6, Miklukho Maklai str., 117198, Moscow, Russia

The problem of necessary and sufficient couditions of validity for discrete inequalities of
Hardy type with variable limits of summation in the sequence spaces is studied.
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