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Предлагается метод построения уравнений динамики манипуляционных систем в
обобщённых координатах и в канонических переменных. Управляющие воздействия
определяются в соответствии с требованием экспоненциальной устойчивости интеграль-
ного многообразия системы дифференциальных уравнений динамики, соответствующе-
го уравнениям связей. Приводится решение задачи управления программным движени-
ем плоского двухзвенного манипулятора.
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1. Введение

Уравнения динамики управляемого манипуляционного робота могут быть со-
ставлены, если известны его кинетическая энергия, внешние силы, способ воздей-
ствия управляющих сил и программа движения схвата или отдельных звеньев,
представленная уравнениями связей. Известны разнообразные формы определе-
ния выражений динамических показателей и уравнений связей и алгоритмы со-
ставления уравнений динамики манипулятора. В [1–5] представлено достаточно
полное описание динамики манипулятора на основе методов Лагранжа–Эйлера
и алгоритмов определения функции Лагранжа. В [6] динамика манипуляцион-
ного робота с программными связями и с заданными уравнениями возмущений
связей представлена уравнениями Лагранжа второго рода. Построенные уравне-
ния позволяют определить значения управляющих сил и моментов, обеспечива-
ющих необходимые движения схвата и звеньев манипулятора, согласованные с
программными связями. В [7] приводятся условия устойчивости многообразия,
определяемого уравнениями связей.

В настоящей работе предлагается метод построения уравнений динамики ма-
нипуляционных систем в обобщённых координатах и в канонических перемен-
ных. Определяются управляющие воздействия, обеспечивающие устойчивость ин-
тегрального многообразия уравнений динамики, соответствующего уравнениям
связей. Формулируются условия экспоненциальной устойчивости интегрального
многообразия системы дифференциальных уравнений динамики, соответствую-
щего уравнениям связей. Приводится решение задачи управления программным
движением двухзвенного манипулятора в обобщённых координатах и в канони-
ческих переменных.

Статья поступила в редакцию 12 февраля 2009 г.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (06-01-00664) .
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2. Постановка задачи

Рассмотрим систему твёрдых тел, положение которой определяется обобщён-
ными координатами 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, составляющими вектор 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛). Пусть
𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) — вектор обобщённых скоростей 𝑣 = d𝑞

d𝑡 , 𝑇 = 1
2𝑣
𝑇𝑀𝑣 — кине-

тическая энергия системы, 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗), 𝑚𝑖𝑗 = 𝑚𝑖𝑗(𝑞), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑃 = 𝑃 (𝑞) —
потенциальная энергия, 𝐿 = 𝑇 − 𝑃 — лагранжиан, 𝑄 = 𝑄(𝑞, 𝑣, 𝑡) – вектор обоб-
щённых непотенциальных внешних сил.

К звеньям манипулятора приложены управляющие силы и моменты, состав-
ляющие вектор обобщённых сил 𝑅, который должен быть определён так, чтобы
удовлетворялись уравнения связей, наложенных на обобщённые координаты и
обобщённые скорости,

𝑓(𝑞, 𝑡) = 0, 𝑓(𝑞, 𝑣, 𝑡) = 0, 𝑓 ′(𝑞, 𝑣, 𝑡) = 0, (1)

где 𝑓 = 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 и 𝑓 ′ = (𝑓𝑚+1, . . . , 𝑓𝑟) — соответственно векторы левых частей
уравнений голономных и неголономных связей, а вектор 𝑓 = 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 опреде-
ляется производной от уравнений голономных связей:

𝑓 = 𝑓𝑞𝑣 + 𝑓𝑡, 𝑓𝑞 = (𝑓𝜇𝑖), 𝑓𝑡 = (𝑓𝜇𝑡), 𝑓𝜇𝑖 =
𝜕𝑓𝜇
𝜕𝑞𝑖

, 𝑓𝜇𝑡 =
𝜕𝑓𝜇
𝜕𝑡

,

𝜇 = 1, . . . ,𝑚, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
(2)

Требуется построить уравнения динамики манипуляционной системы, обес-
печивающие стабилизацию связей по отношению к начальным отклонениям от
уравнений связей (1), которые неизбежно приводят к отклонениям от уравнений
связей при численном решении.

3. Уравнения динамики системы в обобщённых
координатах

Для описания динамики манипуляционной системы воспользуемся принципом
Журдена, записанном через обобщённые координаты:(︂

d
d𝑡
𝜕𝐿

𝜕𝑣
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞
−𝑄−𝑅

)︂𝑇
𝛿𝑣 = 0. (3)

Будем полагать, что уравнения связей (1) накладывают ограничения на вектор
виртуальных скоростей системы:

𝐹𝛿𝑣 = 𝛿𝛼, 𝐹 =
(︂
𝑓𝑞
𝑓 ′

)︂
, 𝛿𝛼 =

(︂
𝑓

𝑓 ′

)︂
. (4)

Решение уравнения (4) с прямоугольной матрицей коэффициентов 𝐹 (𝑟 < 𝑛)
есть

𝛿𝑣 = 𝛿𝑠[𝐹𝐶] + 𝐹+𝛿𝛼, (5)

где 𝛿𝑠 — произвольно малая скалярная величина, [𝐹𝐶] — векторное произведе-
ние векторов-строк матрицы 𝐹и произвольных 𝑛− 𝑟− 1 векторов, составляющих
строки матрицы 𝐶, 𝐹+ = 𝐹𝑇

(︀
𝐹𝐹𝑇

)︀−1.
Подстановка выражения (5) в (3) приводит к равенству(︂

𝜕𝐿

𝜕𝑣
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞
−𝑄−𝑅

)︂𝑇 (︀
𝛿𝑠[𝐹𝐶] + 𝐹+𝛿𝛼

)︀
= 0.
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Связи, описываемые уравнениями (1), предполагаются обычно идеальными.
Следовательно, 𝑅 = 𝐹𝑇𝜆, где 𝐹 = (𝑓𝜌𝑖), 𝑓𝜇𝑖 = 𝜕𝑓𝜇

𝜕𝑞𝑖
, 𝑓𝜎𝑖 = 𝜕𝑓𝜎

𝜕𝑣𝑖
, 𝜌 = 1, . . . , 𝑟,

𝜇 = 1, . . . ,𝑚, 𝜎 = 𝑚+ 1, . . . , 𝑟, и вектор 𝜆 = 𝜆1, . . . , 𝜆𝑟 множителей Лагранжа 𝜆𝜌.
Уравнения динамики системы записываются в форме уравнений Лагранжа

второго рода

d𝑞
d𝑡

= 𝑣,
d
d𝑡
𝜕𝐿

𝜕𝑣
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 𝑄+ 𝐹𝑇𝜆, 𝑞(𝑡0) = 𝑞0, 𝑣(𝑡0) = 𝑣0. (6)

Вектор 𝜆 = 𝜆1, . . . , 𝜆𝑟 определяется из условий

d𝑎
d𝑡

= 𝑓,
d𝑓
d𝑡

= 0,
d𝑓 ′

d𝑡
= 0. (7)

При этом решение системы уравнений (7) устойчиво по отношению к инте-
гральному многообразию Ω(𝑡), которое определяется уравнениями (1). Так как
тривиальное решение 𝑓 = 0, 𝑓 = 0, 𝑓 ′ = 0 не является устойчивым асимптоти-
чески, то при численном интегрировании дифференциальных уравнений откло-
нения от многообразия возрастают по норме. Решение задачи стабилизации свя-
зей введением уравнений программных связей с соответствующим построением
уравнений возмущений связей приводит к модификации множителей Лагранжа
𝜆, учитывающей отклонения от уравнений связей в процессе решения [7].

4. Уравнения динамики системы в канонических
переменных

Для представления уравнений динамики в канонических переменных введём
вектор соответствующих импульсов 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 𝑝𝑖 = 𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑖
, и функцию Гамиль-

тона:

𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑣𝑖 − 𝐿. (8)

Учитывая выражение функции Лагранжа и предположение о структуре ки-
нетической энергии, определим выражения вектора обобщённых скоростей 𝑣 и
уравнений связей (1), (2) в канонических переменных 𝑞, 𝑝:

𝑣 = 𝑀−1𝑝, 𝑀−1 =
(︁
𝑚𝑖𝑗

)︁
, 𝑚𝑖𝑗 = 𝑚𝑖𝑗(𝑞), (9)

где 𝑚𝑖𝑗 — элементы матрицы 𝑀−1, обратной к матрице 𝑀 .

𝑓(𝑞, 𝑡) = 0, 𝜑(𝑞, 𝑝, 𝑡) = 0, 𝜑 = (𝜑1, . . . , 𝑟), (10)

𝜑𝜇 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑓𝜇𝑖(𝑞, 𝑡)𝑚𝑖𝑗(𝑞)𝑝𝑗 + 𝑓𝜇𝑡(𝑞, 𝑡), 𝜑𝜎 = 𝑓𝜎
(︀
𝑞,𝑀−1(𝑞), 𝑝, 𝑡

)︀
. (11)

Варьирование обеих частей равенства (8)

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
𝛿𝑞𝑖 +

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
𝛿𝑝𝑖

)︂
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝑣𝑖𝛿𝑝𝑖 + 𝑝𝑖𝛿𝑣𝑖 −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
𝛿𝑞𝑖 −

𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑖
𝛿𝑣𝑖

)︂
приводит к известным соотношениям

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
= − 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
,

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
= 𝑣𝑖,
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что позволяет представить уравнения динамики (6) в виде системы дифференци-
ально-алгебраических уравнений, составленных из 2𝑛 дифференциальных урав-
нений динамики и уравнений связей, составленных относительно канонических
переменных 𝑞, 𝑝:

d𝑞
d𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝
,

d𝑝
d𝑡

= −𝜕𝐻
𝜕𝑞

+𝑄+ 𝐹𝑇𝜆, (12)

𝑓(𝑞, 𝑡) = 0, 𝜑(𝑞, 𝑝, 𝑡) = 0,

𝑞(𝑡0) = 𝑞0, 𝑝(𝑡0) = 𝑀(𝑞0)𝑣0.

Элементы матрицы 𝐹 в правой части второго уравнения системы (12) с учётом
равенств (9), (11) являются функциями канонических переменных 𝑞, 𝑝:

𝐹 = (𝑓𝜌𝑖), 𝑓𝜇𝑖 =
𝜕𝑓𝜇(𝑞, 𝑡)
𝜕𝑞𝑖

, 𝑓𝜎𝑖 =
𝜕𝑓𝜎(𝑞, 𝑣, 𝑡)

𝜕𝑣𝑖
, 𝑣 = 𝑀−1(𝑞)𝑝.

5. Управляющие реакции связей

Для обеспечения асимптотической устойчивости интегрального многообразия
Ω(𝑡) заменим уравнения связей (10) уравнениями программных связей:

𝑓(𝑞, 𝑡) = 𝑎, 𝜑(𝑞, 𝑝, 𝑡) = 𝛼, 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝜇), 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑟). (13)

Составляющие 𝑎𝜇, 𝛼𝜌 векторов 𝑎, 𝛼 оценивают возмущения связей. Продиф-
ференцируем обе части равенств (13) с учётом уравнений системы (12):

𝜕𝑓

𝜕𝑞
𝑣 +

𝜕𝑓

𝜕𝑡
=

d𝑎
d𝑡
, (14)

(𝜑𝐻) +
𝜕𝜑

𝜕𝑝

(︁
𝑄+ 𝐹𝑇𝜆

)︁
+
𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

d𝛼
d𝑡
, (𝜑𝐻) =

𝜕𝜑

𝜕𝑞

𝜕𝐻

𝜕𝑝
− 𝜕𝜑

𝜕𝑝

𝜕𝐻

𝜕𝑞
. (15)

Из равенств (11), (14) следует, что d𝛼𝜇

d𝑡 = 𝛼𝜇 и 𝜕𝜑
𝜕𝑝 = 𝐹 . Равенство (15) пред-

ставляет систему линейных алгебраических уравнений относительно множителей
Лагранжа, если значение производной d𝛼

d𝑡 считать заданным:

(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁
𝜆 =

d𝛼
d𝑡
−
(︂

(𝜑𝐻) + 𝐹𝑄+
𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂
. (16)

Если det
(︀
𝐹𝐹𝑇

)︀
̸= 0, то существует обратная матрица

(︀
𝐹𝐹𝑇

)︀−1 и решение
уравнения (16)

𝜆 =
(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1
(︂

d𝛼
d𝑡
− (𝜑𝐻)− 𝐹𝑄− 𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂
, (17)

которое состоит из двух слагаемых:

𝜆 = 𝜆0(𝑞, 𝑝, 𝑡) + 𝜆1(𝑎, 𝛼, 𝑞, 𝑝, 𝑡),

𝜆0(𝑞, 𝑝, 𝑡) = −
(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1
(︂

(𝜑𝐻) + 𝐹𝑄+
𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂
,

𝜆1(𝑎, 𝛼, 𝑞, 𝑝, 𝑡) =
(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1 d𝛼
d𝑡
.

(18)

В силу определения вектора 𝜆 поведение решения системы (12) по отноше-
нию к уравнениям связей (10) зависит от изменения во времени производной d𝛼

d𝑡
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вектора 𝛼, оценивающего отклонения от уравнений связей. Если 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то
d𝛼
d𝑡 = 0, следовательно, 𝜆 = 𝜆0(𝑞, 𝑝, 𝑡), и равенства

𝑓(𝑞, 𝑡) = 𝑎, 𝜑(𝑞, 𝑝, 𝑡) = 𝛼

представляют первые интегралы уравнений динамики системы

d𝑞
d𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝
,

d𝑝
d𝑡

= −𝜕𝐻
𝜕𝑞

+𝑄+ 𝐹𝑇𝜆0. (19)

В самом деле, подстановкой значения (18) вектора 𝜆0 в левую часть равенства
(15) легко убедиться в выполнении равенства d𝛼

d𝑡 = 0. Это означает, что, если
начальные значения 𝑞0, 𝑣0 выбраны так, чтобы выполнялись условия

𝑓
(︀
𝑞0, 𝑡

)︀
= 0, 𝜑

(︀
𝑞0, 𝑝0, 𝑡0

)︀
= 0, (20)

то решение системы уравнений (19) будет удовлетворять равенствам (10) при
всех 𝑡 > 𝑡0. Если начальные значения 𝑞0, 𝑣0 не соответствуют равенствам (20),
то поведение решения системы уравнений (19) относительно многообразия Φ(𝑡),
определяемого уравнениями (10), зависит от значения d𝛼

d𝑡 .

6. Устойчивость по отношению к уравнениям
связей

Определим изменение векторов 𝑎, 𝛼 дифференциальными уравнениями воз-
мущений связей

d𝑎
d𝑡

= �̇�,
d𝛼
d𝑡

= 𝐴1(𝑞, 𝑝, 𝑡)𝑎+𝐴2(𝑞, 𝑝, 𝑡)𝛼,

�̇� = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚), 𝐴1 =
(︁
𝑎𝜇𝛾

)︁
, 𝐴2 =

(︁
𝑎𝜇+𝜌
𝛾

)︁
, 𝛾, 𝜌 = 1, . . . , 𝑟.

(21)

Для описания динамики системы с учётом возможных отклонений от уравне-
ний связей (10) можно использовать систему дифференциально-алгебраических
уравнений (12), (13), (21) относительно неизвестных 𝑞, 𝑝, 𝜆 с начальными услови-
ями (21). Матрицы 𝐴1, 𝐴2 в правой части уравнений (21) являются произвольны-
ми, от выбора которых зависит изменение вектора d𝛼

d𝑡 , что посредством вектора
𝜆 влияет на решение системы (12).

Определение 1. Решение системы дифференциально-алгебраических урав-
нений (12), (13), (21) устойчиво по отношению к уравнениям связей (10), если
для всех 𝛿 > 0, для которых выполняется условие ‖𝑦(𝑡0)‖ 6 𝛿, 𝑦(𝑡) = (𝑎(𝑡), 𝛼(𝑡)),
существует такое 𝜖 = 𝜖(𝛿) > 0, что при всех 𝑡 > 𝑡0 будет справедливо неравенство
‖𝑦(𝑡)‖ 6 𝜖.

Определение 2. Решение системы дифференциально-алгебраических урав-
нений (12), (13), (21) устойчиво асимптотически по отношению к уравнениям свя-
зей (10), если оно устойчиво по отношению к уравнениям связей (10) и существует
предел lim

𝑡→∞
‖𝑦(𝑡)‖ = 0.

Определение 3. Если существуют такие конечные значения 𝑞0, 𝑝0, 𝛿 > 0,
𝑇 > 𝑡0, что решение системы дифференциально-алгебраических уравнений (12),
(13), (21), соответствующее начальным условиям 𝑞(𝑡0) = 𝑞0, 𝑝(𝑡0) = 𝑝0,
‖𝑦(𝑡0)‖ 6 𝛿, удовлетворяет неравенству ‖𝑦(𝑇 )‖ > 𝜖 > 𝛿, то оно неустойчиво по
отношению к уравнениям связей (10).
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Очевидно, если матрицы 𝐴1(𝑞, 𝑝, 𝑡), 𝐴2(𝑞, 𝑝, 𝑡) ограничены: ‖𝐴1(𝑞, 𝑝, 𝑡)‖ < 𝐿1,
‖𝐴2(𝑞, 𝑝, 𝑡)‖ < 𝐿2, то из устойчивости или асимптотической устойчивости триви-
ального решения 𝑎 = 0, 𝛼 = 0 системы дифференциальных уравнений возмуще-
ний связей (21) следуют соответствующие неравенства ‖d𝛼

d𝑡 ‖ < 𝐿𝜖, 𝐿 = 𝐿1 + 𝐿2,
или lim

𝑡→∞
‖d𝛼

d𝑡 ‖ = 0. Замена векторов 𝑎, 𝛼, d𝛼
d𝑡 соответствующими выражениями

из (13), (21) после подстановки выражения (17) вектора 𝜆 приводит к системе
уравнений относительно канонических переменных 𝑞, 𝑝:

d𝑞
d𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝
,

d𝑝
d𝑡

= −𝜕𝐻
𝜕𝑞

+𝑄+ 𝐹𝑇
(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1
(︂
𝐴1𝑓 +𝐴2𝜑−

(︂
(𝜑𝐻) + 𝐹𝑄+

𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂)︂
,

𝑞(𝑡0) = 𝑞0, 𝑝(𝑡0) = 𝑝0.

(22)

В случае, когда матрицы 𝐴1, 𝐴2 являются нулевыми, система уравнений (22)
принимает вид

d𝑞
d𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝
,

d𝑝
d𝑡

= −𝜕𝐻
𝜕𝑞

+𝑄− 𝐹𝑇
(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1
(︂

(𝜑𝐻) + 𝐹𝑄+
𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂
и допускает первые интегралы, определяемые равенствами 𝑓(𝑞, 𝑡) = 𝑐0,
𝜑(𝑞, 𝑝, 𝑡) = 𝑐1, где 𝑐0, 𝑐1 — произвольные постоянные векторы. Система дифферен-
циальных уравнений (22) при соответствующих начальных значениях 𝑞0, 𝑝0 до-
пускает интегральное многообразие Φ(𝑡), определяемое уравнениями связей (10).
В случае, когда матрицы 𝐴21, 𝐴22 отличны от нуля, поведение решения системы
(22) по отношению к многообразию Φ(𝑡) зависит от выбора этих матриц.

Если матрицы 𝐴1, 𝐴2 являются постоянными, то для обеспечения асимпто-
тической устойчивости тривиального решения системы (21) достаточно потре-
бовать, чтобы все корни характеристического уравнения имели отрицательные
действительные части. В общем случае суждение об устойчивости по отноше-
нию к уравнениям связей (10) делается по функции Ляпунова 𝑉 = 𝑉 (𝑎, 𝛼, 𝑞, 𝑝, 𝑡),
𝑉 (0, 0, 𝑞, 𝑝, 𝑡) = 0, построенной применительно к векторам 𝑎, 𝛼, и её производной,
вычисленной в силу системы уравнений (21):

d𝑉
d𝑡

=
(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑎
+
𝜕𝑉

𝜕𝑝
𝐹𝑇

(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1
)︂
𝐴1𝑎+

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝛼
+
𝜕𝑉

𝜕𝑝
𝐹𝑇

(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1
)︂
𝐴2𝛼+

+ (𝑉 𝐻) +
𝜕𝑉

𝜕𝑝
𝑄− 𝜕𝑉

𝜕𝑝
𝐹𝑇

(︁
𝐹𝐹𝑇

)︁−1
(︂

(𝜑𝐻) + 𝐹𝑄+
𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂
+
𝜕𝑉

𝜕𝑡
. (23)

В отдельных случаях суждение об устойчивости упрощается. Так, если
𝑉 = 𝑉 (𝑎, 𝛼, 𝑞, 𝑡), то выражение (23) принимает вид:

d𝑉
d𝑡

=
𝜕𝑉

𝜕𝑎
𝐴1𝑎+

𝜕𝑉

𝜕𝛼
𝐴2𝛼+

𝜕𝑉

𝜕𝑞

𝜕𝐻

𝜕𝑝
+
𝜕𝑉

𝜕𝑡
.

Составим функцию Ляпунова в виде положительно определённой квадратич-
ной формы

2𝑉 = 𝑦𝑇𝐾𝑦, 𝑦 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚, 𝛼𝑚+1, . . . , 𝛼𝑟)

с постоянной матрицей коэффициентов и представим систему уравнений (21) в
виде

d𝑦
d𝑡

= 𝐴(𝑞, 𝑝, 𝑡)𝑦, (24)
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𝐴 =

⎛⎜⎝ 0 𝐼 0
𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

⎞⎟⎠ , 𝐼 =
(︁
𝛿𝜈𝜇

)︁
, 𝛿𝜈𝜇 = 0, 𝜇 ̸= 𝜈, 𝜇, 𝜈 = 1, . . . ,𝑚,

𝐴21 =
(︁
𝑎𝜈𝜇

)︁
, 𝐴22 =

(︁
𝑎𝑚+𝜈
𝜇

)︁
, 𝐴23 =

(︁
𝑎𝑚+𝜎
𝜇

)︁
,

𝐴31 = (𝑎𝜈𝜎) , 𝐴32 =
(︀
𝑎𝑚+𝜈
𝜎

)︀
, 𝐴33 =

(︀
𝑎𝑚+𝜅
𝜎

)︀
,

𝜅, 𝜎 = 𝑚+ 1, . . . , 𝑟.

Теорема. Если матрица 𝐴 может быть представлена в виде произведе-
ния симметричных определённо-положительных матриц 𝐴 = −𝐾−1𝐿, где 𝐾 —
постоянная матрица, 𝐿 = 𝐿(𝑞, 𝑝, 𝑡), и выполняются неравенства

‖𝐿(𝑞, 𝑝, 𝑡)‖ > 𝜆0 > 0, 𝑘1 6 ‖𝐾‖ 6 𝑘,

то система (24) имеет экспоненциально устойчивое тривиальное решение
𝑎 = 0, 𝛼 = 0.

Производная функции 𝑉 , вычисленная в силу системы уравнений (24), яв-
ляется определённо-отрицательной квадратичной формой относительно состав-
ляющих вектора 𝛼: �̇� = −𝑦𝑇𝐿(𝑞, 𝑝, 𝑡)𝑦. Оценим величину производной функции
Ляпунова с учётом условий теоремы:

�̇� = −𝑦𝑇𝐿(𝑞, 𝑝, 𝑡)𝑦 6 −𝜆0‖𝑦‖2. (25)

Из неравенства (25) с учётом оценки 𝑘1‖𝑦‖2 6 𝑦𝑇𝐾𝑦 6 𝑘2‖𝑦‖2 получаем нера-
венство �̇� 6 𝑘𝑉 , 𝑘 = −2𝜆0/𝑘2 или 𝑉 6 𝑉0𝑒

𝑘(𝑡−𝑡0). Следовательно,

‖𝛼‖2 6 2𝑉/𝑘1 6 2𝑉0𝑒
𝑘(𝑡−𝑡0)/𝑘1 6 (𝑘2/𝑘1)‖𝛼0‖2𝑒𝑘(𝑡−𝑡0).

Пример. Рассмотрим модель двухзвенного манипулятора промышленного
робота РПМ-25 [4]. Звенья 𝑂1𝑂2 и 𝑂2𝐶 манипулятора являются абсолютно твёр-
дыми стержнями, соединёнными цилиндрическим шарниром 𝑂2. Звено 𝑂1𝑂2 свя-
зано с неподвижным основанием цилиндрическим шарниром 𝑂1. Обозначим 𝐶1,
𝐶2 центры масс звеньев и 𝑙1 = 𝑂1𝑂2, 𝑙2 = 𝑂2𝐶, 𝐿1 = 𝑂1𝐶1, 𝐿1 = 𝑂2𝐶2. За обоб-
щённые координаты примем углы поворота звеньев 𝑞1, 𝑞2. Пусть 𝑚1, 𝑚2, и 𝐽1,
𝐽2 соответственно массы и моменты инерции звеньев относительно осей шарни-
ров, 𝑔 — ускорение свободно падающего тела. Будем считать, что манипулятор
управляется моментами 𝑅1, 𝑅2, приложенными в шарнирах.

Вектор 𝑅 = (𝑅1, 𝑅2) управляющих моментов определим так, чтобы невесомый
схват манипулятора, совпадающий с концом 𝐶 звена 𝑂2𝐶, совершил переход из
произвольной точки 𝑀0 плоскости 𝑂1𝑥𝑦 в начало координат, минуя препятствие,
ограниченное границей Ψ : (𝑥 − 2)2 + 4𝑦2 − 1 = 0. Это возможно, если движе-
ние схвата в прямоугольной системе координат определяется решением системы
дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d𝑥
d𝑡

= −1
3
𝑥
(︀
(𝑥− 2)2 + 4𝑦2 − 1

)︀
− 4𝑥𝑦2,

d𝑦
d𝑡

= −2
3
𝑦
(︀
(𝑥− 2)2 + 4𝑦2 − 1

)︀
+ 𝑥𝑦(𝑥− 2).

(26)

Правые части системы дифференциальных уравнений (26) определены [8] так,
чтобы начало координат являлось особой точкой типа узел, и кривая Ψ представ-
ляла собой сепаратрису. При этом система (26) допускает интегралы

𝑓1(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑥 = 0, 𝑓2(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑦 = 0, 𝑓3 ≡
1
2
(︀
(𝑥− 2)2 + 4𝑦2 − 1

)︀
= 𝐶3, (27)
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где 𝐶3 — произвольная постоянная. В окрестности начала координат система (26)
может быть заменена уравнениями

d𝑥
d𝑡

= −𝑥, d𝑦
d𝑡

= −2𝑦.

Выражая прямоугольные координаты 𝑥, 𝑦 точки 𝐶 и их производные через
обобщённые координаты 𝑞1, 𝑞2 и обобщённые скорости d𝑞1

d𝑡 = 𝑣1, d𝑞2
d𝑡 = 𝑣2 манипу-

лятора {︃
𝑥 = 𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2),
𝑦 = 𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2),⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d𝑥
d𝑡

= − ((𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2)) 𝑣1 − 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2)𝑣2,

d𝑦
d𝑡

= (𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2)) 𝑣1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2)𝑣2,

представим систему (26) уравнениями неголономных программных связей:

𝐵(𝑞)𝑣 + 𝑏(𝑞) = 𝛼, (28)

𝐵 =

(︃
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

)︃
, 𝑏 =

(︃
𝑏1
𝑏2

)︃
, 𝛼 =

(︃
𝛼1

𝛼2

)︃
, 𝑞 =

(︃
𝑞1
𝑞2

)︃
, 𝑣 =

(︃
𝑣1
𝑣2

)︃
.

𝑏11 = 3 (𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2)) , 𝑏12 = 3𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2),

𝑏21 = 3 (𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2)) , 𝑏22 = 3𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2),

𝑏1 = −(𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2))×

×
(︁
(𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2)− 2)2 + 4 (𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2))

2 − 1
)︁
−

− 12(𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2))(𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2))2,

𝑏2 = 2(𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2))×

×
(︁
(𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2)− 2)2 + 4 (𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2))

2 − 1
)︁
−

− 3(𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2))(𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2))×
× (𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2)− 2).

Уравнения возмущений связей представим линейной системой

d𝛼
d𝑡

= 𝐴𝛼, 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2), 𝐴 =
(︂
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

)︂
(29)

с постоянной матрицей коэффициентов 𝐴. Будем считать, что действительные
части корней характеристического уравнения системы (29) отрицательны.

Матрица 𝑀 = (𝑚𝑖𝑗) коэффициентов кинетической энергии 𝑇 = = 1
2𝑣
𝑇𝑀𝑣 и

потенциальная энергия 𝑃 системы определяются выражениями:

𝑚11 = 𝐽1 +𝐽2 +𝑚2𝑙1(𝑙1 +2𝐿2 cos 𝑞2), 𝑚12 = 𝑚21 = 𝐽2 +𝑚2𝑙1𝐿2 cos 𝑞2, 𝑚22 = 𝐽2,

𝑃 = (𝑚1𝐿1 sin 𝑞1 +𝑚2 (𝑙1 sin 𝑞1 + 𝐿2 sin(𝑞1 + 𝑞2))) 𝑔.
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Уравнения динамики манипулятора записываются в виде

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d𝑞
d𝑡

= 𝑣,

d𝑣
d𝑡

= 𝑀−1(𝑅− 𝛾),
(30)

где

𝑀−1 =
(︀
𝑚11𝑚22 −𝑚2

11

)︀−1
(︂
𝑚22 −𝑚12

−𝑚21 𝑚11

)︂
, 𝑅 = 𝐵𝑇𝜆, 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2), 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2),

𝛾1 = −𝑚2𝑙1𝐿2(2𝑣1 + 𝑣2)𝑣2 sin 𝑞2 + (𝑚1𝐿1 +𝑚2𝑙1𝑔) cos 𝑞1 +𝑚2𝐿2 cos(𝑞1 + 𝑞2),

𝛾2 = 𝑚2𝐿2

(︀
𝑙1𝑣

2
1 sin 𝑞2 + 𝑔 cos(𝑞1 + 𝑞2)

)︀
.

Из (28)–(30) следует выражение вектора 𝜆 через обобщённые координаты и
скорости манипулятора:

𝜆 =
(︁
𝐵𝑀−1𝐵𝑇

)︁−1
(︂(︂

𝐴𝐵 − d𝐵
d𝑡

)︂
𝑣 +

(︂
𝐴𝑏− d𝑏

d𝑡

)︂
+𝐵𝑀−1𝛾

)︂
,

d𝐵
d𝑡

=

(︃
d𝑏11
d𝑡

d𝑏12
d𝑡

d𝑏21
d𝑡

d𝑏22
d𝑡

)︃
,

d𝑏
d𝑡

=

(︃
d𝑏1
d𝑡
d𝑏2
d𝑡

)︃
,

d𝑏11
d𝑡

= 3𝑣1(𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2)) + 3𝑙2𝑣2 cos(𝑞1 + 𝑞2),

d𝑏12
d𝑡

= 3𝑣2(𝑣1 + 𝑣2) cos(𝑞1 + 𝑞2),

d𝑏21
d𝑡

= −3𝑣1(𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2))− 3𝑙2𝑣2 cos(𝑞1 + 𝑞2),

d𝑏22
d𝑡

= −3𝑙1(𝑣1 + 𝑣2) sin(𝑞1 + 𝑞2),

d𝑏1
d𝑡

= 𝑏11(𝑞)𝑣1 + 𝑏21(𝑞)𝑣2,
d𝑏2
d𝑡

= 𝑏12(𝑞)𝑣1 + 𝑏22(𝑞)𝑣2,

𝑏11(𝑞) = 𝑦(𝑞)
(︀
3(𝑥(𝑞)− 1)2 − 2𝑥(𝑞) + 16𝑦(𝑞)(𝑦(𝑞)− 2𝑥(𝑞))

)︀
,

𝑏12(𝑞) = 2𝑦2(𝑞) + 𝑥(𝑞)
(︀
26(𝑦(𝑞))2 + 7− (𝑥(𝑞) + 1)2

)︀
,

𝑏22(𝑞) = 2𝑦(𝑞)(𝑥(𝑞) + 1)𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2)+

+
(︀
24(𝑦(𝑞))2 + 7− (𝑥(𝑞) + 1)2

)︀
𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2),

𝑥(𝑞) = 𝑙1 cos 𝑞1 + 𝑙2 cos(𝑞1 + 𝑞2), 𝑦(𝑞) = 𝑙1 sin 𝑞1 + 𝑙2 sin(𝑞1 + 𝑞2).

Составим уравнения динамики манипулятора в канонических переменных

𝑞 = (𝑞1, 𝑞2), 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2), 𝑝1 =
𝜕𝐿

𝜕𝑣𝑖
, 𝐿 = 𝑇 − 𝑃, 𝑝 = 𝑀𝑣,

d𝑞
d𝑡

= 𝑀−1𝑝,
d𝑝
d𝑡

= −𝜕𝐻
𝜕𝑞

+𝐵𝑇𝜆, (31)
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𝜕𝐻

𝜕𝑞
=
(︂
𝜕𝐻

𝜕𝑞1
,
𝜕𝐻

𝜕𝑞2

)︂
, 𝐻 = 𝑇 + 𝑃,

𝑇 =
1
2
𝑝𝑇𝑀−1𝑝, 𝑃 = (𝑚1𝐿1 sin 𝑞1 +𝑚2(𝑙1 sin 𝑞1 + 𝐿2 sin(𝑞1 + 𝑞2))) 𝑔,

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘
= 𝑝𝑇

𝜕𝑀−1

𝜕𝑞𝑘
𝑝+

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑞𝑘
,
𝜕𝑀−1

𝜕𝑞𝑘

)︂
𝑀−1,

𝜕𝑚𝑖𝑗

𝜕𝑞1
= 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

𝜕𝑚11

𝜕𝑞2
= −2𝑚2𝑙1𝐿2 sin 𝑞2,

𝜕𝑚12

𝜕𝑞2
=
𝜕𝑚21

𝜕𝑞2
= −𝑚2𝑙1𝐿2 sin 𝑞2,

𝜕𝑚22

𝜕𝑞2
= 0,

𝜕𝑃

𝜕𝑞1
= (𝑚1𝐿1 cos 𝑞1 +𝑚2(𝑙1 cos 𝑞1 + 𝐿2 cos(𝑞1 + 𝑞2))) 𝑔,

𝜕𝑃

𝜕𝑞2
= 𝑚2𝐿2𝑔 cos(𝑞1 + 𝑞2).

Представим уравнение связей (28) в канонических переменных 𝑞, 𝑝:

𝐵(𝑞)𝑀−1(𝑞)𝑝+ 𝑏(𝑞) = 𝛼. (32)

Тогда из (29), (31), (32) следует:

𝜆 =
(︁
𝐵𝑀−1𝐵𝑇

)︁−1
×

×
(︂(︂(︂

𝐴𝐵 =
𝜕𝐵

𝜕𝑞
𝑀−1𝑝− 𝜕𝑏

𝜕𝑞

)︂
𝑀−1 −𝐵

(︂
𝜕𝑀−1

𝜕𝑞
𝑀−1𝑝

)︂)︂
𝑝+𝐴𝑏+𝐵𝑀−1𝜕𝐻

𝜕𝑞

)︂
.

Если матрицу 𝐴 представить в виде произведения двух ограниченных посто-
янных матриц

𝐴 = −𝐾−1𝐿, ‖𝐿‖ > 𝜆0 > 0, 𝑘1 6 ‖𝐾‖ 6 𝑘2,

причём матрица 𝐾 удовлетворяет условиям Сильвестра, то система
дифференциально-алгебраических уравнений (29), (31), (32) имеет решение

‖𝛼‖2 6 (𝑘2/𝑘1)‖𝛼0‖2𝑒𝑘(𝑡−𝑡0), 𝑘 = −2𝜆0/𝑘2,

экспоненциально устойчивое по отношению к уравнениям связей

𝐵(𝑞)𝑀−1(𝑞)𝑝+ 𝑏(𝑞) = 0.

Литература

1. Пол Р. Моделирование, планирование траекторий и управление. Движение
робота-манипулятора. — М.: Наука, 1976. — 104 с.

2. Витенбург И. Динамика систем твердых тел (пер. с англ.). — М.: Мир, 1980. —
202 с.

3. Вукабратович М., Стокич Д. Управление манипуляционными роботами: тео-
рия и прилоложения. — М.: Наука, 1985. — 384 с.

4. Черноусько Ф. Л., Болотник Н. Н., Градецкий В. Г. Манипуляционные робо-
ты. — М.: Наука, 1989. — 368 с.

5. Мухарлямов Р. Г., Абрамов Н. В. Моделирование механических систем // Вест-
ник РУДН. Серия «Прикладная математика и информатика». — 1995. — № 1. —
С. 29–33.

6. Мухарлямов Р. Г. Управление программным движением многозвенного мани-
пулятора // Вестник РУДН. Серия «Прикладная математика и информати-
ка». — 1998. — № 1. — С. 22–39.



Уравнения программных движений манипуляционных систем 89

7. Мухарлямов Р. Г. Стабилизация движений механических систем на заданных
многообразиях фазового пространства // ПММ. — 2006. — Т. 70, № 2. — С. 236–
249.

8. Мухарлямов Р. Г. Уравнения движения механических систем. — М.: Изд.
РУДН, 2001. — 99 с.

UDC 517.917
Programmed Motions Equations of Manipulation Systems

R. G. Mukharliamov *, G. Joro †, N. V. Abramov ‡
* Department of Theoretical Mechanics
Peoples’ Friendship University of Russia

Miklukho–Maklaya str. 6, Moscow, Russia, 117198
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The method of constructing dynamics equations of manipulation systems in generalized co-
ordinates and canonical variables is suggested. Control actions are defined in consistence with
exponential stability of the dynamics equations integral manifold, which is described by con-
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