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Согласно астрофизическим данным, наша Вселенная в настоящее время расширяет-
ся с ускорением. Одно из объяснений такой эволюции состоит в том, что в современную
эпоху примерно 70% полной массы Вселенной составляет тёмная энергия (космический
вакуум). При моделировании материи Вселенной используется уравнение состояния ви-
да 𝑃 = 𝑊𝜀, где 𝑃 — давление, 𝜀 — плотность энергии. При таком уравнении состояния
тёмной энергии соответствует 𝑊 = −1, что приводит к уравнению состояния идеальной
жидкости с отрицательным давлением: 𝑃 = −𝜀 < 0. Этот случай соответствует космо-
логической постоянной. Переход от замедленного расширения к ускоренному означает,
что на каком-то этапе эволюции ускорение 𝑎̈(𝑡) меняет знак с отрицательного на по-
ложительный. При этом параметр 𝑊 изменяется от значений 𝑊 > −1 до значения
𝑊 = −1. Отметим, что случай −1 < 𝑊 < − 1

3
соответствует квинтэссенции, а 𝑊 < −1

— фантомной материи.
В работе рассмотрен переход Вселенной из замедленного расширения к ускоренному

в предположении, что Вселенная заполнена спинорной материей.

Ключевые слова: спинорная материя, ускорение, тёмная энергия, идеальная жид-
кость, квинтэссенция, фантомная материя.

1. Постановка задача и решение системы уравнений
спинорного и гравитационного полей

Лагранжиан системы гравитационного и спинорного полей выбираем в ви-
де [1]:

𝐿 =
𝑅

2κ
+ ℒ =

𝑅

2κ
+
𝑖

2

(︀
𝜓𝛾𝛼∇𝛼𝜓 −∇𝛼𝜓𝛾

𝛼𝜓
)︀
−𝑚𝑠− 𝐹 (𝑠) , (1)

где 𝑅 — скалярная кривизна, 𝑠 = 𝜓𝜓 — инвариант спинорного поля, 𝐹 (𝑠) —
произвольная функция 𝑠. Из (1) следуют уравнения спинорного поля

𝑖𝛾𝛼∇𝛼𝜓 −𝑚𝜓 − d𝐹

d𝑠
𝜓 = 0 , (2)

𝑖∇𝛼𝜓𝛾
𝛼 +𝑚𝜓 + 𝜓

d𝐹

d𝑠
= 0 (3)

и уравнения Эйнштейна

𝑅𝛼𝛽 − 1

2
𝛿𝛼𝛽𝑅 =

8𝜋𝐺

𝑐4
𝑇𝛼𝛽 . (4)

Выпишем компоненты тензора энергии-импульса спинорного поля:

𝑇𝛼𝛽 =
𝑖

4

(︀
𝜓𝛾𝛼∇𝛽𝜓 + 𝜓𝛾𝛽∇𝛼𝜓 −∇𝛼𝜓𝛾𝛽𝜓 −∇𝛽𝜓𝛾𝛼𝜓

)︀
− 𝑔𝛼𝛽ℒ ,

ℒ = 𝑠
d𝐹

d𝑠
− 𝐹, 𝑇 0

0 = 𝑚𝑠+ 𝐹 (𝑠), 𝑇 1
1 = 𝑇 2

2 = 𝑇 3
3 = −ℒ . (5)
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Используем метрику изотропной пространственно плоской Вселенной

d𝑠2 = d𝑡2 − 𝑎2(𝑡)
(︀
d𝑥21 + d𝑥22 + d𝑥23

)︀
. (6)

В метрике (6) уравнения Эйнштейна принимают вид

3𝑎̇2

𝑎2
= κ𝑇 0

0 ,
2𝑎̈

𝑎
+
𝑎̇2

𝑎2
= κ𝑇 1

1 = κ𝑇 2
2 = κ𝑇 3

3 . (7)

Из (7) имеем:
𝑎̇

𝑎
= ±

√︂
κ
3
𝑇 0
0 ,

𝑎̈

𝑎
= −κ

6
(𝑇 0

0 − 3𝑇 1
1 ). (8)

Найдём связь между компонентами тензора энергии-импульса спинорного по-
ля и идеальной жидкости с уравнением состояния 𝑃 = 𝑊𝜀 [2]. Отметим, что
случай 𝑊 = −1 соответствует космическому вакууму [3], −1 < 𝑊 < 11

3 — квинт-
эссенции, а 𝑊 < −1 — фантомной материи [4]. Тензор энергии-импульса исполь-
зуем в форме:

𝑇𝜇𝜈 pf = (𝑃 + 𝜀)𝑢𝜈𝑢
𝜇 − 𝛿𝜇𝜈𝑃, (9)

где 𝑃 — давление, 𝜀 — плотность энергии.
Из (9) следует:

𝑇 0
pf 0 = 𝜀, 𝑇 1

pf 1 = 𝑇 2
pf 2 = 𝑇 3

pf 3 = −𝑃. (10)

Из (5) следует, что аналогом давления для спинорного поля является ℒ = 𝑃 .
Из равенства

𝑃

𝜀
=

ℒ
𝑇 0

0

=
𝑠d𝐹d𝑠 − 𝐹 (𝑠)

𝑚𝑠+ 𝐹 (𝑠)
=𝑊 (11)

получаем уравнение для определения 𝐹 (𝑠):

𝑠
d𝐹

d𝑠
− (𝑊 + 1)𝐹 −𝑊𝑚𝑠 = 0. (12)

Из (12) находим 𝐹 (𝑠):

𝐹 (𝑠) = 𝜆𝑠𝑊+1 −𝑚𝑠, 𝜆 = const. (13)

Поскольку для спинорного поля 𝑇 0
0 = 𝑚𝑠+𝐹 (𝑠), то 𝑇 0

pf 0 = 𝜀 = 𝜆𝑠𝑊+1, 𝑃 =𝑊𝜀 =

𝑊𝜆𝑠𝑊+1.
Из условия 𝑇𝜇𝜈;𝜇 = 0 находим связь 𝜀 и 𝑃 .
При 𝜈 = 0 имеем:

𝑇𝛼0,𝛼 =
1√
−𝑔

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(︀√

−𝑔𝑇𝛼0
)︀
− 1

2

𝜕𝑔𝛾𝛿
𝜕𝑥0

𝑇 𝛾𝛿. (14)

С учётом (10) из (14) имеем:

𝜀̇+ 3
𝑎̇

𝑎
(𝜀+ 𝑃 ) = 𝜀̇+ 3

𝑎̇

𝑎
(1 +𝑊 )𝜀 = 0. (15)

Из (15) находим

𝜀 = 𝜀0𝑎
−3(1+𝑊 ), 𝑃 =𝑊𝜀 =𝑊𝜀0𝑎

−3(1+𝑊 ). (16)
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Найдём решения уравнений спинорного поля. Из (2) в метрике (6) имеем:

𝑖𝛾𝛼
(︂
𝜕𝑡 +

3

2

𝑎̇

𝑎

)︂
𝑣 −𝑚𝑣 − d𝐹

d𝑠
𝑣 = 0, (17)

где 𝛾𝛼 — матрицы Дирака в плоском пространстве-времени. С учётом того, что

𝑣 =

⎛⎜⎜⎝
𝑣1(𝑡)

𝑣2(𝑡)

𝑣3(𝑡)

𝑣4(𝑡)

⎞⎟⎟⎠ ,

из (17) получаем систему уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣̇𝑟 +

3

2

𝑎̇

𝑎
𝑣𝑟 + 𝑖(𝑚+ 𝐹 ′)𝑣𝑟 = 0, 𝑟 = 1, 2,

𝑣̇𝑟 +
3

2

𝑎̇

𝑎
𝑣𝑟 − 𝑖(𝑚+ 𝐹 ′)𝑣𝑟 = 0, 𝑟 = 3, 4.

(18)

Из (18) следует уравнение для 𝑠 = 𝜓𝜓 =
*
𝑣1𝑣1 +

*
𝑣2𝑣2 −

*
𝑣3𝑣3 −

*
𝑣4𝑣4 и его решение:

𝑠̇+ 3
𝑎̇

𝑎
𝑠 = 0, 𝑠 =

𝑠0
𝑎3
, 𝑠0 = const. (19)

Система уравнений (18) имеет решение⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣1,2 =

𝑐1,2
𝑎3/2

𝑒−𝑖(𝑚𝑡+
∫︀
𝐹 ′(𝑠)d𝑡), 𝑐1,2 = const,

𝑣3,4 =
𝑐3,4
𝑎3/2

𝑒𝑖(𝑚𝑡+
∫︀
𝐹 ′(𝑠)d𝑡), 𝑐3,4 = const.

(20)

При этом 𝑠0 = 𝑐21 + 𝑐22 − 𝑐23 − 𝑐24.

Поскольку 𝑇 0
pf 0 = 𝜀 = 𝜆𝑠𝑊+1 = 𝜆𝑠

3(𝑊+1)
0 /𝑎3(𝑊+1) = 𝜀0/𝑎

3(𝑊+1), то из (8)
имеем:

𝑎̇

𝑎
=

√︂
κ
3
𝜀 =

√︂
κ𝜀0
3
𝑎−

3(𝑊+1)
2 . (21)

Уравнение (21) имеет решение:

𝑎(𝑡) =

[︂√︂
κ𝜀0
3

· 3(𝑊 + 1)

2
(𝑡+ 𝑡0)

]︂ 2
3(𝑊+1)

, 𝑊 ̸= −1, 𝑡0 = const. (22)

2. Переход от замедленного расширения Вселенной к
ускоренному

Рассмотрим процесс перехода Вселенной из замедленного расширения к уско-
ренному на основе нелинейного спинорного поля [5]. Масштабный фактор 𝑎(𝑡)
определяем из (8), где 𝑇 0

0 = 𝐹 (𝑠) в частном случае 𝑚 = 0. При этом из (8) имеем:∫︁
d𝑎

𝑎
√︀
𝐹 (𝑠)

=

√︂
κ
3
𝑡. (23)
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Выберем 𝐹 (𝑠) в таком виде:

𝐹 (𝑠) = 𝜆𝑠2/3
{︂

1

𝑠
2/3
0

+

[︂(︂
1

𝑠

)︂1/3

= 𝑐0

]︂2}︂
=

𝜆

𝑎2
[︀
1 + (𝑎− 𝑎0)

2
]︀
, (24)

где 𝜆 — параметр нелинейности, 𝑎0 = 𝑠
1/3
0 𝑐0, 𝑐0 = const.

При подстановке 𝐹 (𝑠) из (24) в (23) и интегрировании получаем 𝑎(𝑡):

𝑎(𝑡) = 𝑎0 + sh𝜔𝑡, 𝜔 =

√︂
𝜆κ
3
. (25)

Из (25) следует:

при 𝑡min = −
√︂

3

κ𝜆
ln
(︀√︁

𝑎20 + 1 + 𝑎0
)︀

𝑎(𝑡min) = 0, 𝑎(0) = 𝑎0, (26)

при 𝑡→ ∞ 𝑎(𝑡) ≈ 1

2
𝑒𝜔𝑡 → ∞, 𝑎̇(𝑡) =

√︂
κ𝜆
3

ch𝜔𝑡 > 0, (27)

при 𝑡min 6 𝑡 6 ∞, 𝑎̈(𝑡) =
κ𝜆
3

sh𝜔𝑡; (28)

при 𝑡 = 𝑡min 𝑎̈(𝑡) = −κ𝜆
3
𝑎0 < 0, 𝑎̈(0) = 0, (29)

при 𝑡 > 0 𝑎̈(𝑡) > 0. (30)

При переходе через 𝑡 = 0 𝑎̈(𝑡) изменяет знак.
Рассмотрим, каким значениям 𝑊 = 𝑃/𝜀 соответствуют состояния 𝑎 ≪ 1 и

𝑎(𝑡) → ∞. 𝜀 = 𝐹 (𝑠) имеет вид (24), а 𝑃 (𝑠) определяется равенством:

𝑃 (𝑠) = 𝑠
d𝐹

d𝑠
−𝐹 (𝑠) = 2

3
𝜆

[︂
𝑠2/3

(︂
1

𝑠
2/3
0

+𝑐20

)︂
−𝑐0𝑠1/3

]︂
−𝜆𝑠2/3

{︂
1

𝑠
2/3
0

+

[︂(︂
1

𝑠

)︂1/3

−𝑐0
]︂2}︂

.

(31)

1. 𝑎→ 0, 𝑠→ ∞, 𝑃𝜀 =𝑊 = −1
3 . Из (22) следует:

при 𝑊 = −1
3

𝑎(𝑡) =

√︂
κ𝜀0
3
𝑡. (32)

Имеем неинфляционную стадию расширения.
2. 𝑎 → ∞, 𝑠 → 0, 𝑃𝜀 = 𝑊 = −1. В этом случае из (13) и (16) следует: 𝐹 (𝑠) = 𝜆,
𝜀 = 𝜀0 = 𝜆. При подстановке в (8) 𝑇 0

0 = 𝜀0, получаем уравнение 𝑎̇
𝑎 =

√︀κ𝜀0
3 ,

имеющее решение

𝑎 = 𝑎0 exp

(︂√︂
κ𝜀0
3
𝑡

)︂
. (33)

Из (25) следует:

при 𝑡→ ∞ 𝑎(𝑡) ≈ 1

2
exp

(︂√︂
κ𝜀0
3
𝑡

)︂
. (34)

Таким образом, нелинейное спинорное поле с нелинейным членом вида (24)
описывает переход Вселенной из состояния с 𝑊 = −1

3 в состояние космического
вакуума с 𝑊 = −1.
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Spinor Model of the Transition of the Universe from the Slow

Expansion to the Accelerating One
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According to the astronomical data our Universe is expanding with acceleration in the
present stage. One of the possible explanation of such evolution is that in the present epoch
about 70% of the total mass of the Universe is represented by dark energy(cosmic vacuum).
Under simulating of the matter of the Universe we use the state equation of the form 𝑃 = 𝑊𝜀,
where 𝑃 is pressure, 𝜀 is energy density. Under such state equation 𝑊 = −1 corresponds
to dark energy, that leads us to the state equation of the ideal fluid with negative pressure:
𝑃 = −𝜀 < 0. This case corresponds to the cosmological constant. The transition from the
slow expansion to the accelerating one means that at some stage of the evolution acceleration
𝑎̈(𝑡) changes it’s sign from minus to plus. In this case the parameter 𝑊 changes from values
𝑊 > −1 to the value 𝑊 = −1. It is notable that the case −1 < 𝑊 < − 1

3
corresponds to the

quintessence, and 𝑊 < −1 — to the phantom matter.
In this work we consider the transition of the Universe from the slow expansion to the

accelerating one on the assumption that the Universe is filled by spinor matter.

Key words and phrases: spinor matter, acceleration, dark energy, ideal fluid, quintes-
sence, phantom matter.
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