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О размерностях ядра и коядра эллиптического
оператора с разрывными коэффициентами
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Для эллиптического оператора в дивергентной форме с разрывными кусочно-
гладкими коэффициентами исследуются вопросы существования и единственности обоб-
щённых решений краевых задач с дивергентной правой частью в классе с первыми про-
изводными из 𝐿𝑝 для ограниченных плоских областей с гладкими и негладкими гра-
ницами. Вычисляются размерности ядра и коядра эллиптического оператора во всей
шкале значений показателя 𝑝 ∈ (1,∞) в зависимости от параметров особых точек.

Ключевые слова: эллиптический оператор, краевая задача, задача Штурма–
Лиувилля, размерности ядра и коядра эллиптического оператора.

1. Введение

Для ограниченных плоских областей Ω ⊂ R2 с кусочно непрерывно диффе-
ренцируемыми границами рассматриваются краевые задачи для эллиптического
уравнения в дивергентной форме

div (𝐴∇𝑢) = div𝐹, 𝑥 ∈ Ω ⊂ R2 (1)

с вещественной симметричной кусочно-постоянной матрицей 𝐴 = 𝐴(𝑥). Пред-
полагается, что линии разрыва {Γ𝑘} коэффициентов {𝐴𝑖𝑗} являются кусочно
непрерывно дифференцируемыми кривыми, которые делят область Ω на конеч-
ное число подобластей {Ω𝑚}. На каждой линии разрыва коэффициентов задают-
ся обычные условия сопряжения, т. е. условия непрерывности решения 𝑢 и его
конормальной производной 𝜈𝐴 = 𝐴𝜈, где 𝜈 — единичная нормаль к кривой Γ𝑘 ,
а именно, {︃

𝑢|Γ−
𝑘

= 𝑢|Γ+
𝑘
,

(𝐴1∇𝑢, 𝜈)|Γ−
𝑘

= (𝐴2∇𝑢, 𝜈)|Γ+
𝑘
.

(2)

Краевые задачи рассматриваются в обобщённой постановке в классе
∇𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω; R2), 𝑝 ∈ (1,∞) с заданной вектор-функцией 𝐹 ∈ 𝐿𝑝(R2; R2) в
смысле соответствующего интегрального тождества∫︁

Ω

(𝐴∇𝑢,∇𝑣) d𝑥 =
∫︁
Ω

(𝐹,∇𝑣) d𝑥 ∀𝑣 ∈
∘
𝐶∞ (Ω). (3)

Точки пересечения кривых {Γ𝑘} с границей 𝜕Ω будут особыми точками рассмат-
риваемых обобщённых решений. Случай, когда точки пересечения кривых {Γ𝑘} с
границей 𝜕Ω являются точками касания, требует особого подхода и в настоящей
работе не рассматривается. Множество всех особых точек предполагается конеч-
ным. Подобные задачи изучались в работах [1–4]. В случае гладких непересека-
ющихся линий разрыва коэффициентов рассматриваемая задача исследовалась
Е. М. Ильиным [5, 6] в ограниченной области Ω при 𝑝 = 2 в классе решений с
односторонней гладкостью 𝑊 2

2 (Ω).

Статья поступила в редакцию 30 мая 2008 г.
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Как обычно, через 𝐿1
𝑝(Ω) обозначено пространство Соболева с нормой

‖𝑢‖𝐿1
𝑝(Ω) = ‖∇𝑢‖𝐿𝑝(Ω;R2) + ‖𝑢‖𝐿𝑝(𝐾), (4)

где 𝐾 — некоторый заданный круг из Ω. Очевидно, что при 1 6 𝑝 6 ∞ про-

странство Соболева является банаховым пространством. Через
∘
𝐿1
𝑝 (Ω) обозначим

замыкание в пространстве Соболева 𝐿1
𝑝(Ω) его подпространства

∘
𝐶∞ (Ω). Для

области Ω с липшицевой границей 𝜕Ω пространство 𝐿1
𝑝(Ω) допускает также кон-

структивное определение

∘
𝐿1
𝑝 (Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿1

𝑝(Ω) : 𝑢|𝜕Ω = 0},

и норма (4) эквивалентна следующей норме

‖𝑢‖𝐿1
𝑝(Ω) = ‖∇𝑢‖𝐿1

𝑝(Ω;R2). (5)

Обозначим замыкание в 𝐿𝑝(Ω) его подпространства
∘
𝐺∞(Ω)={𝑢=∇𝜓 : 𝜓∈

∘
𝐶∞ (Ω)}

через
∘
𝐺𝑝 (Ω) и заметим, что

∘
𝐺𝑝 (Ω) = {𝑣 = ∇𝑢 : 𝑢 ∈

∘
𝐿1
𝑝 (Ω)}.

Обобщённая постановка задачи (1) эквивалентна системе первого порядка{︂
𝐴∇𝑢+ 𝑣 = 𝑓,

div 𝑣 = 0,
(6)

эллиптической по Дуглису–Ниренбергу, где 𝑢 ∈
∘
𝐿1
𝑝 (Ω) и уравнение div 𝑣 = 0

выполнено в смысле интегрального тождества∫︁
Ω

(𝑣,∇𝜓) d𝑥 = 0 ∀𝜓 ∈
∘
𝐶∞ (Ω). (7)

Это означает, что обобщённая постановка задачи (1) эквивалентна разложению
пространства векторных полей 𝐿𝑝(Ω; R2) в прямую сумму

𝐿𝑝(Ω; R2) = 𝐽𝑝(Ω)⊕𝐴
∘
𝐺𝑝 (Ω) (8)

двух замкнутых подпространств

𝐽𝑝(Ω) =

⎧⎨⎩𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω; R2) :
∫︁
Ω

(𝑣,∇𝜓) d𝑥 = 0 ∀𝜓 ∈
∘
𝐶∞ (Ω)

⎫⎬⎭ ,
𝐴

∘
𝐺𝑝 (Ω) =

{︂
𝑤 = 𝐴∇𝑢 : 𝑢 ∈

∘
𝐿1
𝑝 (Ω)

}︂
.

Эллиптический оператор 𝐿 : 𝐽𝑝(Ω)×
∘
𝐺𝑝 (Ω) → 𝐿𝑝(Ω; R2) определим с помощью

равенства

𝐿{𝑣,∇𝑢} = 𝑣 +𝐴∇𝑢 ∀{𝑣,𝐴∇𝑢} ∈ 𝐽𝑝(Ω)×
∘
𝐺𝑝 (Ω) → 𝐿𝑝(Ω; R2).

Область значений оператора 𝐿 будем называть областью значений эллиптическо-
го оператора, соответствующего обобщённой постановке задачи (1). Таким обра-
зом,

𝑅(𝐿) = 𝐴
∘
𝐺𝑝 +𝐽𝑝 , ∇𝑢 ∈

∘
𝐺𝑝 (Ω), 𝑣 ∈ 𝐽𝑝(Ω), 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω; R2)
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совпадает с 𝐿𝑝(Ω; R2) тогда и только тогда, когда выполнено (8). При этом ядро
оператора

𝑁(𝐿) = 𝐽𝑝(Ω) ∩𝐴
∘
𝐺𝑝 (Ω)

можно отождествить с ядром эллиптического оператора, соответствующего зада-

че (1), совпадающим с пространством {𝑢 ∈
∘
𝐿1
𝑝 (Ω) : ∇𝑢 ∈ 𝑁(𝐿)}. Это означает,

в частности, что разложение в прямую сумму (8) эквивалентно однозначной раз-

решимости задачи (1) в классе
∘
𝐿1
𝑝 (Ω).

В случае одинаковой знaкоопределённости всех матриц 𝐴𝑖 = 𝐴|Ω
𝑖

мы вычис-
ляем размерности ядра и коядра рассматриваемого эллиптического оператора
в смысле соответствующей обобщённой постановки во всей шкале значений по-
казателя 𝑝 ∈ (1,∞) в зависимости от геометрии подобластей Ω𝑖 и параметров
особых точек. Будем предполагать, что кусочно-постоянные коэффициенты име-
ют вид 𝐴|Ω𝑖 = κ𝑖𝐸, где 𝐸 — единичная матрица, κ𝑖 — постоянный коэффициент,
𝑖 = 1, . . . , 𝐼, 𝐼 > 1. Наличие разрыва означает, что значения κ𝑖 по разные стороны
разрыва не равны друг другу. Отметим, что не имеющий прикладного значения
случай разной знакоопределённости матриц 𝐴𝑚 существенно сложнее естествен-
ного случая одинаковой знaкоопределённости.

Рассматриваемые задачи описывают, в частности, стационарную теплопро-
водность многокомпонентных твёрдых тел, например, композитов, когда каждая
компонента имеет свой коэффициент теплопроводности, а поверхности разрыва
коэффициента теплопроводности не являются гладкими [7]. Даже если смежные
коэффициенты теплопроводности отличаются сколь угодно мало, негладкости по-
верхностей разрыва могут порождать особенности решений, а именно, неограни-
ченность градиента решения. Другим приложением является теория упругости
многокомпонентных материалов, например, задача о равновесии неоднородной
многокомпонентной мембраны.

2. Модельные задачи

Полученные результаты проиллюстрируем на простых примерах. Начнём со
случая, когда линия разрыва коэффициентов образует с гладкой границей угол
𝛽 ∈ (0, 𝜋). Для обоснования метода Фурье, в случае гладких и негладких линий
разрыва коэффициентов с разрывами и без разрывов, необходимо решить сле-
дующую задачу Штурма–Лиувилля, полагая κ1 = 𝑘 и κ2 = 1 без какого-либо
ограничения общности

𝐿Φ = 𝜆Φ, Φ ∈ 𝐷𝐿 (9)

для дифференциального оператора 𝐿 =
d2

d𝜙2
с областью определения

𝐷𝐿 =
{︀
𝑢 ∈ 𝐿2(𝜋 − 𝛽,−𝛽) : 𝑢 ∈𝑊 2

2 (0, 𝜋 − 𝛽), 𝑢 ∈𝑊 2
2 (−𝛽, 0),

𝑢(+0) = 𝑢(−0), 𝑢′(+0) = 𝑘𝑢′(−0), 𝑢(−𝛽) = 𝑢(𝜋 − 𝛽) = 0} .

Рассматривается весовое пространство 𝐿𝛽,𝑘2 (𝜋 − 𝛽,−𝛽). Будем считать, что 𝐿𝛽,𝑘2 ,
в случае 𝑘 > 0, это вещественное гильбертово пространство со скалярным произ-
ведением

(𝑢, 𝑣)𝑘 = 𝑘

𝜋−𝛽∫︁
0

𝑢𝑣 d𝑥+
0∫︁

−𝛽

𝑢𝑣 d𝑥. (10)

Оператор 𝐿 : 𝐷𝐿 ⊂ 𝐿𝛽,𝑘2 (𝜋 − 𝛽,−𝛽) → 𝐿𝛽,𝑘2 (𝜋 − 𝛽,−𝛽) самосопряжённый. Си-
стема собственных функций оператора 𝐿 образует ортогональный базис в весовом
пространстве 𝐿𝛽,𝑘2 (𝜋 − 𝛽,−𝛽).
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Теорема 1. При любых заданных 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2) и при любых вещественных
положительных 𝑘 < 1 или отрицательных 𝑘 > −𝛽/(𝜋−𝛽), а также при любых
заданных 𝛽 ∈ (𝜋/2, 𝜋) и при любых вещественных положительных 𝑘 > 1 или
отрицательных 𝑘 < −𝛽/(𝜋 − 𝛽), в задаче Штурма–Лиувилля (9) существуют
собственные числа 𝜆 = −𝜇2 с 𝜇 ∈ (0, 1).

Доказательство. Собственные функции задачи (9) имеют вид

Φ =

{︃
𝑐1 cos𝜇𝜙+ 𝑐2 sin𝜇𝜙, 𝜙 ∈ (−𝛽, 0),
𝑐3 cos𝜇𝜙+ 𝑐4 sin𝜇𝜙, 𝜙 ∈ (0, 𝜋 − 𝛽).

Из условий сопряжения при 𝜙 = 0 и граничных условий при 𝑢 = 0 находим
𝑐1 = 𝑐3, 𝑘𝑐2 = 𝑐4. Таким образом, получаем систему{︃

𝑐1 cos(𝜋 − 𝛽)𝜇+ 𝑘𝑐2 sin(𝜋 − 𝛽)𝜇 = 0,
𝑐1 cos𝜇𝛽 − 𝑐2 sin𝜇𝛽 = 0,

определитель которой равен

Δ = tg𝜇𝛽 + 𝑘 tg(𝜋 − 𝛽)𝜇. (11)

Приравнивая нулю этот определитель, получаем уравнение

tg𝜇𝛽 = −𝑘 tg(𝜋 − 𝛽)𝜇, (12)

для определения 𝜇.
В случае 𝑘 = 1 корнями (12) будут все целые числа 𝜇 = 𝑛. И в достаточно

малой окрестности параметра 𝑘 = 1 решение уравнения (12) единственно. По
теореме о неявной функции это решение непрерывно зависит от параметра 𝑘 в
некоторой окрестности точки 𝑘 = 1.

Пусть 𝑘 ̸= 1. Рассмотрим случай 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2). Если 𝑘 < 1, то уравнение (12)
имеет единственный корень 𝜇1 ∈ (0, 1), т.к. ветвь −𝑘 tg(𝜋 − 𝛽)𝜇 при уменьшении
параметра 𝑘 будет уходить влево от точки 𝜇 = 1, соответствующей корню при
𝑘 = 1. Следовательно, точка пересечения двух ветвей соответствующих тангенсов
будет иметь абсциссу меньше единицы. Если 𝑘 > 1, то ветвь −𝑘 tg(𝜋 − 𝛽)𝜇 будет
уходить вправо от точки 𝜇 = 1, соответствующей корню при 𝑘 = 1 и поэтому
наименьший положительный корень в уравнении (12) 𝜇 > 1 в случае 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2).

Рассмотрим теперь случай, когда 𝛽 ∈ (𝜋/2, 𝜋). Тогда с помощью аналогичных
рассуждений приходим к выводу, что только при 𝑘 > 1 уравнение (12) имеет
единственный корень 𝜇 ∈ (0, 1). Таким образом, при любом вещественном поло-
жительном 𝑘 < 1 в случае 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2) и при любом вещественном положительном
𝑘 > 1 в случае 𝛽 ∈ (𝜋/2, 𝜋) уравнение (12) имеет единственный корень 𝜇 ∈ (0, 1).

Что касается отрицательных значений параметра 𝑘, то уравнение (12) имеет
единственный корень 𝜇 ∈ (0, 1) в случае 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2), если касательная в нуле к
графику функции tg𝜇𝛽 составляет больший угол с осью 𝑂𝜇, чем касательная в
нуле к графику функции −𝑘 tg(𝜋 − 𝛽)𝜇. А в случае 𝛽 ∈ (𝜋/2, 𝜋) уравнение (12)
имеет единственный корень 𝜇 ∈ (0, 1), если касательная в нуле к графику функ-
ции tg𝜇𝛽 составляет меньший угол с осью 𝑂𝜇, чем касательная в нуле к графику
функции −𝑘 tg(𝜋 − 𝛽)𝜇.

Таким образом, при любом вещественном отрицательном 𝑘 > −𝛽/(𝜋 − 𝛽) в
случае 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2) и при любом вещественном отрицательном 𝑘 < −𝛽/(𝜋 − 𝛽) в
случае 𝛽 ∈ (𝜋/2, 𝜋) уравнение (12) имеет единственный корень 𝜇 ∈ (0, 1).

Теорема доказана.

Теперь рассмотрим случай, когда линия разрыва коэффициентов подходит к
негладкой границе. В качестве примера рассмотрим задачу Дирихле в секторе
единичного круга, с раствором 𝛼 + 𝛽 < 2𝜋, где 𝛼,𝛽 > 0 — углы между грани-
цей 𝜕Ω и линией разрыва коэффициентов в точке её пересечения с 𝜕Ω. Граница
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представляет собой дугу единичной окружности, объединённую с двумя радиуса-
ми этой окружности, а линия разрыва коэффициентов тоже является радиусом
и делит область Ω на две области: Ω1 и Ω2, матрицы в которых, соответственно,
равны 𝐴1 = 𝐸 и 𝐴2 = 𝑘𝐸. При сделанных предположениях верны следующие
теоремы.

Теорема 2. Пусть 𝛼, 𝛽 — тупые углы. Тогда ∀𝑘 > 0 существует один корень
𝜇 ∈ (0, 1), если выполнено одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2 и 𝛼 < 𝜋, 1 < 𝛽/𝛼 < 2
и 𝛽 < 𝜋, 𝛼/𝛽 > 2 и 𝛼 > 𝜋, 𝛽/𝛼 > 2 и 𝛽 > 𝜋; существует два корня 𝜇 ∈ (0, 1),
если выполнено одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 3 и 𝛼 > 𝜋 при |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽,
1 < 𝛽/𝛼 < 3 и 𝛽 > 𝜋 при |𝑘| > − tg𝛼/ tg 𝛽. А ∀𝑘 < 0 существует один корень
𝜇 ∈ (0, 1), если выполнено одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2 при |𝑘| > −𝛼/𝛽 или
при |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽, 1 < 𝛽/𝛼 < 2 при |𝑘| < −𝛼/𝛽 или при |𝑘| > − tg𝛼/ tg 𝛽,
𝛼/𝛽 > 2 при |𝑘| > −𝛼/𝛽, 𝛽/𝛼 > 2 при |𝑘| < 𝛼/𝛽; существует два корня 𝜇 ∈ (0, 1),
если выполнено одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2 и 𝛼 > 𝜋 при |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽,
1 < 𝛽/𝛼 < 2 и 𝛽 > 𝜋 при |𝑘| > − tg𝛼/ tg 𝛽.

Теорема 3. Пусть 𝛼, 𝛽 — острые углы. Тогда ∀𝑘 > 0 корня меньше единицы
не существует, а ∀𝑘 < 0 существует один корень 𝜇 ∈ (0, 1), если выполнено
одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2 при −𝛼/𝛽 < |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽, 1 < 𝛽/𝛼 < 2 при
− tg𝛼/ tg 𝛽 < |𝑘| < −𝛼/𝛽.

Теорема 4. Пусть 𝛼 — острый угол, а 𝛽 — тупой угол. Тогда ∀𝑘 > 0 су-
ществует один корень 𝜇 ∈ (0, 1), если при |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽 выполнено одно из
условий: 1 < 𝛽/𝛼 < 2, 𝛽/𝛼 > 2 и 𝜋 < 𝛽 < 3𝜋/2; существует два корня 𝜇 ∈ (0, 1),
если 𝛽/𝛼 > 3 и 𝛽 > 3𝜋/2 при |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽. А ∀𝑘 < 0 существует один ко-
рень 𝜇 ∈ (0, 1), если выполнено одно из условий: 1 < 𝛽/𝛼 < 2 при |𝑘| < −𝛼/𝛽,
𝛽/𝛼 > 2 и 𝜋 < 𝛽 < 3𝜋/2 при |𝑘| > − tg𝛼/ tg 𝛽; существует два корня 𝜇 ∈ (0, 1),
если выполнено одно из условий: 𝛽/𝛼 > 2 и 𝛽 > 3𝜋/2 при |𝑘| < −𝛼/𝛽, 𝛽/𝛼 > 2 и
𝜋 < 𝛽 < 3𝜋/2 при − tg𝛼/ tg 𝛽 < |𝑘| < −𝛼/𝛽.

Теорема 5. Пусть 𝛼 — тупой угол, а 𝛽 — острый угол. Тогда ∀𝑘 > 0 су-
ществует один корень 𝜇 ∈ (0, 1), если при |𝑘| > − tg𝛼/ tg 𝛽 выполнено одно из
условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2, 𝛼/𝛽 > 2 и 𝜋 < 𝛼 < 3𝜋/2; существует два корня 𝜇 ∈ (0, 1),
если 𝛼/𝛽 > 3 и 𝛼 > 3𝜋/2 при |𝑘| > − tg𝛼/ tg 𝛽. А ∀𝑘 < 0 существует один ко-
рень 𝜇 ∈ (0, 1), если выполнено одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2 при |𝑘| > −𝛼/𝛽,
𝛼/𝛽 > 2 и 𝜋 < 𝛼 < 3𝜋/2 при |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽; существует два корня 𝜇 ∈ (0, 1),
если выполнено одно из условий: 𝛼/𝛽 > 2 и 𝛼 > 3𝜋/2 при |𝑘| > −𝛼/𝛽, 𝛼/𝛽 > 2 и
𝜋 < 𝛼 < 3𝜋/2 при −𝛼/𝛽 < |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽.

Удобнее представить единое доказательство для теорем 2–5.

Доказательство. Собственные функции задачи (9) имеют вид

Φ =

{︃
𝑐1 cos𝜇𝜙+ 𝑐2 sin𝜇𝜙, 𝜙 ∈ (−𝛼, 0),
𝑐3 cos𝜇𝜙+ 𝑐4 sin𝜇𝜙, 𝜙 ∈ (0, 𝛽).

Из условий сопряжения при 𝜙 = 0 и граничных условий при 𝑢 = 0 находим
𝑐1 = 𝑐3, 𝑘𝑐2 = 𝑐4. Таким образом, получаем систему{︂

𝑐1 cos𝜇𝛽 + 𝑘𝑐2 sin𝜇𝛽 = 0,
𝑐1 cos𝜇𝛼− 𝑐2 sin𝜇𝛼 = 0,

определитель которой равен

Δ = tg𝜇𝛼+ 𝑘 tg𝜇𝛽. (13)

Приравнивая нулю этот определитель, получаем уравнение

tg𝜇𝛼 = −𝑘 tg𝜇𝛽, (14)
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для определения 𝜇.
Рассмотрим случай 𝛼 > 𝛽 при 𝑘 > 0. Рис. 1 соответствует случаю, когда 𝛼 —

тупой угол, а 𝛽 — острый угол. Из рис. 1 видно, что 2𝜋/𝛼 > 1, значит максималь-
ное число корней в этом случае равно двум, причём второй корень 𝜇 ∈ (0, 1) будет
существовать только при одновременном выполнении условий: 𝛼/𝛽 > 3, 𝛼 > 3𝜋/2
и 𝑘 > − tg𝛼/ tg 𝛽. Параметр 𝑘 = − tg𝛼/ tg 𝛽 соответствует корню 𝜇 = 1, поэтому
ветвь −𝑘 tg𝜇𝛽 при увеличении параметра 𝑘 будет уходить влево от точки 𝜇 = 1.
Следовательно, точка пересечения двух ветвей соответствующих тангенсов будет
иметь абсциссу меньше единицы. А при значениях 𝑘 > − tg𝛼/ tg 𝛽 и 1 < 𝛼/𝛽 < 2
или 𝛼/𝛽 > 2 и 𝜋 < 𝛼 < 3𝜋/2 существует единственный корень меньше единицы.

Рассмотрим случай 𝛼 < 𝛽 при 𝑘 > 0, когда 𝛽 — тупой угол, а 𝛼 — острый угол.
Максимальное число корней в этом случае равно двум, причём второй корень
𝜇 ∈ (0, 1) будет существовать только при одновременном выполнении следующих
условий: 𝛽/𝛼 > 3, 𝛽 > 3𝜋/2 и 𝑘 < − tg𝛼/ tg 𝛽. Ветвь −𝑘 tg𝜇𝛽 при уменьшении па-
раметра 𝑘 будет уходить влево от точки 𝜇 = 1. Следовательно, точка пересечения
двух ветвей соответствующих тангенсов будет иметь абсциссу меньше единицы.
А при 𝑘 < − tg𝛼/ tg 𝛽 и 1 < 𝛽/𝛼 < 2 или 𝛽/𝛼 > 2 и 𝜋 < 𝛽 < 3𝜋/2 существует
единственный корень меньше единицы.

Рассмотрим случай 𝛼 > 𝛽 при 𝑘 > 0, когда 𝛼, 𝛽 — тупые углы. Из рис. 2
видно, что максимальное число корней в этом случае равно двум, причём второй
корень 𝜇 ∈ (0, 1) будет существовать только при одновременном выполнении сле-
дующих условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 3 и 𝛼 > 𝜋 при 𝑘 < − tg𝛼/ tg 𝛽. Ветвь −𝑘 tg𝜇𝛽 при
уменьшении параметра 𝑘 будет уходить влево от точки 𝜇 = 1. Следовательно,
точка пересечения двух ветвей соответствующих тангенсов будет иметь абсциссу
меньше единицы. Второй корень перестаёт существовать, если 1 < 𝛼/𝛽 < 2, 𝛼 < 𝜋
или 𝛼/𝛽 > 2, 𝛼 > 𝜋.

Рис. 1. 𝛼 > 𝛽, 𝑘 > 0 Рис. 2. 𝛼 > 𝛽, 𝑘 > 0

Рассмотрим случай 𝛼 < 𝛽 при 𝑘 > 0, когда 𝛼, 𝛽 — тупые углы. Максимальное
число корней в этом случае равно двум, причём второй корень 𝜇 ∈ (0, 1) будет
существовать только при одновременном выполнении условий: 1 < 𝛽/𝛼 < 3 и
𝛽 > 𝜋 при 𝑘 > − tg𝛼/ tg 𝛽. Ветвь −𝑘 tg𝜇𝛽 при увеличении параметра 𝑘 будет
уходить влево от точки 𝜇 = 1. Следовательно, точка пересечения двух ветвей со-
ответствующих тангенсов будет иметь абсциссу меньше единицы. Второй корень
перестаёт существовать, если 1< 𝛽/𝛼 <2, 𝛽 < 𝜋 или 𝛽/𝛼 > 2, 𝛽 > 𝜋.

Из рис. 2 также видно, что при 𝑘 > 0, когда 𝛼, 𝛽 — острые углы, то корня
меньше единицы не существует.

Рассмотрим случай 𝛼 > 𝛽 при 𝑘 < 0. Рис. 3 соответствует случаю, когда 𝛼 —
тупой угол, а 𝛽 — острый угол. Из рис. 3 видно, что 2𝜋/𝛼 > 1, значит максималь-
ное число корней в этом случае равно двум, причём два корня 𝜇 ∈ (0, 1) будут су-
ществовать только при одновременном выполнении следующих условий: 𝛼/𝛽 > 2,
𝛼 > 3𝜋/2 при 𝑘 > −𝛼/𝛽 или 𝛼/𝛽 > 2, 𝜋 < 𝛼 < 3𝜋/2 при −𝛼/𝛽 < 𝑘 < − tg𝛼/ tg 𝛽.
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Параметр 𝑘 > −𝛼/𝛽 соответствует случаю, когда касательная в нуле к графику
функции −𝑘 tg𝜇𝛽 составляет больший угол с осью 𝑂𝜇, чем касательная в нуле к
графику функции tg𝜇𝛼, т.е. ветви соответствующих тангенсов будут пересекать-
ся. Точка их пересечения будет иметь абсциссу меньше единицы по условию, так
как 𝜋/2𝛼 < 1. А если 𝛼/𝛽 > 2, 𝜋 < 𝛼 < 3𝜋/2 при 𝑘 < − tg𝛼/ tg 𝛽, или 1 < 𝛼/𝛽 < 2
при 𝑘 > −𝛼/𝛽, то существует единственный корень меньше единицы.

Рассмотрим случай 𝛼 < 𝛽 при 𝑘 < 0, когда 𝛽 — тупой угол, а 𝛼 — острый
угол. Максимальное число корней в этом случае равно двум, причём два корня
𝜇 ∈ (0, 1) будут существовать только при одновременном выполнении следующих
условий: 𝛽/𝛼 > 2, 𝛽 > 3𝜋/2 при 𝑘 < −𝛼/𝛽 или 𝛽/𝛼 > 2, 𝜋 < 𝛽 < 3𝜋/2 при
− tg𝛼/ tg 𝛽 < 𝑘 < −𝛼/𝛽. Параметр 𝑘 < −𝛼/𝛽 соответствует случаю, когда ка-
сательная в нуле к графику функции −𝑘 tg𝜇𝛽 составляет меньший угол с осью
𝑂𝜇, чем касательная в нуле к графику функции tg𝜇𝛼, т.е. ветви соответствую-
щих тангенсов будут пересекаться. Точка их пересечения будет иметь абсциссу
меньше единицы по условию, так как 𝜋/2𝛽 < 1. А если 𝛽/𝛼 > 2, 𝜋 < 𝛽 < 3𝜋/2
при 𝑘 > − tg𝛼/ tg 𝛽, или 1 < 𝛽/𝛼 < 2 при 𝑘 < −𝛼/𝛽, то существует единственный
корень меньше единицы.

Рассмотрим случай 𝛼 > 𝛽 при 𝑘 < 0, когда 𝛼, 𝛽 — тупые углы. Из рис. 4 вид-
но, что максимальное число корней в этом случае равно двум, причём два корня
𝜇 ∈ (0, 1) будут существовать только при одновременном выполнении следующих
условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2, 𝛼 > 𝜋 при 𝑘 < − tg𝛼/ tg 𝛽. Ветвь −𝑘 tg𝜇𝛽 при уменьшении
параметра 𝑘 будет дважды пересекать ветвь tg𝜇𝛼. Точки пересечения двух ветвей
соответствующих тангенсов будут иметь абсциссы меньше единицы, лежащие в
промежутке (𝜋/2𝛽, 𝜋/𝛼). Существует один корень меньше единицы, если выпол-
нено одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2 при |𝑘| > −𝛼/𝛽 или при |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽,
𝛼/𝛽 > 2 при |𝑘| > −𝛼/𝛽.

Рис. 3. 𝛼 > 𝛽, 𝑘 < 0 Рис. 4. 𝛼 > 𝛽, 𝑘 < 0

Рассмотрим случай 𝛼 < 𝛽 при 𝑘 < 0, когда 𝛼, 𝛽 — тупые углы. Максималь-
ное число корней в этом случае равно двум, причём два корня 𝜇 ∈ (0, 1) бу-
дут существовать только при одновременном выполнении следующих условий:
1 < 𝛽/𝛼 < 2, 𝛽 > 𝜋 при 𝑘 > − tg𝛼/ tg 𝛽. Ветвь −𝑘 tg𝜇𝛽 при увеличении пара-
метра 𝑘 будет дважды пересекать ветвь tg𝜇𝛼. Точки пересечения двух ветвей
соответствующих тангенсов будут иметь абсциссы меньше единицы, лежащие в
промежутке (𝜋/2𝛼, 𝜋/𝛽). Существует один корень меньше единицы, если выпол-
нено одно из условий: 1 < 𝛽/𝛼 < 2 при |𝑘| < −𝛼/𝛽 или при |𝑘| > − tg𝛼/ tg 𝛽,
𝛽/𝛼 > 2 при |𝑘| < −𝛼/𝛽.

Из рис. 4 также видно, что при 𝑘 < 0, когда 𝛼, 𝛽 — острые углы, то существует
один корень меньше единицы, если выполнено одно из условий: 1 < 𝛼/𝛽 < 2 при
−𝛼/𝛽 < |𝑘| < − tg𝛼/ tg 𝛽, 1 < 𝛽/𝛼 < 2 при − tg𝛼/ tg 𝛽 < |𝑘| < −𝛼/𝛽.

Теорема доказана.
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В случае, когда граница негладкая и не имеет линий разрыва коэффициентов,
известно, что 𝜇 ∈ (0, 1) существует только при 𝛼 > 𝜋.

3. Размерность ядра и коядра

Рассмотрим случай ограниченной области Ω ⊂ R2 с 𝑚 конечными гранич-
ными особыми точками, которым соответствуют корни 𝜇 ∈ (0, 1). Каждой 𝑗-й
особой точке соответствует число 𝑁𝑗 корней 𝜇 ∈ (0, 1), которое может принимать
значения 1, . . . , 𝑛 при 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Число 𝑛 корней 𝜇 ∈ (0, 1), соответствующих
одной особой точке, зависит от характера особой точки. В настоящей работе мы
ограничились рассмотрением особых точек, для которых 𝑛 6 3. Общее число 𝑀
различных корней 𝜇 ∈ (0, 1) может принимать какое-то значение от 0 до 𝑚 · 𝑛,
в зависимости от характера имеющихся особых точек. Занумеровав в возраста-
ющем порядке все различные значения имеющихся корней 𝜇 ∈ (0, 1), в случае
𝑀 > 1 будем иметь набор корней {𝜇𝑘}𝑀𝑘=1, где 𝜇𝑘 ∈ (0, 1), 𝜇𝑘 < 𝜇𝑘+1. Очевид-
но, случай 𝑀 = 0 соответствует отсутствию корней 𝜇 ∈ (0, 1). Таким образом,
предполагается существование 𝑚 особых точек, которым соответствует 𝑚 задач
Штурма–Лиувилля, причём разным особым точкам может соответствовать одна
и та же задача Штурма–Лиувилля.

Определение 1. Будем говорить, что корень 𝜇𝑘 ∈ (0, 1) имеет кратность
𝑝𝑘 > 1, если он соответствует одновременно 𝑝𝑘 особым точкам.

Через 𝑁 обозначим общее число корней 𝜇 ∈ (0, 1) с учётом их кратности, т.е.

𝑁 =
𝑀∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘. Теперь можно сформулировать теорему, в которой ради удобства

записи будем считать, что число 𝜇
𝑀+1 = 1. Подчеркнём, что при этом вопрос о

фактическом существовании или несуществовании корня 𝜇 = 1 не представляет
здесь никакого интереса.

Теорема 6. Пусть все κ𝑖 одного знака, 𝑖 = 1, . . . , 𝐼, и пусть 𝑙 = 1, . . . ,𝑀 ,
1 < 𝑝 <∞. Тогда

dim Ker = dim CoKer = 0 при условии 2/(1 + 𝜇1) < 𝑝 < 2/(1− 𝜇1);

dim Ker =
𝑙∑︀

𝑘=1
𝑝𝑘, dim CoKer = 0 при условии 2/(1 + 𝜇𝑙+1) < 𝑝 < 2/(1 + 𝜇𝑙);

dim Ker = 0, dim CoKer =
𝑙∑︀

𝑘=1
𝑝𝑘 при условии 2/(1− 𝜇𝑙) < 𝑝 < 2/(1− 𝜇𝑙+1);

dim Ker = 0 при условии 𝑝 = 2/(1− 𝜇𝑙),

dim Ker =
𝑙∑︀

𝑘=1
𝑝𝑘 при условии 𝑝 = 2/(1 + 𝜇𝑙),

dim CoKer = ∞ при условии 𝑝 = 2/(1± 𝜇𝑙).

Доказательство. Рассмотрим вопрос о вкладе в размерность ядра одной от-
дельно взятой 𝑗-й конечной особой граничной точки, которая соответствует корню
𝜇𝑗 ∈ (0, 1) и 𝑁𝑗 = 1, 2, 3.

Отметим, что в случае 𝑁𝑗 = 0, т.е. при отсутствии для 𝑗-й особой точки корня
𝜇 ∈ (0, 1), слабое решение 𝑢 ∈ 𝑊 1

𝑝 (Ω) при 𝑝 < 2 будет на самом деле из 𝑊 1
2 (Ω), и

такая 𝑗-я особая точка не даст вклада в размерность ядра.

Пусть 𝑁𝑗 = 1. В этом случае построим пример нетривиального решения 𝑢 ∈
∘
𝐿1
𝑝

однородной задачи. Без ограничения общности можно считать, что особая точка
совпадает с началом координат, т.е. 𝑥 = 0. Обозначим через 𝜂 ∈ 𝐶∞(R) срезаю-
щую функцию вида

0 6 𝜂(𝜉) 6 1 , 𝜂(𝜉) =
{︂ 1, 𝜉 6 𝑅,

0, 𝜉 > 𝑅+ 1,
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при условии 𝐵𝑅+1 ∩Ω = 𝐵𝑅+1 ∪Γ𝛼, где 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R2 : |𝑥| < 𝑟} и Γ𝛼 — открытый
угол на плоскости с раствором 𝛼 ∈ (0, 2𝜋). Напомним, что 𝜆 = −𝜇2 — собственные
числа задачи Штурма–Лиувилля с корнем 𝜇 ∈ (0, 1), а Φ𝜇(𝜙) — решение соответ-
ствующей задачи Штурма–Лиувилля (9). Так как особая точка 𝑟 = 0 лежит на
𝜕Ω, то функция 𝑢𝜇 = 𝑟−𝜇Φ𝜇(𝜙) — это кусочно-гладкое слабое решение задачи
Дирихле для уравнения div (𝐴∇𝑢𝜇) = 0 в смысле интегрального тождества∫︁

Ω

(𝐴∇𝑢𝜇,∇𝜓) d𝑥 = 0 ∀𝜓 ∈
∘
𝐶∞ (Ω). (15)

Заметим, что для ограниченной Ω с липшицевой границей 𝜕Ω уравнение

div𝐺 = (𝐴∇𝑢𝜇,∇𝜂)

имеет решение 𝐺 ∈ 𝑊 1
𝑝 (Ω), так как правая часть (𝐴∇𝑢𝜇,∇𝜂) ∈ 𝐿𝑝(Ω) для всех

𝑝 ∈ (1,∞). Обозначим 𝐹 = 𝐺+ 𝑢𝜇𝐴∇𝜂. Нетрудно убедиться, что∫︁
Ω

(𝐴∇(𝜂𝑢𝜇),∇𝑣) d𝑥 =
∫︁
Ω

(𝐹,∇𝑣) d𝑥 ∀𝑣 ∈
∘
𝐶∞ (Ω) , (16)

где 𝐹 ∈ 𝐿𝑝(Ω; R2) для всех 𝑝 ∈ (1,∞) и, в частности, для 𝑝 = 2. Поэтому по

теореме Рисса существует слабое решение 𝑤 ∈
∘
𝐿1

2 (Ω) интегрального тождества∫︁
Ω

(𝐴∇𝑤,∇𝑣) d𝑥 =
∫︁
Ω

(𝐹,∇𝑣) d𝑥 ∀𝑣 ∈
∘
𝐶∞ (Ω). (17)

Вычитая (17) из (16), получим тождество∫︁
Ω

(𝐴∇(𝜂𝑢𝜇 − 𝑤),∇𝑣) d𝑥 = 0 ∀𝑣 ∈
∘
𝐶∞ (Ω)

с искомым нетривиальным решением

𝑈𝜇 = 𝜂𝑢𝜇 − 𝑤 ,

для которого справедливо тождество∫︁
Ω

(𝐴∇𝑈𝜇,∇𝑣) d𝑥 = 0 ∀𝑣 ∈
∘
𝐶∞ (Ω) . (18)

Действительно, рассуждая от противного, предположим, что 𝑈𝜇 ̸= 0, т.е. решение
нетривиально. Предположим, что 𝑣𝜇 = 0. Тогда 𝑢𝜇 = 𝑤 в окрестности нуля. Но
𝑢𝜇 = 𝑟−𝜇Φ𝜇(𝜙) в классе решений ∇𝑢𝜇 ∈ 𝐿𝑝(Ω; R2) только при 𝑝 < 2/(1 + 𝜇) < 2.
Следовательно это равенство 𝑢𝜇 = 𝑤 невозможно, так как ∇𝑤 ∈ 𝐿2(Ω; R2).

В случаях 𝑁𝑗 = 2, 3, по аналогии со случаем 𝑁𝑗 = 1 легко строятся примеры

линейно независимых нетривиальных решений 𝑢 ∈
∘
𝐿1
𝑝 (Ω) однородной задачи (18).

Получаем однозначную разрешимость для всех показателей 𝑝 ∈ (1,∞), кроме
показателей 𝑝 = 2/(1± 𝜇), для которых, в силу незамкнутости области значений,
размерность коядра бесконечна [1].

Теорема доказана.

4. Заключение

Для ограниченных плоских областей с гладкими и негладкими границами вы-
числены размерности ядра и коядра эллиптического оператора в дивергентной
форме с разрывными кусочно-гладкими коэффициентами во всей шкале значе-
ний показателя 𝑝 ∈ (1,∞) в зависимости от параметров особых граничных точек.
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For divergence form of elliptic operator with discontinuous piecewise smooth coefficients
we analyzed questions of the uniqueness and the existence of generalized solutions for BVP
with the divergent right-hand part from the class with first derivatives from 𝐿𝑝 in a bounded
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