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Под дифференциально-разностным уравнением понимается [1, с. 54] уравне-
ние относительно неизвестной функции и её производной, вычисленное при неко-
торых значениях аргумента, отличающихся на постоянные. Например,

𝑢′′(𝑡)− 𝑢′′(𝑡− 1) + 𝑢(𝑡) = 0.

Дифференциально-разностные операторы в частных производных представ-
ляют собой весьма сложный математический объект. Функционально-дифферен-
циальные и дифференциально-разностные уравнения в частных производных изу-
чались во многих работах. Отметим работы по эллиптическим уравнениям [2] и
параболическим дифференциально-разностным уравнениям [3].

В данной работе вводится понятие генератора симметрии и оператора рекур-
сии для дифференциально-разностных уравнений в частных производных. На-
личие оператора рекурсии позволяет по одному известному решению уравнения
строить целое множество решений.

Рассмотрим уравнение

𝑁(𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), (1)

где 𝑁 : 𝐷(𝑁) ⊆ 𝑈 → 𝑉 — заданный оператор, 𝑈, 𝑉 — линейные нормированные
пространства над полем действительных чисел 𝑅, 𝑈 ⊆ 𝑉. Предположим, что в
каждой точке 𝑢 ∈ 𝐷(𝑁) существует производная Гато 𝑁 ′

𝑢ℎ = 𝛿𝑁(𝑢, ℎ) операто-
ра 𝑁 .

Рассмотрим уравнение (1). Пусть 𝑢0 — его решение, т.е. 𝑁(𝑢0) = 0.
Рассмотрим преобразование 𝐺, действующее на 𝑉 . Нас интересует, когда

�̄� = 𝑢0 + 𝜖𝐺(𝑢0) (2)

также является решением (1). Назовём оператор 𝐺 генератором симметрии.

Определение (см. [4]). Если существует линейный оператор ℜ такой, что
для любого генератора симметрии 𝐺 оператор ℜ𝐺 также является генератором
симметрии, то ℜ — называется оператором рекурсии.

Пусть 𝐺 — генератор симметрии. Зная хотя бы один оператор рекурсии, мож-
но получить цепочку генераторов: 𝐺1 = ℜ𝐺, 𝐺2 = ℜ𝐺1 = ℜ2𝐺, и т.д. Таким
образом, при этом из любого решения уравнения (1) можно получить множество
его решений.

Рассмотрим пример отыскания генератора симметрии.
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Пример 1. Пусть дифференциально-разностный оператор 𝑁1 имеет вид

𝑁1(𝑢) ≡
1∑︁

𝜆=−1

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏) = 0. (3)

Ищем отображение вида⎧⎨⎩𝑡 = 𝑡+ 𝜖𝜙1(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)),
𝑥 = 𝑥+ 𝜖𝜙2(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏),
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝜖𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏),

(4)

являющееся преобразованием симметрии уравнения (3). Из (4) получим генера-
тор

𝐺(𝑢) =

1∑︁
𝜆=−1

𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏))−𝜙1(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏))𝑢𝑡−𝜙2(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡+𝜆𝜏))𝑢𝑥. (5)

Критерий инвариантности для (3) относительно группы (4) может быть запи-
сан в виде

𝑁 ′
1𝑢𝐺(𝑢) = 0, 𝐺 : 𝑅(𝐺) ⊂ 𝐷(𝑁 ′

𝑢). (6)

Действительно, пусть 𝑢 — решение уравнения (3). Группе (4) соответствует
преобразование 𝑢 = 𝑢+ 𝜖𝐺(𝑢), т.е.

𝑁1(𝑢+ 𝜖𝐺(𝑢)) = 𝑁1(𝑢) + 𝜖𝑁 ′
1𝑢𝐺(𝑢) + 𝑟(𝑢, 𝜖𝐺(𝑢)) = 0,

откуда получаем (6).
Запишем (3) в виде

𝑁1(𝑢) ≡
1∑︁

𝜆=−1

𝐼𝜆[𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)] = 0,

где оператор 𝐼𝜆 действует следующим образом:

𝐼𝜆𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏).

Критерий инвариантности (6) принимает вид

𝑁 ′
𝑢𝐺(𝑢) ≡

1∑︁
𝜆=−1

𝐼𝜆(𝐷𝑡 −𝐷𝑥𝑥)(𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢)− 𝜙1(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑡 − 𝜙2(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥) = 0,

т.е.
𝐼𝜆
[︀
𝐷𝑡

(︀
𝜓 − 𝜙1𝑢𝑡 − 𝜙2𝑢𝑥

)︀
−𝐷𝑥𝑥

(︀
𝜓 − 𝜙1𝑢𝑡 − 𝜙2𝑢𝑥

)︀]︀
= 0.

Отсюда

𝐼𝜆[𝜓𝑡 + 𝜓𝑢𝑢𝑡 − (𝜙1
𝑡 + 𝜙1

𝑢𝑢𝑡)𝑢𝑡 − 𝜙1𝑢𝑡𝑡 − (𝜙2
𝑡 + 𝜙2

𝑢𝑢𝑡)𝑢𝑥 − 𝜙2𝑢𝑥𝑡−
− (𝜓𝑥𝑥 + 𝜓𝑥𝑢𝑢𝑥 + (𝜓𝑥𝑢 + 𝜓𝑢𝑢𝑢𝑥)𝑢𝑥 + 𝜓𝑢𝑢𝑥𝑥 − (𝜙1

𝑥𝑥 + 𝜙1
𝑥𝑢𝑢𝑥 + (𝜙1

𝑢𝑥 + 𝜙1
𝑢𝑢𝑢𝑥)𝑢𝑥+

+ 𝜙1
𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑡 − 2(𝜙1

𝑥 + 𝜙1
𝑢𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑡 − 𝜙1𝑢𝑡𝑥𝑥 − (𝜙2

𝑥𝑥 + 𝜙2
𝑥𝑢𝑢𝑥 + (𝜙2

𝑥𝑢 + 𝜙2
𝑢𝑢𝑢𝑥)𝑢𝑥+

+ 𝜙2
𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥 − 2(𝜙2

𝑥 + 𝜙2
𝑢𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 − 𝜙2𝑢𝑥𝑥𝑥)] = 0. (7)

Из уравнения (3) имеем

𝑢𝑡𝑥 = 𝑢𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑡𝑥𝑥 = 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥.
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С учётом этого из (7) находим

𝐼𝜆[𝜓𝑡 + 𝜓𝑢𝑢𝑥𝑥 − (𝜙1
𝑡 + 𝜙1

𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥𝑥 − 𝜙1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − (𝜙2
𝑡 + 𝜙2

𝑢𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥 − 𝜙2𝑢𝑥𝑥𝑥−
− 𝜓𝑥𝑥 − 2𝜓𝑥𝑢𝑢𝑥 − 𝜓𝑢𝑢𝑢

2
𝑥 − 𝜓𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝜙1

𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 2𝜙1
𝑥𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝜙1

𝑢𝑢𝑢
2
𝑥𝑢𝑥𝑥+

+ 𝜙1
𝑢𝑢

2
𝑥𝑥 + 2𝜙1

𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 2𝜙1
𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜙1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜙2

𝑥𝑥𝑢𝑥 + 2𝜙2
𝑥𝑢𝑢

2
𝑥 + 𝜙2

𝑢𝑢𝑢
3
𝑥+

+ 𝜙2
𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥 + 2𝜙2

𝑥𝑢𝑥𝑥 + 2𝜙2
𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝜙2𝑢𝑥𝑥𝑥] = 0.

В итоге получим

𝐼𝜆
[︀
𝜓𝑡 − 𝜙1

𝑡𝑢𝑥𝑥 − 𝜙2
𝑡𝑢𝑥 − 𝜓𝑥𝑥 − 2𝜓𝑥𝑢𝑢𝑥 − 𝜓𝑢𝑢𝑢

2
𝑥 + 𝜙1

𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 +

+ 2𝜙1
𝑥𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝜙1

𝑢𝑢𝑢
2
𝑥𝑢𝑥𝑥 + 2𝜙1

𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 2𝜙1
𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥+

+ 𝜙2
𝑥𝑥𝑢𝑥 + 2𝜙2

𝑥𝑢𝑢
2
𝑥 + 𝜙2

𝑢𝑢𝑢
3
𝑥 + 2𝜙2

𝑥𝑢𝑥𝑥 + 2𝜙2
𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

]︀
= 0.

Таким образом, для определения функций 𝜙1, 𝜙2, 𝜓 имеем следующую систе-
му дифференциальных уравнений в частных производных:

𝜙1
𝑢 = 0, (𝑎)

𝜙1
𝑥 = 0, (𝑏)

𝜙1
𝑢𝑢 = 0, (𝑐)

𝜙1
𝑥𝑢 + 𝜙2

𝑢 = 0, (𝑑)

−𝜙1
𝑡 + 𝜙1

𝑥𝑥 + 2𝜙2
𝑥 = 0, (𝑒)

𝜙2
𝑢𝑢 = 0, (𝑓)

−𝜓𝑢𝑢 − 2𝜙2
𝑥𝑢 = 0, (𝑔)

−𝜙2
𝑡 − 2𝜓𝑥𝑢 + 𝜙2

𝑥𝑥 = 0, (ℎ)

𝜓𝑡 − 𝜓𝑥𝑥 = 0. (𝑗)

Решим эту систему. Из формул (𝑎), (𝑏) вытекает, что 𝜙1 — функция, зависящая
только от 𝑡. Далее, (𝑑) показывает, что 𝜙2 не зависит от 𝑢, а из (𝑒) следует, что
𝜙2
𝑥 =

𝜙1
𝑡

2 , так что 𝜙2(𝑥, 𝑡) = 𝜙1
𝑡
𝑥
2 + 𝛾(𝑡), где 𝛾 — некоторая функция, зависящая

только от 𝑡. Затем в силу (𝑔) функция 𝜓 линейна по 𝑢, так что

𝜓(𝑥, 𝑡) = Ω(𝑥, 𝑡)𝑢+Θ(𝑥, 𝑡)

для некоторых функций Ω и Θ. В соответствии с (ℎ) 𝜙2
𝑡 = −2Ω𝑥(𝑥, 𝑡), так что

функция не более чем второго порядка по 𝑥:

Ω(𝑥, 𝑡) = −1

8
𝜙1
𝑡𝑡𝑥

2 − 1

2
𝛾𝑡(𝑡)𝑥+ 𝜌(𝑡).

В силу последнего уравнения Ω и Θ удовлетворяют уравнению (3):

𝐼𝜆[Θ𝑡(𝑥, 𝑡)−Θ𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)] = 0,

𝐼𝜆[Ω𝑡(𝑥, 𝑡)− Ω𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)] = 0.

Пользуясь найденным видом функции 𝛾, получаем

𝜙1
𝑡𝑡𝑡 = 0, 𝛾𝑡𝑡 = 0, 𝜌𝑡 = −1

4
𝜙1
𝑡𝑡.
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Таким образом, 𝜙1 — квадратичная функция от 𝑡, 𝛾 линейна по 𝑡, и можно
получить формулы для 𝜙2 и 𝜓 непосредственно из формул для 𝛾, 𝜌, и 𝜙1. Тогда
функции имеют вид

𝜙1 =

1∑︁
𝜆=−1

𝐼𝜆
(︀
𝐶1𝑡

2 + 𝐶2𝑡+ 𝐶3

)︀
,

𝜙2 =

1∑︁
𝜆=−1

𝐼𝜆

(︂
𝐶1𝑡𝑥+

𝐶2

2
𝑥+ 𝐶4𝑡+ 𝐶5

)︂
,

𝜓 =

1∑︁
𝜆=−1

𝐼𝜆

(︂(︂
−𝐶1

4
𝑥2 − 1

2
𝐶4𝑥− 1

2
𝐶1𝑡+ 𝐶6

)︂
𝑢+Θ(𝑥, 𝑡)

)︂
.

Для отыскания оператора рекурсии удобно пользоваться следующей теоремой:

Теорема 1 (см. [1]). Пусть задан оператор уравнения 𝑁(𝑢) = 0. Если су-
ществуют линейные операторы ℜ, ℜ̃ такие, что

𝑁 ′
𝑢ℜ = ℜ̃𝑁 ′

𝑢, (8)

то ℜ — оператор рекурсии для 𝑁 .

Применим эту теорему для нахождения оператора рекурсии для заданного
дифференциально-разностного оператора.

Пример 2. Рассмотрим оператор уравнения вида

𝑁2(𝑢) ≡
1∑︁

𝜆=−1

(𝑎𝜆𝑢𝑡(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)− 𝑏𝜆𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡+ 𝜆𝜏)) = 0, (9)

где (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = Ω × (𝑡0, 𝑡1), 𝑎𝜆(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶0,1
𝑥,𝑡 (𝑄), 𝑏𝜆(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0

𝑥,𝑡 (𝑄) (𝜆 = −1, 0, 1) —
заданные функции. Найдём оператор рекурсии для заданного оператора 𝑁2.

Оператор 𝑁 ′
2𝑢 имеет следующий вид:

𝑁 ′
2𝑢 =

1∑︁
𝜆=−1

(︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
.

Введём оператор ℜ1 = 𝐷𝑥. С одной стороны, имеем

𝑁 ′
2𝑢ℜ1 =

1∑︁
𝜆=−1

(︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
𝐷𝑥.

С другой стороны, получим

ℜ1𝑁
′
2𝑢 =

1∑︁
𝜆=−1

𝐷𝑥

(︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
=

=
1∑︁

𝜆=−1

(︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
𝐷𝑥 +

1∑︁
𝜆=−1

(︀
𝑎𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
.

Отсюда заключаем, что условия теоремы будут выполнены, если

𝑎𝜆𝑥 = 0, 𝑏𝜆𝑥 = 0, 𝜆 = −1, 0, 1.
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Значит, при условии

𝑎𝜆 = 𝑎𝜆(𝑡), 𝑏𝜆 = 𝑏𝜆(𝑡), 𝜆 = −1, 0, 1,

оператор ℜ1 = 𝐷𝑥 является оператором рекурсии.

Рассмотрим оператор ℜ2 = 𝑡𝐷𝑥 +
1
2𝑥.

С одной стороны,

𝑁 ′
2𝑢ℜ2𝑄 =

1∑︁
𝜆=−1

(︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀(︂
𝑡𝐷𝑥 +

1

2
𝑥

)︂
𝑄 =

=

1∑︁
𝜆=−1

𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡𝑡𝐷𝑥𝑄− 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷
2
𝑥𝑡𝐷𝑥𝑄+ 𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡

(︂
1

2
𝑥𝑄

)︂
− 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

(︂
1

2
𝑥𝑄

)︂
=

=

1∑︁
𝜆=−1

𝑎𝜆𝐼𝜆𝑄𝑥 + 𝑎𝜆𝐼𝜆𝑡𝑄𝑡𝑥 + 𝑎𝜆𝐼𝜆
1

2
𝑥𝑄𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝑡𝑄

3
𝑥 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝑄𝑥 −

1

2
𝑏𝜆𝐼𝜆𝑥𝑄

2
𝑥.

Преобразуя, получим

𝑁 ′
2𝑢ℜ2𝑄 =

1∑︁
𝜆=−1

𝑎𝜆(𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷𝑥𝐼𝜆𝐷𝑡𝑄− 𝑏𝜆(𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷𝑥𝐼𝜆𝐷
2
𝑥𝑄+

1

2
𝑥[𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡𝑄−

− 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷
2
𝑥𝑄] + (𝑎𝜆 − 𝑏𝜆)𝐼𝜆𝐷𝑥𝑄 =

1∑︁
𝜆=−1

𝐷𝑥(𝑎𝜆(𝑡+ 𝜆𝜏)𝐼𝜆𝐷𝑡𝑄)− 𝑎𝜆𝑥(𝑡+ 𝜆𝜏)𝐼𝜆𝐷𝑡𝑄−

−𝐷𝑥(𝑏𝜆(𝑡+ 𝜆𝜏)𝐼𝜆𝐷
2
𝑥𝑄+ 𝑏𝜆𝑥(𝑡+ 𝜆𝜏)𝐼𝜆𝐷

2
𝑥𝑄+

1

2
𝑥
[︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥𝑄
]︀
+

+ (𝑎𝜆 − 𝑏𝜆)𝐼𝜆𝐷𝑥𝑄.

В итоге имеем

𝑁 ′
2𝑢ℜ2𝑄 =

1∑︁
𝜆=−1

(︂
(𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷𝑥 +

1

2
𝑥

)︂(︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
𝑄−

− (𝑡+ 𝜆𝜏)
(︀
𝑎𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
𝑄+ (𝑎𝜆 − 𝑏𝜆)𝐼𝜆𝐷𝑥𝑄.

С другой стороны, получим

ℜ2𝑁
′
2𝑢𝑄 =

1∑︁
𝜆=−1

(︂
𝑡𝐷𝑥 +

1

2
𝑥

)︂(︀
𝑎𝜆𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
𝑄.

Преобразуя, будем иметь следующее:

𝑁 ′
2𝑢ℜ2 =

1∑︁
𝜆=−1

ℜ̃2𝑁
′
𝑢 − (𝑡+ 𝜆𝜏)

(︀
𝑎𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
+ (𝑎𝜆 − 𝑏𝜆)𝐼𝜆𝐷𝑥.

где ℜ̃2 = (𝑡+ 𝜆𝜏)𝐷𝑥 +
1
2𝑥.

Для того чтобы оператор ℜ2 был оператором рекурсии, достаточно, чтобы
выполнялись следующие условия:

(𝑎𝜆 − 𝑏𝜆)𝐼𝜆𝐷𝑥 − (𝑡+ 𝜆𝜏)
(︀
𝑎𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷𝑡 − 𝑏𝜆𝑥𝐼𝜆𝐷

2
𝑥

)︀
= 0, 𝜆 = −1, 0, 1.
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Пусть 𝑎𝜆 = 𝑏𝜆 = 1, тогда уравнение (9) есть уравнение (3), т.е. имеем груп-
пу симметрий и 𝑅1, 𝑅2 — операторы рекурсии, 𝑢0 = 𝑒−(𝑡+𝜆𝜏) sin𝑥 — есть решение
уравнения (3), 𝑢 = 𝑢0 + 𝐺(𝑢0), 𝑢′ = 𝑢0 + 𝐺′(𝑢0) — также есть решение урав-
нения (3). 𝐺′ может быть представлен как различные произведения операторов
рекурсии и генератора симметрии 𝑅2𝐺, 𝑅1𝐺, 𝑅1𝑅2𝐺, 𝑅

2
2𝐺 и т.д.

Таким образом из единственного решения 𝑢0 уравнения получаем множество
решений данного уравнения.
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