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1. Введение
Рассмотрены теоремы об асимптотической приводимости линейных систем с

периодической матрицей при наличии регулярного возмущения. Рассмотрен важ-
ный случай, когда предельная (𝜀 = 0) матрица имеет кратный спектр. Получен-
ные системы с почти постоянной матрицей более удобны для анализа устойчиво-
сти тривиального решения исходной системы.

2. О почти приводимости линейных систем ОДУ с
периодической матрицей простой структуры при наличии

малых возмущений
Исследование линейных систем с периодической матрицей, как известно [1–4],

является нетривиальной задачей. Наиболее известная теорема Флоке–Ляпунова [1–
4] о приводимости таких систем с периодической матрицей:

.
𝑥 = 𝐴 (𝑡)𝑥; 𝑥 (0) = 𝑥0 (1)

с помощью периодической замены 𝑥 = 𝑃 (𝑡) 𝑦 к системе с постоянное матрицей
.
𝑦 = 𝐶𝑦 не является конструктивной.

Мы рассмотрим случай, когда в системе (1) Т-периодическая матрица 𝐴 (𝑡)
представима в виде:

𝐴 (𝑡) = 𝐴0 + 𝜀𝐴1 (𝑡) ; 𝐴0 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝐴 (𝑡) d𝑡, (2)

где постоянная матрица 𝐴0, равная среднему значению матрицы 𝐴 (𝑡), может
иметь и жорданову структуру, а Т-периодическая матрица 𝐴1 (𝑡) имеет нулевое
среднее значение, 𝜀 — малый параметр.

Рассмотрим более общую задачу.

Теорема 1. Неавтономная система

.
𝑥 = 𝐴 (𝑡, 𝜀)𝑥; 𝑥 (0, 𝜀) = 𝑥0;

(︃
𝐴 (𝑡, 𝜀) = 𝐴0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘; 𝑡 > 0

)︃
, (3)

где постоянная матрица 𝐴0 имеет простой спектр {𝜆0𝑗}𝑛1 , удовлетворяющий
условиям:
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𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆0𝑗 − 𝜆0𝑘 ̸= 𝑖2𝜋𝑞𝑇−1;
(︀
𝑗 ̸= 𝑘; 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛; 𝑞 = 0,±1,±2, ...

)︀
, (4)

а матричный ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘 из Т-периодических непрерывных матриц 𝐴𝑘 (𝑡)

сходится абсолютно и равномерно по некоторой норме при |𝜀| ≪ 1 и 𝑡 > 0,
может быть с помощью невырожденной при достаточно малых 𝜀 (0 < |𝜀| ≪ 1)
Т-периодической замены:

𝑥 = 𝑆0𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀) 𝑧;(︃
𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘; 𝑆−1

0 𝐴0𝑆0 = diag {𝜆01, ..., 𝜆0𝑛}
)︃
,

(5)

приведена к системе с почти диагональной постоянной матрицей вида:
.
𝑧 = 𝑄 (𝑡, 𝜀) 𝑧; 𝑧 (0, 𝜀) = 𝑧0;

(︀
𝑄 (𝑡, 𝜀) = Λ(𝑁) (𝜀) + 𝜀𝑁+1𝐺 (𝑡, 𝜀)

)︀
, (6)(︃

Λ(𝑁) (𝜀) =

𝑁∑︁
𝑘=0

Λ𝑘𝜀
𝑘 = diag {𝜆1 (𝜀) , ..., 𝜆𝑛 (𝜀)} ; ‖𝐺 (𝑡, 𝜀)‖ 6 𝐶; 𝑡 > 0

)︃
,

где постоянные диагональные матрицы Λ𝑘 и Т-периодические матрицы 𝐻𝑘 (𝑡)
однозначно определяются с помощью простого итерационного алгоритма [5,6].

Доказательство. В условиях теоремы 1 всегда существует [7] невырожден-
ная замена 𝑥 = 𝑆0𝑦, приводящая систему (3) к более простому виду:

.
𝑦 = 𝐵 (𝑡, 𝜀) 𝑦; 𝑦 (0, 𝜀) = 𝑦0;

(︃
𝐵 (𝑡, 𝜀) = Λ0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘

)︃
. (7)

Последующее, невырожденное при достаточно малых 𝜀 (0 < |𝜀| ≪ 1) преоб-
разование 𝑦 = 𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀) 𝑧, приводит к нужному результату (6), если матрицы
𝐵 (𝑡, 𝜀), 𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀) и 𝑄 (𝑡, 𝜀) связаны дифференциальным уравнением:

.

𝐻 (𝑁) = 𝐵 (𝑡, 𝜀)𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀)−𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀)𝑄 (𝑡, 𝜀) . (8)

Приравнивая в (8) коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀, получим од-
нотипные дифференциальные матричные уравнения для последовательного и од-
нозначного определения всех матриц Λ𝑘 и 𝐻𝑘 (𝑡):

.

𝐻 𝑘 = 𝑃𝑘 (𝑡)− Λ𝑘 + Λ0𝐻𝑘 (𝑡)−𝐻𝑘 (𝑡) Λ0; (9)⎛⎝𝑃1 (𝑡) = 𝐵1 (𝑡) ; 𝑃𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑘 (𝑡) +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝐵𝑗 (𝑡)𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)−𝐻𝑘−𝑗 (𝑡) Λ𝑗); 𝑘 = 2, 𝑁

⎞⎠ .

Для удобства изложения для произвольной квадратной матрицы 𝐴 = {𝑎𝑗𝑘}𝑛1
введём специальные обозначения для её диагональной 𝐴 = diag {𝑎11, ..., 𝑎𝑛𝑛} и
«бездиагональной» 𝐴 = 𝐴−𝐴 частей.

Матричное дифференциальное уравнении (9) распадается на «диагональную»
часть: .

𝐻 = 𝑃 𝑘 (𝑡)− Λ𝑘, (10)
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и «бездиагональную» части:
.

𝐻 𝑘 = Λ0𝐻𝑘 (𝑡)−𝐻𝑘 (𝑡) Λ0 + 𝑃 𝑘 (𝑡) ; 𝐻𝑘 (𝑡) = {ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡)} ; 𝑃 𝑘 (𝑡) = {𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡)} , (11)

При этом каждое из уравнений (10) имеет в классе Т-периодических функций
единственное решение, определяемое формулой:

𝐻𝑘 (𝑡) =

𝑇∫︁
0

(︀
𝑃 𝑘 (𝑠)− Λ𝑘

)︀
d𝑠,

если Λ𝑘 = 1
𝑇

𝑇∫︀
0

𝑃 𝑘 (𝑡) d𝑡;
(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
.

Причём матричное уравнение (11) распадается на
(︀
𝑛2 − 𝑛

)︀
скалярных диффе-

ренциальных уравнений вида:
.

ℎ 𝑖𝑗𝑘 (𝑡) = 𝜎𝑖𝑗ℎ𝑖𝑗𝑘 + 𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡) ;
(︀
𝑖 ̸= 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛; 𝑘 = 1, 𝑁

)︀
, (12)

имеющих в условиях теоремы 1 единственное Т-периодическое решение (см. [2,
c. 361]) вида:

ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡) = 𝑒𝜎𝑖𝑗(𝑡+𝑇 )
(︀
1− 𝑒𝜎𝑖𝑗𝑇

)︀−1

𝑡+𝑇∫︁
𝑡

𝑒−𝜎𝑖𝑗𝑠𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑠)d𝑠. (13)

Оценка ‖𝐺 (𝑡, 𝜀)‖ 6 𝐶 (𝑡 > 0) проверяется непосредственным вычислением.
Теорема 1 доказана. �

Для удобства дальнейшего изложения (следуя методу расщепления [6]) введём
для произвольной квадратной матрицы 𝐴 = {𝑎𝑗𝑘}𝑛1 = {𝐴𝑗𝑘}𝑝1 (при её разбиении
на «блоки» 𝐴𝑗𝑘) специальные обозначения для её «блочно диагональной» ̂︀𝐴 =

diag {𝐴11, ..., 𝐴𝑝𝑝} и «блочно бездиагональной» ̂︀̂︀𝐴 = 𝐴− ̂︀𝐴 частей (2 6 𝑝 < 𝑛).

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 матрица 𝐴0 имеет полупростую
структуру (т.е Λ0 = 𝑆−1

0 𝐴0𝑆0 = diag {Λ01, ...,Λ0𝑝} ; Λ0𝑗 = 𝜆0𝑗𝐸𝑗 ; 𝑗 = 1, 𝑝 ),

где её собственные значения {𝜆0𝑗}𝑝1 , каждое с кратностью 𝑝𝑗,

(︃
𝑝∑︀

𝑗=1

𝑝𝑗 = 𝑛

)︃
удовлетворяют условиям вида (4):

𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆0𝑗 − 𝜆0𝑘 ̸= 𝑖2𝜋𝑞𝑇−1;
(︀
𝑗 ̸= 𝑘; 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝; 𝑞 = 0,±1,±2, ...

)︀
. (14)

Тогда система (3) может быть с помощью невырожденной Т-периодической
замены вида (5) приведена к системе вида (6), где

𝑄 (𝑡, 𝜀) = ̂︀𝐹(𝑁) (𝜀) + 𝜀𝑁+1𝐺 (𝑡, 𝜀) ;(︃̂︀𝐹(𝑁) (𝜀) = Λ0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

̂︀𝐹𝑘𝜀
𝑘; ‖𝐺 (𝑡, 𝜀)‖ 6 𝐶

)︃
.

(15)

Здесь постоянные блочно-диагональные матрицы ̂︀𝐹𝑘 и Т-периодические мат-
рицы 𝐻𝑘 (𝑡) ,

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
однозначно определяются с помощью конечного итера-

ционного алгоритма, изложенного в теореме 1.
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Доказательство. После невырожденной замены 𝑥 = 𝑆0𝑦 получаем систему
вида (7), где матрица Λ0 = diag {Λ01, ...,Λ0𝑝} ;

(︀
Λ0𝑗 = 𝜆0𝑗𝐸; 𝑗 = 1, 𝑝

)︀
имеет соб-

ственные значения {𝜆0𝑗}𝑝1 с указанной выше кратностью. После невырожденного
при достаточно малых 𝜀 (0 < |𝜀| ≪ 1) Т-периодического преобразования вида:

𝑦 = 𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀) 𝑧;

(︃
𝐻(𝑁) (𝑡, 𝜀) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘

)︃

получим систему вида (6), где 𝑄 (𝑡, 𝜀) определена в (15), если имеет место соот-
ношение вида (8).

Приравнивая в (8) коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀, получим одно-
типные дифференциальные матричные уравнения вида:

.

𝐻 𝑘 = 𝑃𝑘 (𝑡)− ̂︀𝐹𝑘 + Λ0𝐻𝑘 (𝑡)−𝐻𝑘 (𝑡) Λ0; (16)⎛⎝𝑃1 (𝑡) = 𝐵1 (𝑡) ; 𝑃𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑘 (𝑡) +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(︁
𝐵𝑗 (𝑡)𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)−𝐻𝑘−𝑗 (𝑡) ̂︀𝐹𝑗

)︁
; 𝑘 = 2, 𝑁

⎞⎠ .

При этом ̂︀𝐻𝑘 (𝑡) =
𝑡∫︀
0

(︁ ̂︀𝑃𝑘 (𝑠)− ̂︀𝐹𝑘

)︁
d𝑠, если ̂︀𝐹𝑘 = 1

𝑇

𝑇∫︀
0

̂︀𝑃𝑘 (𝑡) d𝑡;
(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
, и

каждое уравнение
.̂︀̂︀𝐻 𝑘 = Λ0

̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡)− ̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡) Λ0 +
̂︀̂︀𝑃 𝑘 (𝑡) ;

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
распадается на(︀

𝑝2 − 𝑝
)︀

матричных дифференциальных уравнений вида:
.

𝐻 𝑖𝑗𝑘 = 𝜎𝑖𝑗𝐻𝑖𝑗𝑘 + 𝑃𝑖𝑗𝑘 (𝑡) ;
(︀
𝑖 ̸= 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑝; 𝑘 = 1, 𝑁

)︀
и далее на соответствующие дифференциальные скалярные уравнение вида (ин-
дексы опущены) ℎ = 𝜎ℎ+ 𝑝 (𝑡) , каждое из которых имеет единственное Т-перио-
дическое решение вида (13), что и завершает доказательство теоремы 2. �

Замечание 1. Так как приведённая система вида (6) распадается (с учё-
том (15)) на 𝑝 подсистем вида:

.
𝑧 𝑗 =

(︃
𝜆0𝑗𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝑗𝑘𝜀
𝑘 + 0

(︀
𝜀𝑁+1

)︀)︃
𝑧𝑗 ;

(︀
𝑗 = 1, 𝑝

)︀
, (17)

то дальнейшее её расщепление зависит от структуры матриц 𝐹𝑗1.

Если в системе (17) матрица 𝐹𝑗1 имеет простой спектр, то она может быть ме-
тодами работы [6] и теоремы 1 приведена к почти диагональному виду, позволяя
судить о характере устойчивости вектора 𝑧𝑗 (𝑡), то есть об устойчивости решения
исходной системы (3) по части переменных.

3. О приводимости периодических систем при наличии у
матрицы 𝐴0 жордановой структуры

Пусть в системе

.
𝑥 = 𝐴 (𝑡, 𝜀)𝑥; 𝑥 (0, 𝜀) = 𝑥0;

(︃
𝐴 (𝑡, 𝜀) = 𝐴0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘

)︃
, (18)
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матрица 𝐴0 имеет жорданову структуру, т.е. существует невырожденная матрица
𝑆0, такая что

𝑆−1
0 𝐴0𝑆0 = 𝐽0 = diag {𝐽01, ..., 𝐽0𝑝} ; (1 6 𝑝 < 𝑛) , 𝐽𝑜𝑗 = 𝜆0𝑗𝐸 +𝑀𝑗

(︀
𝑗 = 1, 𝑝

)︀
,

где 𝑀𝑗 — известные нильпотентные матрицы.

Теорема 3. Регулярно возмущённая Т-периодическая система (16), у кото-
рой матрица 𝐴0 эквивалентна жордановой матрице 𝐽0, может быть с помо-
щью «срезающего преобразования» [6] приведена к системе виде (6) с блочно-
диагональной матрицей

𝐴0 = Λ0 = diag {Λ01, ...,Λ0𝑝} ;
(︀
Λ0𝑗 = 𝜆0𝑗𝐸; 𝑗 = 1, 𝑝

)︀
,

где диагональные матрицы Λ0𝑗 имеют ту же размерность, что и жордановы
клетки 𝐽0𝑗

(︀
𝑗 = 1, 𝑝

)︀
.

Доказательство. Следуя методу расщепления [6] и предполагая, что уже
𝐴0 = 𝐽0, можно доказать, что срезающее преобразование:

𝑥 = 𝑈 (𝜀) 𝑦; (𝑈 (𝜀) = diag {𝑈1 (𝜀1) , ..., 𝑈𝑝 (𝜀𝑝)} ,
𝑈𝑗 (𝜀𝑗) = diag

{︁
1, 𝜀𝑗 , 𝜀

2
𝑗 , ..., 𝜀

𝑚𝑗−1
𝑗

}︁
; 𝑚𝑗 = dim 𝐽0𝑗 ; 𝜀

𝑚𝑗

𝑗 = 𝜀; 𝑗 = 1, 𝑝)

приводит систему
.
𝑥 =

(︃
𝐽0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘

)︃
𝑥,

к почти «блочно-диагональной» системе (рассмотренной в теореме 2) вида:

.
𝑦 =

(︃
Λ0 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 (𝑡) 𝜀
𝑘
0 + 0

(︀
𝜀𝑁+1
0

)︀)︃
𝑦, (19)

по некоторым уже дробным степеням малого параметре 𝜀0 = 𝑞
√
𝜀.

Для упрощения доказательства ограничимся случаем, когда:

𝐽0 = diag {𝐽01, 𝐽02} ; 𝐽01 =

(︂
𝜆01 1

0 𝜆01

)︂
; 𝐽02 =

⎛⎝𝜆02 1 0

0 𝜆02 1

0 0 𝜆02

⎞⎠ .

При этом 𝜀1 =
√
𝜀; 𝜀2 = 3

√
𝜀; 𝜀0 = 6

√
𝜀; 𝑈 (𝜀) = diag {𝑈1 (𝜀0) , 𝑈2 (𝜀0)} ;

𝑈1 (𝜀0) = diag
{︀
1, 𝜀30

}︀
; 𝑈2 (𝜀0) = diag

{︀
1, 𝜀20, 𝜀

3
0

}︀
.

Далее с учётом равенств:

𝑈−1 (𝜀0) 𝐽0𝑈 (𝜀0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆01 𝜀30 0 0 0

0 𝜆01 0 0 0

0 0 𝜆02 𝜀20 0

0 0 0 𝜆02 𝜀20
0 0 0 0 𝜆02

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
получаем (используя алгоритм теоремы 2) систему вида (6), где 𝑄 (𝑡, 𝜀) опреде-
ляется формулой (15), что и завершает доказательство теоремы 3. �
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4. Заключение
С помощью метода расщепления [5, 6] показана возможность, в отличие от

известного [1–4], приведения неавтономных систем с периодической матрицей (в
том числе и при наличии кратного спектра у определяющей матрицы 𝐴0) к си-
стеме с почти постоянной матрицей, что существенно упрощает качественный и
более точный численный анализ указанных систем, включая вопросы устойчиво-
сти, позволяя исследовать большой класс конкретных прикладных задач.
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