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В статье проведено исследование зависимости решений уравнений Гамильтона для
гармонического осциллятора от циклической частоты и импеданса. Проведён числен-
ный анализ, а также получено аналитическое решение, подтверждающее численные ре-
зультаты.
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1. Введение

В [1] показано, что именно модуляция импеданса (а не циклической частоты)
приводит к резонансу осциллятора. В данной же работе это показано непосред-
ственным решением уравнений Гамильтона. Будем рассматривать двумерный и
одномерный гармонический осциллятор. Решение уравнений осуществляется дву-
мя способами: численным (с помощью открытого пакета программ для численных
расчётов SciLab) и аналитическим.

2. Постановка задачи

Рассмотрим лагранжиан гармонического осциллятора следующего вида:

𝐿(𝑥𝑖, �̇�𝑖, 𝑡) = −1
2
𝐾𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑥𝑗 +
1
2
𝑀𝑖𝑗 �̇�

𝑖�̇�𝑗 + 𝛽𝑖𝑗𝑥
𝑖�̇�𝑗 .

Матрицы 𝐾𝑖𝑗 и 𝑀𝑖𝑗 симметричные, матрица 𝛽𝑖𝑗 — произвольная1 .
Импеданс 𝑍𝑖

𝑗 будет удовлетворять уравнению:

(𝑀−1)𝑘𝑙𝑍𝑖𝑘𝑍𝑗𝑙 = 𝐾𝑖𝑗 (1)

Для одномерного случая лагранжиан и гамильтониан можно переписать в
виде:

𝐿(𝑥, �̇�, 𝑡) = −1
2
𝐾(𝑡)𝑥2 +

1
2
𝑚(𝑡)�̇�2 + 𝛽(𝑡)𝑥�̇�,

𝐻(𝑝, 𝑥, 𝑡) =
1

2𝑚(𝑡)
(𝑝− 𝑥𝛽(𝑡))2 +

1
2
𝑥2𝐾(𝑡).

Для упрощения используем производящую функцию (штрихованные перемен-
ные — новые):

Γ(𝑝′, 𝑥, 𝑡) = 𝑝′𝑥− 1
2
𝛽(𝑡)𝑥2.

Статья поступила в редакцию 1 июня 2009 г.
1Названия выбраны так, чтобы быть похожими на коэффициент упругости, массу и магнитную
индукцию.
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Тогда

𝑥′ =
𝜕Γ
𝜕𝑝′

, 𝑝 =
𝜕Γ
𝜕𝑥
, 𝐻 ′ = 𝐻 +

𝜕Γ
𝜕𝑡
. (2)

С помощью получившихся симплектических преобразований:

𝑝′ = 𝑝− 𝛽(𝑡)𝑥, 𝐾 ′(𝑡) = 𝐾(𝑡) +
𝑑𝛽

d𝑡
, 𝑥′ = 𝑥,

перейдём к новым каноническим переменным:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d𝑝
d𝑡

= 𝑝
𝛽(𝑡)
𝑚(𝑡)

−
(︂
𝐾(𝑡) +

𝛽2(𝑡)
𝑚(𝑡)

)︂
𝑥,

d𝑥
d𝑡

=
𝑝

𝑚(𝑡)
− 𝛽(𝑡)
𝑚(𝑡)

𝑥.

=⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d𝑝′

d𝑡
= −𝐾 ′(𝑡)𝑥,

d𝑥′

d𝑡
=

𝑝′

𝑚(𝑡)
.

Определение 1. Для одномерного осциллятора циклическая частота
(или просто частота) есть 𝜔(𝑡) def=

√︀
𝐾(𝑡)/𝑚(𝑡), импеданс 𝑍(𝑡) def=

√︀
𝐾(𝑡)𝑚(𝑡).

Используя новые обозначения, можно переписать уравнения Гамильтона в ви-
де (штрихи над переменными опускаем):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d𝑝
d𝑡

= −𝜔(𝑡)𝑍(𝑡)𝑥(𝑡),

d𝑥
d𝑡

=
𝜔(𝑡)
𝑍(𝑡)

𝑝(𝑡).
(3)

Рассмотрим два случая параметрического возмущения.
1. Импеданс 𝑍(𝑡) = const = 𝑍0, а циклическая частота терпит малые возмуще-

ния 𝜔(𝑡) = 𝜔0 + 𝜔1 cos(2𝜔0𝑡) 𝜔1 ≪ 𝜔0.
2. Циклическая частота постоянна 𝜔(𝑡) = const = 𝜔0, а импеданс терпит малые

возмущения 𝑍(𝑡) = 𝑍0 + 𝑍1 cos(2𝜔0𝑡).

3. Численное решение

Рассмотрим теперь каждый из случаев подробнее. Для каждого случая прове-
дём численное решение получившейся системы ОДУ. Все вычисления проводятся
при помощи пакета для численных расчётов SciLab.

3.1. Случай постоянного импеданса
Уравнения Гамильтона и начальные условия принимают вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d𝑝
d𝑡

= −(𝜔0 + 𝜔1 cos(2𝜔0𝑡))𝑍0𝑥(𝑡),

d𝑥
d𝑡

=
𝜔0 + 𝜔1 cos(2𝜔0𝑡)

𝑍0
𝑝(𝑡),

𝑝(𝑡0) = 𝑝0, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑡0 = 0.

Найдём численное решение при начальных условиях:

𝑝0 = 10, 𝑥0 = 0, 𝜔0 = 𝜋/3, 𝜔1 = 𝜔0/1000, 𝑍0 = 4, 𝑍1 = 𝑍0/100.

Получим решения для импульса 𝑝(𝑡) и координаты 𝑥(𝑡). Изобразим его для на-
глядности в виде графика (рис. 1).

Вывод. При модуляции частоты, но постоянном импедансе, не происходит
параметрического резонанса.
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Рис. 1. Изменение координаты 𝑥(𝑡) при модуляции частоты

3.2. Случай модуляции импеданса
Уравнения Гамильтона приводятся к виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d𝑝
d𝑡

= −(𝑍0 + 𝑍1 cos(2𝜔0𝑡))𝜔0𝑥(𝑡),

d𝑥
d𝑡

=
𝜔0

𝑍0 + 𝑍1 cos(2𝜔0𝑡)
𝑝(𝑡),

𝑝(𝑡0) = 𝑝0, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑡0 = 0.

Проведём решение при тех же начальных условиях, что и в первом случае.
Аналогичным образом представим полученные результаты в графическом виде
(рис. 2).

Рис. 2. Изменение координаты 𝑥(𝑡) при модуляции импеданса

Вывод. При модуляции импеданса даже при постоянной частоте происходит
параметрический резонанс.

3.3. Двумерный случай
Случай двумерного осциллятора отличается от одномерного лишь увеличени-

ем числа уравнений и возможностью модуляции частоты и импеданса по осям
𝑥 и 𝑦 разными способами. Из (1) видно, что если считать матрицы (𝑀−1)𝑖𝑗 и
𝐾𝑖𝑗 диагональными, то и матрица импеданса 𝑍𝑖𝑗 будет диагональной. Уравнения
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Рис. 3. Изменение координат при
модуляции частоты (двумерный

случай)

Рис. 4. Изменение координат при
модуляции импеданса (двумерный

случай)

Гамильтона приводятся к виду:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d𝑝𝑥

d𝑡
= −𝜔𝑥(𝑡)𝑍𝑥(𝑡)𝑥(𝑡),

d𝑥
d𝑡

=
𝜔𝑥(𝑡)
𝑍𝑥(𝑡)

𝑝𝑥(𝑡),

d𝑝𝑦

d𝑡
= −𝜔𝑦(𝑡)𝑍𝑦(𝑡)𝑦(𝑡),

d𝑦
d𝑡

=
𝜔𝑦(𝑡)
𝑍𝑦(𝑡)

𝑝𝑦(𝑡).

Численное решение даёт аналогичные одномерному случаю результаты (рис. 3
и 4).

4. Аналитическое решение

Решим теперь (3) аналитически, не учитывая члены второго порядка малости.
Продифференцируем первое уравнение системы по 𝑡, в результате получим:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d2𝑝

d𝑡2
= −𝜔′(𝑡)𝑍(𝑡)𝑥(𝑡)− 𝜔(𝑡)𝑍 ′(𝑡)𝜔(𝑡)− 𝜔(𝑡)𝑍(𝑡)

d𝑥
d𝑡
,

d𝑥
d𝑡

=
𝜔(𝑡)
𝑍(𝑡)

𝑝(𝑡).
(4)

Из первого уравнения (3): 𝑥(𝑡) = − 1
𝜔(𝑡)𝑍(𝑡)

d𝑝
d𝑡 , а из второго d𝑥

d𝑡 = 𝜔(𝑡)
𝑍(𝑡)𝑝(𝑡).

Исключая из первого уравнения (4) координату, получим:

d2𝑝

d𝑡2
−
(︂
𝜔′(𝑡)
𝜔(𝑡)

+
𝑍 ′(𝑡)
𝑍(𝑡)

)︂
d𝑝
d𝑡

+ 𝜔2(𝑡)𝑝(𝑡) = 0. (5)

Аналогичным образом можно получить уравнение для координаты 𝑥(𝑡):

d2𝑥

d𝑡2
+
(︂
𝑍 ′(𝑡)
𝑍(𝑡)

− 𝜔′(𝑡)
𝜔(𝑡)

)︂
d𝑥
d𝑡

+ 𝜔2(𝑡)𝑥(𝑡) = 0. (6)

Будем решать уравнение (6) при следующем параметрическом возмущении.

𝜔(𝑡) = 𝜔0 = const, 𝑍(𝑡) = 𝑍0 + 𝑍1 cos(2𝜔0𝑡), 𝑍1 ≪ 𝑍0.
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Учитывая, что:

−2𝑍1𝜔0 sin(2𝜔0𝑡)
𝑍0 + 𝑍1 cos(2𝜔0𝑡)

≈ −2𝜔0
𝑍1

𝑍0
sin 2𝜔0𝑡 т.к. |𝑍1 cos 2𝜔0𝑡| ≪ |𝑍0|

получим уравнение:

d2𝑥

d𝑡2
− 2𝜔

𝑍1

𝑍0
sin(2𝜔0𝑡)

d𝑥
d𝑡

+ 𝜔2
0𝑥(𝑡) = 0.

Сделаем замену 𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡)𝑧(𝑡), описанную в приложении ??. Получим:

𝑃 (𝑡) = −2𝜔0
𝑍1

𝑍0
sin 2𝜔0𝑡, 𝑄(𝑡) = 𝜔2

0, 𝑢(𝑡) = exp
(︂
−2𝜔2

0

𝑍1

𝑍0
cos 2𝜔0𝑡

)︂
,

𝐼(𝑡) = 𝑄(𝑡)− 1
4
𝑃 2(𝑡)− 1

2
𝑃 ′(𝑥) = 𝜔2

0 − 𝜔2
0

𝑍2
1

𝑍2
0

sin2(2𝜔0𝑡) + 2𝜔2
0

𝑍1

𝑍0
cos(2𝜔0𝑡).

Так как слагаемое 𝜔2
0

𝑍2
1

𝑍2
0

sin2(2𝜔0𝑡) имеет второй порядок малости, то им можно
пренебречь. Поэтому получаем:

𝐼(𝑡) = 𝜔2
0(1 + 2

𝑍1

𝑍0
cos 2𝜔0𝑡).

Исходное уравнение преобразовалось к виду:

𝑑2𝑧(𝑡)
d𝑡2

+ 𝜔2
0(1 + ℎ cos 2𝜔0𝑡)𝑧(𝑡) = 0, ℎ

not= 2
𝑍1

𝑍0
≪ 1 (7)

Это однородное линейное уравнение 2-го порядка с переменными коэффициен-
тами. Аналогичное однородное уравнение с постоянными коэффициентами имеет
вид: 𝑧′′(𝑡) + 𝜔2

0𝑧(𝑡) = 0 и решение: 𝑧(𝑡) = 𝑎 cos(𝜔0𝑡) + 𝑏 cos(𝜔0𝑡), поэтому будем
искать решение уравнения (7) с помощью метода вариации постоянных в виде:

𝑧(𝑡) = 𝑎(𝑡) cos𝜔0𝑡+ 𝑏(𝑡) sin𝜔0𝑡.

Подставим 𝑧(𝑡) в исходное уравнение. Второй член преобразуется к виду:

𝜔2
0(1 + ℎ cos(2𝜔0𝑡))𝑧(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝜔2

0 cos𝜔0𝑡+ 𝑏(𝑡)𝜔2
0 sin𝜔0𝑡+

+ ℎ𝜔2
0𝑎(𝑡) cos(2𝜔0𝑡) cos(𝜔0𝑡) + ℎ𝜔2

0𝑏(𝑡) cos(2𝜔0𝑡). (8)

Последние два слагаемых в выражении (8) можно упростить, отбросив сла-
гаемые второго порядка малости.

В результате уравнение (7) преобразуется к виду:

(𝑎′′(𝑡) + 2𝑏′(𝑡)𝜔0 − ℎ𝜔2
0𝑎(𝑡)) cos𝜔0𝑡+ (𝑏′′(𝑡)− 2𝜔0𝑎

′(𝑡) + ℎ𝜔2
0𝑏(𝑡)) sin𝜔0𝑡 = 0.

Равенство нулю возможно только, если оба сомножителя при cos и sin одно-
временно обратятся в ноль, т.е. если выполняется система:{︃

𝑎′′(𝑡) + 2𝑏′(𝑡)𝜔0 − ℎ𝜔2
0𝑎(𝑡) = 0,

𝑏′′(𝑡)− 2𝜔0𝑎
′(𝑡) + ℎ𝜔2

0𝑏(𝑡) = 0.
(9)

Это система линейных однородных уравнений второго порядка с постоянными
коэффициентами. Будем искать её решение в виде:

𝑎(𝑡) = 𝑘1𝑒
𝜆𝑡, 𝑏(𝑡) = 𝑘2𝑒

𝜆𝑡.
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Подставив в (9) получаем:{︃
𝜆2𝑘1 + 2𝜆𝑘2𝜔0 − ℎ𝜔2

0𝑘1 = 0,

𝜆2𝑘2 − 2𝜆𝑘1𝜔0 + ℎ𝜔2
0𝑘2 = 0.

⇒
{︃

(𝜆2 − ℎ𝜔2
0)𝑘1 + 2𝜆𝜔0𝑘2 = 0,

−2𝜆𝜔0𝑘1 + (𝜆2 + ℎ𝜔2
0)𝑘2 = 0.

Характеристическое уравнение имеет вид:⃒⃒⃒⃒
⃒𝜆2 − ℎ𝜔2

0 2𝜆𝜔0

−2𝜆𝜔0 𝜆2 + ℎ𝜔2
0

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0 ⇒ 𝜆4 − ℎ2𝜔4

0 + 4𝜔2
0𝜆

2 = 0.

Оно имеет 4 различных корня — два действительных и два комплексных:

[︂
𝜆1,2 = ±𝜔0𝐴,

𝜆3,4 = ±𝑖𝜔0𝐵.
где

𝐴
not=
√︁√︀

ℎ2 + 4− 2,

𝐵
not=
√︁√︀

ℎ2 + 4 + 2.

Ищем 𝑘1, 𝑘2 для каждого 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4

𝜆1 = 𝜔0𝐴⇒
(︂
𝑘1

𝑘2

)︂
=

(︃
1
2𝐴

𝐴2+ℎ

)︃
, 𝜆2 = −𝜔0𝐴⇒

(︂
𝑘1

𝑘2

)︂
=

(︃
1
−2𝐴
𝐴2+ℎ

)︃
,

𝜆3 = 𝑖𝜔0𝐴⇒
(︂
𝑘1

𝑘2

)︂
=

(︃
1

2𝑖𝐵
ℎ−𝐵2

)︃
, 𝜆4 = −𝑖𝜔0𝐴⇒

(︂
𝑘1

𝑘2

)︂
=

(︃
1

−2𝑖𝐵
ℎ−𝐵2

)︃
.

Таким образом, решение системы (9) имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝜔0𝐴𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝜔0𝐴𝑡 + 𝐶3𝑒
𝑖𝜔0𝐵𝑡 + 𝐶4𝑒

−𝑖𝜔0𝐵𝑡,

𝑏(𝑡) =
(︂

2𝐴
𝐴2 + ℎ

)︂
𝐶1𝑒

𝜔0𝐴𝑡 −
(︂

2𝐴
𝐴2 − ℎ

)︂
𝐶2𝑒

−𝜔0𝐴𝑡 +

+
(︂

2𝑖𝐵
ℎ−𝐵2

)︂
𝐶3𝑒

𝑖𝜔0𝐵𝑡 −
(︂

2𝑖𝐵
ℎ−𝐵2

)︂
𝐶4𝑒

−𝑖𝜔0𝐵𝑡.

Выражая через тригонометрические и гиперболические функции, получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎(𝑡) = 𝐾1 ch(𝜔0𝐴𝑡) +𝐾2 sh(𝜔0𝐴𝑡) +𝐾3 cos(𝜔0𝐵𝑡) +𝐾4 sin(𝜔0𝐵𝑡),

𝑏(𝑡) =
(︂

2𝐴
𝐴2 + ℎ

)︂
(𝐾1 sh𝜔0𝐴𝑡+𝐾2 ch𝜔0𝐴𝑡) +

+
(︂

2𝐵
𝐵2 − ℎ

)︂
(𝐾3 sin𝜔0𝐵𝑡−𝐾4 cos𝜔0𝐵𝑡).

5. Заключение

Было проведено численное и аналитическое решение системы ОДУ для гар-
монического осциллятора. Целью работы было получение результатов статьи [1]
непосредственным решением системы ОДУ. Повторим ещё раз основной резуль-
тат. При модуляции частоты, но постоянном импедансе не происходит пара-
метрического резонанса, однако при модуляции импеданса даже при постоянной
частоте происходит параметрический резонанс. Двумерный случай подробно не
рассматривался (так как отличается от одномерного лишь числом уравнений), од-
нако численные решения для него также были получены. Решение, полученное
аналитически для случая модуляции импеданса, подтверждает численные резуль-
таты.
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6. Приложение. Преобразование линейного ОДУ
второго порядка к каноническому виду

Рассмотрим преобразование уравнения [2]:

𝑦′′ + 𝑃 (𝑥)𝑦′ +𝑄(𝑥)𝑦 = 0 (10)

Сделаем замену 𝑦 = 𝑢(𝑥)𝑧(𝑥) =⇒ 𝑦′ = 𝑢′(𝑥)𝑧(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑧′(𝑥) ⇒ 𝑦′′ =
𝑢′′(𝑥)𝑧(𝑥) + 2𝑢′(𝑥)𝑧′(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑧′′(𝑥). Уравнение 10 преобразуется к виду:

𝑢(𝑥)𝑧′′(𝑥) + (𝑃 (𝑥)𝑢(𝑥) + 2𝑢′(𝑥))𝑧′(𝑥) + (𝑢′′(𝑥) + 𝑃 (𝑥)𝑢′(𝑥) +𝑄(𝑥)𝑢(𝑥))𝑧(𝑥) = 0.

Пусть 𝑃 (𝑥)𝑢(𝑥) + 2𝑢′(𝑥) = 0, отсюда узнаем 𝑢(𝑥): 2𝑑𝑢(𝑥) = −𝑃 (𝑥)𝑢(𝑥)d𝑥⇒

𝑢(𝑥) = exp
(︂
−1

2

∫︁
𝑃 (𝑥)d𝑥

)︂
.

Найдя первую и вторую производные от 𝑢(𝑥) уравнение 10, можно привести
к виду:

𝑧′′(𝑥) +
(︂
−1

4
𝑃 2(𝑥)− 1

2
𝑃 ′(𝑥) +𝑄(𝑥)

)︂
𝑧(𝑥) = 0.

𝑄(𝑥)− 1
4𝑃

2(𝑥)− 1
2𝑃

′(𝑥) +𝑄(𝑥) = 𝐼(𝑥) — инвариант уравнения.
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