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Рассмотрена структура решений нелинейных диссипативных систем дифференциаль-
ных уравнений, включая системы дифференциальных уравнений с хаотическим пове-
дением. Показано, что структура решений таких систем, представленная предельными
циклами или инвариантными торами, определяется спектром показателей Флоке. Важ-
ную роль в формировании структуры решений вещественных нелинейных систем игра-
ют предельные циклы, имеющие комплексные, но не комплексно сопряжённые показа-
тели Флоке. Приведены примеры использования понятия структуры решений нелиней-
ных дифференциальных уравнений при исследовании образования уединённых бегущих
волн и явления турбулентности.
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1. Введение
Согласно замечанию В.И. Арнольда наибольшая часть путей, связывающих

абстрактные математические теории с приложениями в самых различных обла-
стях знаний, проходит через дифференциальные уравнения [1]. В наибольшей ме-
ре это относится к физике, которая находится на переднем рубеже познания мира
и где в наибольшей степени развит аппарат математических моделей. Стремление
глубже познать природу окружающего нас мира неумолимо приводит к исполь-
зованию нелинейных дифференциальных уравнений. Мощный интерес к иссле-
дованию нелинейных уравнений в прошлом столетии выявил, с одной стороны,
наличие структур в решениях этих уравнений, а с другой — привёл к открытию
явления, получившего название динамического хаоса. Данная работа посвящена
обсуждению указанных вопросов и их роли в теоретической физике.

Долгое время основным классическим подходом к изучению нелинейных ди-
намических систем было явное или приближённое нахождение частного решения,
индивидуальной траектории. Однако такой подход, как отмечалось ещё в работах
А. Пуанкаре [2], не является эффективным даже при исследовании достаточно
простых динамических систем, таких, например, как задача трёх тел. Поэтому
для нелинейных уравнений проблема описания структуры решений, как некото-
рого множества траекторий в пространстве состояний, объединённых некоторым
общим признаком, является чрезвычайно важной.

Важным аргументом в пользу исследования структуры решений нелинейных
уравнений в математической физике служит то обстоятельство, что в отличие
от линейных уравнений, где имеет место принцип суперпозиции, и, следователь-
но, структура решений является непрерывной, линейные уравнения могут иметь
только дискретную структуру не зависимо от того, является ли модель локаль-
ной, представленной системой обыкновенных дифференциальных уравнений, или
распределённой, описываемой дифференциальными уравнениями в частных про-
изводных. Существование дискретной структуры решений нелинейных диффе-
ренциальных уравнений может иметь важное значение для квантовой физиче-
ской теории. Установление структуры решения нелинейных дифференциальных
уравнений позволяет установить базу как математическую, так и физическую,
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которая необходима для достаточно полного и всестороннего охвата нелинейно-
сти в уже известной нам области и, что ещё важнее, для дальнейшего развития
физической теории.

И, наконец, актуальность данной проблеме придаёт открытие в нелинейных
динамических системах дифференциальных уравнений такого явления, как ди-
намический (или детерминированный) хаос, суть которого состоит в появлении
при определённых условиях хаотических режимов даже в достаточно простых
нелинейных системах дифференциальных уравнений с «хорошей» гладкой пра-
вой частью. Вопрос о причине появления хаотического поведения решений в нели-
нейных динамических системах также непосредственно связан со структурой ре-
шения нелинейных дифференциальных уравнений.

Появление работ, определивших структуру решений нелинейных дифференци-
альных уравнений, следует отнести, по-видимому, к середине прошлого столетия.
В конце 30-х начале 40-х годов А. Андроновым и Е. Хопфом [3, 4] в нелиней-
ных диссипативных дифференциальных уравнения было открыто существование
особого вида решений — предельных циклов, изолированных периодических ре-
шений. Несколько позже, в конце 40-х годов, Тьюринг установил существование
в параболических нелинейных системах дифференциальных уравнений другого
вида изолированных решений — диссипативных стационарных структур [5].

Следующим ярким примером существования структуры решений в нелиней-
ных дифференциальных уравнениях явилось открытие группой С. Курдюмова и
А. Самарского [6] режимов с обострением. Было установлено, что в зависимости
от начальных условий и свойств среды в решениях некоторых нелинейных урав-
нений теплопроводности развиваются структуры различной сложности, описы-
ваемые собственными функциями соответствующего автомодельного уравнения.
Затем последовали и другие замечательные открытия: спиральные автоволны,
структуры в реакциях Белоусова–Жаботинского и пр., указывающие на принци-
пиальную возможность существования различных структур решений в нелиней-
ных дифференциальных уравнениях.

Предпринятые в прошлом попытки развить понятие структуры решений на
весь класс диссипативных нелинейных уравнений [7, 8] натолкнулись на откры-
тую во второй половине прошлого века проблему динамического хаоса в решениях
таких систем. Эта проблема существенно, почти на сорок лет затормозила уста-
новление структуры решений в диссипативных нелинейных системах нелинейных
дифференциальных уравнений.

Даже приведённые немногочисленные примеры ясно показывают, что вопрос
о структуре решений нелинейных дифференциальных уравнений ввиду их боль-
шого разнообразия не может быть решён достаточно просто и однозначно, как в
линейных дифференциальных уравнениях. В данной работе речь пойдёт о струк-
туре решений нелинейных диссипативных систем дифференциальных уравнений.
Результаты исследования решений диссипативных систем нелинейных обыкно-
венных автономных дифференциальных уравнений, неавтономных дифференци-
альных уравнений, уравнений с запаздывающим аргументом, эволюционных па-
раболических систем дифференциальных уравнений в частных производных поз-
воляют, по-видимому, говорить о существовании единой структуры решений этого
класса уравнений [9,10].

2. Метод исследования решений динамических систем
Для нелинейных систем дифференциальных уравнений практически отсут-

ствуют аналитические методы решения. Попытка решать такие задачи с помо-
щью методов линеаризации или теории возмущений дают, как правило, некоторые
приближения, пригодные в основном для оценок. Наиболее часто таким подходом
пользуются физики, упуская при этом возможность ухватить суть нелинейного
явления в целом.

Приведённое здесь исследование нелинейных систем дифференциальных урав-
нений опирается на численный метод. Использование численных методов в ре-
шении задач нелинейной динамики, а тем более при исследовании хаотических
систем, обычно вызывает беспокойство относительно достоверности результатов.
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В основном это связано с тем, что оценка погрешности численного интегриро-
вания дифференциальных уравнений, полученная в предположении выполнения
условия Липшица для правой части системы, может расти экспоненциально вре-
мени интегрирования [11]. Однако эта оценка является чрезвычайно грубой и не
соответствует наблюдениям в реальном времени при численном моделировании
устойчивых решений. Если же помимо условия Липшица наложить на правую
часть дифференциального уравнения некоторые дополнительные условия, то по-
лучается более корректная оценка погрешности [12, 13]. Например, в [12] показа-
но, что в случае скалярного дифференциального уравнения оценка погрешности
не зависит от длины промежутка интегрирования, если производная правой ча-
сти по решению этого уравнения отрицательна. Р. П. Федоренко получил более
корректную оценку погрешности численного интегрирования системы

𝑥̇(𝑡) = 𝐹
(︀
𝑥(𝑡)

)︀
, 𝑥 ∈ R𝑚, 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚)T. (1)

В [13] показано, что если матрица 𝐴(𝑥) = 𝐹𝑥(𝑥) симметрична (или является сим-
метричной частью 𝐹𝑥(𝑥)), то даже для «неустойчивых» систем, у которых мат-
рица 𝐴(𝑥) неположительна в смысле (𝐴(𝑥)𝜉, 𝜉) 6 0 ∀𝜉, 𝑥, численное решение на
произвольном промежутке времени имеет точность 𝑂(𝜏𝑘−1), где 𝜏 — шаг инте-
грирования системы, 𝑘 — порядок аппроксимации численного метода.

Наибольшее значение в динамических системах имеет исследование их аттрак-
торов: неподвижных точек, предельных циклов, инвариантных торов. В работе
для исследования нелинейных диссипативных систем дифференциальных уравне-
ний автором использован метод продолжения по параметру устойчивых реше-
ний — аттракторов этих систем. Такой подход наиболее защищён от погрешностей
численных экспериментов и позволяет воспроизвести результаты практически на
любом компьютере. В связи с этим устойчивость и точность численных методов
принципиально важны при интегрировании на больших промежутках времени
систем дифференциальных уравнений, обладающих орбитально устойчивыми пе-
риодическими решениями. Автором была получена оценка точности численного
интегрирования устойчивого периодического решения за время, соизмеримое с
периодом [14].

Пусть нелинейная система (1) обыкновенных дифференциальных уравнений
имеет орбитально устойчивое периодическое решение 𝑥0(𝑡+𝑇 ) = 𝑥0(𝑡), представ-
ленное в фазовом пространстве своим предельным циклом. Линеаризованная на
её решении 𝑥0(𝑡) неавтономная система обыкновенных дифференциальных урав-
нений имеет вид

𝑦̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑦, (2)

где 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)−𝑥0(𝑡), 𝐴(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑥(𝑡)) — непрерывная на (−∞,+∞) 𝑇 -периодиче-
ская матрица, то есть 𝐴(𝑡+𝑇 ) ≡ 𝐴(𝑡), 𝑇 > 0. Основной результат для системы (2)
определён теоремой Флоке [15, 16], согласно которой для линейной системы с 𝑇 -
периодической матрицей нормированная при 𝑡 = 0 фундаментальная матрица
решений имеет вид

𝑌 (𝑡) = 𝑃 (𝑡)𝑒𝐵𝑡, (3)

где 𝑃 (𝑡) ∈ 𝐶1 — 𝑇 -периодическая неособенная матрица, причём 𝑃 (0) = 𝐸, а 𝐵 —
постоянная матрица. Иными словами, фундаментальную матрицу 𝑌 (𝑡) решений
можно представить как произведение периодической матрицы 𝑃 (𝑡) с периодом
𝑇 и матрицы-решения для системы с постоянными коэффициентами. Причём
существует неособенная действительная матрица 𝐶 такая, что 𝑌 (𝑡+ 𝑇 ) = 𝑌 (𝑡)𝐶.
Матрица 𝐶 = 𝑌 (𝑇 ), называемая матрицей монодромии, и матрица 𝐵 связаны
следующим образом [15,16]

𝐶 = 𝑒𝐵𝑇 , 𝐵 =
1

𝑇
ln𝐶.
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Используя преобразование Ляпунова

𝑦(𝑡) = 𝑃 (𝑡)𝑒−𝐵𝑡𝑢, (4)

легко показать, что линейная система (2) с периодической матрицей 𝐴(𝑡) приво-
дима. Действительно, подставляя (4) в (2), найдём

𝑦̇(𝑡) ≡ 𝑌̇ (𝑡)𝑒−𝐵𝑡𝑢(𝑡)− 𝑌 (𝑡)𝑒−𝐵𝑡𝐵𝑢(𝑡) + 𝑌 (𝑡)𝑒−𝐵𝑡𝑢̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑌 (𝑡)𝑒−𝐵𝑡𝑢(𝑡).

Принимая во внимание 𝑌̇ (𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑌 (𝑡), получим

𝑢̇(𝑡) = 𝐵𝑢(𝑡), (5)

что свидетельствует о приводимости линейной периодической системы.

Таким образом, собственные значения 𝜆𝑗 , определяемые из векового уравне-
ния

det(𝐵 − 𝜆𝐸) = 0,

являются одновременно корнями характеристического уравнения системы (5).

Собственные числа матрицы 𝐵 называются характеристическими показателя-
ми системы (2), или показателями Флоке, а собственные числа матрицы 𝐶 назы-
вают мультипликаторами. Показатели Флоке 𝜆𝑗 связаны с мультипликаторами
𝜌𝑗 следующим соотношением [15,16]

𝜆𝑗 =
1

𝑇
(ln |𝜌𝑗 |+ 𝑖 arg 𝜌𝑗 + 2𝑘𝜋), (𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑘 ∈ Z).

Важным является то обстоятельство, что периодическая система (2) имеет
нетривиальное решение тогда и только тогда, когда по крайней мере один из её
мультипликаторов равен 1.

Устойчивость периодических решений в первом приближении по Ляпунову
определяется устойчивостью соответствующей линейной системы с непрерывной
периодической матрицей. Такая система устойчива тогда и только тогда, когда все
её мультипликаторы 𝜌𝑖, (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚) системы (2) лежат внутри замкнутого
единичного круга |𝜌| 6 1, причём мультипликаторы, лежащие на окружности
|𝜌| = 1, имеют простые элементарные делители. Отсюда следует, что устойчивая
периодическая система должна иметь неположительную матрицу Флоке. В [14]
показано, если на матрицу Флоке наложить условие (𝐵𝜉, 𝜉) 6 0, ∀𝜉 из заданной
области решения, тогда имеет место следующая оценка для полной погрешности
численного интегрирования устойчивых систем дифференциальных уравнений с
периодическими и квазипериодическими решениями на промежутке 0 6 𝑡 6 𝑡𝑛 =
𝑛𝜏 ∼ 𝐶/𝜏

𝐸(𝜏) 6 max
𝑛

|𝑥𝑛 − 𝑥(𝑡𝑛)| = 𝑒𝐶1 ·𝑂
(︀
𝜏𝑘−1 + 𝛿/𝜏

)︀
, (6)

где 𝑥𝑛 и 𝑥(𝑡𝑛) — соответственно значения численного и точного решений на 𝑛-ом
шаге интегрирования, 𝛿 — погрешность округления.

Важно, что в выражении (6) функция 𝐸(𝜏) имеет единственный локальный
экстремум — минимум при значении 𝜏 = 𝜏опт. Последнее означает, что погреш-
ность уменьшается при уменьшении шага интегрирования 𝜏 только до некоторого
значения 𝐸min = 𝐸(𝜏опт). Попытка увеличить точность решения задачи (1) при
аппроксимации разностной схемой за счёт уменьшения величины шага дискрети-
зации 𝜏 приводит при 𝜏 < 𝜏опт к резкому увеличению погрешности. Заметим, что
высокий порядок аппроксимации методов Рунге–Кутты позволяет интегрировать
дифференциальные уравнения с высокой точностью при сравнительно высоком
шаге дискретизации.



Сидоров С.В. Структура решений и динамический хаос в нелинейных . . . 49

3. Универсальный сценарий перехода к хаосу в
диссипативных нелинейных дифференциальных уравнений

3.1. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений

Долгое время, начиная с известной работы Э. Лоренца [17], явление дина-
мического (или детерминированного) хаоса в системах нелинейных дифферен-
циальных уравнений связывалось со сверхвысокой чувствительностью решений
к начальным условиям. Однако в случае систем дифференциальных уравнений
достаточно простого вида с невысокой размерностью, с «хорошей» гладкой пра-
вой частью, с ограниченными производными решения по начальным условия и по
параметрам сверхчувствительность решений к начальным условиями при строго
определённых значениях параметров представляется достаточно странным явле-
нием. Использование аналитических методов для решения проблемы динамиче-
ского хаоса в течение почти сорока лет не дало ясных ответов на природу этого
явления. Результатом аналитических исследований стало появление нескольких
сценариев образования хаоса в решениях нелинейных уравнений. Это — для обык-
новенных дифференциальных уравнений — сценарий удвоения периода предель-
ных циклов (или сценарий Фейгенбаума) и сценарий «перемежаемости», пред-
ложенный П. Берже, И. Помо и П. Манневилем [18, 19], и почему-то отдельный
сценарий Д. Рюэля, Ф. Такенса и С. Ньюхауса [20] для уравнений в частных
производных, сценарий образования хаоса путём разрушения трёхмерных торов
сколь угодно малым возмущением.

Различные, не связанные друг с другом сценарии, естественно, вызывают во-
просы относительно их области «определения» — в каких случаях, на каких мно-
жествах дифференциальных уравнений имеет место тот или иной сценарий, об
их отношении друг к другу. Неудивительно, что в результате разрозненных чис-
ленных исследований большого числа отличных друг от друга диссипативных
нелинейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений было введено
множество различных определений нерегулярных аттракторов: «странный» ат-
трактор, хаотический аттрактор, стохастический аттрактор, гиперболический ат-
трактор, квазиаттрактор, аттрактор типа Лоренца, спиральный аттрактор и др.,
что ещё более затруднило понимание природы динамического хаоса.

Последовательное применение метода численного продолжения по параметру
устойчивых решений позволило изучать не отдельные решения и их бифурка-
ции, а каскады бифуркаций устойчивых решений, что дало возможность уста-
новить закономерность перехода к динамическому хаосу, общую для широкого
класса диссипативных систем нелинейных дифференциальных уравнений, вклю-
чая неавтономные двумерные системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений, автономные системы с размерностью более двух, дифференциальные урав-
нения с запаздывающим аргументом и параболические уравнения [21]. Основные
черты этого сценария продемонстрируем на хорошо известной системе Лоренца
из трёх обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑥̇ = 𝜎(𝑦 − 𝑥), 𝑦̇ = 𝑥(𝑟 − 𝑧)− 𝑦, 𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧, (7)

основное достоинство которой наряду с её простым видом состоит в том, что в
этой системе наиболее отчётливо проявились все существенные черты единого
механизма образования динамического хаоса.

Сразу отметим, что приведённый выше результат относительно погрешно-
сти численного интегрирования устойчивых систем с периодическими решениями
позволил исключить из дальнейшего рассмотрения один из сценариев перехода
к хаосу, а именно сценарий «перемежаемости», установленный, к слову сказать,
также в системе Лоренца. В системе (7) имеется цикл, устойчивый в диапазоне
значений параметра 𝑟 ∈ (148,5; 166,07) (рис. 1а). При большем значении пара-
метра, например, при 𝑟 = 166,1, было обнаружено [19], что система находится в
режиме так называемой «перемежаемости», когда движение в окрестности быв-
шего цикла прерывается нерегулярными хаотическими всплесками (рис. 1б). При
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этом предполагалось [18], что система, якобы, «помнит» о существовавшем в ней
цикле. При дальнейшем увеличении параметра 𝑟 в системе возникает хаос.

Рис. 1. Проекции на плоскость (𝑥, 𝑧) фазового портрета цикла: а) при
𝑟 = 166, 𝜏 = 0,003; б) при 𝑟 = 166,1, 𝜏 = 0,03 и в) при 𝑟 = 170, 𝜏 = 0,03

Действительно, хаотический всплеск имеет место в системе (7) при 𝑟 = 166,1,
если принять при интегрировании системы методом Рунге–Кутта 4-го порядка
шаг интегрирования 𝜏 ∼ 10−3 ÷ 10−5. Если же взять 𝜏 = 2 · 10−2, то никаких ха-
отических всплесков не наблюдается ни при 𝑟 = 166,1, ни даже при 𝑟 = 166,8.
Более того, при 𝜏 = 0,03 этот же устойчивый предельный цикл в системе суще-
ствует вплоть до значения 𝑟 ≈ 170. Таким образом, в системе Лоренца переход к
хаосу через «перемежаемость» связан исключительно с численными ошибками.

Началом сценария перехода к хаосу всегда является каскад бифуркаций удво-
ения периода циклов (гармонический каскад Фейгенбаума), который сходится
к хаотическому аттрактору Фейгенбаума (рис. 2). Последний представляет со-
бой полуустойчивую траекторию с бесконечным периодом, заключённую в узкой
ограниченной области фазового пространства.

Рис. 2. Пример каскада бифуркаций удвоения периода цикла в системе
Лоренца

Более сложная структура хаотического аттрактора создаётся субгармониче-
ским каскадом бифуркаций рождения устойчивых циклов, период которых опре-
деляется согласно порядку Шарковского [22]. Этот каскад завершается рождени-
ем цикла периода 3, после потери устойчивости которого образуется более слож-
ный хаотический аттрактор (рис. 3)

Дальнейшее усложнение хаотических аттракторов, рождающихся в точках
накопления значений бифуркационного параметра, идёт через гомоклинический
каскад бифуркаций рождения устойчивых циклов, сходящихся к гомоклиниче-
скому контуру — петле сепаратрисы особой точки типа седло–фокус (рис. 4).

В системах большей размерности сценарий перехода к хаосу может осуществ-
ляться не на предельных циклах, а на двумерных инвариантных торах, как это
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Рис. 3. Пример субгармонического каскада бифуркаций рождения в
системе Лоренца циклов, кратность периода которых определяется

порядком Шарковского

Рис. 4. Циклы гомоклинического каскада в системе Лоренца

имеет место в комплексной системе уравнений Лоренца,

𝑋̇ = −𝜎𝑋 + 𝜎𝑌, 𝑌̇ = −𝑋𝑍 + 𝑟𝑋 − 𝑎𝑌, 𝑍̇ = −𝑏𝑍 +
1

2
(𝑋*𝑌 +𝑋𝑌 *), (8)

где 𝑋 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2, 𝑌 = 𝑦1 + 𝑖𝑦2, 𝑎 = 𝑎1 + 𝑖𝑎2, 𝑟 = 𝑟1 + 𝑖𝑟2, которая эквивалентна
пятимерной вещественной системе в переменных 𝑥1 = Re𝑋, 𝑥2 = Im𝑋, 𝑦1 = Re𝑌 ,
𝑦2 = Im𝑌 , 𝑧 = 𝑍:

𝑥̇1 = −𝜎𝑥1 + 𝜎𝑦1, 𝑥̇2 = −𝜎𝑥2 + 𝜎𝑦2,

𝑦̇1 = −𝑥1𝑧 + 𝑟1𝑥1 − 𝑦1 − 𝑒𝑦2 − 𝑟2𝑥2, 𝑦̇2 = −𝑥2𝑧 + 𝑟1𝑥2 + 𝑒𝑦1 − 𝑦2 + 𝑟2𝑥1,

𝑧̇ = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 − 𝑏𝑧.

(9)

В этой системе после потери устойчивости предельного цикла (рис. 5а) сна-
чала рождается устойчивый двумерный инвариантный тор (рис. 5б), представ-
ленный топологическим произведением двух предельных циклов — исходного
(рис. 5а) и вторичного (рис. 5в), появившегося в результате повторной бифур-
кации Андронова–Хопфа. При продолжении решения по параметру двумерный
тор теряет устойчивость, и в результате бифуркации удвоения периода вторично-
го внешнего цикла рождается двумерный инвариантный тор удвоенного по этому
циклу периода (рис. 6б).

С этого решения начинается каскад бифуркаций удвоения периода двумерно-
го инвариантного тора по вторичному циклу, который завершается образованием
аттрактора Фейгенбаума. При продолжении решения по параметру после рожде-
ния аттрактора Фейгенбаума имеет место субгармонический каскад бифуркаций
рождения устойчивых двумерных инвариантных торов, о чем свидетельствует по-
явление двумерного тора с периодом кратности 3 по вторичному циклу (рис. 6в).
Этот каскад завершается образованием субгармонического хаотического аттрак-
тора на двумерном инвариантном торе (рис. 6г).
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Рис. 5. Двумерный инвариантный тор в системе (9)

Рис. 6. Каскад бифуркаций двумерного инвариантного системы (9),
показанный в сечении Пуанкаре плоскостью 𝑥2 = 0

3.2. Дифференциальные уравнения в частных производных

Образование динамического хаоса в распределённых системах рассмотрим на
примере нестационарного уравнения Гинзбурга–Ландау [23]

𝑊𝜏 =𝑊 + (1 + 𝑖𝑐1)𝑊𝑟𝑟 − (1 + 𝑖𝑐2)𝑊 |𝑊 |2, (10)

где 𝑊 = 𝑢+ 𝑖𝑣 — комплекснозначная функция, 𝑐1 и 𝑐2 — действительные посто-
янные, и модели «брюсселятора»

𝑢𝑡 = 𝑑1𝑢𝑥𝑥 + (𝐵 − 1)𝑢+𝐴2𝑣 + ℎ(𝑢, 𝑣),

𝑣𝑡 = 𝑑2𝑣𝑥𝑥 −𝐵𝑢−𝐴2𝑣 − ℎ(𝑢, 𝑣),
(11)

где 𝑑1, 𝑑2 — коэффициенты диффузии, ℎ(𝑢, 𝑣) = (𝐵/𝐴)𝑢2 + 2𝐴𝑢𝑣 + 𝑢2𝑣.
Уравнение (10) описывает решения динамической системы после потери устой-

чивости стационарного состояния — термодинамической ветви. Вид решения за-
висит от типа краевой задачи. В случае второй краевой задачи сначала рождается
устойчивое пространственно однородное периодическое решение, а в первой кра-
евой задаче — пространственно неоднородное также периодическое решение.

Рассмотрим вначале вторую краевую задачу на отрезке 𝑙 = 𝜋. В вещественных
переменных эта задача выглядит следующим образом

𝑢𝑡 = 𝑢+ 𝑢𝑥𝑥 − 𝑐1𝑣𝑥𝑥 − (𝑢− 𝑐2𝑣)(𝑢
2 + 𝑣2),

𝑣𝑡 = 𝑣 + 𝑐1𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥 − (𝑐2𝑢+ 𝑣)(𝑢2 + 𝑣2),

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑣𝑥(0, 𝑡) = 𝑣𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥),

0 6 𝑥 6 𝑙, 0 6 𝑡 <∞.

(12)
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Для анализа решений этого уравнения в бесконечномерном фазовом простран-
стве удобно использовать сечение данного пространства гиперплоскостью 𝑢(𝑙/2) =
0. Рассмотрим отображение Пуанкаре в координатах

(︀
𝑢(0), 𝑣(𝑙/2)

)︀
этой гипер-

плоскости. При фиксированном значении параметра 𝑐1 исследовалась эволюция
устойчивых решений при изменении параметра 𝑐2. Было установлено, что одно-
родное по пространству периодическое решение, которое в фазовом пространстве
переменных (𝑢, 𝑣) соответствует предельному циклу, при изменении параметра 𝑐2
теряет устойчивость, и появляется периодическое, но неоднородное по простран-
ству решение, также представленное предельным циклом. Последний при даль-
нейшем продолжении по параметру теряет устойчивость, и в результате бифур-
кации Андронова–Хопфа происходит рождение двумерного инвариантного тора
(рис. 7а). Этот тор также теряет устойчивость вследствие бифуркации удвоения
периода первичного (исходного) предельного цикла, и рождается двумерный ин-
вариантный тор с удвоенным по первичному циклу периодом (рис. 7б). Далее сле-
дует каскад бифуркаций удвоения периода тора по первичному циклу (рис. 7в),
завершающийся образованием хаотического аттрактора Фейгенбаума (рис. 7г).

Рис. 7. Каскад бифуркаций удвоения периода двумерного инвариантного
тора по первичному циклу показан в отображениях Пуанкаре для второй

краевой задачи уравнения (10)

Численно показано, что во второй краевой задаче уравнения (10) может иметь
место также субгармонический каскад бифуркаций рождения устойчивых дву-
мерных инвариантных торов по вторичному (внешнему) циклу, входящему в то-
пологическое произведение. Из рис. 8 видно, что субгармонический каскад би-
фуркаций по вторичному циклу реализовался на торе удвоенного по первичному
(внутреннему) циклу периода.

Рис. 8. Субгармонический каскад рождения устойчивых двумерных
инвариантных торов по вторичному циклу для второй краевой задачи

уравнения (10)

Для первой краевой задаче уравнения (10) в широком диапазоне изменения
параметров 𝑐1 и 𝑐2 и длины отрезка 𝑙 хаотических решений не установлено. Здесь
при продолжении устойчивых решений по параметру имеет место каскад бифур-
каций рождения устойчивых многомерных инвариантных торов. Этот процесс
показан на рис. 9 вплоть до образования четырёхмерного тора.

В системе брюсселятор (11) установлено, что хаотические режимы существу-
ют и в первой, и во второй краевой задаче [24]. Переход к хаотическим режимам в
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Рис. 9. Каскад бифуркаций рождения устойчивых многомерных
инвариантных торов в задаче Дирихле на отрезке для уравнения (10)

модели (11) в случае первой краевой задачи осуществляется через каскад бифур-
каций удвоения периода циклов и субгармонический каскад бифуркаций рожде-
ния устойчивых циклов (рис. 10), а в случае второй краевой задачи — через кас-
кад бифуркаций рождения устойчивых двумерных инвариантных торов, который
аналогичен рассмотренному выше для уравнения Гинзбурга–Ландау (рис. 11).

Рис. 10. Субгармонический каскад бифуркаций предельных циклов в
задаче Дирихле на отрезке для системы (11)

Рис. 11. Фрагменты отображения Пуанкаре в сечении 𝑢(𝑙/2) = 0 на
плоскость

(︀
𝑢(0), 𝑣(𝑙/2)

)︀
: а) двумерного тора; б) двумерного тора удвоенного

периода по внутренней частоте; в) двумерного инвариантного тора
периода 4 по внутренней частоте; г) сингулярного аттрактора Фейгенбаума

Заметим, что хаотические аттракторы — аттрактор Фейгенбаума, субгармони-
ческий и гомоклинический аттракторы образуются не в результате одномомент-
ного разрушения некоторого регулярного решения при воздействии сколь угодно
малого возмущения, а вследствие бесконечных каскадов бифуркаций рождения
всё более сложных устойчивых периодических и квзипериодических решений, за-
ключённых в достаточно узкой ограниченной области фазового пространства.
Отсюда понятна так называемая сверхвысокая чувствительность решений к на-
чальным условиям: в связи с высокой плотностью траекторий в ограниченной
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области фазового пространства при любой сколь угодно малой погрешности инте-
грирования таких систем неминуемо будут иметь место перескакивания решения
с одной траектории на другую или с одного участка траектории на другой.

Другим важным результатом изложенного выше численного исследования яв-
ляется следующее наблюдение. Хаотические аттракторы — аттрактор Фейген-
баума, субгармонический и гомоклинический аттракторы образуются в точках
накопления бифуркационного параметра, т. е. при некоторых критических зна-
чениях бифуркационного параметра, отвечающих завершению соответствующего
каскада бифуркаций. Следовательно, эти хаотические аттракторы не являются
структурно устойчивыми образованиями.

4. Динамика показателей Флоке в каскаде бифуркаций
удвоения периода предельных циклов

Ключ для понимания механизма образования хаотических решений даёт ис-
следование спектра мультипликаторов и показателей Флоке в хаотических систе-
мах дифференциальных уравнений при их эволюции в пространстве параметров.
В работе [25] установлены особенности спектра матрицы монодромии и матрицы
Флоке для каскада бифуркаций удвоения периода цикла, определяющие струк-
туру решений диссипативных нелинейных систем с хаотическим поведением.

Установлено, что в спектре матрицы монодромии, соответствующей хаоти-
ческой системе, существует пара мультипликаторов, имеющих при образовании
устойчивого цикла вещественные значения, одно из которых расположено внут-
ри единичного круга вблизи точки +1, другое — вблизи точки +0. При продол-
жении устойчивого периодического решения по параметру эти мультипликаторы
сближаются до одинаковой положительной величины, после чего становятся ком-
плексно сопряжёнными и движутся по траектории, близкой к круговой, до мо-
мента, пока снова не примут равные отрицательные величины. Затем эти муль-
типликаторы снова расходятся: один из них устремляется по вещественной оси к
−1, другой движется к точке −0 (рис. 12а).

Рис. 12. Динамика мультипликаторов (а) и показателей Флоке (б)

При сближении мультипликаторов с положительными величинами соответ-
ствующая им пара показателей Флоке также сближается, оставаясь на веществен-
ной прямой в отрицательной полуплоскости (рис. 12б). Когда мультипликаторы
становятся комплексно сопряжёнными, показатели Флоке также принимают ком-
плексно сопряжённые значения, при этом их мнимые части равны ±𝑖𝛼/𝑇 , где
𝛼 — фаза комплексно сопряжённых мультипликаторов, 𝑇 — период устойчиво-
го предельного цикла. Изменение мнимой части пары комплексно сопряжённых
показателей Флоке происходит до величины ±𝑖𝜋/𝑇 , соответствующей переходу
мультипликаторов из комплексно сопряжённых в вещественные отрицательные
величины. При расхождении мультипликаторов в отрицательной полуплоскости
мнимые части показателей Флоке более не меняются, оставаясь равными ±𝑖𝜋/𝑇 .
При этом вещественная часть одного из показателей Флоке стремится к нулю, а
другого к −∞. При пересечении одним из показателей Флоке мнимой оси слева
направо предельный цикл с периодом 𝑇 теряет устойчивость, и рождается устой-
чивый предельный цикл удвоенного периода, снова имеющий пару вещественных
мультипликаторов, в которой величина одного из них близка к значению +1, а
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другого — к значению +0. При продолжении этого устойчивого решения по па-
раметру сценарий повторяется.

Предельный цикл, имеющий комплексные показатели Флоке, у которых ве-
щественные части различны, а мнимые отличаются на 2𝜋𝑖/𝑇 , назван сингуляр-
ным [26, 27].

5. Основные структуры решений в диссипативных
нелинейных дифференциальных уравнений

Существование структуры решений в нелинейных диссипативных системах
дифференциальных уравнений обусловлено тем, что в динамических системах
важнейшую роль играют инвариантные объекты фазового потока: изолирован-
ные периодические орбиты, инвариантные торы, инвариантные устойчивые и не-
устойчивые многообразия, центральные многообразия и т. д. Одним из основных
элементов структуры в решениях рассмотренных выше нелинейных уравнений
следует, видимо, считать автоколебательные решения, представленные в фазо-
вом пространстве предельными циклами.

Дальнейшее развитие представление о структуре решений в нелинейных дис-
сипативных вещественных системах дифференциальных уравнений связано поня-
тием сингулярного предельного цикла — устойчивого изолированного периодиче-
ского решения, у которого комплексные, но не комплексно сопряжённые показате-
ли Флоке в отличие от регулярного предельного цикла, имеющего в вещественной
системе дифференциальных уравнений только комплексно сопряжённые показа-
тели Флоке.

Наиболее просто выглядит структура периодических решений в двумерных
неавтономных и в трёхмерных автономных нелинейных диссипативных системах
дифференциальных уравнений. Если показатели Флоке периодического решения,
представленного в фазовом пространстве предельным циклом, комплексно со-
пряжённые, то цикл является регулярным, и сложная динамика в этом случае
отсутствует. Если же цикл становится сингулярным, то при продолжении это-
го решения по параметру в системе возникает сложная динамика, обусловлен-
ная субгармоническим (в смысле порядка Шарковского) каскадом бифуркаций
рождения устойчивых предельных циклов, которые завершаются образованием
сингулярных (хаотических) аттракторов в соответствии с рассмотренным выше
сценарием.

Более сложная структура решений имеет место в системах с размерностью
выше трёх. В таких системах даже в случае регулярного предельного цикла воз-
можна более сложная конфигурация векторного поля и, соответственно, более
сложные структуры решений. Так, если среди показателей Флоке регулярного
предельного цикла имеется комплексно сопряжённая пара, для которой выполне-
ны условия бифуркации Андронова–Хопфа, то в системе появляется двумерный
инвариантный тор как топологическое произведение исходного цикла и цикла, ро-
дившегося вследствие отмеченной бифуркации. Дальнейшая эволюция этого тора
при продолжении решения по параметру зависит от того, останутся ли оба цик-
ла регулярными или хотя бы один из них станет сингулярным. В первом случае
возможен каскад бифуркаций рождения устойчивых многомерных инвариантных
торов, а во втором — каскад бифуркаций рождения устойчивых двумерных инва-
риантных торов, кратность периода которых хотя бы по одной частоте определя-
ется порядком Шарковского. Примеры таких решений приведены выше в системе
брюсселятор и в уравнении Гинзбурга–Ландау для первой и второй краевой задач
на отрезке.

Ещё более сложные решения, установленные для нестационарного уравнения
Гинзбурга–Ландау в случае второй краевой задачи на отрезке, представлены на
рис. 8. Здесь показана последовательность двумерных инвариантных торов пред-
ставленных топологическим произведением внутреннего цикла удвоенного пери-
ода на циклы субгармонического каскада, имеющие кратность периода согласно
порядку Шарковского. Последнее свидетельствует о том, что оба цикла, входя-
щие в топологическое произведение двумерного инвариантного тора, являются
сингулярными.
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Обратим внимание, что спектр показателей Флоке определяет и структуру
решений линейных дифференциальных уравнений с периодическими коэффици-
ентами [28] и структуру нелинейных диссипативных систем. Однако в случае ли-
нейных систем структуры решений непрерывна в силу принципа суперпозиции,
согласно которому общее решение системы дифференциальных уравнений пред-
ставляется линейной комбинацией линейно независимых решений, что в конечном
счёте определяет множество всех частных решений в заданной точке простран-
ства параметров.

В случае нелинейных уравнений принцип суперпозиции невозможен. Мно-
жество дискретных частных решений в нелинейных системах дифференциаль-
ных уравнений реализуется через каскады бифуркаций рождения устойчивых (и
неустойчивых) решений при изменении системного параметра. Если в спектре
показателей Флоке периодического решения нелинейной системы присутствуют
комплексно сопряжённые и вещественные показатели, то при изменении систем-
ного параметра множество ограниченных решений представлено только предель-
ными циклами и (в случае многомерных систем) торами различной размерно-
сти. В этом случае динамический хаос в системах отсутствует. Появление в спек-
тре вещественной системы дифференциальных уравнений комплексных, но не
комплексно сопряжённых показателей Флоке обозначает рождение сингулярно-
го цикла. В этом случае изменение системного параметра обнаруживает каскады
бифуркаций последовательного рождения более сложных решений, сходящихся в
пределе к хаотическому сингулярному аттрактору.

В заключение обратим внимание на следующее обстоятельство. В бифуркации
Тьюринга при потере устойчивости термодинамической ветви и в бифуркации
удвоения периода предельного цикла при потере устойчивости периодического
решения ровно одно собственное значение пересекает мнимую ось слева направо.
В первом случае это собственное значение матрицы линеаризации на стационар-
ном решении, во втором — собственное значение матрицы Флоке, определяющих
устойчивость периодических решений. И в том и в другом случае рождаются но-
вые устойчивые структуры — либо стационарная диссипативная структура, либо
новое устойчивое периодическое или квазипериодическое (в случае инвариантных
торов) решение.

6. Приложения

6.1. Проблема турбулентности

Л. Д. Ландау, видимо, первый попытался объяснить явление турбулентности,
исходя из динамической теории нелинейных систем [29]. Он предложил механизм,
называемый сейчас сценарием Ландау, согласно которому решение, соответству-
ющее турбулентному течению, образуется через каскад бифуркаций Андронова–
Хопфа, порождающий многомерные инвариантные торы. Против этого механиз-
ма решительно возразил Рюэль [30], предложивший свою гипотезу для объясне-
ния турбулентности, в основе которой разрушение трёхмерных торов, образовав-
шихся после потери устойчивости двумерных торов, сколь угодно малым возму-
щением. Нами численно исследованы процессы перехода к турбулентному режиму
для двух задач: течение вязкой несжимаемой жидкости за уступом и конвекция
Рэлея–Бенара [31,32]. Приведём только окончательные результаты исследований.

Для анализа решений использовался метод построения фазовых портретов
и сечений Пуанкаре в трёхмерном подпространстве скоростей бесконечномерно-
го фазового пространства при различных значениях чисел Рэлея и Прандтля.
В задаче о движении жидкости за уступом было установлено, что после поте-
ри устойчивости в фазовом пространстве скоростей 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧 термодинамической
ветви, соответствующей ламинарному течению, наблюдается рождение предель-
ного цикла в результате бифуркация Андронова–Хопфа. При дальнейшем уве-
личении числа Рейнольдса цикл теряет устойчивость, и образуется двумерный
устойчивый инвариантный тор (рис. 13а), вид которого с ростом числа Рейнольд-
са сильно усложняется (рис. 13б), а затем рождается трёхмерный тор (рис. 13в).
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Это свидетельствует о том, что в данной задаче отсутствует сингулярный пре-
дельный цикл, и механизм турбулентности обусловлен, скорее всего, сценарием
Ландау.

Рис. 13. Проекции сечения Пуанкаре 𝑉𝑧 = 0 на плоскость (𝑉𝑥, 𝑉𝑦) устойчивых
двумерных и трёхмерного торов при различных значениях числа

Рейнольдса

Иным образом развивается неустойчивость в задаче конвекции Рэлея–Бенара.
Здесь также ламинарному течению соответствует неподвижная устойчивая точка
в каждом трёхмерном подпространстве с координатами 𝑢, 𝑣, 𝑤. При увеличении
значений числа Прандтля решение задачи в фазовом пространстве становится
периодическим во времени. При дальнейшем увеличении числа Прандтля цикл
теряет устойчивость, порождая двумерный инвариантный тор, проекция сечения
Пуанкаре которого на плоскость (𝑣, 𝑤) показана на рис. 14а. Дальнейшее увели-
чение значений числа Прандтля ведёт к рождению устойчивого двумерного тора
удвоенного периода (рис. 14б).

Рис. 14. Сечения Пуанкаре устойчивого двумерного тора (а) и устойчивого
двумерного тора, удвоенного по вторичному циклу периода (б)

Данные результаты свидетельствуют о появлении в краевой задаче о конвек-
ции Рэлея–Бенара сингулярного цикла в фазовом пространстве скоростей, и, ви-
димо, следует ожидать развития турбулентности по сценарию образования меха-
низма динамического хаоса.

Ни в одной из рассмотренных задач гипотеза Рюэля–Такенса не подтвержда-
ется.

6.2. Плоские бегущие волны в активных средах

К настоящему времени в наименьшей степени исследованы вопросы образова-
ния плоских бегущих волн в осциллирующих активных средах, представленных
либо сетью связанных между собой колебательных элементов, либо распределён-
ной средой, в которой отдельные физически малые элементы обладают автоко-
лебательными свойствами. Трудности связаны с тем, что при использовании ав-
товолнового приближения, позволяющего свести дифференциальные уравнения
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в частных производных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений
относительно одной независимой переменной 𝜉 = 𝑥 ± 𝑐0𝑡, где 𝑐0 — скорость вол-
ны необходимо искать гомоклиническое решение этой системы, соответствующее
уединённой бегущей волне в исходных уравнениях при 𝜉 → ±∞, не в стационар-
ной неподвижной точке, а на периодическом решении.

Исходя из понятие структуры решений нелинейной системы дифференциаль-
ных уравнений, очевидно, что гомоклиническое решение может иметь место в
системе, где рождается сингулярный предельный цикл. Использование этой идеи
позволило описать распространение бегущих плоских волн в осциллирующей ак-
тивной среде, которая моделируется согласно [33,34] уравнением Гинзбурга–Лан-
дау.

Задача Коши для вещественной системы из двух параболических уравнений

𝑢𝑡 = 𝑢+ 𝑢𝑥𝑥 − 𝑐1𝑣𝑥𝑥 − (𝑢− 𝑐2𝑣)(𝑢
2 + 𝑣2),

𝑣𝑡 = 𝑣 + 𝑐1𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑥 − (𝑐2𝑢+ 𝑣)(𝑢2 + 𝑣2),

−∞ < 𝑥 <∞,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥),

(13)

в автоволновом приближении при условии, что система (13) имеет решение в
форме бегущей волны 𝑢(𝑥, 𝑡) = ̃︀𝑢(𝑥− 𝑐0𝑡) = ̃︀𝑢(𝜉), 𝑣(𝑥, 𝑡) = ̃︀𝑣(𝑥− 𝑐0𝑡) = ̃︀𝑣(𝜉), имеет
вид четырёх дифференциальных уравнений первого порядка [35]

𝑢′1 = 𝑢2,

𝛼𝑢′2 = −𝑢1 − 𝑐0𝑢2 + 𝑐1(𝑢3 + 𝑐0𝑢4) +
(︀
(𝑐1𝑐2 + 1)𝑢1 − (𝑐2 − 𝑐1)𝑢3

)︀
(𝑢21 + 𝑢23),

𝑢′3 = 𝑢4,

𝛼𝑢′4 = 𝑐1(𝑢1 + 𝑐0𝑢2)− 𝑢3 − 𝑐0𝑢4 +
(︀
(𝑐2 − 𝑐1)𝑢1 + (𝑐1𝑐2 + 1)𝑢3

)︀
(𝑢21+𝑢

2
3),

(14)

где 𝑢1 = ̃︀𝑢(𝜉), 𝑢3 = ̃︀𝑣(𝜉), 𝛼 = 1 + 𝑐21.

Система (14) имеет неподвижную точку, совпадающую с началом координат
фазового пространства. Эта точка является аттрактором системы (14) при зна-
чениях параметра 𝑐0, лежащих вдали от значения 𝑐*0, соответствующего образо-
ванию петли сепаратрисы, отвечающей условию ̃︀𝑢→ ̃︀𝑢0, ̃︀𝑣 → ̃︀𝑣0 при 𝜉 → ±∞, где
(̃︀𝑢0, ̃︀𝑣0) — некоторое периодическое решение. При продолжении устойчивого нуле-
вого решение по параметру 𝑐0 наблюдается потеря устойчивости этого решения,
и вследствие бифуркации Андронова–Хопфа в системе (14) рождается предель-
ный цикл. Дальнейшее уменьшение разности 𝛿 = 𝑐0 − 𝑐*0 приводит к повторной
бифуркации Андронова–Хопфа, в результате которой образуется устойчивый дву-
мерный инвариантный тор, как топологическое произведение двух циклов. Отоб-
ражение Пуанкаре этого тора при сечении его плоскостью 𝑢1 = 0 показано на
рис. 15а.

При дальнейшем уменьшении разности 𝛿 наблюдается каскад бифуркаций
удвоения периода двумерного инвариантного тора по вторичному (внешнему)
циклу (рис. 15б), завершающийся образованием сингулярного (хаотического) ат-
трактора Фейгенбаума (рис. 15в). При дальнейшем уменьшении величины 𝛿 сле-
дует субгармонический каскад бифуркаций рождения устойчивых двумерных ин-
вариантных торов, кратность периодов которых по вторичному циклу определя-
ется порядком Шарковского (рис. 15г). За субгармоническим каскадом рождения
устойчивых двумерных торов вначале следует субгармонический сингулярный ат-
трактор (рис. 15д), а затем гомоклинический каскад рождения устойчивых дву-
мерных инвариантных торов в виде топологического произведения первичного
предельного цикла на циклы гомоклинического каскада (рис. 15е), завершающе-
гося образованием петли сепаратрисы (рис. 15ж).
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Рис. 15. Эволюция решения системы (14) при изменении параметра 𝑐0,
соответствующая переходу к решению в форме бегущей волны в

уравнении (10)

Таким образом, при 𝛿 = 0 решение системы (14) представляет собой двумер-
ный инвариантный тор как топологическое произведение первичного предельно-
го цикла, родившегося в результате бифуркации Андронова–Хопфа при потере
устойчивости тривиального решения, на петлю сепаратрисы, образовавшейся при
завершении гомоклинического каскада бифуркаций. Полученное решение удовле-
творяет условию существования периодических решений при 𝜉 → ±∞, так как
последние обусловлены колебаниями, соответствующими первичному циклу, ко-
торый и является особой точкой петли сепаратрисы гомоклинического контура.

Аналогичный механизм образования решений в виде плоских волн имеет ме-
сто в модели открытых течений Р. Дайслера, примером которых служат течения
в каналах [36], и применим для описания плоских волн в активных средах, в
уравнении вида ФитцХью Нагумо [37].

7. Выводы
Численные методы интегрирования систем дифференциальных уравнений, име-

ющие высокий порядок аппроксимации, являются надёжным инструментом ис-
следования нелинейных динамических систем.

Структура решений диссипативных систем нелинейных дифференциальных
уравнений свидетельствует о том, что образование хаотических решений в дисси-
пативных нелинейных системах дифференциальных уравнений осуществляется в
результате одних и тех же, указанных выше, бесконечных каскадов бифуркаций
рождения устойчивых всё более сложных инвариантных множеств: предельных
циклов и торов, а не в результате одномоментного разрушения некоторого регу-
лярного решения.

Исследование решений в гидродинамических системах показало, что турбу-
лентность нельзя объяснить каким-то одним единственным образом. Механизм
появления турбулентности зависит как от вида течения, так и от типа краевой
задачи. В задаче течения вязкой несжимаемой жидкости за уступом турбулент-
ность развивается по сценарию Ландау, а в задаче конвекции Рэлея–Бенара тур-
булентность порождается каскадом бифуркаций удвоения периода двумерных ин-
вариантных торов по одному из циклов входящих в топологическое произведение
торов.
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The structure of solutions in nonlinear dissipative dynamical systems described by differ-
ential equations, including systems with chaotic behavior is considered. It is shown that the
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