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Введение
Данная статья преследует следующие цели:

1. Дать обзор конкретных реализаций существующих симплектических чис-
ленных методов, в том числе и высоких порядков (третьего, четвёртого и
пятого). Общедоступная литература на русском языке, известная автору, по
этой теме ограничивается статьями [1–3]. Обзор численных схем с вычислен-
ными коэффициентами представляется полезным для практических приме-
нений.

2. Проиллюстрировать преимущество обозначений Эйнштейна для численных
схем. Можно выдвинуть два тезиса для обоснования использования таких
нетипичных для области вычислительной математики обозначений. Во-пер-
вых, ввиду того, что понятие симплектической формы относится к диффе-
ренциальной геометрии, где общеприняты тензорные обозначения, исполь-
зование таких же обозначений при записи численных методом унифициру-
ет изложение и не принуждает переключаться с одного стиля индексов на
другой. Во-вторых, правило суммирования Эйнштейна упрощает выкладки
(например, доказательство условий симплектичности становятся технически
проще). Это особенно сказывается в многомерном случае.

3. Продемонстрировать алгоритмы, позволяющие программно реализовать сим-
плектический раздельный метод Рунге–Кутты и симплектический метод Рун-
ге–Кутты–Нюстрёма.

Заметим, что от читателя предполагается знакомство с методом Рунге–Кутты,
раздельным методом Рунге–Кутты и с методом Рунге–Кутты-Нюстрёма. Необхо-
димую информацию по данным вопросам можно найти, например, в книге [4].

1. Использование тензорной нотации при записи
численных схем

1.1. Задача Коши для ОДУ и систем ОДУ

Сформулируем в общем виде задачу Коши, к которой будут применяться рас-
сматриваемые в работе численные методы. Начнём с задачи для одного обыкно-
венного дифференциального уравнения (ОДУ), а затем перейдём к системе.

Рассмотрим функцию 𝑦(𝑥) : R → R, определённую на отрезке [𝑥0, 𝑋] ∈ R и
принадлежащую классу C𝑘[𝑥0, 𝑋] достаточно гладких функций, где 𝑘 меняется в
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зависимости от задачи. Аналогично функция 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)) : R→ R также принадле-
жит к классу достаточно гладких функций. Задача Коши записывается следую-
щим образом: {︂

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)),

𝑦(𝑥0) = 𝑦0.
(1)

Рассмотрим функцию y(𝑥) : R→ R𝑁 , где по-прежнему 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑋] ∈ R. Анало-
гично f(𝑥,y(𝑥)) ∈ C𝑘[𝑥0, 𝑋]. Известно, что множество гладких на отрезке функ-
ций образует конечномерное (размерность 𝑁) линейное пространство над полем
R. Кроме того, из того факта, что любое конечномерное линейное пространство
изоморфно пространству вектор-столбцов 𝑉 ∙ (контравариантных векторов) (или
же вектор-строк 𝑉∙ — ковариантных векторов), следует изоморфизм: C𝑘[𝑥0, 𝑋] ∼=
𝑉 ∙ ∼= 𝑉∙.

В дальнейшем при работе с симплектической формой нам придётся учиты-
вать различие между контравариантными векторами (или короче векторами) и
ковариантными векторами (или короче ковекторами). Поэтому удобнее перейти
к принятой в дифференциальной геометрии системе обозначений. Будем обозна-
чать:

𝑦𝛼(𝑥) =

⎛⎜⎝ 𝑦1(𝑥)

...
𝑦𝑁 (𝑥)

⎞⎟⎠ — вектор, 𝑦𝛼 = (𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑁 (𝑥)) — ковектор.

Заметим, что под 𝑦𝛼(𝑥) и 𝑦𝛼 подразумеваются не отдельные компоненты, а сам
вектор и ковектор. В случае формулировки задачи Коши для системы из 𝑁 урав-
нений удобно воспользоваться вышевведёнными обозначениями:

Обычная запись Тензорная нотация{︂
y′(𝑥) = f(𝑥,y(𝑥)),

y(𝑥0) = y0,

⎧⎨⎩
𝑦̇𝛼(𝑥) = 𝑓𝛼(𝑥, 𝑦𝛽(𝑥)),

𝑦̇𝛼(𝑥0) = 𝑦𝛼0 ,

𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁.

Под записью 𝑓𝛼(𝑥, 𝑦𝛽(𝑥)) подразумевается 𝑓𝛼(𝑥, 𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑁 (𝑥)). Выбор в каче-
стве индексов греческих букв 𝛼, 𝛽, 𝛾, . . . будет пояснён далее.

1.2. Сеточная функция

Начнём изложение с одномерного случая. Будем считать, что функция 𝑦(𝑥) —
точное решение задачи Коши 1. Возникает вопрос об аппроксимации этой функ-
ции.

На [𝑥0, 𝑋] зададим упорядоченный набор точек 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑛−1 <
𝑥𝑛 = 𝑋, который называют сеткой; 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ𝑖+1 — переменный шаг сетки,
𝑖 = 0, . . . , 𝑛−1. Для упрощения обозначений часто будем предполагать, что сетка
равномерная и 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ = const, ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Пусть каждой точке 𝑥𝑖 сетки по некоторому правилу (численной схеме, приме-
няемой к ОДУ) ставится в соответствие число 𝑦𝑖. Ковектор y = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛}, 𝑖 =
1, . . . , 𝑛 называют сеточной функцией; y представляет собой элемент конечномер-
ного линейного пространства 𝑉∙, элементы которого — векторы-строки. Сеточную
функцию используют для аппроксимации функции 𝑦(𝑥).

Важно заметить, что значение функции 𝑦(𝑥) в точке 𝑥𝑖 и значение сеточ-
ной функции в этой же точке не обязательно равны 𝑦(𝑥𝑖) ̸= 𝑦𝑖. Более того, из
сказанного выше видно, что 𝑦(𝑥) и y принадлежат разным пространствам. Есте-
ственным образом возникает необходимость свести 𝑦(𝑥) и y в одно пространство,
для того чтобы иметь возможность ввести норму и оценить погрешность аппрок-
симации 𝜀. Существуют два способа сделать это [5]:
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– построить с помощью интерполяционных методов функцию непрерывного
аргумента, используя для интерполяции значения 𝑦0, . . . , 𝑦𝑛. Построенную
непрерывную функцию уже можно сравнить с 𝑦(𝑥);

– с помощью 𝑦(𝑥) задать сеточную функцию 𝑦(𝑥𝑖) и сравнить 𝑦(𝑥𝑖) с 𝑦𝑖. То-
гда погрешность аппроксимации можно получить, воспользовавшись какой-
нибудь нормой конечномерного линейного пространства, например,

𝜀 = max
06𝑖6𝑛

|𝑦(𝑥𝑖)− 𝑦𝑖|.

В [5] указывается, что наиболее последовательным является первый метод, но
наиболее используемым второй, так как он проще.

Для записи численной схемы в многомерном случае удобно также использо-
вать тензорную нотацию. Можно выдвинуть два тезиса для обоснования исполь-
зования таких нетипичных для области вычислительной математики обозначе-
ний. Во-первых, ввиду того, что понятие симплектической формы относится к
дифференциальной геометрии, использование похожих обозначений при записи
численных методов унифицирует изложение и не принуждает переключаться с
одного стиля индексов на другой. Во-вторых, правило суммирования Эйнштей-
на упрощает выкладки — упрощается их техническое выполнение и уменьшается
громоздкость. Например, доказательство условий симплектичности становится
технически проще. Таким образом, тензорная нотация, применительно к числен-
ным схемам, является удобным техническим приёмом.

Рассмотрим функцию 𝑦𝛼(𝑥), которую необходимо аппроксимировать. На от-
резке [𝑥0, 𝑋] строится сетка и вводится сеточная функция

𝑦𝛼𝑖 ̸= (𝑦𝛼1 , . . . , 𝑦
𝛼
𝑛)
∼=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑦11 . . . 𝑦𝑁1
𝑦12 . . . 𝑦𝑁2
...

. . .
...

𝑦1𝑛 . . . 𝑦𝑁𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Иными словами, аппроксимация проводится для каждой компоненты в отдель-
ности. Все алгоритмы будем записывать для первого шага итерации, поэтому в
дальнейшем будем работать с 𝑦𝛼1 . Заметим, что для индексов, относящихся к чис-
ленной схеме, будут использоваться латинские буквы 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙,𝑚, . . .. Это позволяет
не путать их с индексами из системы ОДУ.

Теперь на примере классического метода Рунге–Кутты проиллюстрируем ин-
дексные обозначения Эйнштейна. Особенно удобны они в многомерном случае.
Заметим, что в зависимости от задачи, значения функций y(𝑥) и f(𝑥,y) могут
образовывать как вектор–столбец, так и вектор–строку. В общем случае будем
записывать y(𝑥) как вектор–столбец:

Обычная запись Правило суммирования Эйнштейна{︂
y′(𝑥) = f(𝑥,y(𝑥)),

y(𝑥0) = y0,

⎧⎨⎩
𝑦̇𝛼(𝑥) = 𝑓𝛼(𝑥, 𝑦𝛽(𝑥)),

𝑦̇𝛼(𝑥0) = 𝑦𝛼0 ,

𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁.

Под записью 𝑓𝛼(𝑥, 𝑦𝛽(𝑥)) подразумевается 𝑓𝛼(𝑥, 𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑁 (𝑥)). Греческие бук-
вы используются для обозначения индексов, относящихся к системе ОДУ. Это
позволяет не смешивать их с латинскими (𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 и т.д.) индексами численной
схемы.

Теперь схема Рунге-Кутты будет выглядеть так:
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Обычная запись Правило суммирования Эйнштейна⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
k𝑖 = f

⎛⎝y0 + ℎ

𝑖∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑖k𝑗 , 𝑥0 + ℎ𝑐𝑖

⎞⎠ ,

y1 = y0 + ℎ

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖k𝑖; 𝑖, 𝑗 = 1, . . . 𝑠,

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘𝛼𝑖 = 𝑓𝛼(𝑦𝛽0 + ℎ𝑎𝑗𝑖𝑘

𝛽
𝑗 , 𝑥0 + ℎ𝑐𝑖),

𝑦𝛼1 = 𝑦𝛼0 + ℎ𝑏𝑖𝑘𝛼𝑖 ,

где 𝑖, 𝑗 = 1, . . . 𝑠, 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁.

Иными словами, 𝑏𝑗 — контравариантный вектор (вектор), принадлежащий 𝑠–
мерному линейному пространству 𝑉 ∙ векторов-столбцов, 𝑐𝑗 — ковариантный век-
тор (ковектор), принадлежащий сопряжённому 𝑉 ∙ 𝑠–мерному пространству век-
торов-строк 𝑉∙; 𝑎

𝑗
𝑖 ∈ 𝑉 ∙ ⊗ 𝑉∙ — тензор 1 раз контравариантный и 1 раз ковари-

антный (говоря проще — матрица 𝑠× 𝑠).

2. Условия симплектичности методов семейства
Рунге–Кутты

Далее используются следующие обозначения: 𝑞𝛼 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑁 )𝑇 — обобщён-
ные координаты (вектор), 𝑝𝛼 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑁 ) — обобщённый импульс (ковектор),
𝑄𝛼 и 𝑃𝛼 — некоторые промежуточные величины, вычисляемые на каждой ите-
рации метода, 𝐻(𝑝𝛼, 𝑞

𝛼) — функция Гамильтона.
Нас будут интересовать явные симплектические численные схемы. Такие схе-

мы можно сформулировать для раздельных методов Рунге–Кутты и для методов
Рунге–Кутты–Нюстрёма.

2.1. Условие симплектичности раздельного метода Рунге–Кутты

Рассмотрим систему уравнений Гамильтона вида:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝̇𝛼(𝑡) = 𝑓𝛼(𝑝𝛽, 𝑞

𝛽, 𝑡),

𝑞𝛼(𝑡) = 𝑔𝛼(𝑝𝛽, 𝑞
𝛽, 𝑡),

𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁

и запишем для неё раздельный метод Рунге–Кутты:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃𝑖𝛼 = 𝑝0𝛼 + ℎ𝑎𝑗𝑖𝑓𝛼(𝑡0 + 𝑐𝑖ℎ, 𝑃𝑗𝛽, 𝑄
𝛽
𝑗 ),

𝑄𝛼𝑖 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝑎̂𝑗𝑖𝑔
𝛼(𝑡0 + 𝑐𝑖ℎ, 𝑃𝑗𝛽, 𝑄

𝛽
𝑗 ),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 + ℎ𝑏𝑖𝑓𝛼(𝑡0 + 𝑐𝑖ℎ, 𝑃𝑖𝛽, 𝑄
𝛽
𝑖 ),

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝑏̂𝑖𝑔𝛼(𝑡0 + 𝑐𝑖ℎ, 𝑃𝑖𝛽, 𝑄
𝛽
𝑖 ),

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠; 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁.

Сформулируем условия симплектичности раздельного метода Рунге–Кутты.

Теорема 1 (см. [1]). Для гладкого гамильтониана 𝐻(𝑝𝛼, 𝑞
𝛼) раздельный ме-

тод Рунге–Кутты является симплектическим при выполнении следующих тож-
деств:

𝑏𝑖 = 𝑏̂𝑖 ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑠;

𝑏𝑖𝑎̂𝑗𝑖 + 𝑏̂𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑏̂𝑗 = 0, ∀𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠 (суммирования нет).

Для гамильтониана вида 𝐻(𝑝𝛼, 𝑞
𝛼) = 𝑇 (𝑝𝛼) + 𝑈(𝑞𝛼) раздельный метод Рунге–

Кутты изначально является симплектическим.
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2.2. Условие симплектичности метода Рунге–Кутты–Нюстрёма

Рассмотрим гамильтониан вида:

𝐻(𝑝𝛼, 𝑞
𝛼, 𝑡) =

1

2
𝜇𝛼𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽 + 𝑈(𝑞𝛼), 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁,

где 𝜇𝛼𝛽 — компоненты симметричной матрицы 𝑀−1 (матрица масс). Канониче-
ские уравнения для этого гамильтониана выглядят следующим образом:{︃

𝑝̇𝛼(𝑡) = 𝑓𝛼(𝑞
𝛽(𝑡)),

𝑞𝛼(𝑡) = 𝜇𝛼𝛽𝑝𝛽(𝑡),

ввиду того, что:

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝛾
=

1

2
𝜇𝛼𝛽

(︂
𝜕𝑝𝛼
𝜕𝑝𝛾

𝑝𝛽 + 𝑝𝛼
𝜕𝑝𝛽
𝜕𝑝𝛾

)︂
=

1

2
𝜇𝛼𝛽

(︀
𝛿𝛼𝛾 𝑝𝛽 + 𝛿𝛽𝛾 𝑝𝛼

)︀
=

1

2
𝜇𝛾𝛽𝑝𝛽 +

1

2
𝜇𝛼𝛾𝑝𝛼,

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝛼
=
𝜕𝑈(𝑞𝛽)

𝜕𝑞𝛼
̸= −𝑓𝛼(𝑞𝛽).

Для упрощения выражения немые индексы можно переобозначить, а также
использовать симметричность матрицы 𝑀−1:

1

2
𝜇𝛾𝛽𝑝𝛽 +

1

2
𝜇𝛼𝛾𝑝𝛼 =

1

2

(︀
𝜇𝛼𝛽 + 𝜇𝛽𝛼

)︀
𝑝𝛽 = [[𝜇𝛼𝛽 = 𝜇𝛼𝛽]] = 𝜇𝛼𝛽𝑝𝛽.

Метод Рунге–Кутты–Нюстрёма для этой системы запишется как:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑄𝛼𝑖 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝑐𝑖𝜇

𝛼𝛽𝑝0𝛽 + ℎ2𝑎̄𝑗𝑖𝜇
𝛼𝛽𝑓𝛽(𝑄

𝛾
𝑗 ),

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝜇𝛼𝛽𝑝0𝛽 + ℎ2𝑏̄𝑖𝜇𝛼𝛽𝑓𝛽(𝑄
𝛾
𝑖 ),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 + ℎ𝑏𝑖𝑓𝛼(𝑄
𝛽
𝑖 ).

Теорема 2 (см. [6]). Чтобы метод Рунге–Кутты–Нюстрёма, применённый
к каноническим уравнениям с гамильтонианом вида:

𝐻(𝑝𝛼, 𝑞
𝛼, 𝑡) =

1

2
𝜇𝛼𝛽𝑝𝛼𝑝𝛽 + 𝑈(𝑞𝛼),

с симметричной матрицей 𝜇𝛼𝛽, необходимо выполнение условий:

𝑏̄𝑖 = 𝑏𝑖(1− 𝑐𝑖), 𝑏𝑖(𝑏̄𝑗 − 𝑎̄𝑗𝑖 ) = 𝑏𝑗(𝑏̄𝑖 − 𝑎̄𝑖𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠.

3. Явные симплектические схемы
3.1. Явные симплектические раздельные методы Рунге–Кутты.

Конкретные реализации

Согласно условию симплектичности раздельного метода Рунге–Кутты, для га-
мильтониана вида 𝐻(𝑝𝛼, 𝑞

𝛼) = 𝑇 (𝑝𝛼) + 𝑈(𝑞𝛼) («распадающийся» гамильтониан)
метод изначально симплектичен. Однако наибольший интерес в практическом
плане представляет явная численная схема. Для её построения рассмотрим раз-
дельный метод Рунге–Кутты с коэффициентами вида:

𝑎𝑗𝑖 = 0, ∀𝑖 < 𝑗 (диагонально неявный),

𝑎̂𝑗𝑖 = 0, ∀𝑖 6 𝑗 (явный).
(2)
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𝑃𝑖𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ𝑎𝑗𝑖
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽𝑗 ),

𝑄𝛼𝑖 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝑎̂𝑗𝑖
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃𝑗𝛽),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ𝑏𝑖
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽𝑖 )

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝑏̂𝑖
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃𝑖𝛽),

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠; 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁.

Заметим, что из условий (2) следует:

∀𝑖 > 𝑗 ⇒ 𝑎𝑗𝑖 ̸= 0 и 𝑎̂𝑖𝑗 = 0,

∀𝑖 < 𝑗 ⇒ 𝑎̂𝑗𝑖 ̸= 0 и 𝑎𝑖𝑗 = 0.
(3)

Условия симплектичности раздельного метода Рунге–Кутты с учётом (2) и (3)
упрощаются:

𝑏𝑖𝑎̂𝑗𝑖 + 𝑏̂𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑏̂𝑗 = 0 ⇒

[︃
∀𝑖 > 𝑗 ⇒ 𝑏̂𝑖𝑎𝑗𝑖 = 𝑏𝑗 𝑏̂𝑖 ⇒ 𝑎𝑗𝑖 = 𝑏𝑗 ,

∀𝑖 > 𝑗 ⇒ 𝑏𝑗 𝑎̂𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 𝑏̂𝑖 ⇒ 𝑎̂𝑖𝑗 = 𝑏̂𝑖,

а таблица Батчера записывается в виде:

𝑏1 0 0

𝑏1 𝑏2 0 𝑏̂1 0

𝑏1 𝑏2 𝑏3 0 𝑏̂1 𝑏̂2 0

...
...

...
. . . . . .

...
...

...
. . .

𝑏1 𝑏2 𝑏3 . . . 𝑏𝑠−1 0 𝑏̂1 𝑏̂2 𝑏̂3 . . . 0 0

𝑏1 𝑏2 𝑏3 . . . 𝑏𝑠−1 𝑏𝑠 𝑏̂1 𝑏̂2 𝑏̂3 . . . 𝑏̂𝑠−1 0

𝑏1 𝑏2 𝑏3 . . . 𝑏𝑠−1 𝑏𝑠 𝑏̂1 𝑏̂2 𝑏̂3 . . . 𝑏̂𝑠−1 𝑏̂𝑠

Удобно переписать эту таблицу в более компактном виде (в две строки):

𝑏1 𝑏2 . . . 𝑏𝑠

𝑏̂1 𝑏̂2 . . . 𝑏̂𝑠

Схема принимает простой вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃𝑖𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ𝑏𝑗
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽𝑗 ),

𝑄𝛼𝑖 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝑏̂𝑗
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃𝑗𝛽),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ𝑏𝑖
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽𝑖 )

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝑏̂𝑖
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃𝑖𝛽),

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠; 𝛼, 𝛽 = 1, . . . , 𝑁
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и легко записывается в виде алгоритма:
𝑃0𝛼 ← 𝑝0𝛼
𝑄𝛼1 ← 𝑞𝛼0
for 𝑖 = 1→ 𝑠 do
𝑃𝑖𝛼 ← 𝑃𝛼,𝑖−1 − ℎ𝑏𝑖

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛼𝑖 )

𝑄𝛼𝑖+1 ← 𝑄𝛼𝑖 + ℎ𝑏̂𝑖
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃𝑖𝛼)

end for
𝑝1𝛼 ← 𝑃𝑠𝛼
𝑞𝛼1 ← 𝑄𝛼𝑠+1

Перейдём к рассмотрению конкретных численных реализаций. Начнём с из-
вестных методов малых порядков.

Пример 1 (Первый порядок точности). Рассмотрим случай 𝑠 = 1, 𝑝 = 1
(одностадийный раздельный метод Рунге–Кутты) и два варианта матрицы Бат-
чера:

𝑏1 0

𝑏1 𝑏̂1
и

0 𝑏̂1

𝑏1 𝑏̂1

В случае 𝑏1 = 1 и 𝑏̂1 = 1 получим:

1 0

1 1
и

0 1

1 1⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑄𝛼1 = 𝑞𝛼0 ,

𝑃1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽1 ),

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃1𝛽),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽1 ).

и

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑄𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃1𝛼),

𝑃1𝛼 = 𝑝0𝛼,

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃1𝛽),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽1 ).

После упрощения:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑞𝛽0 ),

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑝1𝛽).

и

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑞𝛽1 ),

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑝0𝛽).

Первый метод — явно–неявный метод Эйлера, а второй — присоединённый к нему.

Пример 2 (Второй порядок точности). Рассмотрим случай 𝑠 = 2, 𝑝 =
2 (двустадийный раздельный метод Рунге–Кутты) и опять таки два варианта
матрицы Батчера:

0 0 1/2 0

1 0 1/2 0

1 0 1/2 1/2

и
1/2 0 0 0

1/2 0 1 0

1/2 1/2 1 0
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Распишем для наглядности шаги алгоритма для метода с первой таблицей
Батчера:

𝑃0𝛼 = 𝑝0𝛼, 𝑄
𝛼
1 = 𝑞𝛼0 ,

𝑃1𝛼 = 𝑃0𝛼 − ℎ
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽1 ), 𝑄

𝛼
2 = 𝑄𝛼1 +

ℎ

2

𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃1𝛽),

𝑃2𝛼 = 𝑃1𝛼 − ℎ
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽2 ), 𝑄

𝛼
3 = 𝑄𝛼2 ,

𝑝1𝛼 = 𝑃2𝛼, 𝑞
𝛼
1 = 𝑄𝛼3 .

После некоторых преобразований угадывается метод Штёрмера–Верле:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑞𝛽0 ),

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 +
𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃1𝛽),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 − ℎ
(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑞𝛽0 ) +

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽2 )

)︂
.

Пример 3 (Третий порядок точности). Рассмотрим случай 𝑝 = 3, 𝑠 = 3.
Сочетая условия порядка для раздельных методов Рунге–Кутты и условия сим-
плектичности, получим следующие уравнения:

𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 = 1, 𝑏̂1 + 𝑏̂2 + 𝑏̂3 = 1,

𝑏2𝑏̂1 + 𝑏3(𝑏̂1 + 𝑏̂2)2 = 1/2, 𝑏2(𝑏̂1)2 + 𝑏3(𝑏̂1 + 𝑏̂2) = 1/3,

𝑏̂1(𝑏1)2 + 𝑏̂2(𝑏1 + 𝑏2)2 + 𝑏̂3(𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3)2 = 1/3.

Простое решение предложил Рут [7]:

𝑏𝑖 7/24 3/4 −1/24
𝑏̂𝑖 2/3 −2/3 1

𝑃0𝛼 = 𝑝0𝛼, 𝑄
𝛼
1 = 𝑞𝛼0 ,

𝑃1𝛼 = 𝑃0𝛼 −
7ℎ

24

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽1 ), 𝑄

𝛼
2 = 𝑄𝛼1 +

2ℎ

3

𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃1𝛽),

𝑃2𝛼 = 𝑃1𝛼 −
3ℎ

4

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽2 ), 𝑄

𝛼
3 = 𝑄𝛼2 −

2ℎ

3

𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃2𝛽),

𝑃3𝛼 = 𝑃2𝛼 +
ℎ

24

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝛼
(𝑄𝛽3 ), 𝑄

𝛼
4 = 𝑄𝛼3 + ℎ

𝜕𝑇

𝜕𝑝𝛼
(𝑃3𝛽),

𝑝1𝛼 = 𝑃3𝛼, 𝑞
𝛼
1 = 𝑄𝛼4 .

Санс–Серна в работе [8] вычислил другой набор коэффициентов для этого же
метода:

𝑏𝑖 0, 268330 −0, 187992 0, 919662

𝑏̂𝑖 0, 919662 −0, 187992 0, 268330

Пример 4 (Четвёртый порядок точности). Перейдём к рассмотрению ме-
тодов 4-го порядка 𝑝 = 4. Форест и Рут (Forest, Ruth) в работе [9, стр. 11] путём
решения условий порядка нашли аналитические выражения для коэффициентов
4-стадийного метода:
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𝑏1 = 0 𝑏̂1 = 1
3(1 +

3
√
2 + 1/ 3

√
2)

𝑏2 = 1
3(1 +

3
√
2 + 1/ 3

√
2) 𝑏̂2 = 1

6(1−
3
√
2− 1/ 3

√
2)

𝑏3 = 1
3(1−

3
√
2− 1/ 3

√
2) 𝑏̂3 = 1

6(1−
3
√
2− 1/ 3

√
2)

𝑏4 = 1
3(1 +

3
√
2 + 1/ 3

√
2) 𝑏̂4 = 1

3(1 +
3
√
2 + 1/ 3

√
2)

В след за ними похожие коэффициенты (также для 4-стадийного метода) ана-
литически вычислили Кэнди и Расмус (Candy, Razmus) в работе [10]:

𝑏1 = 1
6(2 +

3
√
2 + 1/ 3

√
2) 𝑏̂1 = 0

𝑏2 = 1
6(1−

3
√
2− 1/ 3

√
2) 𝑏̂2 = (2− 3

√
2)−1

𝑏3 = 1
6(1−

3
√
2− 1/ 3

√
2) 𝑏̂3 = (1− 3

√
4)−1

𝑏4 = 1
6(2 +

3
√
2 + 1/ 3

√
2) 𝑏̂4 = (2− 3

√
2)−1

Следующие две реализации метода 4-го порядка, но уже 6-й стадийности, были
найдены Окунбором и Скилом (Okunbor, Skeel) в работе [6]:

𝑏𝑖 7/48 3/8 −1/48 −1/48 3/8 7/48

𝑏̂𝑖 1/3 −1/3 1 −1/3 1/3 0

и Санс–Серной (Sanz–Serna) в работе [8]:

𝑏𝑖 0, 134165 −0, 093996 0, 459831 0, 459831 −0, 093996 0, 134165

𝑏̂𝑖 0, 459831 −0, 093996 0, 268330 −0, 093996 0, 459831 0

Стадийность, равная шести, объясняется тем, что коэффициенты находились не
путём решения условий порядка, а композицией базовых симплектических мето-
дов более низкого порядка.

Методы порядка 𝑝 > 4 относятся к методам Рунге–Кутты–Нюстрёма, к рассмот-
рению которых мы и перейдём.

3.2. Явные методы Рунге–Кутты–Нюстрёма. Конкретные
реализации.

Естественно, что особый интерес представляют явные методы Рунге–Кутты–
Нюстрёма. Положим

𝑎̄𝑖𝑗 = 0, ∀𝑖 6 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠

В этом случае из условий симплектичности метода Рунге–Кутты–Нюстрёма сле-
дует:

𝑏𝑖𝑏̄𝑗 − 𝑏𝑖𝑎̄𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 𝑏̄𝑖,

𝑏𝑖𝑎̄𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑏̄𝑗 − 𝑏𝑗 𝑏̄𝑖 = 𝑏𝑖𝑏𝑗(𝑐𝑖 − 𝑐𝑗),
𝑎̄𝑖𝑗 = 𝑏𝑗(𝑐𝑖 − 𝑐𝑗).
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Теорема 3 (см. [11]). Для того, чтобы явный метод Рунге–Кутты–Нюстрёма
был симплектическим, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следую-
щие соотношения для коэффициентов (суммирования нет):

𝑏̄𝑖 = 𝑏𝑖(1− 𝑐𝑖),
𝑎̄𝑗𝑖 = 𝑏𝑗(𝑐𝑖 − 𝑐𝑗) для 𝑖 > 𝑗 для остальных 𝑎̄𝑗𝑖 = 0

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠.

Таким образом, достаточно задать коэффициенты 𝑏𝑖 и 𝑐𝑖. Положив 𝑐𝑖 ̸= 𝑐𝑖−1,
запишем явный метод Рунге–Кутты–Нюстрёма в виде алгоритма:
𝑄𝛼0 ← 𝑞𝛼0
𝑃0𝛼 ← 𝑝0𝛼
for 𝑖 = 1 . . . , 𝑠 do
𝑄𝛼𝑖 ← 𝑄𝛼𝑖−1 + ℎ(𝑐𝑖 − 𝑐𝑖−1)𝜇

𝛼𝛽𝑃𝛽𝑖−1

𝑃𝑖𝛼 ← 𝑃𝛼𝑖−1 + ℎ𝑏𝑖𝑓𝛼(𝑄
𝛽
𝑖 )

end for
𝑞𝛼1 ← 𝑄𝛼𝑠 + ℎ(1− 𝑐𝑠)𝜇𝛼𝛽𝑃𝑠𝛽
𝑝1𝛼 ← 𝑃𝑠𝛼
Перейдём к рассмотрению конкретных численных реализаций.

Пример 5 (Первый порядок точности). Наиболее простой метод получа-
ется для одной стадии: 𝑠 = 1. В этом случае 𝑏 = 1, а 𝑐1 выбирается произвольно.
В [11] указанно значение 𝑐1 = 1/2:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑄𝛼1 = 𝑞𝛼0 +
1

2
ℎ𝜇𝛼𝛽𝑝0𝛽,

𝑞𝛼1 = 𝑞𝛼0 + ℎ𝜇𝛼𝛽𝑝0𝛽 +
1

2
ℎ2𝜇𝛼𝛽𝑓𝛽(𝑄

𝛾
1),

𝑝1𝛼 = 𝑝0𝛼 + ℎ𝑓𝛼(𝑄
𝛽
1 ), 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 1, . . . , 𝑁.

Пример 6 (Второй порядок точности). Для случая 𝑝 = 2 и 𝑠 = 2:
0 0 0

1 1/2 0

1/2 0

1/2 1/2

Пример 7 (Третий порядок точности). Для 𝑠 = 3 Окунбор и Скил [6]
нашли точные коэффициенты:

𝑐1 = 1− 𝑐3 =
1

6

(︂
2 +

3
√
2 +

1
3
√
2

)︂
, 𝑐2 =

1

2
.

Коэффициенты 𝑏1, 𝑏2 и 𝑏3 находятся из первых трёх условий порядка:

𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 = 1, 𝑏1𝑐1 + 𝑏2𝑐2 + 𝑏3𝑐3 = 1/2, 𝑏1𝑐21 + 𝑏2𝑐22 + 𝑏3𝑐23 = 1/3.

Пример 8 (Четвёртый порядок точности). Для 𝑠 = 5 и 𝑝 = 4 Калво и
Санс-Серной [12–14] численно вычислили коэффициенты:

𝑐1 = 0 𝑏1 = 0, 0617588581356263250

𝑐2 = 0, 2051776615422863869 𝑏2 = 0, 3389780265536433551

𝑐3 = 0, 6081989431465009739 𝑏3 = 0, 6147913071755775662

𝑐4 = 0, 4872780668075869657 𝑏4 = −0, 1405480146593733802

𝑐5 = 1 𝑏5 = 0, 1250198227945261338
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Пример 9 (Порядок точности выше четвёртого). Калво и Санс–Серна [15]
получили метод с 𝑠 = 13, 𝑝 = 7 и метод с 𝑠 = 28, 𝑝 = 8. Йошида (Yoshida) [16] на-
шёл метод с 𝑠 = 16, 𝑝 = 8 с помощью композиции базовых методов (см. далее).
Окунбор и Скил в работах [17,18] предприняли численный поиск коэффициентов
для методов высоких порядков (𝑝 = 5, 𝑝 = 6 и 𝑝 = 8). Рассмотрим полученные
ими методы подробнее.

– Для метода 𝑝 = 5, 𝑠 = 5 существует 10 условий порядка для 10 коэффици-
ентов. Найдены 4 решения этих условий [19].

– Для метода 𝑝 = 6, 𝑠 = 6 решений найти не удалось. Решения искались
для симметричного метода. Окунбор и Скил высказали предположение, что
симметричного симплектического метода с 𝑝 = 6, 𝑠 = 6 не существует [17].

– Для метода 𝑝 = 6, 𝑠 = 7 численно найдено 8 решений условий порядка [17].
– Для метода 𝑝 = 8, 𝑠 = 17 численно найдено 1 решение условий порядка [18].

Интересен метод 𝑠 = 5 и 𝑝 = 5. Он имеет высокий порядок точности и вме-
сте с тем небольшую стадийность, что положительно сказывается на скорости
вычислений. Приведём здесь несколько вариантов коэффициентов этого метода:

1 2

𝑏1 −1, 67080892327314312060 0, 22116193442417902970

𝑏2 1, 22143909230997538270 1, 00218471521051766260

𝑏3 0, 08849515813253908125 0, 20420286893045538901

𝑏4 0, 95997088013770159876 −0, 82437756359543068463

𝑏5 0, 40090379269297793385 0, 39682804503028051846

𝑐1 0, 69491389107017931259 0, 77070344943939539384

𝑐2 0, 63707199676998338411 0, 24564166478370674795

𝑐3 −0, 02055756998211598005 0, 87295101556657583863

𝑐4 0, 79586189634575355001 0, 13352418017438366649

𝑐5 0, 30116624272377778837 0, 03827009985427366062

3 4

𝑏1 0, 40090379269664777606 0, 39682804502748120212

𝑏2 0, 95997088013412390506 −0, 82437756359000080586

𝑏3 0, 08849515812721633901 0, 20420286893142899909

𝑏4 1, 22143909234910252870 1, 00218471520794616400

𝑏5 −1, 67080892330709041000 0, 22116193442314432960

𝑐1 0, 69883375727544694289 0, 96172990014637649292

𝑐2 0, 20413810365459889029 0, 86647581982605526019

𝑐3 1, 02055757000418534370 0, 12704898443392728669

𝑐4 0, 36292800323075291580 0, 75435833521637640775

𝑐5 0, 30508610893167564804 0, 22929655056040595951

Заключение

В статье рассмотрено использование тензорной нотации при записи числен-
ных схем. Показано, что использование таких обозначений не приводит к проти-
воречию, но унифицирует изложение и упрощает выкладки. К сожалению, ввиду
ограничения места не удалось показать полезность тензорной нотации при дока-
зательстве условий симплектичности методов семейства Рунге–Кутты.

При обзоре известных симплектических численных схем особое внимание было
уделено конкретным реализациям этих схем ввиду их практической значимости.
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The paper illustrates the use of the tensor notation for writing symplectic numerical
schemes. Symplectic conditions are given for the partitioned Runge–Kutta and Runge–Kutta–
Nyström methods. The specific implementations of symplectic numerical methods are re-
viewed.
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