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В работе доказываются теоремы о представлении функций из пространств Харди 𝐻𝑝,
1 < 𝑝 6 2 и ограниченность оператора Римана–Лиувилля в пространстве Re 𝐻1.
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1. Введение

Пусть R := (∞,∞), R+ := [0,∞). Пространство Лебега 𝐿𝑝(R) состоит из всех
измеримых функций на R таких, что ‖𝑓‖𝐿𝑝(R) :=

(︀∫︀
R |𝑓(𝑥)|𝑝d𝑥

)︀ 1
𝑝 <∞. Аналогично

определяется пространство 𝐿𝑝(R+).
Пространство Харди 𝐻𝑝, 1 6 𝑝 <∞ состоит из аналитических функций 𝐹 (𝑧)

в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0, удовлетворяющих условию

‖𝐹‖𝐻𝑝 := sup
𝑦>0

⎛⎝∫︁
R

|𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑝d𝑥

⎞⎠1/𝑝

<∞. (1)

Известно [1], что

‖𝐹‖𝐻𝑝 = lim
𝑦→0

⎛⎝∫︁
R

|𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑝d𝑥

⎞⎠1/𝑝

и 𝐹 (𝑥 + 𝑖𝑦) при 𝑦 → 0 сходится почти всюду к 𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥), где функции 𝑓(𝑥)
и 𝑓(𝑥) принадлежат 𝐿𝑝(R), причём 𝑓(𝑥) является преобразованием Гильберта
функции 𝑓(𝑥). Обратно, для функций вида 𝑓(𝑥)+ 𝑖𝑓(𝑥), где 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(R) и 𝑓(𝑥) –
преобразование Гильберта 𝑓, существует 𝐹 ∈ 𝐻𝑝 такая, что функция 𝑓(𝑥)+ 𝑖𝑓(𝑥)
почти всюду совпадает с предельными значениями 𝐹 (𝑥 + 𝑖𝑦) на R при 𝑦 → 0 [2,
Теорема 103]; [1, Глава 2].

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+), 1 < 𝑝 6 2. Обозначим

𝑓𝑐(𝑡) :=
2
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R+

𝑓(𝑥)
sin𝑥𝑡
𝑥

d𝑥, 𝑓𝑠(𝑡) :=
2
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R+

𝑓(𝑥)
1− cos𝑥𝑡

𝑥
d𝑥, (2)

т.е 𝑓𝑐 (𝑓𝑠) — это косинус-преобразование (синус-преобразование) Фурье функ-
ции 𝑓. Мы будем называть пару (𝑎, 𝑏) функций 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑡) 𝐶𝑆-парой преобра-
зований Фурье, если существует функция 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R), 𝑝 ∈ (1, 2] такая, что для
почти всех 𝑡 > 0 справедливы равенства

𝑎(𝑡) = 𝑓𝑐(𝑡), 𝑏(𝑡) = 𝑓𝑠(𝑡),

𝑓𝑐(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑥)
sin𝑥𝑡
𝑥

d𝑥, 𝑓𝑠(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑥)
1− cos𝑥𝑡

𝑥
d𝑥. (3)
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В работе [3] мы показали, что если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+), 1 6 𝑝 6 2, 𝛼 > 1/𝑝′, 𝑝′ = 𝑝
𝑝−1 ,

то почти всюду на R+ справедливы равенства

𝐵𝛼(𝑓𝑐)(𝑥) = 𝐻𝛼(𝑓)∧𝑐 (𝑥), 𝐵𝛼(𝑓𝑠)(𝑥) = 𝐻𝛼(𝑓)∧𝑠 (𝑥), (4)

где операторы Римана–Лиувилля 𝐵𝛼(𝑓) и 𝐻𝛼(𝑓)(𝑥) имеют вид

𝐵𝛼(𝑓)(𝑥) :=
1
𝑥𝛼

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)d𝑡, 𝑥 > 0, 𝛼 > 0,

и

𝐻𝛼(𝑓)(𝑥) :=
∞∫︁

𝑥

(𝑡− 𝑥)𝛼−1

𝑡𝛼
𝑓(𝑡)d𝑡, 𝑥 > 0, 𝛼 > 0.

В настоящей работе мы рассматриваем задачу о представлении функций из
пространств 𝐻𝑝 с помощью 𝐶𝑆-пар преобразований Фурье (Теоремы 1 и 2), а так-
же доказываем ограниченность оператора Римана–Лиувилля 𝐻𝛼 в пространстве
Re𝐻1 (Теорема 3). Теоремы 1–3 дополняют работу Б.И. Голубова [4].

2. Основные результаты

Теорема 1. Пары (𝑎, 𝑏) и (−𝑏, 𝑎) одновременно являются 𝐶𝑆–парами преоб-
разований Фурье тогда и только тогда, когда существует 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝, 𝑝 ∈ (1, 2],
такая, что

𝐹 (𝑧) =
∞∫︁
0

(𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)) 𝑒𝑖𝑧𝑡d𝑡, Im 𝑧 > 0. (5)

Доказательство. Необходимость. Пусть (𝑎, 𝑏) и (−𝑏, 𝑎) одновременно явля-
ются 𝐶𝑆-парами преобразований Фурье, тогда существует 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(R),
𝑝 ∈ (1, 2] такие что, для почти всех 𝑡 > 0 𝑎(𝑡) = 𝑓𝑐(𝑡), 𝑏(𝑡) = 𝑓𝑠(𝑡) и −𝑏(𝑡) = 𝑔𝑐(𝑡),
𝑎(𝑡) = 𝑔𝑠(𝑡).

Пусть 𝑓(𝑡) — преобразование Фурье функции 𝑓(𝑡) в 𝐿𝑝(R), 𝑝 ∈ (1, 2]. Тогда

𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑥)
𝑒−𝑖𝑥𝑡 − 1
−𝑖𝑥

d𝑥 = 𝑓(𝑡).

Пусть 𝑘(𝑡) равна 𝑒𝑖𝑧𝑡 при 𝑡 > 0 и равна 0 при 𝑡 < 0. Тогда

𝑘(𝑢) =
1
𝜋

∞∫︁
0

𝑒𝑖𝑧𝑡−𝑖𝑢𝑡d𝑡 =
1
𝜋

1
𝑖(𝑢− 𝑧)

.

Применение формулы Парсеваля к (5) даёт

𝐹 (𝑧) =
∞∫︁
0

(𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)) 𝑒𝑖𝑧𝑡d𝑡 =
−1
𝑖𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑡)
𝑡− 𝑧

d𝑡, Im 𝑧 > 0,

откуда следует, что

−𝐹 (𝑧) = (𝑓 * 𝑃𝑦)(𝑥) + 𝑖(𝑓 *𝑄𝑦)(𝑥), Im 𝑧 > 0, (6)
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где 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 и

𝑃𝑦(𝑥) =
1
𝜋

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑄𝑦(𝑥) =

1
𝜋

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
.

Обозначим

Φ(𝑧) :=
∞∫︁
0

(−𝑏(𝑡)− 𝑖𝑎(𝑡)) 𝑒𝑖𝑧𝑡d𝑡, Im 𝑧 > 0.

Аналогично доказательству (6), если −𝑏(𝑡) = 𝑔𝑐(𝑡) и 𝑎(𝑡) = 𝑔𝑠(𝑡), то

−Φ(𝑧) = (𝑔 * 𝑃𝑦)(𝑥) + 𝑖(𝑔 *𝑄𝑦)(𝑥), Im 𝑧 > 0.

Поскольку 𝑏(𝑡) = 𝑓𝑠(𝑡) и 𝑎(𝑡) = 𝑓𝑐(𝑡), то

−Φ(𝑧) = (𝑓 *𝑄𝑦)(𝑥)− 𝑖(𝑓 * 𝑃𝑦)(𝑥), Im 𝑧 > 0.

Приравнивая вещественные и мнимые части, находим

(𝑓 *𝑄𝑦)(𝑥) = (𝑔 * 𝑃𝑦)(𝑥) и (𝑓 * 𝑃𝑦)(𝑥) = −(𝑔 *𝑄𝑦)(𝑥).

Отсюда и из (6) вытекает, что

−𝐹 (𝑧) = (𝑓 * 𝑃𝑦)(𝑥) + 𝑖(𝑔 * 𝑃𝑦)(𝑥),

откуда при фиксированном 𝑦 > 0 находим⎛⎝∫︁
R

|𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦)|𝑝d𝑥

⎞⎠1/𝑝

6 ‖𝑓 * 𝑃𝑦‖𝐿𝑝 + ‖𝑓 *𝑄𝑦‖𝐿𝑝 = ‖𝑓 * 𝑃𝑦‖𝐿𝑝 + ‖𝑔 * 𝑃𝑦‖𝐿𝑝 <∞.

Это значит, что 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝.
Достаточность. Пусть 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝, 𝑝 ∈ (1, 2] и

ℎ(𝑡) =

{︃
𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡), 𝑡 > 0,
0, 𝑡 < 0.

Тогда
𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦) =

∫︁
R

ℎ(𝑡)𝑒−𝑡𝑦𝑒𝑖𝑥𝑡d𝑡, Im (𝑧) > 0.

Покажем, что ℎ(𝑡)𝑒−𝑡𝑦 есть трансформация Фурье функции 𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦), т.е.

ℎ(𝑡)𝑒−𝑡𝑦 =
1
2𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦)
𝑒−𝑖𝑢𝑡 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢, Im (𝑧) > 0. (7)

Рассмотрим интеграл ∫︁
Ω

𝐹 (𝑧)𝑒−𝑖𝑡𝑧d𝑧,

где Ω = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = ±𝑎; 𝑦 = 𝑦1; 𝑦 = 𝑦2, 0 < 𝑦1 < 𝑦2} ⊂ Im (𝑧) > 0. Имеем

∫︁
Ω

𝐹 (𝑧)𝑒−𝑖𝑡𝑧d𝑧 =

𝑦2∫︁
𝑦1

𝐹 (𝑎+ 𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝑡(𝑎+𝑖𝑦)d𝑦 +
−𝑎∫︁
𝑎

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦2)𝑒−𝑖𝑡(𝑢+𝑖𝑦2)d𝑢+
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+

𝑦1∫︁
𝑦2

𝐹 (−𝑎+ 𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝑡(−𝑎+𝑖𝑦)d𝑦+
𝑎∫︁

−𝑎

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦1)𝑒−𝑖𝑡(𝑢+𝑖𝑦1)d𝑢 =: 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 = 0.

(8)

Докажем, что 𝐼1, 𝐼3 → 0 при 𝑎→∞.
Пусть Φ ∈ 𝐻𝑝, Im 𝑧 > 𝛿 > 𝑟 > 0. Тогда по формуле Коши и неравенству

Гельдера

|Φ(𝑧)| = 1
2𝜋

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

2𝜋∫︁
0

Φ(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜙)𝑑𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 (2𝜋)1/𝑝′

2𝜋

⎛⎝ 2𝜋∫︁
0

|Φ(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝d𝜙

⎞⎠1/𝑝

6

6
2(2𝜋)1/𝑝′

2𝜋𝛿2

𝛿∫︁
0

𝑟d𝑟

⎛⎝ 2𝜋∫︁
0

|Φ(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝d𝜙

⎞⎠1/𝑝

6

6
(2𝜋)1/𝑝′

𝜋𝛿2

⎛⎝ 𝛿∫︁
0

2𝜋∫︁
0

|Φ(𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑝 𝑟d𝑟 d𝜙

⎞⎠1/𝑝 (︂
𝛿2

2

)︂1/𝑝′

6

6
(︂

1
𝜋𝛿2

)︂1/𝑝
⎧⎨⎩

𝑦2∫︁
𝑦1

d𝑣
𝑥+𝛿∫︁

𝑥−𝛿

|Φ(𝑢+ 𝑖𝑣)|𝑝d𝑢

⎫⎬⎭
1/𝑝

. (9)

Известно, что для всех 𝑦1 < 𝑣 < 𝑦2

𝑥+𝛿∫︁
𝑥−𝛿

|Φ(𝑢+ 𝑖𝑣)|𝑝d𝑢 <∞ и lim
𝑥→∞

𝑥+𝛿∫︁
𝑥−𝛿

|Φ(𝑢+ 𝑖𝑣)|𝑝d𝑢 = 0.

Следовательно, правая часть неравенства (9) сходится к нулю, и Φ(𝑧) → 0 при
𝑥→ ±∞. Поэтому 𝐼1, 𝐼3 → 0 при 𝑎→∞. Отсюда вытекает, что 𝐼2 + 𝐼4 стремится
к нулю при 𝑎→∞ в (8).

Имеем

𝐼2 + 𝐼4 = 𝜙𝑎(𝑡, 𝑦1)𝑒𝑡𝑦1 − 𝜙𝑎(𝑡, 𝑦2)𝑒𝑡𝑦2 , где 𝜙𝑎(𝑡, 𝑦) :=
𝑎∫︁

−𝑎

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝑢𝑡d𝑢.

Поскольку ‖𝜙𝑎(𝑡, 𝑦1) − 𝜙(𝑡, 𝑦1)‖𝑝′ → 0, ‖𝜙𝑎(𝑡, 𝑦2) − 𝜙(𝑡, 𝑦2)‖𝑝′ → 0 при 𝑎 → ∞,
то существует такая последовательность {𝑎𝑘}, что

lim
𝑘→∞

𝜙𝑎𝑘
(𝑡, 𝑦1) = 𝜙(𝑡, 𝑦1), lim

𝑘→∞
𝜙𝑎𝑘

(𝑡, 𝑦2) = 𝜙(𝑡, 𝑦2), для п.в. 𝑡.

Отсюда
𝜙(𝑡, 𝑦1)𝑒𝑡𝑦1 = 𝜙(𝑡, 𝑦2)𝑒𝑡𝑦2 для п.в. 𝑡.

Положив 𝑦1 := 𝑦; 𝑦2 := 1, получим 𝜙(𝑡, 𝑦) = 𝑒−𝑡𝑦𝑒𝑡𝜙(𝑡, 1) := 𝑒−𝑡𝑦𝜙(𝑡).
Для 𝜉 > 0, по теореме Лебега о мажорируемой сходимости, имеем

𝜉∫︁
0

𝑒−𝑡𝑦𝜙(𝑡)d𝑡 =

𝜉∫︁
0

𝜙(𝑡, 𝑦)d𝑡 = lim
𝑎→∞

𝜉∫︁
0

𝜙𝑎(𝑡, 𝑦)d𝑡 =

= lim
𝑎→∞

1
2𝜋

𝜉∫︁
0

d𝑡
𝑎∫︁

−𝑎

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝑢𝑡d𝑢 = lim
𝑎→∞

1
2𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦)
𝑒−𝑖𝑢𝜉 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢 =
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=
1
2𝜋

∫︁
R

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦)
𝑒−𝑖𝑢𝜉 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢 =
1
2𝜋

∫︁
R

⎛⎝∫︁
R

ℎ(𝑥)𝑒−𝑥𝑦𝑒𝑖𝑥𝑢d𝑥

⎞⎠ 𝑒−𝑖𝑢𝜉 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢 =

=
1
2𝜋

∫︁
R

ℎ(𝑥)𝑒−𝑥𝑦d𝑥
∫︁
R

𝑒−𝑖𝑢𝜉 − 1
−𝑖𝑢

𝑒𝑖𝑥𝑢d𝑢 =

𝜉∫︁
0

ℎ(𝑥)𝑒−𝑥𝑦d𝑥,

откуда следует, что ℎ(𝑡)𝑒−𝑡𝑦 = 𝜙(𝑡, 𝑦) есть преобразование Фурье функции
𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦).

По определению ℎ(𝑡), получим

(𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡))𝑒−𝑡𝑦 =
1
2𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦)
𝑒−𝑖𝑢𝑡 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢, 𝑡 > 0

1
2𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝐹 (𝑢+ 𝑖𝑦)
𝑒−𝑖𝑢𝑡 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢 = 0, 𝑡 < 0.

Для 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝 существует предел почти всюду

lim
𝑦→0

𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥),

где 𝑓, 𝑓 — пара преобразований Гильберта. Более того

lim
𝑦→0
‖𝐹 (𝑥+ 𝑖𝑦)− 𝑓(𝑥)− 𝑖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 = 0.

Поэтому при 𝑦 → 0 получим

𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡) =
1
2𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

(𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥))
𝑒−𝑖𝑢𝑡 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢, п.в. 𝑡 > 0,

1
2𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

(𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥))
𝑒−𝑖𝑢𝑡 − 1
−𝑖𝑢

d𝑢 = 0, п.в. 𝑡 < 0,

откуда следует, что справедливы равенства⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎(𝑡) =

1
2𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢) sin 𝑡𝑢− 𝑓(𝑢) cos 𝑡𝑢+ 𝑓(𝑢)
𝑢

d𝑢, п.в., 𝑡 > 0,

−𝑏(𝑡) =
1
2𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢) sin 𝑡𝑢+ 𝑓(𝑢) cos 𝑡𝑢− 𝑓(𝑢)
𝑢

d𝑢, п.в. 𝑡 > 0

и ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢) sin 𝑡𝑢− 𝑓(𝑢) cos 𝑡𝑢+ 𝑓(𝑢)
𝑢

d𝑢 = 0, п.в. 𝑡 < 0,

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢) sin 𝑡𝑢+ 𝑓(𝑢) cos 𝑡𝑢− 𝑓(𝑢)
𝑢

d𝑢 = 0, п.в. 𝑡 < 0.

Поэтому для почти всех 𝑡 > 0

𝑎(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢)
sin 𝑡𝑢
𝑢

d𝑢, 𝑏(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢)
1− cos 𝑡𝑢

𝑢
d𝑢. (10)
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Аналогично, для почти всех 𝑡 > 0

−𝑏(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢)
sin 𝑡𝑢
𝑢

d𝑢, 𝑎(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢)
1− cos 𝑡𝑢

𝑢
d𝑢. (11)

Это означает, что пары (𝑎, 𝑏) и (−𝑏, 𝑎) одновременно являются 𝐶𝑆-парами
преобразований Фурье. Теорема доказана. �

Теорема 2. Пусть интеграл (5) представляет функцию 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝,
1 < 𝑝 6 2 в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0. Тогда интеграл

Φ(𝑧) =
∞∫︁
0

(𝐴(𝑡)− 𝑖𝐵(𝑡))𝑒𝑖𝑧𝑡d𝑡, 𝑦 > 0 (12)

тоже принадлежит 𝐻𝑝, где

𝐴(𝑡) =
1
𝑡𝛼

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑥)𝛼−1𝑎(𝑥)d𝑥, 𝐵(𝑡) =
1
𝑡𝛼

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑥)𝛼−1𝑏(𝑥)d𝑥, и 𝛼 > 1/𝑝′.

Более того, справедливо неравенство

‖Φ‖𝐻𝑝 6 𝐶(𝛼, 𝑝)‖𝐹‖𝐻𝑝 . (13)

Доказательство. Если интеграл (5) представляет функцию 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝, 𝑝 ∈
(1, 2] в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0, то справедливы равенства (10) и (11),
где 𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥) — граничная функция для 𝐹 (𝑧) на действительной оси, причём
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R) и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R). Таким образом, существуют 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R) и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R)
такие, что (𝑎, 𝑏) и (−𝑏, 𝑎) является 𝐶𝑆–парами преобразований Фурье. Мы будем
обозначать

𝑓+(𝑥) =
1
2
(𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)), 𝑓−(𝑥) =

1
2
(𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)), (14)

т.е. 𝑓+ — чётная, а 𝑓− — нечётная составляющие функции 𝑓.
Из равенства (10) и (14) для почти всех 𝑡 > 0

𝑎(𝑡) = 𝑓𝑐(𝑡) = (𝑓+)∧𝑐 (𝑡), 𝑏(𝑡) = 𝑓𝑠(𝑡) = (𝑓−)∧𝑠 (𝑡), (15)

тогда из (4) и (15) следует, что для почти всех 𝑡 > 0

𝐴(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑓+)]∧𝑐 (𝑡), 𝐵(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑓−)]∧𝑠 (𝑡). (16)

Так как (−𝑏, 𝑎) также является 𝐶𝑆-парой преобразований Фурье, то для почти
всех 𝑡 > 0

−𝑏(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢)
sin 𝑡𝑢
𝑢

d𝑢, 𝑎(𝑡) =
1
𝜋

d
d𝑡

∫︁
R

𝑓(𝑢)
1− cos 𝑡𝑢

𝑢
d𝑢,

где 𝑓 — преобразование Гильберта функции 𝑓.
Обозначим 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥). Тогда 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿𝑝 и аналогично (15) и (16) для почти

всех 𝑡 > 0
−𝑏(𝑡) = (𝑔+)∧𝑐 (𝑡), 𝑎(𝑡) = (𝑔−)∧𝑠 (𝑡),

−𝐵(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑔+)]∧𝑐 (𝑡), 𝐴(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑔−)]∧𝑠 (𝑡).
(17)
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Известно, что так как 𝑓+ — чётная функция, то 𝐻𝛼(𝑓+) — чётная функ-
ция и так как 𝑓− — нечётная функция, то 𝐻𝛼(𝑓−) — нечётная функция. От-
сюда следует, что (𝐴,𝐵) является 𝐶𝑆-парой преобразований Фурье функции
𝐻𝛼(𝑓) ≡ 𝐻𝛼(𝑓+) + 𝐻𝛼(𝑓−). Аналогично мы получим, что (−𝐵,𝐴) является
𝐶𝑆-парой преобразований Фурье функции 𝐻𝛼(𝑔) ≡ 𝐻𝛼(𝑔+) + 𝐻𝛼(𝑔−). Так как
𝐻𝛼𝑓 ∈ 𝐿𝑝 и 𝐻𝛼𝑔 ∈ 𝐿𝑝 [5, Теорема 329], то из необходимости теоремы 1 следует,
что Φ(𝑧) ∈ 𝐻𝑝 в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0. По теореме 1 из представле-
ния (5) функции 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝, 𝑝 ∈ (1, 2] в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0 вытекают
равенства (10). Аналогично, из представления (12) вытекают равенства

𝐴(𝑡) = 𝜙𝑐(𝑡), 𝐵(𝑡) = 𝜙𝑠(𝑡), (𝑡 > 0),

где 𝜙(𝑥) + 𝑖𝜙(𝑥) — граничная функция на действительной оси для функ-
ции Φ(𝑧) ∈ 𝐻𝑝.

Пусть 𝜙(𝑥) = 𝜙+(𝑥)+𝜙−(𝑥), где 𝜙+ — чётная, а 𝜙− — нечётная составляющие
функции 𝜙. Тогда

𝐴(𝑡) = 𝜙𝑐(𝑡) = (𝜙+)∧𝑐 (𝑡), 𝐵(𝑡) = 𝜙𝑠(𝑡) = (𝜙+)∧𝑠 (𝑡), для п.в. 𝑡 > 0.

Отсюда и (16) мы получим

[𝐻𝛼(𝑓+)]∧𝑐 (𝑡) = (𝜙+)∧𝑐 (𝑡), [𝐻𝛼(𝑓−)]∧𝑠 (𝑡) = (𝜙+)∧𝑠 (𝑡), для п.в. 𝑡 > 0.

По теореме единственности для преобразований Фурье

𝐻𝛼(𝑓+)(𝑡) = 𝜙+(𝑡), 𝐻𝛼(𝑓−)(𝑡) = 𝜙+(𝑡)

почти всюду на R. Отсюда следует равенство

𝜙(𝑡) = 𝐻𝛼(𝑓+)(𝑡) +𝐻𝛼(𝑓−)(𝑡) ≡ 𝐻𝛼(𝑓)(𝑡).

Аналогично, получим
𝜙(𝑡) ≡ 𝐻𝛼(𝑓)(𝑡).

Из свойства ограниченности функций 𝐻𝛼 ∈ 𝐿𝑝 [5, Теорема 329] мы получим

‖Φ‖𝐻𝑝 = ‖𝜙(𝑡) + 𝑖𝜙(𝑡)‖𝐿𝑝 = ‖𝐻𝛼(𝑓 + 𝑖𝑓)(𝑡)‖𝐿𝑝 6

6 ‖𝐻𝛼‖𝐿𝑝‖𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 = 𝐶(𝛼, 𝑝)‖𝐹‖𝐻𝑝 .

Доказательство закончено. �

В случае 𝑝 = 1 мы покажем, что оператор Римана–Лиувилля 𝐻𝛼𝑓 ограничен в
пространстве Re𝐻1, которое состоит из всех функций 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿(R), для которых
𝑓 ∈ 𝐿(R) и

‖𝑓‖Re 𝐻1 := ‖𝑓‖𝐿(R) + ‖𝑓‖𝐿(R) <∞. (18)

Известно, что пространство Re𝐻1 изоморфно пространству𝐻1 и справедливы
неравенства

𝐴‖𝑓‖Re 𝐻1 6 ‖𝐹‖𝐻1 6 𝐵‖𝑓‖Re 𝐻1 , (19)

где 𝑓(𝑥)+𝑖𝑓(𝑥) — граничная функция для функции 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻1 на действительной
оси, а константы 𝐴 > 0, 𝐵 > 0 не зависят от 𝐹.

В следующем утверждении мы дополняем результат Б.И. Голубова [4, Теоре-
ма D].
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Теорема 3. Пусть интеграл (5) представляет функцию 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻1 в верх-
ней полуплоскости Im 𝑧 > 0. Тогда интеграл

Φ(𝑧) =
∞∫︁
0

(𝐴(𝑡)− 𝑖𝐵(𝑡))𝑒𝑖𝑧𝑡d𝑡, 𝑦 > 0 (20)

тоже принадлежит 𝐻1, где

𝐴(𝑡) =
1
𝑡𝛼

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑥)𝛼−1𝑎(𝑥)d𝑥, 𝐵(𝑡) =
1
𝑡𝛼

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑥)𝛼−1𝑏(𝑥)d𝑥, и 𝛼 > 1/𝑝′.

Более того, справедливы неравенства

‖Φ‖𝐻1 6 𝐶(𝛼, 𝑝)‖𝐹‖𝐻1 , ‖𝐻𝛼𝑓‖Re 𝐻1 6 𝐶‖𝑓‖Re 𝐻1 . (21)

Доказательство. Если интеграл (5) представляет функцию 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻1 в
верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0, то справедливы равенства

𝑎(𝑡) =
1
𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑢) cos 𝑡𝑢d𝑢, 𝑏(𝑡) =
1
𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑢) sin 𝑡𝑢d𝑢, (22)

и
−𝑏(𝑡) =

1
𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑢) cos 𝑡𝑢d𝑢, 𝑎(𝑡) =
1
𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑢) sin 𝑡𝑢d𝑢, (23)

где 𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥) — граничная функция для 𝐹 (𝑧) на действительной оси, причём
𝑓 ∈ 𝐿(R) и 𝑓 ∈ 𝐿(R) [4, теорема D]. Таким образом, существуют 𝑓 ∈ 𝐿(R) и
𝑓 ∈ 𝐿(R) такие, что (𝑎, 𝑏) и (−𝑏, 𝑎) является 𝐶𝑆-парами преобразований Фурье.
Мы будем обозначать

𝑓+(𝑥) =
1
2
(𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)), 𝑓−(𝑥) =

1
2
(𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)), (24)

т.е. 𝑓+ — чётная, а 𝑓− — нечётная составляющие функции 𝑓.
Из равенства (22) и (24) для 𝑡 > 0

𝑎(𝑡) = 𝑓𝑐(𝑡) = (𝑓+)∧𝑐 (𝑡), 𝑏(𝑡) = 𝑓𝑠(𝑡) = (𝑓−)∧𝑠 (𝑡), (25)

тогда из (4) и (25) следует, что для почти всех 𝑡 > 0

𝐴(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑓+)]∧𝑐 (𝑡), 𝐵(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑓−)]∧𝑠 (𝑡). (26)

Так как (−𝑏, 𝑎) также является 𝐶𝑆-парой преобразований Фурье, то для 𝑡 > 0

−𝑏(𝑡) =
1
𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑢) cos 𝑡𝑢d𝑢, 𝑎(𝑡) =
1
𝜋

∫︁
R

𝑓(𝑢) sin 𝑡𝑢d𝑢,

где 𝑓 — преобразование Гильберта функции 𝑓.
Обозначим 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥). Тогда 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿(R) и аналогично (25) и (26)) для почти

всех 𝑡 > 0
−𝑏(𝑡) = (𝑔+)∧𝑐 (𝑡), 𝑎(𝑡) = (𝑔−)∧𝑠 (𝑡),

−𝐵(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑔+)]∧𝑐 (𝑡), 𝐴(𝑡) = [𝐻𝛼(𝑔−)]∧𝑠 (𝑡).
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Отсюда следует, что (𝐴,𝐵) является 𝐶𝑆-парой преобразований Фурье функции
𝐻𝛼(𝑓) ≡ 𝐻𝛼(𝑓+)+𝐻𝛼(𝑓−). Аналогично получим, что (−𝐵,𝐴) является 𝐶𝑆-парой
преобразований Фурье функции 𝐻𝛼(𝑔) ≡ 𝐻𝛼(𝑔+) +𝐻𝛼(𝑔−). Так как 𝐻𝛼𝑓 ∈ 𝐿(R)
и 𝐻𝛼𝑔 ∈ 𝐿(R) [5, теореме 329], то Φ(𝑧) ∈ 𝐻1 в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0.

Поскольку (5) представляет функцию 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻1 в верхней полуплоскости
Im 𝑧 > 0 и верны равенства (22), то из представления (20) вытекают равенства

𝐴(𝑡) = 𝜙𝑐(𝑡), 𝐵(𝑡) = 𝜙𝑠(𝑡), (𝑡 > 0),

где 𝜙(𝑥) + 𝑖𝜙(𝑥) — граничная функция на действительной оси для функ-
ции Φ(𝑧) ∈ 𝐻1.

Пусть 𝜙(𝑥) = 𝜙+(𝑥)+𝜙−(𝑥), где 𝜙+ — чётная, а 𝜙− — нечётная составляющие
функции 𝜙. Тогда

𝐴(𝑡) = 𝜙𝑐(𝑡) = (𝜙+)∧𝑐 (𝑡), 𝐵(𝑡) = 𝜙𝑠(𝑡) = (𝜙+)∧𝑠 (𝑡), (𝑡 > 0)

Отсюда мы получим

[𝐻𝛼(𝑓+)]∧𝑐 (𝑡) = (𝜙+)∧𝑐 (𝑡), [𝐻𝛼(𝑓−)]∧𝑠 (𝑡) = (𝜙+)∧𝑠 (𝑡), (𝑡 > 0).

По теореме единственности для преобразований Фурье

𝐻𝛼(𝑓+)(𝑡) = 𝜙+(𝑡), 𝐻𝛼(𝑓−)(𝑡) = 𝜙+(𝑡)

почти всюду на R. Отсюда следует равенство 𝜙(𝑡) = 𝐻𝛼(𝑓+)(𝑡) + 𝐻𝛼(𝑓−)(𝑡) ≡
𝐻𝛼(𝑓)(𝑡).

Аналогично, получим 𝜙(𝑡) ≡ 𝐻𝛼(𝑓)(𝑡).
Из свойства ограниченности 𝐻𝛼 [5, теореме 329] находим

‖Φ‖𝐻1 = ‖𝜙(𝑡) + 𝑖𝜙(𝑡)‖𝐿1 = ‖𝐻𝛼(𝑓 + 𝑖𝑓)(𝑡)‖𝐿1 6

6 ‖𝐻𝛼‖𝐿1‖𝑓(𝑥) + 𝑖𝑓(𝑥)‖𝐿1 = 𝐶(𝛼, 𝑝)‖𝐹‖𝐻1

и в силу (18) ‖𝐻𝛼𝑓‖Re 𝐻1 ≡ ‖𝜙‖𝐿1 + ‖𝜙‖𝐿1 ≈ ‖Φ‖𝐻1 6 𝐶(𝛼, 𝑝)‖𝑓‖Re 𝐻1 . Теорема
доказана. �
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