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1. Введение
В данной статье с помощью метода аналогий и одного из последних вариантов

метода расщепления изучена структура решения некоторых классов регулярных
и сингулярных возмущенных задач для модельных систем полиномиального ти-
па, включая сингулярные возмущенные задачи со степенных погранслоем, для
которых построено точное решение.

2. Регулярные и сингулярные возмущенные модельные
системы ОДУ полиномиального типа с особенностями
Решается задача анализа поведения решения регулярных и сингулярных воз-

мущенных задач для систем ОДУ полиномиального типа

𝑡𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, 𝑡 ∈ [0, 1]; ∈ R𝑛, (1)

𝜀𝑡𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, 𝑡 ∈ [0, 1]; ∈ R𝑛, (2)
включая сингулярные возмущенные задачи со степенным погранслоем

(𝑡+ 𝜀)𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, 𝑡 ∈ [0, 1]; ∈ R𝑛, (3)

где 𝐴(𝑡) =
∞∑︀
𝑘=0

𝐴𝑘𝑡
𝑘 — матричный ряд, который сходится абсолютно и равномер-

но по некоторой норме при |𝑡| < 1 + 2𝛿. В работах [1–3] применялись различные
аналитические и асимптотические методы. В данной статье системы (1)–(3) ис-
следованы с помощью метода аналогий и одного из последних вариантов метода
расщепления [4–6].

Следуя методу расщепления, были разработаны различные видоизменённые
его редакции, что позволило учетом с специфики поставленных в работе задач
(1)–(3), получить конструктивный алгоритм для их решения, включая сингуляр-
ные возмущенные задачи (2) и (3). Термин сингулярность здесь означает, что
предельная (𝜀 = 0) алгебраическая задача в общем случае может не удовлетво-
рить начальному условию.

Метод аналогий бывает весьма полезен для анализа самых различных задач,
и в данном случае (после соответствующего обоснования) он позволил получить
ряд нетривиальных результатов [4,6], что дополняет или уточняет известные ре-
зультаты [1–3].
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Теорема 1. Для систем с простой особенностью (1) в случае, если спектр
{𝜆0𝑗}𝑛1 матрицы 𝐴0 удовлетворяет условию

𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆𝑜𝑗 − 𝜆0𝑘 ̸= 0,±1 ± 2, ...., (𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛),

существует невырожденное и аналитическое при |𝑡| < 1 + 𝛿 преобразование

𝑥 = 𝑃 (𝑡)𝑧; 𝑃 (𝑡) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑃𝑘𝑡
𝑘, (4)

приводящее систему (1) к виду 𝑡𝑧̇ = 𝐴0𝑧, имеющему явное решение (𝐴0 ∼ Λ0).

Доказательство. Существование аналитической замены (4) доказано в ра-
ботах [1,5]. Мы приведем конструктивный вариант построения соответствующего
преобразования [5], используя конструктивный аппарат метода расщепления [4,5].
После невырожденной замены

𝑥 = 𝑆0𝑦; (𝑆−1
0 𝐴0𝑆0 = Λ0 = diag{𝜆01, ...., 𝜆0𝑛})

от системы (1) перейдем к системе:

𝑡𝑦̇ = 𝐵(𝑡)𝑦; 𝐵(𝑡) =

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘𝑡
𝑘; |𝑡| < 1 + 𝛿 (𝐵0 = Λ0)

и далее с помощью невырожденного при |𝑡| < 1 + 𝛿 преобразования

𝑦 = 𝐻(𝑡)𝑧; (𝐻(𝑡) = 𝐸 +
∑︁

𝐻𝑘𝑡
𝑘; 𝛿 > 0)

получим нужный результат
𝑡𝑧̇ = Λ0𝑧,

если матрицы 𝐵(𝑡), 𝐻(𝑡) и Λ0 связаны соотношением

𝑡𝐻̇ = 𝐵(𝑡)𝐻(𝑡)−𝐻(𝑡)Λ0. (5)

Приравнивая в (5) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получим набор од-
нотипных алгебраических матричных уравнений для однозначного определения
каждого 𝐻𝑘 𝑘 > 1 :

Λ0𝐻0 −𝐻𝑘Λ0 = 𝑘𝐻𝑘 − 𝑃𝑘; (𝑘 > 1); 𝑃1 = 𝐵1, (6)

𝑃𝑘 = 𝐵𝑘 +
𝑘−1∑︀
𝑗=1

𝐵𝑗𝐻𝑘−𝑗 .

Следуя методу расщепления для удобства дальнейшего изложения для произ-
вольной квадратной матрицы 𝐴 = {𝑎𝑗𝑘}𝑛1 введем специальные обозначения для
её диагональной 𝐴 = diag{𝑎11, ...., 𝑎𝑛𝑛} и бездиагональной частей 𝐴 = 𝐴−𝐴.

Из уравнения (6) сразу имеем 𝐻𝑘 = 𝑃𝑘

𝑘 (с учетом 𝐻𝑘 = {ℎ𝑖𝑗𝑘}) {𝑃𝑘 = 𝑝𝑖𝑗𝑘}
ℎ𝑖𝑗𝑘 =

𝑃𝑖𝑗𝑘

(𝑘−𝜎𝑖𝑗)
. (𝑗 ̸= 𝑘), что и требовалось доказать. �

Теорема 2. Сингулярная возмущенная система с простой особенностью
вида (2) в случае, если спектр {𝜆0𝑗}𝑛1 матрицы 𝐴0 удовлетворяет условию

𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆0𝑗 − 𝜆0𝑘 > 𝜎0 > 0, (𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛),
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может быть с помощью невырожденного при достаточно малых 𝑡 преобразова-
ниях

𝑥 = 𝑆0

(︃
𝐸 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘(𝜀)𝑡
𝑘

)︃
= 𝑆0𝐻(𝑡, 𝜀); (𝑆−1

0 𝐴0𝑆0 = Λ0 = diag{𝜆01, ..., 𝜆0𝑛})

приведена к системе с почти диагональной матрицей

𝜀𝑡𝑧̇ =

𝑁∑︁
𝑘=0

Λ𝑘𝑡
𝑘 + 0(𝑡𝑁+1)𝑧 = 𝑄(𝑡)𝑧. (7)

Доказательство. После замены 𝑥 = 𝑆0𝑦, система (2) приводится к виду

𝜀𝑡𝑦̇ = 𝐵(𝑡)𝑦; 𝐵(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘𝑡
𝑘; 𝐵0 = Λ0.

Последующее невырожденное при достаточно малых |𝑡| < 1 и |𝜀| < 𝜎0

𝑁 преобразо-
вание

𝑦 = 𝐻(𝑡, 𝜀)𝑧; 𝐻(𝑡, 𝜀) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘(𝜀)𝑡
𝑘

приведет к нужному результату (7), если матрицы 𝐵(𝑡), 𝐻(𝑡, 𝜀) и 𝑄(𝑡) удовле-
творяют соотношению

𝜀𝑡𝐻̇ = 𝐵(𝑡)𝐻 −𝑄(𝑡). (8)

Приравнивая в (8) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получим набор од-
нотипных матричных уравнений для однозначного определения всех диагональ-
ных Λ𝑘 и бездиагональных 𝐻𝑘(𝜀) (𝑘 = 1, 𝑁) матриц:

Λ0𝐻𝑘 −𝐻𝑘Λ0 = 𝜀𝑘𝐻𝑘 − 𝑃𝑘(𝑡)Λ𝑘 (𝑘 = 1, 𝑁) 𝑃1 = 𝐵1, (9)

𝑃𝑘 = 𝐵𝑘 +
𝑘−1∑︀
𝑗=1

(𝐵𝑗𝐻𝑘−𝑗(𝜀) − 𝐻𝑘−𝑗(𝜀)Λ𝑗(𝜀)). При этом из уравнения (9) матрицы

Λ𝑘(𝜀) = 𝑃 𝑘(𝜀) и 𝐻𝑘(𝜀) (𝑘 = 1, 𝑛) определяются единственным образом с учетом
того, что: 𝐻𝑘(𝜀) = {ℎ𝑖𝑗𝑘(𝜀)}, 𝑃 𝑘(𝜀) = {𝑝𝑖𝑗𝑘(𝜀)}; ℎ𝑖𝑗𝑘(𝜀) = −𝑝𝑖𝑗𝑘(𝜀)(𝜎𝑖𝑗 − 𝜀𝑘), что
и требовалось доказать. �

Замечание 1. Результаты теоремы 2 (в отличие от теоремы 1) носят асимп-
тотический характер. Для сингулярных возмущенных задач (3) в работе [3] бы-
ло построено асимптотическое решение задачи Коши, содержащее особенности
в окрестности t=0 в виде так называемого «степенного погранслоя». Ниже мы
приведем алгоритм построения точного решения задачи Коши для системы (3).

Теорема 3. Сингулярная возмущенная начальная задача (3) в случае, если
спектр {𝜆0𝑗}𝑛1 матрицы 𝐴0 удовлетворяет условию

𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆𝑜𝑗 − 𝜆0𝑘 ̸= 0,±1 ± 2, ...., Re𝜆0𝑗 6 0; (𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛),

может быть с помощью невырожденного при достаточно малых |𝑡| < 1 + 𝛿, и
|𝜀| < 𝛿

𝑥 = 𝑆(𝜀)𝐻(𝑡+ 𝜀, 𝜀)𝑧; 𝑆−1(𝜀)𝐴(−𝜀)𝑆(𝜀) = 𝐴0(𝜀) = diag{𝜆01(𝜀), ..., 𝜆0𝑘(𝜀)}
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𝐻(𝑡+ 𝜀, 𝜀) = 𝐸 +

∞∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘(𝜀)(𝑡+ 𝜀)𝑘

приведено к виду
(𝑡+ 𝜀)𝑧̇ = Λ0(𝜀)𝑧.

При этом точное решение задачи Коши 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0 (3) может быть представ-
лено в виде

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑆(𝜀)𝐻(𝑡+ 𝜀, 𝜀)

(︂
1 +

𝑡

𝜀

)︂Λ0(𝜀)

𝐻−1(𝜀, 𝜀)𝑆−1(𝜀)𝑋0, (10)

где структура матричной функции
(︀
1 + 𝑡

𝜀

)︀Λ0(𝜀) отражает в случае Re𝜆0𝑗 6 0;
𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛, наличие степенного погранслоя в точке 𝑡 = 0.

Доказательство. С учетом обозначения 𝜏 = 𝑡+ 𝜀 система (3) преобразуется
к виду

𝜏 𝑥̇ = 𝐴(𝜏 − 𝜀)𝑥 = 𝐴(𝜏, 𝜀)𝑥, (11)

где ряд 𝐴(𝜏, 𝜀) =
∞∑︀
𝑘=0

𝐴𝑘(𝜀)𝜏
𝑘 в условиях теоремы (3) будет сходиться при |𝑡| < 1+𝛿,

и |𝜀| < 𝛿 и все матричные функции 𝐴𝑘(𝜀) будут аналитическими при |𝜀| < 𝛿.

Используя конструктивный (здесь обозначено 𝐴0(𝜀)𝐴(−𝜀)) аналог алгоритма
метода расщепления [5], построим матричную функцию 𝑆(𝜀) такую, что замена
𝑥 = 𝑆(𝜀)𝑦 приводит систему (11) к виду

𝜏 𝑦̇ = 𝐵(𝜏, 𝜀)𝑦; 𝐵(𝜏, 𝜀)𝑥 =

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘(𝜀)𝜏
𝑘; 𝐵0(𝜀) = Λ0(𝜀). (12)

В силу теоремы 1 может быть построено невырожденное при |𝑡| < 1 + 𝛿 преобра-

зование 𝑦 =

(︂
𝐸 +

∞∑︀
𝑘=1

𝐻𝑘(𝜀)𝜏
𝑘

)︂
𝑧 = 𝐻(𝜏, 𝜀)𝑧, позволяющее привести систему (12)

к виду
𝜏 𝑧̇ = Λ0(𝜀)𝑧,

решение которой имеет вид 𝑧(𝜏, 𝜀) = 𝜏Λ0𝜀 = (𝑡 + 𝜀)Λ0𝜀𝐶(𝜀). С учетом произве-
денных замен решение исходной задачи (11), эквивалентной ей задачи (3), может
быть записано в виде 𝑥 = 𝑆(𝜀)𝐻(𝑡 + 𝜀, 𝜀)(𝑡 + 𝜀)Λ0𝜀𝐶(𝜀), где с учетом начального
условия 𝑥 = (0, 𝜀) = 𝑥0 постоянный вектор 𝐶(𝜀) определяется однозначно, что и
приводит к нужному результату (10). �

Замечание 2. Если в условии теоремы 3 спектр {𝜆0𝑗}𝑛1 матрицы 𝐴0 удовле-
творяет неравенствам:

Re𝜆0𝑗 < 0; 𝑗 = 1, 𝑝; Re𝜆0𝑘 > 0; (𝑘 = 𝑝+ 1, 𝑛),

то при некоторых дополнительных условиях может быть построено решение кра-
евой задачи для системы (3):

𝐹1(𝑥)(0, 𝜀) + 𝐹2(1, 𝜀) = 𝛼.
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3. Заключение
В данной работе, используя различные вариации метода расщепления [4–6],

показана (и обоснована) эффективность метода аналогий при исследовании неко-
торых регулярных и сингулярных возмущенных задач для неавтономных систем
ОДУ полиномиального типа.

Подобная методика проведения учебных и научно-исследовательских работ
может быть весьма полезна на физико-математических и инженерных факульте-
тах.

С помощью метода аналогии (после строгого обоснования) был доказан ряд
нетривиальных теорем и построено точное решение сингулярной возмущенной
задачи Коши со степенным погранслоем, что дополняет или уточняет известные
ранее результаты [1–3,5, 6].
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Using the anagy method we study the structure of solutions to some regugar and singular
perturbed model systems of ODE, the problems with power behavior of boundary layer being
included.
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