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В статье разработана методика решения задач о малых прогибах балок из идеального жест-
копластического материала при действии локально распределенной нагрузки и опорных моментов 
с учетом предварительного растяжения-сжатия. Разработанная методика применена для исследо-
вания напряженно-деформированного состояния однопролетных балок, а также для вычисления 
предельной нагрузки балок. 
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В современном строительстве и в других отраслях промышленности наибо-
лее распространенными видами конструкций являются стержневые, и в частности 
балочные. Для определения реального поведения стержневых систем (в частно-
сти, балок) и ресурсов их прочности необходим учет пластических деформаций. 

Расчет конструкций при учете пластических деформаций с помощью модели 
идеального жесткопластического тела является наиболее простым, с одной сто-
роны, и достаточно приемлемым с точки зрения требований практики проекти-
рования — с другой. Если иметь в виду область малых перемещений конструктив-
ных систем, то это объясняется тем, что несущая способность (предельная на-
грузка) идеальных жесткопластических и упругопластических систем оказывается 
одной и той же. 

В данной статье рааматриваются малые прогибы. Подобные задачи решались 
в работах [1; 2]. 

Рассматривается балка с одной защемленной и другой шарнирно неподвиж-
ной опорами под действием локально распределенной нагрузки, краевых момен-
тов и предварительно приложенной продольной силы (рис. 1). 

Уравнение равновесия балки при больших прогибах в безразмерной форме 
имеет вид: 
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где 
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 N и M — внутренние нормальная 

сила и изгибающий момент; p  — поперечная равномерно распределенная нагрузка; w  — 

прогиб; x  — продольная координата (начало координат на левой опоре); 2h — высота 

поперечного сечения; b — ширина поперечного сечения; 2l  — пролет балки; δs — 
предел текучести материала. 

Если N1 задано, то усилие N является следствием действия p  при имеющихся 

прогибах, 1
1 ,

l
l

l
=  черта над буквами означает размерность величин. 

Рассмотрим малые прогибы. 
При «малых» прогибах (равных нулю) образуются пластические сечения: при 

x = x2 и на одной опоре. В сечении x = x2 момент равен 2
11 ,m n= −  на защемленной 

опоре 2
11 ,m n= − ± α  где α — значение опорного момента (знаки «+» и «–» со-

ответствуют положительным и отрицательным значениям). Поскольку скорость 
изменения кривизны равна нулю, то скорости прогибов в зонах и x2 ≤ x ≤ 2 равны 
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где w0 прогиб при x = x2, точки означают дифференцирование по времени, за которое 
принято р. В этом случае w = 0, n = 0. 

Из уравнения равновесия (1) следуют выражения m по зонам: 
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Учитывая, что Q = 0 при x = x2 получим: 
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откуда следует, что 
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Учитывая условие пластичности, получаем формулы для определения изги-
бающего момента и предельной нагрузки: 
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откуда 
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Задавая изгибающий момент α от –1 до 1, значение продольной силы n1 от 0 
до 1 и расстояния приложения локальной распределенной нагрузки, получим зна-
чения предельной нагрузки и изгибающего момента (рис. 1) по формуле (2). Чис-
ленные результаты расчетов сведены в табл. 1—4. 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема балки 
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Таблица 1 

l1 = 0,2   l2 = 0,4 

n1 α 

–0,4 –0,2 0 0,6 0,8 

0 32,63 28,50 24,35 11,86 7,61 
0,2 31,66 27,52 23,37 10,87 6,59 
0,4 28,73 24,58 20,44 7,89 3,39 

 

Таблица 2 

l1 = 0,2   l2 = 1,6 

n1 α 

–0,4 –0,2 0 0,6 0,8 

0 4,12 3,67 3,21 1,81 1,31 
0,2 3,99 3,53 3,08 1,67 1,16 
0,4 3,59 3,14 2,68 1,25 0,61 

 

Таблица 3 

l1 = 0,6   l2 = 1,6 

n1 α 

–0,4 –0,2 0 0,6 0,8 

0 5,12 4,57 4,02 2,35 1,76 
0,2 4,96 4,41 3,86 2,18 1,58 
0,4 4,46 3,92 3,37 1,66 1,02 

 

Таблица 4 

l1 = 1,6   l2 = 1,8 

n1 α 

–0,4 –0,2 0 0,6 0,8 

0 45,66 41,53 37,39 24,97 20,83 
0,2 44,16 40,03 35,89 23,47 19,32 
0,4 39,67 35,53 31,40 18,97 14,81 
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In the work up the technique of the decision of problems about the little deflections of beams from 
ideal heard-plastic material, with various kinds of fastening, for want of action of the asymmetrically 
distributed loads with allowance for of preliminary stretching-compression is developed. The developed 
technique is applied for research of the strained-deformed condition of beams, and also for calculation 
of a deflection of beams with allowance for of geometrical nonlinearity. 
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