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1. Постановка задачи минимизации
Рассмотрим уравнение вида

𝐴𝑘[𝑧] =

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠, 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙] (1)

с конечным промежутком интегрирования [−𝑙, 𝑙], в котором ядро непрерывно по
совокупности переменных в замкнутом квадрате (−𝑙 6 𝑥, 𝑠 6 𝑙). Уклонение пра-
вой части 𝑢(𝑥) будем оценивать в метрике пространств 𝐵𝑠12 [−𝑙, 𝑙] [1], а уклонение
решения 𝑧(𝑠) — в метрике 𝐶, т.е. по формуле:

𝜌𝐶(𝑧1, 𝑧2) = max
𝑠∈[𝑙,𝑙]

|𝑧1(𝑠)− 𝑧2(𝑠)| .

Будем предполагать, что уравнение (1) с точной правой частью 𝑢 = 𝑢𝑇 (𝑥) име-
ет единственное решение 𝑧𝑇 (𝑠). Пусть вместо функции 𝑢𝑇 (𝑥) мы имеем функцию
𝑢𝛿(𝑥) из 𝐵𝑠12 [−𝑙, 𝑙] такую, что

𝜌𝐵𝑠1
2 [−𝑙,𝑙] |𝑢𝛿(𝑥)− 𝑢𝑇 (𝑥)| 6 𝛿, 𝑠1 > 0.

Таким образом, вместо уравнения (1) с точной правой частью имеем уравнение

𝐴𝑘[𝑧] =

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠 = 𝑢𝛿(𝑥). (2)

В этих условиях речь может идти лишь о нахождении приближённого решения
(𝑧𝑇 решения уравнения (2)).

Для нахождения приближённого решения воспользуемся методом регуляриза-
ции [2], т.е. сведём задачу к построению и минимизации сглаживающего функцио-
нала, записанного в эквивалентных нормах пространств Никольского–Бесова [1].
Тогда сглаживающий функционал имеет вид:

𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿] = 𝜌2
𝐵

𝑠1
2 [−𝑙,𝑙] (𝐴𝑘[𝑧], 𝑢𝛿) + 𝛼‖𝑧‖2

𝐵
𝑠2
2 [−𝑙,𝑙], (3)

где 𝛼 > 0 — параметр регуляризации [2], 𝑠1 > 0, 𝑠2 > 0.
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Для сглаживающего функционала (3) справедливо следующее утверждение

Лемма 1. Каковы бы ни были параметры 𝛼 > 0, 𝑠1 > 0, 𝑠2 > 0 и функ-
ции 𝑢(𝑥) ∈ 𝐵𝑠12 [−𝑙, 𝑙], существует функция 𝑧𝛿𝛼(𝑠), принадлежащая пространству
𝐵𝑠22 [−𝑙, 𝑙], на котором функционал (3) достигает своей точной нижней грани,
т.е.

𝑀𝛼
0 = inf

𝑧∈𝐵𝑠2
2 [−𝑙,𝑙]

𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿] =𝑀𝛼[𝑧𝛿, 𝑢𝛿].

Доказательство. Справедливость леммы 1 следует из [3, с. 68], так как опе-
ратор 𝐴𝑘 линеен из одного метрического пространства 𝐵𝑠22 [−𝑙, 𝑙] в пространство
𝐵𝑠12 [−𝑙, 𝑙], и Ω[𝑧] — стабилизирующий функционал порождает гильбертово про-
странство с мажорантной метрикой [3, с. 61].

Также можно указать достаточные условия, при которых элемент 𝑧𝛿𝛼(𝑠) —
единственный. Оператор 𝐴𝑘 — линеен, 𝐵𝑠22 [−𝑙, 𝑙] — гильбертово пространство
и Ω[𝑧]

(︁
‖𝑧‖2

𝐵
𝑠2
2 [−𝑙,𝑙]

)︁
— квадратичный функционал. Таким образом существует и

единственен элемент 𝑧𝛿𝛼(𝑠), минимизирующий функционал (3). �

2. Уравнение Эйлера для задачи минимизации

Для нахождения приближённого (регуляризованного) решения уравнения (2)
достаточно найти функцию 𝑧𝛿𝛼 ∈ 𝐵𝑠22 [−𝑙, 𝑙], минимизирующую сглаживающий
функционал 𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿], и соответствующее значение 𝛼. Задачу минимизации
𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿] можно решать прямыми методами, например, методами наискорейше-
го спуска. Однако численно удобнее находить функцию 𝑧𝛿𝛼(𝑠), решая уравнение
Эйлера для соответствующего функционала 𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿].

Для дальнейших рассуждений введём следующие обозначения:

𝐴*
𝑘[𝑢] =

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑥)d𝑥 (4)

— оператор, сопряжённый оператору

𝐴𝑘[𝑧] =

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠;

𝐾(𝑠, 𝑡) =

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝐾(𝑥, 𝑡)d𝑥, 𝐴*
𝑘𝐴𝑘[𝑧] =

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑠, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡.

Дадим определение дробной производной.

Определение 1. Будем называть дробной производной функции 𝑓 величину

𝐷𝑠(𝑓)(𝑥) =

∫︁
Δ𝑥

𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)

|ℎ|𝑠
dℎ

ℎ
, 0 < 𝑠 < 1, (5)

где

Δ𝑥 =

{︂
ℎ ∈ [−𝑙, 𝑙]; 𝑥+ ℎ ∈ (−𝑙, 𝑙) =

{︂
𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙], −𝑙 < ℎ < 𝑘 − 𝑥

𝑥 ∈ [0, 𝑙), −𝑙 − 𝑥 < ℎ < 𝑙

}︂
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Тогда

𝐷2𝑠(𝑓)(𝑥) = 𝜗(𝑥)

𝑙−𝑥∫︁
−𝑙

𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)

|ℎ|2𝑠
dℎ

ℎ
+ 𝜗(−𝑥)

𝑙∫︁
−𝑙−𝑥

𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)

|ℎ|2𝑠
dℎ

ℎ
,

когда 𝑠 <
1

2
.

Справедлива следующая теорема [4]:

Теорема 1. Пусть 0 < 𝑠1, 𝑠2 <
1

2
и существуют 𝐷2𝑠1𝑘, 𝐷2𝑠2𝑧, 𝑧𝛿𝛼 ∈ 𝐵𝑠22 [−𝑙, 𝑙] —

регуляризованное решение уравнения (2). Тогда 𝑧𝛿𝛼 удовлетворяет уравнению Эй-
лера

(𝐴*
𝑘𝐴𝑘 −𝐴*

𝐷2𝑠1𝑘𝐴𝑘) [𝑧]− 𝛼
[︀
𝑧 −𝐷2𝑠2𝑧

]︀
= (𝐴*𝑘 −𝐴*

𝐷2𝑠1𝑘) [𝑢]. (6)

Доказательство. Запишем сглаживающий функционал (3), используя опре-
деление норм пространств Никольского–Бесова [1]. Тогда

𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿] =

𝑙∫︁
−𝑙

(𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠− 𝑢(𝑥))
2
d𝑥+

+

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

⎛⎜⎝ 𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

⎛⎝ 𝑙∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠−Δℎ𝑢(𝑥)

⎞⎠2

d𝑥

⎞⎟⎠dℎ+

+ 𝛼

𝑙∫︁
−𝑙

𝑧2(𝑥)d𝑥+

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1

𝑙−ℎ∫︁
0

(︀
Δℎ𝑧(𝑥)

)︀2
d𝑥dℎ. (7)

Необходимым условием минимума функционала 𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿] является равенство
нулю его первой вариации Δ𝑀𝛼[𝑧, 𝑢𝛿].

Сначала проварьируем невязку функционала (7), тогда имеем:⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)(𝑧(𝑠) + 𝛿(𝑧))d𝑠− 𝑢(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

𝐵
𝑠1
2 [−𝑙,𝑙]

−

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠− 𝑢(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

𝐵
𝑠1
2 [−𝑙,𝑙]

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)(𝑧(𝑠) + 𝛿𝑧)d𝑠− 𝑢(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

𝐿2[−𝑙,𝑙]

−

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠− 𝑢(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

𝐿2[−𝑙,𝑙]

+

+

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

⎡⎢⎣ 𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

⎛⎝ 𝑙∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)(𝑧(𝑠) + 𝛿𝑧)d𝑠−Δℎ𝑢(𝑥)

⎞⎠2

d𝑥 −

−
𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

⎛⎝ 𝑙∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠−Δℎ𝑢(𝑥)

⎞⎠2

d𝑥

⎤⎥⎦dℎ.

Первые два слагаемых в (7) записаны в норме пространства 𝐿2[−𝑙, 𝑙], где вы-
водится уравнение Эйлера для сглаживающего функционала, невязка которого
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записана в норме 𝐿2[−𝑙, 𝑙]. Тогда линейная часть при 𝛿𝑧 выражения⎛⎝ 𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠) (𝑧(𝑠) + 𝛿𝑧) d𝑠− 𝑢(𝑥)

⎞⎠2

−

⎛⎝ 𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠− 𝑢(𝑥)

⎞⎠2

=

= 2

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝐾(𝑥, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡d𝑥−
𝑙∫︁

−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑥)d𝑥

равна
2 (𝐴*

𝑘𝐴𝑘[𝑧]−𝐴*
𝑘[𝑢]) . (8)

Рассмотрим вариацию полунормы

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

⎡⎣ 𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

⎛⎝ 𝑙∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)𝛿𝑧d𝑠 · 2
𝑙∫︁

−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡− 2Δℎ𝑢

⎞⎠d𝑥

⎤⎦dℎ =

=

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

𝑙∫︁
−𝑙

d𝑧d𝑠−
𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

2Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)

𝑙∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑧 =

=

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

⎛⎝ 𝑙∫︁
−𝑙

𝛿𝑧d𝑠

𝑙∫︁
−𝑙

2Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)𝑧(𝑡)d𝑡− 2Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)Δℎ𝑢(𝑥)d𝑥

⎞⎠dℎ (9)

Далее, выделив линейную часть в (9) относительно 𝛿𝑧, имеем

𝑙∫︁
−𝑙

𝛿𝑧d𝑠 · 2

⎛⎝ 𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1 ×

×

⎛⎝ 𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)Δℎ𝐾(𝑥, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡d𝑥−
𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)Δℎ𝑢(𝑥)d𝑥

⎞⎠⎞⎠dℎ.

Проварьируем стабилизатор функционала (7). Получим

ΔΩ[𝑧] = ‖𝑧(𝑥) + 𝛿𝑧‖2
𝐵

𝑠2
2 [−𝑙,𝑙] − ‖𝑧(𝑥)‖2

𝐵
𝑠2
2 [−𝑙,𝑙] =

=

𝑙∫︁
−𝑙

(𝑧(𝑥) + 𝛿𝑧)2d𝑥+

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1

⎛⎝ 𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

𝑧(𝑥+ ℎ) + 𝑧(𝑥) + 𝛿𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝛿𝑧(𝑥)

⎞⎠2

d𝑥dℎ−

− (𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝑧(𝑥))2d𝑥dℎ−
𝑙∫︁

−𝑙

𝑧2(𝑥)d𝑥−
𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠2−1

𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

(𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝑧(𝑥))d𝑥dℎ.

Рассмотрим

𝑙∫︁
−𝑙

(𝑧(𝑥) + 𝛿𝑧)2d𝑥−
𝑙∫︁

−𝑙

(𝑧(𝑥))2d𝑥 =

𝑙∫︁
−𝑙

((𝑧(𝑥) + 𝛿𝑧)2 − 𝑧2(𝑥))d𝑥 =

𝑙∫︁
−𝑙

(2𝑧(𝑥)𝛿𝑧 + (𝛿𝑧)2)d𝑥.

(10)
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Затем проварьируем полунорму функционала Ω[𝑧]. Тогда

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1

⎛⎝ 𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝑧(𝑥) + 𝛿𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝛿𝑧(𝑥)

⎞⎠2

− (𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝑧(𝑥))
2
d𝑥 =

= 2

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝑧(𝑥)(𝛿𝑧(𝑥+ ℎ)− 𝛿𝑧(𝑥))d𝑥dℎ. (11)

Разобьём (11) на два слагаемых и сделаем замену переменного, полагая 𝑥+𝑡 =
ℎ, получим

2

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

𝑙∫︁
−𝑙+ℎ

(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))𝛿𝑧(𝑡)d𝑡dℎ− 2

𝑙−ℎ∫︁
0

(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))𝛿𝑧(𝑡)d𝑡d𝑡. (12)

Далее, поочерёдно применяя метод интегрирования, получаем:

2

𝑙∫︁
0

𝑙∫︁
−𝑙+ℎ

(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))𝛿𝑧(𝑡)d𝑡dℎ =

= 2

𝑙∫︁
0

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1 (𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ)) dℎ𝛿𝑧(𝑡)d𝑡+2

0∫︁
−𝑙

𝑙+𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)−𝑧(𝑡−ℎ))dℎ𝛿𝑧(𝑡)d𝑡+

+ 2

0∫︁
−𝑙

𝑙+𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))dℎ𝛿𝑧𝑡d𝑡−
0∫︁

−𝑙

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ𝛿𝑧(𝑡)d𝑡−

−
𝑙∫︁

0

𝑙−𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ𝛿𝑧(𝑡)d𝑡.

Сгруппируем сомножители в предыдущих выражениях, используя в качестве
параметрических множителей функции 𝜗(𝑥) и 𝜗(−𝑥). Отметим, если 𝑡 не принад-
лежит отрезку [−𝑙, 𝑙], то будем полагать 𝑧(𝑡) = 0. Тогда

2

𝑙∫︁
−𝑙

𝛿𝑧(𝑡)d𝑡

⎡⎣𝜗(𝑡)
⎛⎝ 𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))dℎ−
𝑙−𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ

⎞⎠ +

+ 𝜗(−𝑡)

⎛⎝ 𝑙+𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))dℎ−
𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ

⎞⎠⎤⎦ . (13)

После чего линейная часть в (13) относительно 𝛿𝑧(𝑡) равна

2

⎡⎣𝜗(𝑡)
⎛⎝ 𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))dℎ−
𝑙−𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ

⎞⎠ +
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+ 𝜗(−𝑡)

⎛⎝ 𝑙+𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))dℎ−
𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ

⎞⎠⎤⎦ . (14)

Тогда, суммируя линейные части и вариации, получим

𝑙∫︁
−𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝐾(𝑥, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡d𝑥−
𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠1−1

⎛⎝ 𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)Δℎ𝐾(𝑥, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡d𝑥

⎞⎠dℎ+

+𝛼

⎡⎣𝑧(𝑡) + 𝜗(𝑡)

⎧⎨⎩
𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))dℎ−
𝑙−𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ

⎫⎬⎭ +

+ 𝜗(−𝑡)

⎧⎨⎩
𝑙+𝑡∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡− ℎ))dℎ−
𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠2−1(𝑧(𝑡+ ℎ)− 𝑧(𝑡))dℎ

⎫⎬⎭
⎤⎦ =

=

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑥)d𝑥+

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠2−1

𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

Δℎ𝐾(𝑥, 𝑠)Δℎ𝑢(𝑥)d𝑥. (15)

Преобразуем уравнение (15):

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

(𝐾(𝑥+ ℎ, 𝑠)−𝐾(𝑥, 𝑠))(𝐾(𝑥+ ℎ, 𝑡)−𝐾(𝑥, 𝑡))𝑧(𝑡)d𝑡d𝑥dℎ =

=

𝑙∫︁
0

ℎ−2𝑠1−1

𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

(𝐾(𝑥+ ℎ, 𝑠)−𝐾(𝑥, 𝑠))(𝐾(𝑥+ ℎ, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡d𝑥)dℎ−

−
𝑙∫︁

0

ℎ−2𝑠1−1

𝑙−ℎ∫︁
−𝑙

(𝐾(𝑥+ ℎ, 𝑠)−𝐾(𝑥, 𝑠))𝐾(𝑥, 𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡d𝑥dℎ.

Таким образом, при 0 < 𝑠1, 𝑠2 <
1

2
и, когда существуют 𝐷2𝑠1𝐾 и 𝐷2𝑠2𝑧, получаем

уравнение Эйлера для задачи минимизации согласно [2]. �
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UDC 517.5
Construction of Euler Equations for a Minimization Problem
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Integral equation of the first kind with incorrect kernel and incorrect right part is reduced
to Euler equation for minimization of smothing functional which is formulated in terms of
Nikolski–Besov.
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